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Principales notations

et conventions

On écrit f = O(g) ou d’une fagon équivalente f < g, s'il existe une constante
C > 0 telle que |f(z)] < Cg(x), pour tout = dans un voisinage d’'une certaine valeur
(éventuellement infinie). La premiére notation est due a Landau et la seconde est due
a Vinogradov. Si le rapport f(x)/g(x) tend vers 1 quand z tend vers a € R, on écrit
f(z) ~ g(x) et on dit que f et g sont équivalentes au voisinage de a; de méme on écrit
f =o(g) silerapport f(z)/g(z) tend vers zéro. Pour t € R, [¢] désigne la partie entiere du
nombre ¢, et {t} sa partie fractionnaire ({¢t} = ¢ — [t]). L’ensemble des nombres premiers
est noté P, et dans toute la suite la lettre p avec ou sans indice désigne un élément de
P. Le plus grand facteur premier d’un entier n est noté P*(n). On désigne par 7(z) la
fonction de comptage des nombres premiers, qui indique le nombre de nombres premiers

n’excédant pas x, soit

m(x) = Z 1.

p<w
Pour deux entiers a et b, on note a|b pour signifier que a divise b. La limite supérieure
d’une fonction f est définie d’'une fagon analogue avec les suites réelles, comme suit :

lim sup f(z) = lim supf(t),

T—+00 T—+00 >4

la limite inférieure est définie de la méme facon sauf que le sup sera remplacé par l'inf.

La fonction logarithme intégrale est définie par :

Todt
Li(z) = — > 2).
0= | o @22



Principales notations et conventions

Les parties réelle et imaginaire d'un nombre complexe s sont notées respectivement R(s)
et 3(s). Si s est un nombre complexe et n € N*, la puissance n® désigne tout simplement
le nombre e*1°8”. Par ailleurs, o = 3+ iy désigne un zéro non-trivial de la fonction zéta de
Riemann. Le nombre de zéros non triviaux de la fonction zéta appartenant a un rectangle
0 < R(s) <1, 0< (s) <T estnoté N(T). La distance entre x et la plus proche
puissance d'un nombre premier différente de x est notée (x).

Certaines de ces notations sont rappelées localement.

vi



Introduction générale

On sait depuis Euclide que I’ensemble des nombres premiers est infini. La preuve est
tres simple; elle est basée sur le fait que tout entier supérieur strictement a 1 possede un

diviseur premier. Si pq, po, ..., p, sont des nombres premiers, alors I'entier :

kE=1+pips...pn,

possede un diviseur premier qui ne peut faire partie des nombres premiers fixé déja a
I’avance, car sinon il serait un diviseur de 1. Cela permet de trouver un nombre premier
plus grand que toute limite fixée. Le probleme se pose donc d’étudier le comportement de
la fonction 7(x) déja définie dans les notations pour des valeurs de x assez grandes.
Les premiers progres significatifs concernant la théorie analytique des nombres pre-
miers sont dus a Euler (au dix-huitieme siecle), qui découvre la célebre formule :
+oo ~1
>o-l0-5) -
n=1 peP
valable pour tout o > 1.
Gauss (en 1792), puis Legendre (en 1798), s’appuyant sur les tables des nombres

premiers, conjecturent que I'on a lorsque x tend vers 'infini :

T

()

- logx
Plus tard (en 1852) Chebychev établit, avec des méthodes analytiques réelles, qu’il
existe deux constante a et b strictement positives telles que :

ar < r(2) < bx
=M ~ logx

> 2
log x (v 22),
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et que si le rapport 7(z)logx/x tend vers une limite, alors nécessairement cette limite
vaut 1. Ces résultats constituent une forme faible de la conjecture de Gauss-Legendre.
En observant les résultats de Chebychev, les mathématiciens de cette époque croient
qu’ils étaient proche, de la démonstration de la conjecture de Gauss-Legendre, pourtant il
fallut attendre 44 ans pour qu’une telle preuve s’établisse de fagon rigoureuse en emprun-
tant d’ailleurs une voie completement différente de celle de Chebychev. Cette nouvelle
voie fut tracée par Riemann qui, en 1859, publie son fameux mémoire qui porte sur la
théorie analytique des nombres, lequel a changé completement la vision de la discipline.

Riemann exploite I'idée de prolonger la fonction :

—i-oo1

C(S) = ;7

n=1
en une fonction de la variable complexe et il démontre ensuite que la répartition des
nombres premiers est ultimement liée a I’étude du prolongement de (.

En 1896, Hadamard et La Vallée-Poussin, s’appuyant 1'un et ’autre sur les travaux de
Riemann, démontrent indépendamment la conjecture de Gauss-Legendre.

Les travaux de Riemann était a vrai dire tres pertinent ; ce dernier a laissé plusieurs
conjectures, dont certaines font parties des problemes d’actualité et d’autres ont étaient
démontrées plus tard. La plus part de ces conjectures portent sur la répartition des zéros
non-triviaux de la fonction (.

La fameuse conjecture de Riemann, ou ce que 'on appelle < I’hypothese de Rie-
mann > est 'un des plus grand problemes non résolu aujourd’hui; elle affirme que les
zéros non-triviaux de ¢ sont situés sur la droite R(s) = 3 (appelée la droite critique).
Si vous la prouvez, non seulement vous devenez célebre, mais vous comptez également
le prix de un-million de dollar offert par le Clay Mathematics Institute (voir le site :
http ://www.claymath.org/).

L’un des progres les plus significatifs concernant I’hypothese de Riemann est du a Hardy,
qui a montré qu’il existe une infinité de zéros non-triviaux sur cette droite.

Le but de ce mémoire est de faire une breve introduction a la théorie de la fonction

zéta de Riemann, ainsi que certaines applications a la répartition des nombres premiers, et

de faire une présentation de I'hypothese de Riemann et quelques conséquences de celle-ci.



Introduction générale

Le premier chapitre ne semble pas a priori appartenir au sujet, il est en fait lié a ce
qui suit, car nous allons introduire la fonction ¢ de Chebychev qui jouera un role tres

important dans la suite.



CHAPITRE

Les théoremes de

Chebychev

1.1 Introduction

Nous présentons ici les deux théoremes de Chebychev (datant de 1852), & qui on
attribue les premieres tentatives d’évaluation de la fonction de comptage des nombres

premiers (voir ci-dessous) avec des méthodes d’analyse réelle.

1.2 Une forme faible de la formule de Stirling
Proposition 1.2.1. On a la formule asymptotique suivante :

logn! = Z logm =nlogn —n+ O (logn).

1<m<n

Démonstration. Cela découle directement des deux estimations suivantes :

1. Pour tout m >1:

m—+1 m—+1
OS/ logtdt—logm:/ (logt — logm) dt

m m

:/ log (—) dt

m m
m—+1

N YRS
m m 2m



1.3. La fonction de comptage m des nombres premiers

2. Pour tout n > 2 :

"1
2

m=2 m=2 m=2

I
3
S
1 3
3=
&
AN
3
S
| 3
S
&

Il
»\:
|
QL
~
Il
5}
0
S

de sorte que,

3

1
m
m=1

Il s’ensuit des deux parties 1 et 2 que :
log (n — 1)! = nlogn —n + O(logn).

Par suite,

logn! =logn + log (n — 1)! = nlogn —n+ O(logn).

1.3 La fonction de comptage m des nombres premiers

Définition 1.3.1. On appelle < fonction de comptage des nombres premiers >, la fonction

notée , et définie par :
7 R — N
x +—— mw(z):=Card{p € P,p < z}.

Afin de tirer des renseignements sur la fonction 7 (x), Chebychev exploite l'idée de
décomposer le nombre n! en produit de facteurs premiers.

Pour chaque entier m > 2, on peut écrire :

logm = Z log p.

p¥|m



1.3. La fonction de comptage m des nombres premiers

La somme étant étendue a tous les couples (p,v) tels que p”|m avec p premier et v > 1.

Il s’ensuit que :

logn! = Zlogm ZZlogp—Z Z log p

m=1p¥|m p’<n 1<m<n
p¥|m
- S hosr| Y1
p¥<n 1<m<n
p’In
[n
= 3oy .
p<n LP

ol la derniere égalité vient du fait que :

do1= > 1= ) 1:[%}.
1<m<n 1<kp”<n 1<k< 2 p

pY|m

En introduisant la fonction arithmétique de Von Mangoldt :

lo std v>1:d=p”
NOUEE I -

0 dans le cas contraire

nous déduisons de ce qui précede la formule asymptotique :

Z A(d) [g] =nlogn —n+O(logn) (n>2).

1<d<n

Notons B (n) le membre de gauche et posons B (z) = B ([z]) pour tout x > 2.

Une autre estimation triviale mais qui sera utile est la suivante :
[z]log [z] = xlogx + O(logz) (x> 2).

En utilisant les deux formules asymptotiques précédentes, on obtient :

= ¥ 2@ 2] = 5 4@ [5] = eoele] - 6]+ Ot

1<d<z 1<d<z

=zlogz —x + O(log z).



1.4. La fonction i de Chebychev et son encadrement

1.4 La fonction ¢y de Chebychev et son encadrement

Nous allons utiliser notre estimation de B (x) pour établir un encadrement de la fonc-

tion ¢ de Chebychev, définie par :

V@)=Y Ad).

1<d<z

On verra ensuite, que cela fournit un encadrement de méme nature pour 7 (z) .

Théoréme 1.4.1 (Chebychev). Pour tout x > 2, on a l'encadrement suivant :

zlog 2+ O(logz) < ¢ (z) < zlog4 + O((logz)?).

Démonstration. Posons
U
x () = [u] =2 |3

Alors x est une fonction 2—périodique qui vérifie

] (u>0).

0 st 0<uxl1
X (u) =
1 52 1<u<?2

On définit la fonction By comme suit :
B (z) = B(x) — 2B (g) (>2).

D’une part on a :

By (z) = xlogx—x+0(logx)—2{glog (f) oz

5 §+O<log (g))}:xlog2+0(10g$)-

Et d’autre part :
Baw)= 3 A@ ([ -2[5]) = 2 a@x(G).
1<d<z 1<d<z
De cette derniere expression, on déduit

v@-v(3)= Y A=Y Adx(3)

T T
§<d§x §<d§z

S NUNG

1<d<z

= By (z).



1.5. La fonction 7 et son encadrement

Cela fournit directement la minoration :
Y (z) > By () = xlog2 + O(log x) (x >2).

On a par ailleurs :

V@) <B@ 4+ (5) SB@+B: (5) 40 () == Y B (5) +¢ (5im) -

0<j<k

ou k est un entier arbitraire. En choisissant

b b(e) [logx}’

log 2

T

De sorte que 5 < 2 et ¢ (2k+1) =0, Il vient que :

Y (z) < Z BQ<%>: Z {$1§jg2—|—0(logx)}:azlog2 Z %+O((logaj)2)

0<j<k(x) 0<j<k(x) 0<j<k(x)

e}

< zlog2 Z % + O((log z)?)

J=0

= 2zlog 2 + O((log z)?).

Ceci complete la preuve du théoreme. [

1.5 La fonction 7 et son encadrement

Proposition 1.5.1. On a la formule asymptotique suivante :

7 (2) M+O( ’ ) (> 2).

N log x (log z)?

Démonstration. Une autre facon d’écrire la fonction v est la suivante :

U (x) =) logp.

p¥ <z

Pour chaque p fixé, on a :

” log x log x
p<r<=vrv< v < .
log p log p



1.5. La fonction 7 et son encadrement

T

p} valeurs de v tels que p” < x, cela permet d’écrire :

p@)=3 [logﬂ logp.

log p

Il y a donc exactement [ﬁg
g

p<w

Grace a l'encadrement [u] < u < 2[u] valable pour v > 1, on a :

(z) <> logz =7 (x) 1oga;_ZGng)1op<22{ } p =20 (x),

p<w p<w p<w

soit

D’autre part, on a :

0 <7(x)logz — 1 (x) = Z (log:c - “Z%] 10gP)

p<z
log x log x
= Z logx — 87 logp | + Z log x — & log p
log p log p
p<\x Vr<p<z
1 1
< Z log x — %8 4 logp | + Z log x — o8 log p
log p log p
<V Va<p<wz

car: Jr<p<z=

:ZIng+ Z (logx — logp)

p<Va Va<p<a Bﬁiﬂ =1
Z logp + Z log< )
P<Vz Vz<p<z
>
\f<p<x/
dt
oWt T [ Ba0f
* dt
= ¢ (V) +/\/5 ﬁ%.;gm 1y, 4 (2) 7
v dt
= + 1
v ive) /\/5 fgpq
:¢(¢5) w (Vi) tog i+ [ ™0 g
it
< 0 (t
- IT



1.6. Le postulat de Bertrand

Et puisque (d’apres le théoreme ),on a:

7 (t) < 29 (t) < 2log 4 L0 log ¢ |
t ~ tlogt — logt t

Il s’ensuit que :

T o(t) Todt x
—dt < — << .
N vz logt log x

Nous déduisons alors de ce qui précede que :

W(x)logx—w(m)—O( ’ );

log
ou encore
x x
7 (z) = ;f)(gx) +0 (—(logx)Q) .
La proposition est démontrée. [ ]
En combinant la proposition précédente et le théoreme on obtient immédiatement

le corollaire suivant :

Corollaire 1.5.2. On a lorsque x tend vers l’infini :

X

{logZ—i-o(l)}1 - < 7 (z) < {log4 +o(1)}

og T logz’

1.6 Le postulat de Bertrand

Dans ce qui précede nous avons présenté juste 'idée de base de Chebychev. En fait
les résultats de Chebychev étaient beaucoup plus précis; il utilise la fonction y (u) =
[u] — [%] — [%} — [%} + [%] qui est 30-périodique, au lieu de la fonction x(u) vu dans la

preuve du théoreme . Il trouve ainsi I’encadrement suivant :

{er +0(1)} <7 (r) < {ex+o(1)}

(r — +00),

log log

avec ¢; = log (2%3%5%30%&) ~0,92129 et ¢y = S¢; = 1,10555.
Comme ¢y < 2¢y, cela implique que 7 (2n — 2) > 7 (n), pour n assez grand. En explicitant

les termes o(1), Chebychev a pu prouver que cette inégalité est bien valable pour tout

10



1.7. Une forme faible de la conjecture de Gauss-Legendre

n > 3, ce qui constitue une preuve d’une conjecture célebre, connue sous le nom de
< postulat de Bertrand > (datant de 1845) :
Postulat de Bertrand :

Pour tout n > 2, il existe au moins un nombre premier p tel que ,

n<p<?2n.

1.7 Une forme faible de la conjecture de Gauss-Legendre

Théoréme 1.7.1 (Chebychev). On a l’encadrement :

7 (x 7 (z
lim inf (z) <1< limsupL.
z—+o0 x/log x r—to0 X/l0gx
Démonstration.
Remarquons d’abord que les deux limites existes et sont finies, car la fonction Jl(:g)z est

bornée.

D’apres ce qui précede on a la formule asymptotique suivante :
B(z) = ZA(d) [g] =zlogz —x + O(log z).

d<zx

D’autre part, on a :

B(x)= Y A(d) [2] -y A(d){§+0(1)} Y $+0(¢(x))

1<d<az 1<d<ax 1<d<z
A(d
=z Z % + O(z).
1<d<z

Par comparaison, on tire :

A
x Z %%—O(m)leogm—ﬁ%—O(logm),
1<d<z
D’ou
Z #zlogw—i—O(l) (x > 2)
1<d<z

11



1.7. Une forme faible de la conjecture de Gauss-Legendre

Par ailleurs, on a :

RN EEEDS

1<d<z d

1<d<x

SOV A

N ZA(d)/d t2+¥

1<d<z

dt

(x)

/ dt +
/ dt + O(1),
Il vient que :
/1 t(2) =logz+0O(1) (z>2)
Soit maintenant :
a = limsup ™ (z) = lim supw(x).

T—r+00 $/10gﬂ3 T—>—+00 iy

Pour tout € > 0, il existe donc un zy = x¢ (¢), tel que

vt
t

—a<e, (pour tout t> xp);

soit

Y (t) < (a+e)t, (pour tout t > xg).

/x : @/)t(;)

Pour x > x(, on a donc :

[E0 g [

A (d)) 2 +
1<d<t

(@)

X

(1.7.1)

_/wow( ) dt + (a+¢)logx — (a + €) log x.
1

Cela donne (en vertu de ( ) -
log + O(1) < (a+¢) logz + O(1)
De sorte que,

14+0(1) < (a+¢e)+o0(1)

12
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1.7. Une forme faible de la conjecture de Gauss-Legendre

Par passage a la limite quand (z — 400), on obtient :
(a+e)>1,

Cela implique que, a > 1 (puisque ¢ est arbitraire).

Un raisonnement analogue montre que g < 1, avec

£ = liminf ™ (z) :
T——+00 x/log T

Ceci complete la preuve du théoreme. [

Le corollaire suivant est une conséquence directe du théoreme

(x)
z/logx

Corollaire 1.7.2. Si le rapport tend vers une limite, cette limite vaut 1.

Remarque 1.7.3. Chebychev établit une forme faible de la conjecture de Gauss-Legendre,

T

m(z)

~ gz (x — 400)

seulement en utilisant des méthodes d’analyse réelle. Aprés avoir publié ses travauz, les
mathématiciens croient qu’ils étaient proche de la démonstration, mais ce n’était pas le
cas. 1l fallut attendre 44 ans apres, pour que Hadamard et La Vallée-Poussin démontrent
la conjecture en empruntant une voie completement différente, tracée par Riemann et

utilisant les méthodes d’analyse compleze.

13



CHAPITRE

La fonction zéeta de

Riemann

2.1 Introduction

Au dix-huitieme siecle, Euler a découvert la célebre formule :

—+o00 —1
1 1

> o= (1——) (@ €]1,+0d)]),
n()[ pa

n=1 peEP

qui relie une somme portant sur tous les entiers, a un produit portant sur tous les nombres
premiers. Riemann (en 1859), s’est rendu compte que 'apparition des nombres premiers
dans la formule peut engendrer des renseignements sur la répartition des nombres pre-
miers. L’idée essentielle de Riemann consiste a prolonger la fonction zéta :
+00
)= o (@]l +od))

n
n=1

en une fonction de la variable complexe, tout en se servant de la théorie de Cauchy
des fonctions analytiques. Dans ce chapitre nous allons établir le prolongement de ( au
plan complexe, ainsi que certaines propriétés de celle-ci. On verra par la suite (dans le
chapitre 3) que ’étude du prolongement permet d’obtenir des renseignements relatifs a la

répartition des nombres premiers.

14



2.2. Produits infinis

2.2 Produits infinis

Définition 2.2.1. Soit (u,), une suite de nombres complezes,
I = wug - uy (n>1),

tel que I' = lim I',, existe. Nous écrivons ainsi

n—oo
oo
I'= H Uy
n=1

Les Ty, sont les produits partiels du produit infini .

Lorsque ('), est convergente, nous disons que le produit infini I est convergent.

Pour I'étude de la convergence d’une série Ya, est significative la facon plus ou moins
rapide dont les a,, tendent vers 0. De facon analogue, pour 1’étude des produits infinis

I'intérét se focalise sur la proximité des facteurs au nombre 1.

Lemme 2.2.2. Pour des nombres complexes uy, us, -+ ,un, i l'on définit
N N
Ty =[O0 +un), T =T+ un),
n=1 n=1

On dispose de
Iy < exp (Jua] + Jug| + -+ - + fun]) (2.2.1)

et de
Iy — 1] <TH -1 (2.2.2)

Démonstration. Pour z > 0, on a I'inégalité 1 + x < exp(z), il s’ensuit que :

(1+ Jun]) < exp(fun]), (¥ 1<n<N)

Puis en multipliant membre & membre ces inégalités, on obtient ( ).
La relation ( ) s’obtient comme conséquence de l'inégalité [Ty, — 1| < Tty — 1 (Vk €
{1,...,N}) qu’on démontre par récurrence sur k.

e Pour N =1, ( ) est évidente.
e Pour k € {1,--- | N — 1}, on écrit

Dppr = 1=Tp(1 +upgr) = 1= (T — D1 + upy1) + upy1,
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2.2. Produits infinis

de sorte que si ( ) a lieu avec k, on a bien :
Prr =1 < (T = DA+ Jugsa]) + Jupsa| = Ty = 1.
Le lemme est démontré. |

Théoreme 2.2.3. Soit (u,), une suite de fonctions définies sur un ensemble S C C,
bornées et a valeurs complezes, telle que Y |un(s)| converge uniformément sur S. Le

produit

o0

Fs) =TT @ +uals)) (2.2.3)

n=1

converge uniformément sur S. De plus, f(s) s’annule en un point sq € S si et seulement

st up(s0) = —1 pour un certain entier n.

Démonstration. Grace a I'hypothese, > |u,(s)| est bornée sur S, et si I'y désigne le
Neme produit partiel de ( ), le lemme précédent établit I'existence d’une constante
¢ > 0 telle que |T'n(s)| < ¢ pour tout N et tout s. Choisissons €, ou 0 < ¢ < 3. Il existe
un entier Ny tel que :

i un(s)] <&, VseS (2.2.4)

n=DNg
si M > N > Ny, on a pour tout s € S :

Car(s) = Tn(s)l = [Tw()l | [T {1 +uale)} -1

N<n<M
(2.2.5)
< [P (s) (exp(e) — 1)
< 2|Cn(s)]e < 2ce.
De sorte que ( ) indique que (I'y)x est de Cauchy pour la norme de la convergence
uniforme, donc elle converge uniformément vers une fonction limite f.
Et puisque,
ITar(s) =T ()| < 2|Tn(8)|e, ¥V M > Ny (2.2.6)

il s’ensuit que

Ta(s)] > (1 —2¢) Ty, (s)], ¥V M > Ny.
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2.3. Formule d’Euler

donc

lf(s)| > (1 —2e)|Tn,(5)], V s€S, (2.2.7)
cette relation montre bien que f(sg) = 0 si et seulement si u,(s9) = —1 pour un certain
entier n. Ce qui complete cette preuve. [

Corollaire 2.2.4. Pour tout nombre complexe s = o +it, tel que o > 1, le produit infini

HPGP (1 - #) est convergent. De plus si [’on note :

=T (1-).

pEP

alors la fonction f n’a pas de zéros dans le demi-plan o > 1.

Démonstration. Soient, s comme dans 'énoncé et 1 < § < o. Il est clair que la série

> pep z% converge uniformément sur le demi-plan R(z) > .
En appliquant le théoreme précédent avec u,(z) = —Z#, oll p, est le n®™° nombre pre-
mier, et S = {z € C, tel que R(z) > 4}, il s’ensuit que, le produit infini Hpep (1 — I%)

converge uniformément sur S, et puisque (1 — #) = 0 pour tout p € P, et tout z € S,
alors Hpep (1 — I%) ne s’annule pas sur S. En particulier pour z = s, on a Hpep <1 — %)
est convergent et f(s) =[], p (1 — Z}) # 0. Le corollaire est démontré. |

Le corollaire suivant est immédiat.

-1
Corollaire 2.2.5. Le produit infini Hpep (1 — L) est convergent dans le demi-plan

ps

R(s) > 1 et ne s’annule pas sur cette région.

2.3 Formule d’Euler

Dans cette section, nous allons démontrer la fameuse formule d’Euler évoquée dans

I'introduction, mais dans un cadre plus général.

Pour s € C, la série >” | =& est absolument convergente si et seulement si R(s) > 1.
Dans la suite, on note ¢(s) = Y_", & pour tout s € C tel que R(s) > 1.

Théoréme 2.3.1 (Formule d'Euler). Pour tout s € C tel que R(s) > 1, on a :

@02’
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2.3. Formule d’Euler

Démonstration. Soit s = 0 4+ ¢7, avec 0 > 1. On a pour tout p premier :

1V X1
(1_1?) _ZP”S'

v=0

En prenant le produit pour p € P, p < N (N > 2) dans les deux membres de cette

derniere, on obtient :

1T <1—%)_1:[][V§]% (N >2)

1
= G

vy Wn 20

1
pive

ol, p1 < pg < -+ < p, désignent les nombres premiers < N.
On obtient grace a I'unicité de la décomposition en produit de facteurs premiers, et en
notons P*(n) le plus grand facteur premier de l'entier n,
-1
M) -2 &
p<N Pt(n)<N
Mais comme, {1,--- N} C {n € N*, tel que P*(n) < N}, ona:

()

p<N

1
< )
>~ no

n>N

en faisant tendre N vers I'infini, on obtient la formule d’Euler complexe. La démonstration

est achevée. [ ]
Corollaire 2.3.2. La fonction ¢ est analytique sur le demi-plan R(s) > 1.

Démonstration. La convergence de la suite des produits partiels,

i)

vers ((s) est uniforme sur tout demi-plan R(z) > ¢ avec § > 1, ceci découle directement

de l'inégalité,

1
<) S <25 ¥ R(s) >4
n>N n>N




2.4. Prolongement analytique

Donc la convergence uniforme a lieu sur tous les sous ensembles compacts du demi-plan
—1

R(s) > 1. Or, les produits partiels {Hp<N <1 — Z}) } sont analytiques, d’ou 'on

N>2

déduit que la fonction ¢ est analytique sur le demi-plan R(s) > 1. [ ]

2.4 Prolongement analytique

Nous allons maintenant présenter I'une des méthodes du prolongement analytique de
la fonction zéta sur le plan complexe, a savoir qu’il en existe plusieurs.
Contentons nous de rappeler un résultat fondamental de la théorie des fonctions analy-

tiques.

Théoréme 2.4.1 (Principe du prolongement analytique-admis). Soit {2 un ouvert connexe
du plan complexe et soient f et g deux fonctions analytiques sur ). Si f et g coincident

sur une partie X de €, qui a un point d’accumulation dans €Y, alors elles coincident sur

Q.

Pour la preuve de ce théoréeme, voir par exemple ([10], p.52).
Nous allons tout d’abord prolonger ((s) au demi-plan R(s) > 0.

e Premiere méthode :

On a pour R(s) > 1:

X1 X o +oo dt
-3 Ye [T [T (2 )
n=1 n=1 n

1<n<t
+oo +oo
t t
1 terl s—1 ) ts+1

Comme {t} € [0,1], la derniere intégrale est analytique sur le demi-plan $(s) > 0. Le

dernier membre définit donc un prolongement de ((s) au demi-plan R(s) > 0, privé de
s=1.

e Deuxieme méthode :

Pour R(s) > 1, on pose :
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2.4. Prolongement analytique

Il vient que :

n+1 (L

Posons, ¢, (s) = [ = - xi) dz, pour tout n € N*,

Les fonctions ¢,,, sont holomorphes sur le demi-plan R(s) > 0; de plus pour s = o + i,

avec 0 > 0, on a :

n+1 1 1
n(8)] = — — — | dx
el =| [ (- %)
1 1
< sup | — — —
n<z<n+1 |N° s
/”T dt
= su s
ngnggﬂ , t5t1
s
— n(r—&-l'

Ceci implique que la série des ¢, converge uniformément vers f sur les sous ensembles
compacts du demi-plan R(s) > 0, d’ou f est holomorphe sur le demi-plan R(s) > 0.
Pour conclure, on pose ¢ (s) = =55 + f(s) pour tout s # 1, avec R(s) > 0, ce qui fournit
le prolongement de la fonction ¢ sur le demi-plan R(s) > 0 avec un poéle simple en s = 1.
D’apres le principe du prolongement analytique ce prolongement est unique.

A ce stade, il nous reste qu’a définir {(s) pour (s) < 0. Comme le fait Riemann, on va

démontrer 'existence d’une équation fonctionnelle de la forme :

¢(s) = x(s)C(1 = s), (0 <R(s) < 1),

ou x est une fonction analytique, définie en tout point s € C qui n’est pas un entier positif
impair. Nous expliciterons plus loin x(s).

Il faut d’abord, constater que I’équation fonctionnelle fournit le prolongement souhaité,
puisque l'application s — 1 — s, admet le point s = % pour centre de symétrie; cela
permet de définir ¢ dans le demi-plan R(s) < %, puisque on connait déja ((s) pour

R(s) > 1.
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2.5. Démonstration de I’équation fonctionnelle

2.5 Démonstration de I’équation fonctionnelle

Théoreme 2.5.1. ] existe une équation fonctionnelle de la forme :

((s) = x(s)¢(L = s), (0 <R(s) < 1),
ou x est une fonction analytique, définie en tout point s € C qui n’est pas un entier positif
1Mpair.
Nous avons choisis de faire la preuve en utilisant la formule de Poisson, qui énonce que,

si Pon définit la transformation de Fourier d'une fonction f € L'(R) par :

A +oo

f () = Fly)e™>m= dy,

—00

S ) =" F (n)

nez ne’
pour toute fonction f dérivable sur R, vérifiant les conditions suivantes :

L. >, ez f(n) converge.
2. > ez /' (x +n) converge uniformément pour x € [0,1].

Les conditions d’application de la formule de Poisson sont satisfaites pour la fonction

fu(z) = 7™ pour tout u > 0 fixé.

A 1
On a, f, (x) = e<_ w >u’§, et donc la fonction : 9 : ]0,4+00[ — |0, +0o0[, qui a chaque u
on associe ¥(u) = 3, ., fu(n) vérifie I'équation 9(2) = \/u 9(u), Vu > 0.
La fonction x(s) elle est définie a partir de la fonction I" d’Euler par :
1
x(s) = 2°7% ! sin (éws) (1 —s).

La fonction I', est définie par :

+oo
[(s) = / e dr
0

pour tout s € C, tel que R(s) > 0. Le théoréeme de dérivation sous le signe intégrale
montre que la fonction I' est holomorphe sur le demi-plan $(s) > 0, de plus une simple

intégration par partie montre que :

[(s+ 1) =sI(s)
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2.5. Démonstration de I’équation fonctionnelle

ce qui permet de prolonger la fonction I'" en une fonction méromorphe sur C, admettant
un pole simple en tout entier négatif.

Parmi, les jolies formules de la fonction I', on a :
1. I'(n+ 1) = n!, pour tout n € N.

2. La formule des compléments :

™

T(s)T(1 —s) =

sin(7s)’

3. La formule de duplication :

I'(s)I (s + %) = /7272 (2s).

Démonstration du théoreme . En faisant maintenant le changement de variable

x = mny dans 'intégrale de définition de I'(3s), on obtient pour tout n € N*, et R(s) > 1:

1 +eo s s too ] 2
I'(=s)= / 2 Ve %dy = 7T2n5/ y Ve ™y
2 0 0

s 1 +oo S 2
men T =s| = / yG e ™Yy
2 0
En sommant sur tous les entiers non nuls, on obtient :
]. S +OO S
G (o) 7% = [ ot
0
ot 1 (y) = 5 (V(y) —1).

Maintenant, on écrit :

1 s 1 s +o0 .
ot (5) 7 = [Contnti V[ ot Vay
0 1

ou bien,

En effectuant le changement de variable z = i sur l'intervalle |0, 1], on obtient :

' (1) o /1)1
/0 V1(y)y'zdy :/1 W (;) mdz

D’aprés ce qui précede, on vérifie facilement que ¢ (1) = /201(z) + 1 (v/z — 1).

Ce qui implique que :

1 s —+o00 st1 1 —+o0 - 1
/ ﬂl(y)y(i_l)dy = / 191(2)2_(;2)dz + —/ @dz
0 1 2/ 2zt

—+o00 (s4+1) 1
— U 2 d _.
/1 1(2)z Z+S(S—1)
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2.6. Quelques conséquences de I’équation fonctionnelle

D’ou

1 s 1 too _(s+1) s _q
¢(s)l (5,9) T2 = s5-1) +/1 V() <x > 420 )> dx. (2.5.1)

Puisque, pour tout x > 1 on a :

+oo +o0
191(1,) — § 6—7rn2:c — T § e—Tr:E(nz—l)
n=1 n=1
+oo —Tx
< T 2 e TE €
- 1 —e ™
n=0
e
<
l—eT

Cela signifie que v;(z) = O(e ™). Le théoreme de dérivation sous le signe intégrale
montre que cette derniere intégrale est holomorphe sur tout le plan complexe et le membre

1

de droite de ( ) fournit donc un prolongement de ¢(s)I' (1s) 772 sur C\ {0, 1} en une

fonction analytique, invariante par la transformation s — 1 — s. Pour 0 < R(s) < 1, on

¢(s)D (%5) 75 =(¢(1-s) (% - g) T

En multipliant les deux membres de cette identité par I' (1 — %), il vient que :

cor (32 (- 5) =co-ar (55 r(1-5) =

Les formules des compléments et de duplication impliquent que :

a donc :

C(s) = 2°7* L sin Gm) (1 —s)¢(1—5)

Ce qui termine la démonstration. [ ]

2.6 Quelques conséquences de I’équation fonctionnelle
1. L’équation fonctionnelle permet d’écrire pour s # 0 :

T —2> (=sC(1—s)) (1 —s).
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2.6. Quelques conséquences de I’équation fonctionnelle

Puisque (s — 1)((s) tend vers 1 quand s — 1, donc —s((1 — s) tend vers 1, quand

s — 0, et on a également :

lim C(s) — —%

s—0

donc ¢ est définie en 0 et ¢(0) = —1.
. Pour n € N*| la formule I'(s + 1) = sI'(s), fournit :

I'2n+1-ys)

S (T BN T

En effectuant un développement limité d’ordre 1 de sin (%775), au voisinage de 2n

on obtient :

sin (%m) - (_12)%(5 —2n) + o(s — 2n)

D’ou
.1 (—1)"m
iy, sin (5”8) M=) =5 n 1)

Ceci permet de définir x(s) en s =2n et on a :

(_1>n<2ﬂ—)2n (n c N*)

X2 =

et donc x(s) possede un sens pour toute valeur de s € C, qui n’est pas un entier
positif impair.

. Pour n € N*, en faisant tendre s vers 2n + 1 dans U'identité ((s) = x(s)¢(1 — s),
le membre de gauche tend vers une limite finie ((2n + 1), et puisque le module de
X(s) tend vers l'infini, alors nécessairement ((1 — s) tend vers zéro, cela veut dire
que ¢(—2n) = 0 pour tout n € N*. Les nombres —2, —4, ..., sont appelés les zéros

triviaux de la fonction (.

. Comme la fonction I' ne s’annule en aucun point du plan complexe, 1’équation
fonctionnelle permet de conclure que les zéros non triviaux de la fonction ( se
situent sur la bande 0 < R(s) < 1. On verra plus loin que ((s) ne s’annule pas sur la
droite R(s) = 1, donc 'équation fonctionnelle entraine que ((s) ne s’annule pas sur
la droite R(s) = 0. Par conséquent, les zéros non triviaux de ¢ sont dans la bande

ouverte 0 < R(s) < 1, appelée la bande critique.
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2.6. Quelques conséquences de I’équation fonctionnelle

5. Les zéros triviaux sont les seuls zéros réels de ((s). Pour justifier cela, il suffit de
montrer que ((s) ne s’annule pas dans U'intervalle |0, 1[. D’apres la premiere méthode

de prolongement de ((s) sur le demi-plan $(s) > 0, on a :

g

o) = -2 — /M{t}dt (pour tout 0 < o < 1)
0)=—7-0 e pour tou o ,

et puisque {t} € [0, 1], on en déduit que (o) < 0 pour tout o €]0, 1], ce qui permet

de conclure.

Remarque 2.6.1. Une autre conséquence de [’équation fonctionnelle concerne le calcul
de ((2n) pour n > 1. Pour ce faire, il faut faire appel a une autre démonstration de
I’équation fonctionnelle qu’on ne précisera pas ici. Notons juste que si 'on définit les

nombres de Bernoulli comme étant les coefficients du développement de Taylor suivant :

+
er—1 "l
n=0

alors, on a la formule d’Euler (voir [13], p.19) :

((2n) = (—1)”122"—1%w2” (n>1).

En particulier on a :
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CHAPITRE

Le théoreme des nombres

premiers

3.1 Introduction

En s’inspirant des travaux de Riemann, Hadamard et La Vallée-Poussin ont démontré
indépendamment en 1898 que la conjecture de Gauss-Legendre est équivalente a 1’absence
des zéros de la fonction ¢ sur la droite R(s) = 1, et que la fonction ¢ ne s’annule pas sur
cette droite. Depuis, ce résultat est nommé < le théoreme des nombres premiers >.

Nous avons vu au chapitre 1 la formule asymptotique :

m):;ﬁfg@jm(@),

r v (L),

z/logx x log x

qui nous permet d’écrire :

Cette derniere montre que le théoreme des nombres premiers équivaut a :
Y(x) ~x (x — +00).

Nous verrons dans ce chapitre comment ’absence de zéros sur la droite R(s) = 1 implique

le théoreme des nombres premiers en sa forme :

Y(x) ~x (r — +00).

26



3.2. Résultats obtenus par intégration complexe

3.2 Résultats obtenus par intégration complexe

Soit f une fonction analytique. On note fsslz f(s) ds, l'intégrale curviligne de f le long
d’un segment [sq, s3] (s1, s2 € C). Des changements de variables simples montrent que :

Pour tous a, 3,c € R, on a :

/C:jf(s) ds — z’/jf(c+z’t) it
Li::cf(s) ds = /jf(t—l—ic) dt

c+i00 400
/ f(s)ds=1i fle+it) dt.

—100 —00

3.2.1 Etude de Pintégrale = [/ s

2mi Je—ioco s(s+1)

Lemme 3.2.1. Soient x,c deux réels strictement positifs. On a :

1 eioo s 0 st x <1,

2m J._

i S(s+1) 1—% si x>1

Démonstration. La fonction s — est méromorphe dans C, avec deux poles simples

( +1)
0 et —1, de résidus respectifs 1 et —;.
e Pour z <1 : On considere le rectangle, ayant les sommets ¢ —iT,c+ T, c+T + 1T, c+

T — T, avec T > 0. Ce rectangle n’entoure aucun pole, donc :

c+iT 15ds c+T+4iT x5ds c+T—iT xds c—iT r5ds
———+ —+ ——+ — o
emir S(5+1)  Jepr S5+ 1) Joprpr s(s+1) 0 Jeyroir s(s+ 1)

On a:

AT pids / gt Tty 2Tzc*T _ 2Ta
s(s+1) (c+T+it)(c+T+it+1)| = (c+T)* ~ (c+T)"

crrir S(S

De méme, on montre facilement que :

/c+T+iT 5ds ‘< at
erir S(s+1)| T T
et que

<

et z%ds e
—_— T .

e+T—ir S(5+ 1)
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3.2. Résultats obtenus par intégration complexe

En faisant tendre T vers l'infini, le résultat en découle immédiatement.
e Pour x > 1 : On integre cette fois-ci sur le rectangle de sommets ¢ — i1, ¢ + T,
c—T+iT,c—T —iT, avec c—T < —1. Ce rectangle entoure les deux poles, donc (d’apres

le théoreme des résidus) :

1 /c+iT LL’SdS N /c—T+iT J}SdS N /C—T—iT :L‘SdS
2mi \ Je—ir s(s+1) etiT s(s+1) e-ryir S(s+1)

1 /c_iT xds 1
+-— ——=1—-.
270 Jo_p_ir S(s+ 1) T

Les majorations de 'intégrale sur les trois cotés autres que ¢ — 7T, ¢ +¢1', sont les mémes

que dans le cas x < 1; on conclut en faisant tendre 7" vers l'infini. [

Définition 3.2.2. On appelle série de Dirichlet, toute série de la forme Zfoo %, ou f

est une fonction quelconque définie sur N*, a valeurs complexes.

Théoreme 3.2.3. Soit ZILOO s une série de Dirichlet qui converge absolument pour tout

s € C tel que R(s) > o9 > 0 et soient F(s) sa somme pour R(s) > og et A(x) = 1<Z< .

Alors pour tout ¢ > og et tout x > 0, on a :

1 “too x5 F(s)d 1 [
— T F(s)ds 1 / A(u)du.
270 Joino S(s+1)  x J

, . . ’ c+oo .
Démonstration. L'intégrale [ ds__ est absolument convergente (pour assurer I'exis-

c—i00 s(s+1)

tence de l'intégrale ci-dessus) et > ;™ o2 est uniformément convergente sur le segment

d’intégration, donc :

1 c+oo SF -+0o c+oo ds
omi J, i S(s+ 1 " 2mi Z /c s(s+1)

C—100

Le lemme précédent donne alors :

QLm' c+oo%: _Z an (1—%) :i _Z_ an(x—n)zi/:/l(u)du.

c—100

Dans la suite, on admettra ’existence d’un prolongement analytique de la fonction loga-

rithme vérifiant les propriétés suivante :

28



3.2. Résultats obtenus par intégration complexe

1. Pour toute fonction f(s) analytique, ne s’annulant pas pour R(s) > « et strictement

positive pour s € ]a, +o0], la fonction log f(s) est défini dans le demi-plan R(s) > a.
2. Pour tout s dans le demi-plan R(s) > «, on a R(log f(s)) = log|f(s)] .

3. Pour [s| < 1,ona:
+oo n—1 pn
(=1

10g(1+s):z

n=1

Sous certaines conditions qui seront toujours prise dans la suite, le prolongement satisfait
aux regles de calcul usuelles.

Parmi les conséquences de la formule d’Euler complexe, nous avons pour R(s) > 1 :

oecto) = Yos (=2 ) - T

peEP peEP v=1

ou la derniere identité résulte de la troisieme propriété du logarithme complexe.

Donc par dérivation logarithmique, la formule d’Euler donne :

-5 zz@p

peEP v=1

ce que 'on peut exprimer en utilisant la fonction de Von Mangoldt, comme suit :

¢ 2 Am)
R

¢'(s)
¢(s)

plexe et possede une singularité en tout zéro et pole de (. En particulier, Z possede une

Posons maintenant Z(s) = . La fonction Z(s) est méromorphe dans le plan com-
singularité au point s = 1.

Pour R(s) > 1, on définit F(s) comme suit :

F(s) = 2(s) — () = ) M1

En appliquant le théoreme pour la fonction F, avec o9 = 1 et A(z) = ¢(x) — [z], on

obtient le corollaire suivant :

Corollaire 3.2.4. En écrivant s = o + 17, on a :

/oxww) iy =5 [ +°°"”"S“F(S>

—=d tout o > 1).
o Gt T (pour tout o > 1)
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3.3. Majoration de (

On rappelle que pour R(s) > 0, la fonction ¢ s’écrit sous la forme :

1

((s) = — + f(5)

ou f est une fonction analytique sur le demi-plan R(s) > 0.

donc,
L (I=s)f(s) = f(s)

Z(S)_s—l_ L+ (s—1)f(s)

Le second membre de cette identité est méromorphe dans le demi-plan R(s) > 0 et possede

une singularité en tout zéro de ¢ dans cette méme région ; ce qui implique que les fonctions

¢ et Z sont toutes les deux de la forme ﬁ + h(s), ou h est analytique dans la région

R(s) > 0. Il en découle de cela que F'(s) est définie en s = 1.

Nous allons établir des inégalités permettant de faire passer la limite quand ¢ — 17

sous le signe intégrale dans la formule du corollaire

3.3 Majoration de (
Pour s = 0 + it, avec 0 > 0 et N € N*, on peut écrire :
N N+1 +oo
1 dx
=Y [ T4 > el
1

avec [p,(s)] < nlﬂl, pour tout n € N*. D’ou

N+1d
a+zt\<z—+‘/ -

Proposition 3.3.1. Pour 1 <o < 2 et |t| augmentant indéfiniment, on a :

“+00

1
+H Z na+1

n=N+1

C(o+it) =0 (log|t]) .

Démonstration. Supposons que 1 < o < 2 et que |[t|] > 2 et posons N =

( ). Alors, pour [t| augmentant indéfiniment, on a :
Z—<Z Oflog]).
n=1 n<|t\
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3.3. Majoration de (

(/MJ@ZZ(WH+Uk”—1 [+ +1 0(1):
L 1—s - || ’
+o0 +o0
1 " dx
1Y mmsern Y [ 25
n=N+1 n=N+1"""
oo dy
e+l [ 25
2+ |t
<2l o
[12]]
Ce qui permet de conclure. [ ]

Proposition 3.3.2. Pour 0 < o < 1, et |t| augmentant indéfiniment on a :

1—0o 1—0o
g(a+it)=o<|t|—_1>+o<‘t| )
l1—0 o

Démonstration. Posons N = [|¢|] dans ( ). Pour |t| augmentant indéfiniment, on a :

N

1 Nd {1 =1 {1 =1
Z—§1+/ S U Y § )
—~n° N 1l—0o 1l—0o

+o00 400 1-0o l1—0o
1 de  [[t]+1 _ |t] 1 1t|
E < ([|t]] + 1 — < — ,
o 2 e = (Wl >/N T K

n=N+1

La majoration de 1N+1 % est la méme que celle rencontrée durant la preuve de la
proposition précédente. Ce qui permet de conclure via ( ). [

Proposition 3.3.3. Pour o > %, oc>1 o <1, avec a > 0 et |t| assez grand de

_ _a_
log ||

sortequel—@§a<1 (z’.e:0<1—a§b§w), on a:

C(o+it) = O (loglt]) .

Démonstration. Le théoreme des accroissement finis établit ’existence d’'une constante

0 <6 <1 telle qu'on ait :

[t —1 e(1=0)logt| _

= log || - —r = log |t]e”,
= BT oy oy = B lle

a
log ||

de sorte que la proposition précédente implique que pour 1 — <o<l1l ona:

C(o+it) = O (log |t]).
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3.4. Majoration de ('

D’ou le résultat. ]

En combinant les propositions précédentes on obtient la proposition suivante :

Proposition 3.3.4. Pour a > 0, % <o<2etc>1-— ﬁtlt\ on a :
C(o+it) =0 (log|t]) .
3.4 Majoration de ('
Proposition 3.4.1. Si b > 0, % <o<2,0>1- Wb\tl’ on a pour |t| augmentant

définiment :

{'(o+it) =0 ((log [t])?) .

Démonstration. Soit a > 0 tel que b < a. Pour |t| assez grand, tout point de la région

1— bg' 7 <og<3 5 est centre d'un disque de rayon - | > avec ¢ > 0, contenu dans la région
1— log| 7 < ¢ < 2. On utilise la formule de Cauchy sous la forme :
1 f(v)dy
£ = o [ L2
2mi Jo (v = 2)

ou C' est un cercle et f une fonction holomorphe a l'intérieur de C' et continue sur C.

On a d’apres cette formule :

1 Cydy
A= 57 i) = o T

ce qui implique que,
"d) ¢
(.—2)*

Q)
(27 (“ it i |t|>

La majoration de ( établit donc I'existence d’une constante o > 0 tel que :

(o +it)] <

. log [t]’

est la borne supérieure de
o0

<O
on [ <

[¢'(o +it)] < a(logt])”.

Et puisque la fonction ¢’ est bornée pour o > 3 , le résultat en découle. [
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3.5. La droite R(s) =

3.5 La droite R(s) =1

Théoréme 3.5.1 (Hadamard et La Vallée-Poussin). La fonction ¢ ne s’annule pas sur

la droite R(s) = 1. De plus, on a l'inégalité :
Clo)|C(o+ i) [Clo +2it)] > 1 (pour tous o > 1, t € R).

Démonstration. Etant donnés o > 1 et t € R, on a :

(vtl
(logC 0’—|—7,t chos 14 ng

p v>1
(2vtl
R(log (o + 2it)) ZZCOS v ng,
p v>1
et
log ((0) =33 el
P V>1
D’ou :

3log((o) + 4R(log ((o +it)) + R(log ((o + 2it)) =

ZZ (1 + cos utlogp)) > 0.

p v>1

Or R (log ((s)) = log[¢(s)|; d’ou :
3log ((o) + 4log |C(o +it)| + log |C(o + 2it)| > 0.

Ce qui donne :

G (0)[¢(o + )" |¢(o + 2it)] > 1,

comme il fallait le prouver.
Supposons maintenant qu'’il existe un t # 0 tel que ((1+it) = 0. Puisque, ¢ est holomorphe

(donc développable en série entiere), il existe un n € N* tel que :

C(o+it) =co(c —1)" + cps(c— 1) +... =00 — 1) quand o — 1%,
De plus
+oo
1 oo dx 1 1
= — <1 — =1 =0 d 1"
¢(o) ;n"_ +/1 o +a—1 (0_1) quand o — 17,
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3.6. Majoration de % et %/

Il en résulte donc que :
C(o)l¢(o +it)|" [¢(o + 2it)| = O(o — 1),
ce qui est en contradiction avec le fait que :
Clo)|¢(o+ i) [Clo +2it)] > 1 (pour tout o > 1).

Ainsi ¢ ne peut avoir un zéro sur la droite R(s) = 1. Ce qui complete la preuve du

théoréme. ]

3.6 Majoration de % et %/

Proposition 3.6.1. Il existe une constante A > 0 telle que pour |t| assez grand, la fonc-

tion ¢ ne s’annule pas dans la région o > 1— . Dans cette région, on a précisément :

A
(log¢])®

('(o +it)
C(o +1t)

b
C(o +1it)

Démonstration. Soit 1 < gy < 2, que nous choisirons plus loin en fonction de t. Pour

=0 ((logt])") et = O ((log [t])") .

o9 < o0 <2, on a dapres ce qui précede :
: 1
G0 +it)] = CTH(0)|¢(o + 2it)] 7.

Puisque

1
C(a):O( 1) et ((o+ 2it) = O(log|t]),
o —
alors il existe une constante A; > 0 telle que l'on ait :

(@=1F 4 (o=
(g t)* ~ " (log]t)

< o < 0y, puisque ('(o +it) = O ((log\t!)z), le théoreme des

Bl

[C(o+it)] > A (3.6.1)

R)
—_
N—

P T

=

b
Pourb>0et1—@

accroissements finis établit 1'existence d’une constante Ay > 0 telle que :
|C(0 +it) — (o0 + it)| < As|lo — oo|(log ]t|)2.

D’ou

(00 — 1)

— As|o — ao|(log [¢])*.
(log [¢])

[Clo +it)] = Ay

[l IRNFSTS
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3.7. Démonstration du théoreme des nombres premiers

4
En posant Az = (%) et op = 1+0<)§W’ on a :

e

A, (00— 1)

:3_/42 0'0—]_ log |t 27
(108 1) ( )(log |¢])

e

donc
[C(o +it)] > {3(00 = 1) = (00 — 0)} As(log |1])*.

Puisque pour ¢ > 1 — on a :

A3
log [t[*”

3(op— 1) — (09 — o) > (09 — 1),

alors :
. AsA
C(o +it)] > As(p — 1) (log [t])” = — (3.6.2)
(log [¢[)
En remplagant oy par sa valeur dans I'inégalité ( ), on en déduit qu'il existe deux
constantes A > 0, et ¢ > 0 telles que pour ¢ > 1 — m, on ait :
1 7
—— < c(log|t])".
o+ iy = 08!
D’ou
1 7
—— =0 ((log|t])") .
o = O (ogl))
Enfin, la majoration de (' permet de conclure que :
C’(O’ + Zt) 9
—— = =0 ((log|t|)”) .
Hoin) = O (oglt))
Ce qui acheve cette démonstration. [ ]

3.7 Démonstration du théoreme des nombres pre-
miers

On rappelle qu’en écrivant s = o + 7, on a la formule suivante valable pour tout o > 1 :

1 [T a5t R(s)

/0 " Wly) — ) dy = =

—=d
2 ) o s(s+1) T
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3.7. Démonstration du théoreme des nombres premiers

ou la fonction F' est méromorphe sur le plan complexe et possede une singularité en tout
zéro de la fonction €. Or on vient juste de montrer que ((s) ne s’annule pas pour $(s) = 1;
il s’ensuit que F'(0 +i7) est définie pour tout o > 1, et tout 7 € R. D’apres la proposition
on a :
F(o+it) = O ((log ]T\)g) (0 >1).
Cela permet de, faire passer la limite, quand ¢ — 17, sous le signe intégrale dans la
formule précédente. On obtient ainsi :

a2 TE(1 i)
Com ) (L+im)(2447)

/0 " () — ) dy

C’est a dire :

/Ox (Y(y) — ly]) dy = =° 7 <_102g7rx) |

avec f(1) = % Ainsi, le lemme de Riemann-Lebesgue, selon lequel la transformée
de Fourier d'une fonction intégrable tend nécessairement vers zéro a l'infini, montre que
I'on a :

| 0= =oa®) (@ -+0)
D’ou

T

/:@/)(y)dy = ; + o(a?).

Pour 0 < e < % fixé, la croissance de la fonction ¢) permet d’écrire :

%2 — %2(1 — &)’ +o(2?) < /x:_a) Y(y)dy < exp(x)
z(1+€) 2 2
< / Y()dy =51+ = T+ o(a?).

En divisant par ex on obtient I’encadrement suivant :

(1 - g)x+o(x) <y(z) < <1+ g) r + o(x).

Comme on peut choisir € aussi petit que I’on veut, on en déduit le théoreme des nombres
premiers sous sa forme :

U(x) ~x (r = 400).
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3.8. Quelques conséquences arithmétiques

3.8 Quelques conséquences arithmétiques

e

Théoréme 3.8.1. Si p, désigne le n®™° nombre premier alors, on a :
pn ~ nlogn (n — +00).

Démonstration. Le théoreme des nombres premiers montre que l'on a :

lim m(x)logx 1,
r— 400 €T
En posons y = 7(z), on a :
1
lim 2287 —q (3.8.1)

T—>+00 €T

Do,
logy +loglogz — logx — 0,
r—>+00

et donc,

logy
log x a—+o0

1 (3.8.2)

de ( ) et ( ) on tire,

ylogy ylogxlogy
r oz logx a—too

L

en posons T = p,, de sorte que y = mw (p,) = n, on obtient :

nlogn

L,

Pn n— +00
Ce qui donne le résultat requis. [
Pour tout entier non nul n, on désigne par v,(n) I'exposant de la plus grande puissance

de p divisant n.

Théoréeme 3.8.2. On a :

log {ppem (1,2,...,n)} oo

Démonstration. On peut exprimer le ppem des entiers inférieurs ou égal a n par la

formule suivante :

ppem (1,2, .., n) = [ [ preee®wr@eero) = T plis],

p<n p<n

37



3.8. Quelques conséquences arithmétiques

donc,

log {ppem (1,2,...,n)} =Y

p<n

{bgn

52 ogp = (o),

et puisque 1 (n) on le résultat en découle. [ |
oo
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CHAPITRE

La formule explicite de

4.1 Introduction

Le théoreme de factorisation de Hadamard permet de définir une fonction analytique
par ses zéros et ses singularités. Comme la fonction ¢ définit complétement i (z), il est
naturel de rechercher un lien direct entre ¢)(x) et les zéros de (. La formule explicite de

Y (x) est la suivante :

Ya—0)+ ¥ +0) () 110g(1_12),

V@) = 2 T4 T o) 2

4
ol la somme est étendue sur les zéros non triviaux de (, chacun est répété un nombre de
fois égal a son ordre de multiplicité (notons que cette convention sera prise dans toute la
suite). Elle a été conjecturée par Riemann et démontrée plus tard par Von-Mangoldt en
1895. La formule est tres remarquable et riche de conséquences, lesquelles seront citées

plus loin.

4.2 Résultats obtenus par intégration complexe

Proposition 4.2.1. Soient x,c, et T trois réels strictement positifs. On a :

1 /c+iT .CL'S d <
-— — as| >
2 Jo_ir S

pour x < 1,

zC

(4.2.1)

7T |log |
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4.2. Résultats obtenus par intégration complexe

pour x > 1, it
%/HT ‘% ds — 1' < m (4.2.2)
et o
1 “hids 1 c
%/HT = 5’ <2 (4.2.3)
Démonstration.
La fonction f(s) = % est méromorphe sur C, elle possede 0 comme seul pole (dont le

résidu vaut 1).
Dans le cas z < 1, on integre la fonction ’”?S le long du rectangle, admettant les sommets
c—1T,c+iT,c+A+iT,c+ A—1iT, ou A est un nombre réel strictement positif.

Le rectangle n’entoure pas le pole, donc I'intégrale est nulle.

On a :
c+A+HT s c+A | t+iT 1 400 c
/ T ds / i g—/ ddt = —————
c+iT s c t+il T c T|lOgZL‘|

le méme raisonnement montre que :

c+A—iT s
— ds
c—iT S

c+A+IT 78
— ds
ctA—iT S

Cette derniere intégrale tend vers 0 quand A tend vers 'infini.

xc

< 7
~ T|log x|

et que :
c+A

< oT.

c+ A

D’ou, ( ) en découle en faisant tendre A vers U'infini dans I'inégalité :
1 c+iT IS 1 c+A+T xs c+A—iT ./L'S c+A+iT Is
— — ds| < — — ds| + — — ds| + — — ds
21 Joir 8 27 | Jeqir s 21 | Jemir s 21 |Jeyair S

- ¢ N TI'C+A
~ aT|logz| 7(c+ A)

Dans le cas x > 1, on considere de méme le rectangle ayant les sommets ¢ — i1, ¢+ i1, ¢ —
A+1T,c— A—1iT qui entoure le pole s = 0 des que A soit strictement supérieur a c. Pour

un tel A, le résidu en s = 0 vaut 1; d’ou (d’apres le théoreme des résidus), on a :

1 c+iT xs c—A+iT l‘s c—A—iT CCs c—iT xs
— —ds + —ds + —ds + —ds | = 1.
2mi c—iT S c+iT S c—A+iT S c—A—iT S
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4.2. Résultats obtenus par intégration complexe

On a comme ci-dessus :

c—A+iT s ¢

/ sl < L

T s T |log x|
c—iT s c

/ AN

c—A—iT 3 T [log z|

c—A—iT s 2TZEC_A

—ds| < .

c— AT S A—-c
D’ou, ( ) en découle en faisant tendre A vers U'infini dans I'inégalité :

1 c+iT s 1 c—A+iT _.s 1 c—iT s c—A—iT _.s
—/ T ods—1 S—/ x—ds—i——/ z—ds—k—/ T ds
21 Joir 8 27 | Jeyir § 21 |Je—air 8 27 |Je—nyir S

< x¢ i Txc=4
~ aTlogz| 7w(A—c¢)
Enfin,
1 [ds 1 (T dt I | 1
-— — = L = o — + — o dt
21t Jo_ir S 2 J_pc+it 2w J, |lc+it  c—it
1 (" 2 1 T
= — ————dt = — arctan | —
2 Jo 2+ 12 i c
1 1 ¢ < c )
= — — —arctan ( = | .
2 T T
Comme, |arctan (%)| est majoré par %, 'inégalité ( ) en découle. [ |

Remarque 4.2.2. En faisant tendre T vers l'infini dans les inégalités obtenues dans La

proposition précédente, on obtient :

, 0 st O<y<1
L sy = L si oyt
_ —as = = = =
270 Joioe S Y 2 Y
1 st y>1

Proposition 4.2.3. Soit z:g . une série de Dirichlet qui converge absolument pour

tout s € C tel que R(s) > oo et soit F(s) sa somme (pour R(s) > oy). Définissons
A(r) =3 1 cpey On €l

A(z —0) + A(z +0) A(z) si x nest pas un entier

2 A(x) — % si x est un entier
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4.2. Résultats obtenus par intégration complexe

Alors, pour tout ¢ > max(0,0¢), on a :

L/CHT r°F(s)ds —AO(:C)‘ < x¢ Z |an| N clag|

270 J it s = 7T e log (£)|  «T’

ot le terme a, vaut O dans le cas ou x n’est pas un entier.

+OOa_n

ne1 2 converge uniformément sur le segment d’intégration

Démonstration. Comme la série )

(car ¢ > o), on a :

eHiT 25 F(s)ds oo HiT o\ s ds
S [ )
c—iT S n=1 c—iT n S
Il suffit d’appliquer les inégalités de la proposition a chacune des intégrales de la
somme et on obtient le résultat. [ ]

La proposition suivante découle immédiatement de la proposition

Proposition 4.2.4. Sous les hypothéses de la proposition on a :
AO(Z‘) _ L /c+zoo $8F<S)d8'
27 Jeino S

En particulier si 1 est la fonction de Chebychev alors pour ¢ > 1 on a :
1 c+i00 C1<S) s
0
= — — —ds.
R IREe

1 c+iT s
I(y,T) —/ Y ds.

21t Jo_im S

Lemme 4.2.5. Soit

Poury>0,c¢>0,etT >0o0na:

LT) ()| < V(LT Moy sty A1
7 | Tt osioy=1

Démonstration. Pour 0 < y < 1 on remplace le segment d’intégration [c—iT, c+iT] par
larc du cercle de centre 0 et de rayon R = v/¢? + T? délimité par les points ¢ —iT,c+iT

dans le demi-plan R(s) > 0, et puisque |y*| < y° sur arc (car R(s) > ¢) on obtient :

1 y° .
U(Z/?T” < %WRE <y

D’ou I'inégalité ( ) permet de conclure.

On raisonne de la méme facon dans le cas y > 1 sauf que cette fois-ci on considere 'arc
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4.2. Résultats obtenus par intégration complexe

du coté a gauche, et donc I'inégalité ( ) permet de conclure.
Le cas y = 1 est déja traité dans I'inégalité ( ). |

Dans la suite on note (z) la distance entre x et la plus proche puissance d’un nombre

premier différente de x, autrement dit :

(¢) = min & — p"|
pYFx

Théoréme 4.2.6. Pour x >2,T >0 et c =1+ (log x)_l on a la majoration suivante :

0 z(log z)? , x
[W°(z) = J (2, T)] < — T (log ) min (1, m)

en-ga [ -G

Démonstration. En appliquant le lemme précédent pour 1°(z), on obtient :

40(z) — J (2,T)| < f A(n)(f)cmm (1,T—1)1og (%)‘1) 4T A ()

n
n=1,n#x
Le terme ¢TI~ 'A(x) est présent seulement si x est une puissance d’un nombre premier.
Remarquons d’abord que x¢ = ex et que |10g 5‘ est bornée pour n < 3z oun > 3z, ceci
n 4 1t

implique que la somme des termes pour lesquels n < %x oun > %:1: est :

+o0o
<< .TT_I Z A(CL)

n

— 2T {—CC((CC)) } < 2T (log z)
¢(s)

ou la derniere majoration vient du fait que la fonction — %y est dela forme —5 + h(s),

avec h(s) est méromorphe dans C, elle admet une singularité en tout zéros de ¢ donc elle

n=1

est bornée dans l'intervalle [1, 3] (par exemple), cela implique qu’il existe une constante
A > 0, telle que pour tout 1 < ¢ < 3 on ait :

(o) _ 1
C(o) = o—1

+ A (4.2.4)

et pour o = ¢, on obtient :

¢'(¢)
¢(c)

<logzx+ A < logz.
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4.3. Factorisation de ( et quelques conséquences

Considérons maintenant les termes d’indices %x < n < x. Soit x1 la plus grande puissance
d’un nombre premier inférieure a x, on peut supposer que %x < xp < z (car sinon tous

les termes d’indices %x < n < x seront nuls), pour n = z; on a :

10g<z):—log<1—x_$1> > =
n X X

donc le terme d’indice n = x; est :

< A(z1) min (1, ﬁ) < (log ) min (1, ﬁ) .

Pour les autres termes (nécessairement %x < n < 1) on peut prendre v = xr; — n avec

O<I/<}lxetona:

log (E) Zlogﬂz—log <1—1) > z
n n Ty L1

D’ou la somme pour les indices %x <n <z est:

171 —1 1 —1 2
< Az —v)TH= T (1 - T (1 .
Z (1 — V) ” < 2T (logx) Z V<<3: (log x)
0<V<%$ 0<V<%$
On traite les termes d’'indices ¢ < n < g de la méme facon, et on obtient les mémes

majorations sauf que x; sera remplacé par xo qui est la plus petite puissance d’un nombre

premier supérieure a x, et la preuve en découle. [

4.3 Factorisation de ( et quelques conséquences

Dans la suite un zéro non trivial de ( sera noté traditionnellement ¢ = 3 + 17, s désigne
un nombre complexe noté s = o + it et le nombre de zéros dans le rectangle 0 < o < 1,

0 <t <T estnoté N(T).

Théoréme 4.3.1 (Factorisation de la fonction (-admis).

1. La fonction ( posséde une infinité de zéros dans la bande critique, et si on note ces

Z€ros par o1, 02, ..., alors :

Z|Qn|_1_5 converge pour tout € >0,

Z lon| ™" diverge.
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4.3. Factorisation de ( et quelques conséquences

2. 1l existe une constante A € R telle que :

As

S(s) = 2(s =1l (3s+1) 1;[ (1 - E) ¥ 43.1)

ot le produit porte sur tous les zéros non triviaux de C, lesquels sont comptés avec

leurs multiplicités.
La preuve de ce théoreme est dans [3] (chap.12).

Théoreme 4.3.2. Pour —1 < o < 2 ett augmentant indéfiniment, on a :

¢(s) 11 )
C(S)—Z( +Q)+O(1gt).

e sTe

Démonstration. Pour 6 > 0 on a :

"(s)
L(s)

avec |s| augmentant indéfiniment et |arg(s)| < m — §, (pour la preuve voir par exemple

([4] p.57).

La dérivation logarithmique de la formule ( ) donne :
¢(s) _ 4 1 _lr/(%s+1)+z( 1 +1)
C(s) s—1 2D (is+1) ~“\s—¢ 0 ’

La propriété de I' citée au début permet de conclure. [

=logs+ O (|s|71) ,

Le corollaire suivant est immédiat.

Corollaire 4.3.3. I existe une constante ¢ > 0 telle que, pour 1 < o < 2 ett assez grand

(5) amTa (0 })

Théoreme 4.3.4. Pour T assez grand on a :

on a :

1
;m =0 (logT).
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4.3. Factorisation de ( et quelques conséquences

Démonstration. D’apres le corollaire précédent, pour ¢ assez grand et 1 <o < 2on a:

(5 s pr(:L )

Donc pour s = 2 + T (de sorte que |('/¢| soit bornée), il existe une constante ¢’ plus

grande que c telle que :

SR (2

)<clogT
s§—0 0@

()-3

9%< 1 ): 28 . 1
s—o) (2=B7+(T—-7)7° " 4+(T—7)"

cela implique que :

et puisque,

T—7)

L’inégalité 1 + 2% > i (4 + 2?) permet de conclure. ]

1
)P I
4+

Corollaire 4.3.5.
1. Le nombre de zéros tels que T — 1 <~y <T +1 est un O (logT).

2. La somme ) ﬁ, étendue sur tous les zéros ayant la partie imaginaire en dehors

de Uintervalle |T — 1,T + 1[, est un O (logT).

3. Pour t assez grand ne coincidant pas avec une ordonnée d’un zéro et —1 < o < 2

on a :
¢'(s) Z 1
—— 4+ O (logt).
C(s) S s—e
Démonstration.
1. On a:

— < logT,

doo1<2 Y -

|T—~|<1 [T—~|<1 ( )

(d’apres le théoreme ). CQFD.
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4.3. Factorisation de ( et quelques conséquences

2. Pour x > 1, 0on a:
1
2 TP vf‘szinww PSPy <
(d’apres le théoreme ). CQFD.
3. On applique le théoreme successivement a s puis a 2+t puis on prend la sous-
traction des deux formules obtenues, en tenant compte du fait que [('(2 4 it) /(2 + it)|
est bornée, on obtient :

CI<S)_ 1 B 1 )
C(S)_g(s 2+¢t—9)+0(1gt),

-0

Pour les termes tels que |y —¢| > 1, on a :
1 1 ‘_ 2o .3
s—o 24it—o| |(s—o)@2+it—0)| " (t—y)

et donc d’apres le point 2, la somme de ces termes est un O (logt). Pour les termes

tels que |y —¢| < 1,on a |2+ it — g| > 1 et d’apres le point 1 le nombre de termes

est un O (logt), d’ou le résultat.

Lemme 4.3.6. Dans le demi-plan o < —1 privé des disques centrés en tout zéro trivial

de C et de myons , on a [’estimation suivante :

¢'(s)
= O (log2|s]) .
¢(s)
Démonstration. L’équation fonctionnelle de ( peut s’écrire sous la forme suivante :

C(1—s) =217 cos (%m) T(s)C(s),

Par dérivation logarithmique, on a :

U9 oiom T (Les) o T8, €
D IS (2 >+F<s>+<<s>'

La fonction tan (l

17s) est bornée dans la région |s — (2m + 1)| > L (m € Z) donc elle 'est

pour |(1 —s)+2m| > %, et pour 1 —¢ < —1 (ou bien o > 2), la fonction ('(s)/((s) est

bornée. De plus I'estimation :

=logs+ O (\s|_1) ,
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4.4. La formule explicite de 1(x)

montre que 'on a finalement :

¢(1—s)

((1—s)

il suffit donc de changer 1 — s par s et le résultat en découle. [ ]

< log|s| < log2|l —s| pour 1—o0 < —1,

Lemme 4.3.7. [l existe une suite Ty, T3, . .., telle que,
n<T,<n+1 (n=2,3,...)

et pour n assez grand on a :

¢'(s)
¢(s)

Démonstration. Soit n > 2 et v,, = N(n + 1) — N(n), on partage U'intervalle |n,n + 1]

=0 (log’t) (-1<0<2,t=T,).

en v, + 1 intervalles de mémes longueurs, I'un de ces intervalles ne peut contenir une

ordonnée d’un zéro dans son intérieur, prenant 7, le centre de cet intervalle, de sorte que

Iy =T > {2(v, + 1)} ", pour tout zéro non-trivial o. D’aprés le point 1 du corollaire
,on a:

v, < logn < logT,,

cela implique que |y — T;,| > (log Tn)_1 pour tout zéro o. Et d’apres le point 3 du corollaire

o ¢'(s) _
(s)

Tous les termes de la somme sont de module < log 7T}, et le nombre de termes est < log T;,

Z % + 0O (logT,).

[v—Tn|<1

(en vertu du point 1 du corollaire ); ce qui permet de conclure. [ ]

4.4 La formule explicite de ¢ (z)

Théoréeme 4.4.1 (Von Mangoldt). On a la formule suivante :

) mp - SO L (L v

o1,
zlog? (T) . x
|R(x,T)| < — 7 T (log z) min | 1, Tw )
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4.4. La formule explicite de 1(x)

et chaque terme “’—; de la somme est répété un nombre de fois égal a l'ordre de multiplicité
de o.

CC/((;))%S sur le rectangle de sommets ¢ £

1T, —U £+ 4T, tel que U est un entier impair assez grand, 7, est 'un des termes de la

Démonstration. En évaluant l'intégrale de —

suite vu dans le lemme (& condition qu’il soit assez grand) et ¢ = 1 + (logz)~". Le

o
¢0)

de ¢ a pour résidu —m(g)’”—:, ou m(p) est 'ordre de multiplicité de o, et tout zéro trivial

pole s = 1 a pour résidu z, le pole s = 0 a pour résidu — tout zéro p non trivial

$72n

2n

s = —2n de ( a pour résidu . On en déduit que la somme des résidus inclus dans le

contour d’intégration est :

L 2O, o
P ORI e

|S(0)|<Th 0<2n<U

Le lemme montre que l'on a :

e () } a
271 /—H—iTn { C(s) J s s

De méme :

c S

(log Tn)2 /C z(log Tn)2
d ~— 7d — 2
o K T ' do K T, log x

< (log T,,)* /

-1

1 —1—iT, / s 1 Tn 2
'_i/ {_C@ﬁ}gd%<:dog )
210 Jo_ir, C(s) ) s T, logx
D’autre part la majoration du lemme implique que les intégrales sur les segments

[—U +iT,,—1+1iT,] et [-U —iT,,—1 —iT,] sont de modules :

log 2T, (% log T, z(log T,,)?
7d :
< T, /_U o U<<Tnxlogx<< T, log x

—00

De méme l'intégrale sur le segment [—U — iT,,, —U + iT,,] est de module :

log2U (™ T, logU
dt <« =
U [nx S v

<

qui tend vers 0 quand U — oo.

Notons aussi que,
too _on

1 1 T
—51()%(1—;):2 o

n=1

En combinant ces résultats avec le théoreme , on obtient :

0(p) = o — z¢ ¢ 1 1
s %g;cr o ¢(0) 210g(1 x2>+R(x’Tn)7
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4.5. Quelques conséquences de la formule de Von Mangoldt

ou
log? («T,
%ixn) + (log ) min (1, %@) :

Donc la formule est valable pour les T;, qui sont plus grand a une certaine limite fixé, cela

|R(z,T),)| <

permet facilement de généraliser la formule pour tout 7' > 0 assez grand, en effet pour un
tel T' il existe un T, tel que |T'—T,| < 1, donc le reste R (z,T),,) peut étre remplacé par

R (x,T) et puisque,

T )

[VIE[T,Tn]

cela permet de remplacé la somme portant sur |y| < T,,, par la somme portant sur |y| < T

et on obtient la formule. ]
En faisant tendre T vers l'infini dans la formule du théoréme on obtient le corollaire
suivant :

Corollaire 4.4.2. On a la formule suivante :

I O Y
= T o) s (132

4.5 Quelques conséquences de la formule de

Von Mangoldt

Lemme 4.5.1. [l existe une constante ¢y > 0, telle que pourt assez grand, tout zéro non

trivial o = 8 + iy vérifie :
&1
<1l——.
b= logt

Démonstration. Pour ¢ > 1, on a :

(o) o +it) (o +2it))
(o) o (o) o ()
Z M (3 + 4 cos (tlogn) + cos (2tlogn)) > 0 (4.5.1)

g
n>1

20



4.5. Quelques conséquences de la formule de Von Mangoldt

(cela résulte de l'identité, 3 4 4 cos a + cos 2a = 2 (1 + cos a)?).

D’apres ( ), il existe une constante A > 0 telle que pour 1 <o < 2:

¢'(o) 1
— < A 4.5.2
(o) “o—1 * ( )
Et d’apres le corollaire , 11 existe une constante ¢ > 0 telle que, pour 1 <o < 2ett

assez grand on a :

() som-Tn ()

c—p8 | B
=clogt — ( + —) (4.5.3)
; s — o lof?
< clogt — LﬂQ
|s — o
pour tout g. En prenant s = o 4 it dans ( ), tel que ¢ est 'ordonnée de I'un des zéros
non triviaux, on obtient :
! it 1
R (—M> < clogt — (4.5.4)
((o +it) oc—f
Ou S est la partie réelle du zéro en question. En combinant les inégalités ( )y ( ),
( ) et ( ) on en déduit qu’il existe une constante B > 0 telle que :
4 3
< Blogt.
c—p " o—-1 +Llog

_ é .
Donc, pour 0 =1+ g7 avec 0>0,o0na:

B<1y 5 45 14 (B§—1)
- logt  (3+ Bd)logt (2 + B)logt’

il suffit de faire un choix convenable de ¢ en fonction de B, si on prend par exemple

_ 1 : .
0 = 55, on obtient :

1
~ 14Blogt’

et le résultat en découle. ]

B<1

Théoreme 4.5.2. [l existe une constante co > 0 telle qu’on ait :

Y(x)=24+0 {x exp (—cg\/@) } :
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4.5. Quelques conséquences de la formule de Von Mangoldt

Démonstration. Nous allons majorer le terme Z dans la formule de Von Mangoldt.

D’apres le lemme précédent, pour un 7" assez grand et p = [+ i un zéro non trivial de ¢,

on a nécessairement § < 1 — ou ¢; est une constante strictement positive. Il s’ensuit

bgT’

que :

log x
°| = 2P < - :
2| =« _xexp( CllogT)

Pour v > 0, on a |g| > 7 donc :
D T ’ Z - (4.5.5)
0cy<r 1@ oq=r

On a en fait ) % =0 ((logT) ), en effet :

0<~y<T

(1]
> leys
0<~<T

ol Sy, est la somme des % pour m < v < m+1. Et puisque N (m + 1)—N (m) = O (logm)

(d’apres le point 1 du corollaire ), alors :
S loom-=o %bgm — 0 ((log 7)) (4.5.6)
= - = og : 5.
0<~<T m=2

Par conséquent, on a la majoration suivante :
1
Z =0 {x(logT)2 exp (—01 125;) } :

[vI<T
Sans perte de généralité supposons que x est un entier assez grand, le théoreme

'CL‘Q

0

implique que :

xlog? (2T log x
[(z) — x| < % + 2(log T)? exp <_6110§T) :

Il reste a choisir T" en fonction de x pour optimiser cette estimation. On prend 7T tel que :
(logT)* = log

on obtient alors :

N
N——

lih(z) — x| < z(logz)® exp {—(log x)%} + z (log x) exp (—cl(log x)
< xexp {—@(logm)%}

ol ¢y est une constante positive strictement inférieur a min (1, ¢;). ]
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4.5. Quelques conséquences de la formule de Von Mangoldt

Corollaire 4.5.3. On a la formule asymptotique suivante :

n(z) = 10255 +0 (@) .

Démonstration. Cela résulte directement de la formule

m(w) = fﬁ(gxi +0 ((10;)2) ’

vu dans la proposition , et du théoreme précédent. [ ]

Théoreme 4.5.4. [I existe une constante cg > 0 telle qu’on ait :

7(x) = Li(z) + O {x exp [—cg(log :L‘)%} } :

ou Li(z) désigne la fonction logarithme intégrale, définie par :

Todt

Li(x) = —
@) 5 logt

(x> 2).

Démonstration. Posons,

A(n
7T1(£If) = Z ﬁ

On peut exprimer la fonction 7 (z) en fonction de ¥ (z) de la fagon suivante :

Toodt 1
m(@) = ZA(n)/n t(logt)® * log = ZA(n)

n<x n<z

[T ed @)
o t(logt)” logz’

Une intégration par partie montre que l'on a :

Yod 1 x 2
t— | ——— | dt =L .
/2 dt ( logt) + log x i) + log 2

En remplacant ¢ par la formule du théoreme on obtient :

m(x) — Li(x)

‘ < /; exp {_CQ(].Ogt)%} dt + x exp {—02(10gx)%}.

a log 2
Pour 2 < t < zi I'intégrale précédente est trivialement inférieur a xi, et pour i <t<ux
1 1
on a (logt)? > (logz)?, donc :

D=

1

/T exp {—02(10gt)%} dt < zexp {—%(loga:) } .
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4.5. Quelques conséquences de la formule de Von Mangoldt

o=

m(z) = Li(x) + O {x exp [—cg(log )

I}

avec c3 = 3.

Enfin

Y

ne)= Y -5

vl
p¥<z osp p¥ <z

:71'(?[3)—{—%7( <x%> —f-%ﬂ' <$%> +...

. . : 1
La somme ci-dessus ne comporte qu'un nombre fini de termes (car si p > lgi 5| +1 alors

1
T <x5> =0 ), et puisque 7 (x%) <ao,m (x%) < x5 ..., sion note u = Eig + 1 cela

implique que la différence entre m(x) et m(z) est :

< 12 (n— 1)x%
1 logx| 1 1
=x2 + r3 KL x2
log 2

Do,

N[

m(x) = Li(x) + O {[B exp [—c;;(log )

I}

Remarque 4.5.5. Le théoréme précédent a été démontré par La Vallée Poussin en 1899 ;

il constitue une forme plus précise du théoréme des nombres premiers, plus précisément

on a :
Li(z) > 91”0;5
Donc,
m(x) ~ Li(z) (x — +00).

Mais l'approzimation est meilleure en effet, l'erreur de [’approzimation du théoreme

o——],
((logm) )

o4

est d’ordre :




4.5. Quelques conséquences de la formule de Von Mangoldt

pour tout k > 0.

Encore plus précis Vinogradov et Korobov ont démontré en 1958 que :

(x) = Li(z) + O {x exp [—c(e)(log x)a] } ,

pour toute constante 0 < 6 < %
Le terme d’erreur de La Vallée-Poussin fournit immédiatement la forme forte du postulat
de Bertrand :
m(x +y) > 7n(x),
pour y = ex, x > xo(€) ou € est un nombre strictement positif arbitrairement petit. On

peut choisir par exemple y = xe” V18T oq c5 est la constante vu dans le théoréme
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CHAPITRE

L’hypothese de Riemann
et le théoreme de Hardy

5.1 Introduction

Dans son mémoire de 1859, Riemann a conjecturé que les zéros non triviaux de la fonc-

% cette conjecture (toujours non démontrée)

tion ¢ sont tous de parties réelles égales a 3 ;

est connue sous le nom de I’hypothese de Riemann et constitue 'un des problemes
mathématiques les plus importants et les plus redoutables. Si nous désignons par © le
nombre :

6 = sup R(o),
¢(e)=0

I’hypothese de Riemann s’exprime par I'égalité © = %, car la répartition des zéros non
triviaux est symétrique par rapport au point % . L’un des progres les plus significatifs

concernant la conjecture de Riemann est le théoreme de Hardy qu’on verra dans la suite.
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5.2. Quelques conséquences de I’hypothése de Riemann

5.2 Quelques conséquences de I’hypothese de
Riemann

Sous ’hypothese de Riemann, on peut avoir une approximation bien meilleure de la

taille du terme d’erreur de 7(x). En effet, on a pour tout zéro non trivial o = % + iy

[2¢] = a2,
ce qui implique que :
xQ
Z —| =0 {x%(logT)z} :
<t ¢
(en vertu de ( ) et ( ).
En combinant cela avec le théoreme , on en déduit que pour x entier assez grand, on

a

() — 2| < 22 (log T)* + xT " log? (xT)..
En prenant enfin T' = x%, on obtient :
Y(x)=x+ 0 {x%(logx)z} :
Le méme argument que celui dans la preuve du théoreme montre que l'on a :
m(x) = Li(z) + O <x% log x) .
Sans I’hypothese de Riemann, on a seulement :
Y(z) =2+ 0 {2°(log x)z}

et
m(x) = Li(z) + O (2®log z) .

Le théoreme suivant établit une réciproque de I’hypothese de Riemann.
Théoreme 5.2.1. Supposons qu’il existe une constante o < 1 telle qu’on ait :
Y(xr) =24+ 0 (z%).

Alors tout zéro non trivial o de  est de partie réelle inférieure ou égale a .
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5.2. Quelques conséquences de I’hypothése de Riemann

Démonstration. Pour (s) > 1, on a :

¢'(s) . = s <3 T dx
= ;A(n)n _SZA(n)/ —

si Y(z) = x + R(x) alors,

! +oo
_¢® =2 45 R(x)x™* du,

¢(s) s—1 1
le fait que R(z) = O (z®) implique que I'intégrale ci-dessus est holomorphe sur le demi-
plan R(s) > « et ne présente aucune singularité, donc ¢ ne peut avoir un zéro dans cette

région, ce qui permet de conclure. [

Corollaire 5.2.2. Sil existe un o compris entre % et 1 tel que pour tout € >0 :
Y(@) =2 +0 (2°7%),

alors on a :
Y(z) =2+ O {z*(logz)*} .

Démonstration. Le théoreme précédent implique immédiatement que © < « et puisque

on dispose de la formule asymptotique :
() =2+ 0O {xe(logx)Q} ,

le résultat en découle. [
Il existe plusieurs problemes concernant le comportement de la distance entre deux nombres
premiers consécutifs. Posons d,, = pp11 — pn, Vn € N*, donc d; =1 et d,, est pair Vn > 2.
La conjecture des nombres premiers jumeaux est équivalente a dire que d,, = 2 pour une

infinité d’entiers n. Le plus grand couple de nombres premiers jumeaux qu’on connait est :
21025 3 54020 7 11.13.79.223 + 1,

qui contient 4030 chiffres. Ce nombre a été découvert en 1993 par Harvey Dubner.

Bombieri et Davenport ont montrer que :

. ody 243
lim inf <

~ 0.46650.
ogn 8
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5.3. Le théoréme de Hardy

Cramer a montrer en utilisant I’hypothese de Riemann que :

Z d? < cx (logz)*,

n<x

puis, Erdés a conjecturé que le membre de droite peut étre remplacé par cx (log :c)z.

_1
2+¢

L’hypothese de Riemann implique que d,, < pn

Enfin, Dorin Andrica a conjecturé que pour tout n, on a :

VPl — /P < 1,

Dan Grecu a vérifié que cela est vrai pour tout n < 10°.

5.3 Le théoreme de Hardy

Suite a la conjecture de Riemann, Hardy établit en 1914 que la fonction ¢ possede une
infinité de zéros sur la droite critique R(s) = % Dans cette section nous allons présenter
I'une des démonstrations du théoreme de Hardy.

L’idée de Hardy consiste a construire une fonction réelle ¥(t) qui s’annule au méme temps
que la fonction ¢ (% + it) et de montrer ensuite que V(¢) s’annule une infinité de fois sur
la droite réelle.

On définit les deux fonctions =(t) et £(s) comme suit :

€(s) 1= gsts — D i1 (3) (o),

=) me (L i) =~ (e D) et (2 Y o (L 4y
H(t)._§(2+zt)_ 2(t2—|—4>7r F(4+2)§<2+u&).

On a vu dans le chapitre 2 (p.23) que la fonction 772 (%) ((s) est méromorphe dans le
plan complexe et qu’elle est invariante par la transformation s — 1 — s, elle admet deux
poles simples en 0 et 1. Cela implique que la fonction £(s) est entiere et on a &(s) = £(1—s)

pour tout s € C. Puisque ((s) = { (3) pour tout s, il s’ensuit que £(s) = £ (5) pour tout

E(t):§<%+it> :5(%—#) :§<%+it> =E(1).

29
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5.3. Le théoréme de Hardy

Ce qui implique que la fonction =(t) est a valeurs réelles.

La fonction W(t) est définie comme suit :

w(t) = (24 1) 2welm = —Letitebr (Lo o (i) wem)
’ 4 2 4 2 2 '
Lemme 5.3.1. Pour tout 6 > 0 et tout y € C tel que R(y) >0, on a :
1 d+ico

5 y °T(s)ds =e™ Y.

d—i00
La preuve de ce lemme utilise la formule de Mellin que nous rappelons :

Si on définit p(s) comme suit :

p(S)Z/O Ooys‘lf(y)dy,

alors,

)= [ T osyds.

M i
La preuve de cette formule se trouve dans ([12], p.7).
Démonstration. 11 suffit d’appliquer la formule de Mellin Pour la fonction f(y) = e™v.

On a p(s) =I'(s) et la preuve en découle. |

Remarque 5.3.2. Une deuziéeme méthode pour démontrer le lemme consiste a
intégrer la fonction y—°T'(s) sur le rectangle ayant les sommets —N + % +T,0+4T, ou N
est un entier naturel assez grand et T" > 0. Les résidus correspondants sont les nombres

—-n

(=1)"% inclus dans le contour. Pour conclure il suffit de faire tendre N et T vers l'infini
et de remarquer que les intégrales sur les trois cotés autres que [6 —iT, 8 +iT] tendent

vers zéro.
Théoreme 5.3.3. La fonction V(t) s’annule une infinité de fois sur la droite réelle.

Démonstration. L’idée essentielle de la preuve consiste a étudier le comportement des

deux intégrales :

/2T\I/(t)dt (5.3.1)

T

/2T w(t)| dt (5.3.2)

T
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5.3. Le théoréme de Hardy

quand T tend vers I'infini.

Raisonnant par I'absurde en supposant que ¥ ne possede qu'un nombre fini de racines
dans R. Cela entraine (vu que W est continue sur R) que ¥(¢) garde un signe constant
pour t assez grand. Donc pour T assez grand le module de l'intégrale ( ) est égale a
'intégrale ( ). Nous allons voir comment ceci fournit une contradiction.

On a pour R(y) >0 :

I S| 1 R Y a0 T NP
— r(= s =) — r(= T2
i (23) C(s)y™="ds ; i /2_1.00 (28) (ny) *ds

2—i00

141200

+oo 1 Y
:Zgﬁ/ym I'(w)(n’y) “dw

+oo
=2 g ey,
n=1

La derniere égalité est justifiée par le lemme
On integre maintenant la fonction I' (%3) C(s)y‘és le long du rectangle de sommets %j:iA,

2+4A, avec A > 0. Puisque on dispose de la formule de Stirling suivante (voir [1], p.79) :
ID(0 +it)] ~ ee 2™t "2  (t| — +00)
et d’apres la proposition , C(1+1it) = O (log |t]), cela implique que :
r (1 + z%) C(1+at)y 7 = O (17 1),

pour une certaine constante o > 0. Donc les intégrales sur les cotés horizontaux tendent
vers zéro quand A tend vers +oo. La fonction I' (%s) ¢ (S)y_%s possede un seul pole simple
(inclus dans le contour d’intégration) au point s = 1 dont le résidu vaut \/% (a savoir que
I'(3) = /@), on en déduit que :
1iino +00
% ;_m r (%s) C(s)y_%sds = 2; e \/g = ¢(y).
Ce que l'on peut exprimer en fonction de WU(t) comme suit :

too ity
e (D) = o)

T J—co Y

61



5.3. Le théoréme de Hardy

Pour y = Wei(%”_‘s), avec 0 > 0 tres petit, en utilisant le fait que la fonction e_%”t\lf(t) est

paire on obtient :

%/OJroocosh{(g—é)

N |

} e_i”tllf(t)dt = —ei(gfg)gb <7T€i(%7r76)>

+00
-0 (Z e—n27rsin6> + 0(1)
n=1

Et puisque,
+oo +oo n +o0
2 2 2
E :6 n msind S § :/ e U 7rs1n5du — / e U 7rsm6du’
n=1 n=17n"1 0

en posant r = uv/7wsind dans cette derniere intégrale on obtient facilement que :

+o0
;e vt — 0 (574).

Do,

N

%/OJFOO cosh { (g — 5) %} e’i”t\lf(t)dt =0 <6’

Si U(t) # 0 pour t > ty, alors pour T > t; on a d’une part :

/2T|\I!(t)|dt: /2T\If(t)dt‘§€ /QTG{@_%)t}ew(t)dt'

e () e -o()

Et d’autre part, la formule de Stirling montre que :

F(%L—i—z%)HC (%+zt>’ — (1—|—0(1))‘( (%—Ht)‘

pour une certaine constante C' > 0. De sorte qu’il existe une constante A > 0, telle que
1
— 4t ||.

1 ,
¢ (5 + it> ‘ dt > AT

).

[N}

< 2e

1 L Llng

()] = 57 el

pour t assez grand on a :

[U(t)| > At™1

Par conséquent, on a :

2T L 2T
/ (1) dt > A’T4/
T T

2T 1 ;
/T C(§+Zt> t‘.
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5.3. Le théoréme de Hardy

Or,
o /g 14T 24i2T 24i2T L4i2T
z/ C(— —l—it) dt :/ ((s)ds :/ C(s)ds+/ C(S)ds—i-/ C(s)ds
T 2 5T 5T 2+iT 2427
oo 24i2T
1 2
—ir- |3 vo [ Vi) —ir+o(vT).
= OB ;

Ici le terme /T provient des majorations de ¢ vu dans la chapitre 3, on a en fait
C(c+it)=0 (|t|1_‘7). Il s’ensuit qu’il existe une constante A” > 0 telle que :
2T ,
/ ()| dt > AT,
T

Ce qui est en contradiction avec ( ). u
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Conclusion générale

Dans ce travail, on a présenté une étude de la fonction zéta de Riemann, qui constitue

un outil fondamental dans ’étude de la répartition des nombres premiers. En effet, la
localisation des zéros de ¢ (vue comme fonction a variable complexe) permet d’en déduire
des renseignements sur cette répartition.
L’hypothese de Riemann, selon laquelle les zéros non triviaux de ( se trouvent tous dans
la droite R(s) = %, est a ce jour une conjecture ouverte et redoutable et constitue I'un des
problemes les plus importants, aussi bien pour les mathématiciens que pour les physiciens.
Elle constitue également 1'un des 23 problemes de Hilbert, énoncés en aotut 1900 dans le
deuxieme congres international des mathématiciens.

A la fin de ce mémoire, on a intégré un théoreme du a Hardy qui est tout proche de

I’hypothese de Riemann et la soutient en un certain sens.
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RESUME :

Il y a pres de vingt-trois siecles, Euclide démontrait I'infinitude de ’ensemble des nombres
premiers. Le probleme se pose donc d’étudier le comportement asymptotique de la fonc-
tion de comptage des nombres premiers. Dans le premier chapitre nous avons présenté
les premiers progres significatifs (dis & Chebychev) concernant cette répartition. Ensuite
on a présenté une étude de la fonction zéta de Riemann en tant que fonction a variable
complexe. Nous avons vu comment la localisation des zéros de la fonction zéta permet
d’en déduire le théoreme des nombres premiers. Puis, on a présenté < I’hypothese de Rie-
mann > qui est I'un des problemes non résolus aujourd’hui, ainsi que certaines de ses
conséquences. A la fin de ce mémoire, on a intégré un théoreme di a Hardy qui est tout
proche de I'hypothese de Riemann et la soutient en un certain sens.

Mots clés : Les théoremes de Chebychev, fonction zéta de Riemann, théoreme des
nombres premiers, hypothese de Riemann, Le théoreme de Hardy.

ABSTRACT :

Nearly twenty-three centuries ago, Euclid showed the infinity of the set of prime numbers.
The problem therefore arises to study the asymptotic behavior of the function of coun-
ting prime numbers. In the first chapter we presented the first significant progress (due
to Chebychev) concerning this distribution. Then, we presented a study of the Riemann
zeta function as a complex variable function. We have seen how the localization of the
zeros of the zeta function makes it possible to deduce from it the theorem of the prime
numbers. Then we presented the <« Riemann hypothesis > which is one of the unresolved
problems today, as well as some of its consequences. At the end of this paper, we have
integrated a theorem due to Hardy which is very close to the Riemann hypothesis and
supports it in a certain sense.

Key words : Chebychev theorem’s, Riemann zeta function, prime number theorem, Rie-

mann hypothesis, Hardy’s theorem.
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