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transforma l�intéressant produit in�ni

�

4
=

+1Y
i=1

�
1� 1

(2i+ 1)2

�
;

découvert par John Wallis (1655), en une fraction continue généralisée

4

�
= 1 +

12

2 + 32

2+ 52

2+ 72

...

;

mais n�a pas utilisé davantage ces fractions. Wallis prend alors l�initiative de publier ces

résultats dans son livre Opera Mathematica (1695), ainsi qu�un bon nombre des propriétés

de celles-ci, et fut le premier a utiliser le terme "fraction continue".

Le 18�eme siècle est marqué par trois mathématiciens d�exception: Leonhard Euler

(1707 � 1783), Johan Heinrich Lambert (1728 � 1777), Joseph Louis Lagrange

(1736 � 1813). En 1737, dans "De fractionibus continuis", Euler démontre que toute

solution irrationnelle positive d�une équation de second degré peut être représentée par

une fraction continue. Lambert a été le premier a prouver que � est irrationnel en util-

isant les fractions continues, et Lagrange prouva que la fraction continue d�un irrationnel

quadratique est périodique.

Au 19�eme et 20�eme siècle, les fractions continues furent l�objet d�un nombre incroyable

de travaux, et ont fait leurs apparition dans d�autres domaines.

Ce bref aperçu du passé des fractions continues vise à donner un aperçu de l�évolution

de ce domaine.
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CHAPITRE

1 Généralités

1.1 Dé�nitions

Dé�nition 1.1.1 On appelle fraction continue généralisée toute fraction itérée du genre

:

a0+
b1

a1+ b2

a2+
b3

a3+...

: (1.1.1)

(avec ai, bi 2 R pour tout i)

Les an sont appelés "les dénominateurs partiels" et bn sont appelés "les numérateurs

partiels".

Dé�nition 1.1.2 On appelle fraction continue régulière toute expression de la forme :

a0+
1

a1+ 1
a
2+ 1

a3+...

: (1.1.2)

Avec a0 2 Z, et pour tout n � 1, an 2 N�.

Notation 1.1.1 On notera une fraction continue régulière par [a0; a1; :::] ou

a0 +
1
a1+:::+

1
an+:::

et une fraction continue généralisée par a0 + b1
a1+

b2
a2+:::+

bn
an+:::

.
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1.2. Développement d�un nombre réel positif en fraction continue régulière

1.2 Développement d�un nombre réel positif en frac-

tion continue régulière

Pour x un réel, on dé�nit une suite de réels (xn)n2N. Comme suit :8<: x0 = x

xn+1 =
1

xn�[xn] (8 n 2 N)
: (1.2.1)

Si pour un certain n 2 N, xn est un entier, l�algorithme s�arrête à la n�eme étape et le

développement est �ni.

Pour tout n 2 N, on dé�nit an : = [xn] (Avec a0 2 Z, an 2 N� pour n � 1) .On a :

xn+1 =
1

xn � [xn]
=

1

xn � an
() xn = an +

1

xn+1
:

En réitérant plusieurs fois cette relation (en partant de x0 = x), on obtient :

x = a0 +
1

x1

= a0 +
1

a1 +
1
x2

...

= a0 +
1

a1 +
1

a2+...+an+ 1
xn+1

(8n 2 N) :

Cette dernière fraction continue régulière s�appelle "le développement en fraction con-

tinue régulière de x" qu�on note [a0; a1; a2:::] :

Dé�nition 1.2.1 (Réduite d�une fraction continue )

Soit x 2 R et [a0; a1; :::] son développement en fraction continue régulière. On appelle

k�eme réduite de x (où k 2 N et k est au plus égale à la longueur du développement en

question) la fraction continue �nie [a0; a1; :::; ak].
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1.2. Développement d�un nombre réel positif en fraction continue régulière

1.2.1 Le cas d�un nombre rationnel

On démontre dans ce qui suit que l�algorithme de développement en fraction continue

régulière d�un réel x s�arrête si et seulement si x est rationnel.

Théorème 1.2.1 Le développement en fraction continue d�un nombre réel x est �ni si et

seulement si x 2 Q.

Preuve. L�implication directe du théorème est immédiate. Montrons l�implication

inverse.

Soit x 2 Q; et montrons que son développement en fraction continue régulière est �ni.

On peut écrire x = p
q
avec p 2 Z, q 2 N� et PGCD ( p, q) = 1.

Considérons l�algorithme d�Euclide de calcul du PGCD ( p, q) = 1 :

p = a0q + p0 (0 � p0 < q)

q = a1p0 + p1 (0 � p1 < p0)

p0 = a2p1 + p2 (0 � p2 < p1)
...

pn�2 = anpn�1 + 1:

(1 est le dernier reste non nul car PGCD ( p, q) = 1).

L�algorithme de développement en fraction continue régulière de x donne : x0 = x,

x1 =
1

x0�[x0] =
1

p
q
�a0 =

q
p0
, x2 = 1

x1�[x1] =
1

q
p0
�a1 =

p0
p1
,..., xn =

pn�2
pn�1

, xn+1 =
pn�1
1
= pn�1 2

Z.

L�algorithme s�arrête donc en arrivant à xn+1 et on obtient x = [a0; a1; :::; an; pn�1] ;

qui est bien un développement en fraction continue régulière �ni. Ceci complète la preuve

du théorème.

Remarque 1.2.1 Si x = [a0; a1; :::; an] 2 Q et an � 2, on peut écrire encore :

x = [a0; a1; :::; an�1; an � 1; 1] :
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1.2. Développement d�un nombre réel positif en fraction continue régulière

On voit ainsi que x est représenté de deux façons di¤érentes en fractions continues

régulières.

On peut montrer que cette situation est la seule possible pour représenter un nombre

réel de deux façons di¤érentes en fractions continues régulières.

Exemple 1.2.1 Développement en fraction continue régulière de 37
13
:

Posons � = 37
13
. Ecrivons l�algorithme d�Euclide pour 37 et 13 :

37 = 2� 13 + 11

13 = 1� 11 + 2

11 = 5� 2 + 1:

Maintenant, nous allons utiliser chacune de ces lignes dans l�ordre pour mettre � sous

la forme d�une fraction continue.

Tout d�abord

� =
37

13
=
2� 13 + 11

13
= 2 +

11

13
:

On réecrit
11

13
=
1
13
11

=
1

1�11+2
11

=
1

1 + 2
11

:

Si bien que nous avons déjà

� = 2 +
1

1 + 2
11

:

De même
2

11
=
1
11
2

=
1

5�2+1
2

=
1

5 + 1
2

:

Et donc

� = 2 +
1

1 + 1
5+ 1

2

= [2; 1; 5; 2] :

Ici le processus s�arrête car nous avons atteint une fraction du type 1
a
, qui apparait

au moment où l�algorithme d�Euclide se termine, en donnant un reste de 1 (ce qui arrive

forcément car nous sommes partis de deux nombres premiers entre eux).

On pourra écrire aussi le dernier terme sous une autre forme, en e¤et

1

2
=

1

1 + 1
1

;
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1.2. Développement d�un nombre réel positif en fraction continue régulière

d�où le développement en fraction continue de � devient :

37

13
= [2; 1; 5; 1; 1] :

Le corollaire suivant est immédiat :

Corollaire 1.2.1 Si x est un réel irrationnel, le développement en fraction continue

régulière est in�ni.

Exemple 1.2.2 Soit x0 =
p
2: Les calculs donnent : a0 = [

p
2] = 1, x0 = 1+(

p
2� 1) =

1 + 1p
2+1
, ainsi x1 =

p
2 + 1, a1 = 2, donc x1 = 2+ (

p
2� 1) = 2 + 1p

2+1
, donc x1 = x2 ,

a2 = 2.

Et on voit que le développement en fraction continue de
p
2 est périodique de période

1, plus précisément xn = 2 pour n � 1. Ainsi
p
2 = [1; 2; 2; 2; ::::; 2; :::].

Nous verrons plus loin que les développements périodiques caractérisent les nombres

algébriques quadratiques.

Exemple 1.2.3 Nous savons que � � 3:141592; les calculs donnent :

a0 = 3 et x1 = 1
0:141592

� 7:062513 ;

a1 = 7 et x2 � 1
0:062513

� 14:996594 ;

a2 = 14 et x3 � 1
0:996594

� 1:003417 ;

a3 = 1 et x4 � 1
0:003417

� 292:634591 ;

a4 = 292 et x5 � 1
0:634591

� 1:575818 ;

a5 = 1; :::etc.

Avec cela on voit que la réduite d�ordre 6 de la fraction continue de � est [3; 7; 14; 1; 292; 1].

Remarque 1.2.2 (Quelques règles de calcul)

1. p
q
= [a0; a1; a2; :::; an] avec p > q ) q

p
= [0; a0; a1; a2; :::; an] :

2. x = [a0; a1; a2; :::; an]) �x = [�a0 � 1; 1; a1 � 1; a2; :::; an] :

3. [:::; an�3; 0; an�1; an] = [:::; an�3 + an�1; an]:

4. [:::; an�2; 0; an] = [:::; an�2 + an]:

5. [:::; an�2; an�1; 0] = [:::; an�2]:

7



1.3. Propriétés fondamentales des réduites

1.3 Propriétés fondamentales des réduites

On se propose dans cette partie de mettre en évidence quelques propriétés des réduites

ainsi qu�une méthode de calcul de celles-ci. Pour une suite de réels (an)n2N, on évaluera la

fraction continue [a0;a1; a2; :::] en trouvant une formule récursive évaluant ses troncations

:

a0; a0 +
1
a1
; a0 +

1
a1+

1
a2

; etc:

Théorème 1.3.1 Dé�nissons les suites (pn)n2N et (qn)n2N par récurrence en posant :

p0 = a0, p1 = a0a1 + 1, q0 = 1, q1 = a1;

et pour tout n � 2, 8<: pn = anpn�1 + pn�2

qn = anqn�1 + qn�2
. (1.3.1)

Alors pour tout n 2 N; on a

[a0;a1; a2; ; :::; an] =
pn
qn
: (1.3.2)

Preuve. On procède par récurrence sur n :

� Pour n = 0, on a:
p0
q0
=
a0
1
= a0 = [a0] ;

comme il fallait le prouver.

� Pour n = 1, on a:

p1
q1
=
a1a0 + 1

a1
= a0 +

1

a1
= [a0; a1] ;

comme il fallait le prouver.

� Soit n 2 N�. Supposons la propriété est vraie pour n, et montrons qu�elle reste vraie

pour (n+ 1).

8



1.3. Propriétés fondamentales des réduites

Dans ce qui suit, on écrit pn (a0; :::; an) (considérée donc comme fonction de a0; :::; an).

Aussi qn comme qn (a0; :::; an) :

[a0;:::; an�1;an; an+1] =

�
a0;:::; an�1; an +

1

an+1

�
=
pn(a0;:::; an�1; an +

1
an+1

)

qn(a0;:::; an�1; an +
1

an+1
)

=
(an +

1
an+1

)pn�1 + pn�2

(an +
1

an+1
)qn�1 + qn�2

(d�après l�hypothèse de récurrence)

=
anpn�1 + pn�2 +

1
an+1

pn�1

anqn�1 + qn�2 +
1

an+1
qn�1

=
pn +

1
an+1

pn�1

qn +
1

an+1
qn�1

(d�après l�hypothèse de récurrence)

=
an+1pn + pn�1
an+1qn + qn�1

=
pn+1
qn+1

.

Ce qui achève cette démonstration.

Remarque 1.3.1 On peut dé�nir les formules récursives précédentes autrement :8<: p�2 = 0, p�1 = 1, pn = anpn�1 + pn�2 pour n � 0

q�2 = 1, q�1 = 0, qn = anqn�1 + qn�2 pour n � 0
(1.3.3)

Corollaire 1.3.1 Pour tout n 2 N�, on a :

pnqn�1 � pn�1qn = (�1)n�1: (1.3.4)

Ce qui peut se réécrire :
pn
qn
� pn�1
qn�1

=
(�1)n�1
qnqn�1

: (1.3.5)

Preuve. Nous allons de nouveau raisonner par récurrence.

� Pour n = 1, nous avons

p1q0 � p0q1 = (a0a1 + 1)� a0a1 = 1 = (�1)1�1:

Donc la propriété est vraie à l�ordre 1.

� Supposons que la propriété est vraie à l�ordre n et montrons qu�elle reste vraie pour

(n+ 1).

9



1.3. Propriétés fondamentales des réduites

En utilisant les relations de récurrence (1:3:1), on a :

pn+1qn � pnqn+1 = (pnan+1 + pn�1)qn � pn(qnan+1 + qn�1)

= pn�1qn + pnqnan+1 � pnan+1qn � pnqn�1

= pn�1qn � pnqn�1

= �(�1)n�1

= (�1)n:

Ce qui conclut la récurrence.

Pour obtenir la deuxième égalité, il su¢ t de diviser de part et d�autre de l�égalité par

qn�1qn (Si qn�1qn 6= 0).

Proposition 1.3.1 Toute réduite d�une fraction continue rationnelle régulière est une

fraction irréductible.

Preuve. Soit pn=qn une réduite d�ordre n d�une fraction continue régulière.

D�après le corollaire 1:3:1, on a : pn�1qn � pnqn�1 = (�1)n. Le théorème de Bezout

implique que pn et qn sont premiers entre eux. CQFD.

Corollaire 1.3.2 8 n � 2 on a

pnqn�2 � pn�2qn = (�1)nan; (1.3.6)

ce qui peut se réécrire

pn
qn
� pn�2
qn�2

=
(�1)nan
qnqn�2

: (1.3.7)

Preuve. Pour tout entier n � 2, on a :

pnqn�2 � pn�2qn = (anpn�1 + pn�2)qn�2 � pn�2(anqn�1 + qn�2)

= anpn�1qn�2 + pn�2qn�2 � pn�2anqn�1 � pn�2qn�2

= an(pn�1qn�2 � pn�2qn�1)

= (�1)nan (en vertu du corollaire 1:3:1).

10



1.3. Propriétés fondamentales des réduites

Si qnqn�2 6= 0, en divisant par qnqn�2, on obtient
pn
qn
� pn�2
qn�2

=
(�1)nan
qnqn�2

:

Remarque 1.3.2 On peut réécrire les formules des deux corollaires précédents en util-

isant des déterminants comme ceci :������ pn�1 pn

qn�1 qn

������ = (�1)n et

������ pn�2 pn

qn�2 qn

������ = (�1)n�1an:
Proposition 1.3.2 Pour tout entier n � 1, on a :

x� pn
qn
=

(�1)n

qn (xn+1qn + qn�1)
: (1.3.8)

Preuve. Soit n 2 N�, et posons xn+1 = [an+1; an+2; :::].

On a bien x = [a0; a1; :::; an; xn+1].

D�après le théorème 1:3:1, on a :

x = [a0; a1; :::; an; xn+1] =
xn+1pn + pn�1
xn+1qn + qn�1

;

donc

x� pn
qn
=
xn+1pn + pn�1
xn+1qn + qn�1

� pn
qn

=
pn�1qn � pnqn�1
qn (xn+1qn + qn�1)

=
(�1)n

qn (xn+1qn + qn�1)
:

Proposition 1.3.3 Soit x un réel dont le développement en fraction continue est [a0; a1; :::]

et soit, pour tout n 2 N, rn = pn
qn
la réduite d�ordre n de x. Alors, on a :

1 = q0 � q1 < q2 < q3 < � � � (1.3.9)

Autrement dit la suite des dénominateurs est croissante, et strictement croissante à partir

du rang 2, et tend vers l�in�ni. On a aussi :

lim
n!+1

jrn � rn�1j = 0: (1.3.10)

11



1.3. Propriétés fondamentales des réduites

Preuve. On a q1 = a1 � q0 = 1, et pour tout n 2 N :

qn+1 = qnan+1 + qn�1 > qn � 1 + 0 = qn;

(en utilisant le fait que an+1 � 1 et que qn�1 > 0).

Par suite qn+1 > qn implique qn+1 � qn + 1. Ainsi, nous avons (8n 2 N�) :

qn+1 � qn + 1 � qn�1 + 2 � � � � � q1 + n:

Or la suite de terme général q1 + n tend vers l�in�ni, donc la suite (qn)n2N aussi.

En utilisant maintenent la relation (1:3:5), on a :

jrn � rn�1j =
1

qn�1qn
;

puisque qn tend vers l�in�ni, qn�1 également, d�où le résultat.

Ainsi, nous venons de montrer que deux réduites consécutives sont de plus en plus

proches.

Proposition 1.3.4 Soit x = [a0; a1; :::] une fraction continue in�nie. On suppose que

pour tout n 2 N�, an 2 R+. Alors pour tout n � 1,

qn
qn�1

= [an; an�1; :::; a1] : (1.3.11)

Preuve. On procède par récurrence sur n.

� Si n = 1, on a q1=q0 = a1=1 = a1 = [a1] et la propriété est vraie.

� Soit n � 2 un entier. Supposons que

qn�1
qn�2

= [an�1; an�2; :::; a1] ;

et montrons que
qn
qn�1

= [an; an�1; :::; a1] :

On a

qn = anqn�1 + qn�2 ;

d�où
qn
qn�1

=
anqn�1 + qn�2

qn�1
= an +

qn�2
qn�1

= an +
1

qn�1
qn�2

:
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1.3. Propriétés fondamentales des réduites

On utilise alors l�hypothèse de récurrence, et on obtient

qn
qn�1

= [an; [an�1; an�2; :::; a1]] = [an; an�1; an�2; :::; a1] :

Ce qui achève cette récurrence et cette démonstration.

Proposition 1.3.5 Soit x = [a0; a1; :::] une fraction continue in�nie telle que pour tout

n 2 N�, an 2 R+. Alors pour tout n � 1, on a :

pn
pn�1

= [an; an�1; :::; a0] : (1.3.12)

Preuve. La démonstration se fait de même que pour la proposition précédente.

Le théorème suivant est fondamental car il montre que toute fraction continue régulière

in�nie est convergente.

Théorème 1.3.2 Soit x 2 R�Q et [a0; a1; :::] son développement en fraction continue

régulière. Alors la suite de réduites (rn)n2N a les propriétés suivantes:

(a) La sous-suite (r2n)n2N est strictement croissante.

(b) La sous-suite (r2n+1)n2Nest strictement décroissante.

(c) Les deux sous-suites (r2n)n2N et (r2n+1)n2N sont adjacentes (et sont donc conver-

gentes vers une même limite).

(d) La suite (rn)n2N converge vers x.

Remarque 1.3.3 Les points (a); (b);et (c) du théorème 1:3:2 s�expriment mathématique-

ment comme ceci :

r0 < r2 < r4 < ::: < ::: < r5 < r3 < r1: (1.3.13)

Preuve. � Montrons les points (a) et (b) du théorème. Selon le corollaire 1:3:2; nous

avons pour tout entier n � 2 :

rn � rn�2 =
(�1)nan
qn�2qn

:

Lorsque n est pair, ceci montre que rn � rn�2 > 0, et lorsque n est impair, ceci montre

que rn � rn�2 < 0, ce qui conclut, et on a le résultat requis.
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1.3. Propriétés fondamentales des réduites

� Montrons le point (c) du théorème. La sous-suite (r2n)n2N est croissante et majorée,

elle converge donc vers un nombre l1. De même, la sous-suite (r2n+1)n2N est décroissante

et minorée. Elle converge donc vers un nombre l2. Comme lim
n!+1

(r2n � r2n+1) = 0, alors

ces deux sous-suites sont adjacentes et donc convergent vers une même limite; d�où l1 = l2:

Ce qui entraine que (rn)n est convergente vers cette même limite.

� Montrons le point (d) du théorème. D�après la proposition 1:3:2. On a :

jx� rnj =
1

qn(xn+1qn + qn�1)
<

1

qn(qn + qn�1)
�!
n�!1

0:

Ce qui montre que (rn)n converge vers x.

Ceci complète la preuve du théorème.
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CHAPITRE

2 Etude des approximations

d�un nombre réel par ses

réduites

2.1 Approximations décimales

Pour chaque nombre réel x, il existe une suite rationnelle qui converge vers x. La plus

évidente est la suite de ses approximations décimales : par exemple, on peut approcher

� � 3; 1415926 successivement par

3

1
;
31

10
;
314

100
;
3141

1000
;
31415

10000
; :::

Dans le chapitre précédent, nous avons étudié la suite des réduites de x en fraction

continue régulière. On se propose de comparer entre ces deux approches. Naturellement,

une meilleure approximation rationnelle de x nécessite un dénominateur plus grand. Une

bonne approximation est à la fois proche de x, et dont le dénominateur n�est pas trop

grand. Donc pour mesurer la qualité d�une approximation p
q
de x, on doit borner sa

distance à x, à savoir
���x� p

q

���, en terme de q.
Regardons tout d�abord ce qui se passe dans le cas des approximations décimales.

Pour x 2 R, il existe a0 2 Z et (ai)i�1 une suite de chi¤res (ie 0 � ai � 9, 8i � 1) tel

que l�on ait x = xn + "n, avec :
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2.2. Théorèmes de meilleures approximations

xn = a0 +
a1
10
+
a2
102

+ : : :+
an
10n

=
E(x:10n)

10n
;

et

"n =
an+1
10n+1

+
an+2
10n+2

+ : : : � 9

10n+1
+

9

10n+2
+ ::: =

1

10n
:

D�où l�on déduit que :

j"nj =
����x� E(x:10n)10n

���� � 1

10n
:

Autrement dit, nous venons de montrer le théorème suivant :

Théorème 2.1.1 soit x un nombre réel. Alors il existe une in�nité de rationnels p
q
tels

que : ����x� pq
���� � 1

q
: (2.1.1)

Remarque 2.1.1 L�utilisation de la base décimale n�était pas nécessaire pour aboutir au

théorème pécédent ; tout autre base b (b > 1) fera le même travail.

2.2 Théorèmes de meilleures approximations

Regardons maintenant la qualité de l�approximation par les fractions continues. Pour

ce qui suit, si x 2 R est donné par son développement en fraction continue régulière

[a0; a1; :::; ], on note par xn (n 2 N) le développement xn = [an; an+1; :::].

Théorème 2.2.1 Soit x 2 R; dont le développement en fraction continue s�écrit x =

[a0; a1; :::] et soit, pour tout n 2 N, rn la n�eme réduite de x. Alors pour tout n � 1, on a :

jx� rnj < jx� rn�1j: (2.2.1)

Preuve. Soit n 2 N�, On a

x =
xn+1pn + pn�1
xn+1qn + qn�1

;

ce qui s�écrit aussi :

xn+1(xqn � pn) = � (xqn�1 � pn�1) ;

16



2.2. Théorèmes de meilleures approximations

on procède a des simpli�cations, on trouve :����x� pnqn
���� = ���� qn�1xn+1qn

���� ����x� pn�1qn�1

���� ;
comme xn+1 � 1 et qn � qn�1 et l�une au moins de ces inégalités est stricte, on obtient :

qn�1
xn+1qn

< 1;

d�où : ����x� pnqn
���� < ����x� pn�1qn�1

���� :
Soit

jx� rnj < jx� rn�1j :

Théorème 2.2.2 Soit x un réel, [a0; a1; :::::] son développement en fraction continue, et
p0
q0
,p1
q1
,p2
q2
,...ses réduites. Alors pour tout n 2 N�, on a :����x� pnqn

���� � 1

qnqn+1
<
1

q2n
: (2.2.2)

Preuve. En posant xn+1 = [an+1; an+2; :::], on a :����x� pnqn
���� = 1

qn (xn+1qn + qn�1)
;

or xn+1 � an+1, qn > 0, qn�1 > 0, d�où

xn+1qn + qn�1 � an+1qn + qn�1 = qn+1 > qn:

En multipliant ces inégalités par qn, puis en inversant les deux cotés de l�inégalité, on

trouve la majoration du théorème.

Théorème 2.2.3 Si p
q
est une fraction irréductible comprise entre deux réduites conséc-

utives pn
qn
et pn+1

qn+1
d�un réel positif x, alors p > pn+1 et q > qn+1.
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2.2. Théorèmes de meilleures approximations

Preuve. Soit x un nombre réel positif, et [a0; a1; :::; an; :::] son développement en

fraction continue. Soit p
q
une fraction irréductible comprise entre pn

qn
et pn+1

qn+1
.

� Si n est impair, on a :
pn+1
qn+1

<
pn
qn
;

d�où
pn+1
qn+1

<
p

q
<
pn
qn
;

ainsi
pn+1
qn+1

� pn
qn
<
p

q
� pn
qn
;

ce qui entraine
1

qnqn+1
>
qpn � pqn
qqn

;

d�où

(qpn � pqn) qn+1 < q.

Puisque (qpn � pqn) est un entier strictement positif, donc q > qn+1:

D�autre part, puisqu�on a
pn+1
qn+1

<
p

q
;

alors

pqn+1 > qpn+1 > qn+1pn+1 (car q > qn+1).

D�où

p > pn+1:

� Si n est pair, on a
pn
qn
<
pn+1
qn+1

;

d�où
pn
qn
<
p

q
<
pn+1
qn+1

;

ainsi
p

q
� pn
qn
<
pn+1
qn+1

� pn
qn
;

ce qui entraine
pqn � qpn
qqn

<
pn+1qn � pnqn+1

qqn+1
=

1

qnqn+1
;
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2.2. Théorèmes de meilleures approximations

d�où

(pqn � qpn)qn+1 < q:

Puisque (pqn � qpn) est un entier strictement positif, donc q > qn+1.

D�autre part, puisque on a
pn
qn
<
p

q
;

alors

pqn > qpn > qn+1pn (car q > qn+1),

donc

pqn � qn+1pn + 1;

et comme

1 = pn+1qn � pnqn+1;

en remplaçant, on trouve

pqn > pn+1qn.

Ainsi

p > pn+1:

Théorème 2.2.4 (Théorème de Dirichlet)

Soit x un réel irrationnel, alors il existe une in�nité de rationnels p
q
tels que :����x� pq

���� < 1

q2
: (2.2.3)

Remarque 2.2.1 Ce théorème est une conséquence directe de théorème 2:2:3.

Remarque 2.2.2 On propose ci-dessous une seconde démonstration du théorème de Dirich-

let, en utilisant le principe des tiroirs suivant :

Si n tiroirs, sont occupés par n+ 1 objets, alors il y�a au moins un tiroir, occupé par plus d�un objet.
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2.2. Théorèmes de meilleures approximations

Preuve. Soit x un nombre irrationnel quelconque et n 2 N, convenons de noter la

partie fractionnaire d�un nombre x par fxg, tel que fxg = x� [x]:

Considérons les parties fractionnaires f0:xg,f1:xg,f2:xg,...fn:xg, appartenant tous à

[0; 1[, qui est réunion des n intervalles disjoints de la forme
�
j�1
n
; j
n

�
8j = 1:::; n:

On peut maintenant appliquer le principe des tiroirs où :

� les sous intervalles sont les tiroirs.

� les parties fractionnaires sont les objets à placer.

Alors il existe un sous intervalle qui contiendra forcément deux parties fractionnaires

qu�on note fkxg et flxg où 0 � k < l < n, mais que la di¤érence entre (k � l)x et un

certain entier p ne dépasse pas 1
n
(car la longueur de chaque sous intervalle c�est 1

n
).

Appellons q = k � l, on obtient :

0 < jqx� pj < 1

n
;

en divisant par q on trouve

0 <

����x� pq
���� < 1

qn
;

comme k et l sont inférieurs à n, on déduit que q < n, d�où :����x� pq
���� < 1

q2
:

Remarque 2.2.3 Ce résultat est meilleur que celui obtenu par les approximations déci-

males, puisque les fractions décimales approchent x avec une précision de l�ordre 1
q
,

et le théorème de Dirichlet propose une approximation de l�ordre 1
q2
.

Remarque 2.2.4 La puissance de q que nous avons trouvé au théorème de Dirichlet ne

peut pas être remplacée, elle est dite optimale, ça sera l�objet de notre prochain théorème.

Dé�nition 2.2.1 (Nombre algébrique)

Un nombre algébrique réel est un nombre réel qui est racine d�une équation polynomiale

non nulle à coe¢ cients rationnels.
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2.2. Théorèmes de meilleures approximations

Théorème 2.2.5 (Théorème de Roth)

Soit x 2 R un nombre algébrique et irrationnel. Alors pour tout " > 0 il n�existe qu�un

nombre �ni de nombres rationnels p
q
(p 2 Z; q 2 N�) tels que :����x� pq

���� < 1

q2+"
: (2.2.4)

Théorème 2.2.6 De deux réduites consécutives de x, l�une d�entre elles au moins (éventuelle-

ment les deux), par exemple p
q
, véri�e l�inégalité :

���x� p
q

��� < 1
2q2
.

Preuve. Soient pn
qn
et pn+1

qn+1
deux réduites consécutives d�un x 2 R.

Montrons pour tout n � 0 au moins l�une de ces deux inégalités est véri�ée����x� pnqn
���� < 1

2q2n
;

����x� pn+1qn+1

���� < 1

2q2n+1
:

Supposons par l�absurde que 9 n � 0 tel que����x� pnqn
���� � 1

2q2n
et

����x� pn+1qn+1

���� � 1

2q2n+1
:

Ainsi ����x� pnqn
����+ ����x� pn+1qn+1

���� � 1

2q2n
+

1

2q2n+1
;

d�autre part ����x� pnqn
����+ ����x� pn+1qn+1

���� = ����pnqn � pn+1qn+1

����
=

����pnqn+1 � qnpn+1qnqn+1

����
=

1

qnqn+1
:

Par comparaison
1

qnqn+1
� 1

2
(
1

q2n
+

1

q2n+1
);

en simpli�ant, on obtient

q2n+1 + q
2
n � 2qnqn+1 � 0;
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2.2. Théorèmes de meilleures approximations

ce qui est équivalent à

(qn+1 � qn)2 � 0;

le seul cas possible est : qn+1�qn = 0, or d�après la proposition 1:3:3, pour tout n � 1,

qn < qn+1.

D�où la contradiction pour n � 1. Ce théorème est démontré pour tout n � 1.

Pour n = 0, on a q1 = q0 si et seulement si a1 = q1 = q0 = 1, donc si a1 6= 1, on obtient

encore une contradiction.

Le cas où n = 0 et a1 = 1, dans ce cas x = [a0; 1; a2; a; :::].

D�après le théorème 2:2:1 on a :����p1q1 � x
���� < ����p2q2 � x

���� < 1

q22
=

1

(a2 + 1)2
� 1

4
<

1

2:12
=

1

2q21
.

Ainsi, même pour n = 0, pn
qn
= p1

q1
véri�e l�inégalité donnée dans l�énoncé. Finalement le

théorème est vraie pour tout n � 0.

Théorème 2.2.7 Pour tout n 2 N�, p 2 Z et q 2 N tel que 0 < q < qn+1 on a :

jqnx� pnj � jqx� pj : (2.2.5)

De plus, l�inégalité devient une égalité si et seulement si p = pn et q = qn.

Preuve. Considérons le système linéaire d�inconnus u et v :

0@ pn pn+1

qn qn+1

1A0@ u

v

1A =

0@ p

q

1A)

8<: p = upn + vpn+1

q = uqn + vqn+1
.

Il admet un unique couple solution (u; v) 2 N2; car������ pn pn+1

qn qn+1

������ = (�1)n:
Par la régle de Cramer, on obtient :

u = (�1)n(pqn+1 � qpn+1); v = (�1)n(pnq � qnp):

Notons que u 6= 0; v 6= 0 car :
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2.2. Théorèmes de meilleures approximations

� Si u = 0 alors pqn+1 = qpn+1, donc qn+1 divise qpn+1, mais PGCD(pn+1; qn+1) = 1

donc qn+1 divise q, ce qui contredit l�hypothèse 0 < q < qn+1.

� Si v = 0, on a p
q
= pn

qn
, qui correspond au cas particulier du théorème.

On a aussi u et v sont de signe contraire, puisque on a :

0 < q = uqn + vqn+1 < qn+1:

De même (qnx� pn) et (qn+1x� pn+1) sont de signe contraire (car x est compris entre
pn
qn
et pn+1

qn+1
). Il s�ensuit que u (qnx� pn) et v (qn+1x� pn+1) sont de même signe, donc la

valeur absolue de leurs somme est la somme de leurs valeurs absolues.

Calculons d�abord qx� p :

qx� p = (uqn + vqn+1)x� (upn + vpn+1) = u (qnx� pn) + v (qn+1x� pn+1) ;

alors

jqx� pj = ju (qnx� pn)j+ jv (qn+1x� pn+1)j � ju(qnx� pn)j � jqnx� pnj:

Ce qui achève cette démonstration.

Remarque 2.2.5 Ce théorème est une dé�nition du sens de meilleure approximation de

x, elle nous donne équivalence entre les deux notions "réduite" et "meilleure approxima-

tion".

Corollaire 2.2.1 Pour n > 1; 0 < q � qn et pq 6=
pn
qn
; alors :����x� pnqn

���� < ����x� pq
���� :

Preuve. Soit n > 1;����x� pnqn
���� = 1

qn
jqnx� pnj

<
1

qn
jqx� pj (d�aprés le théorème 2:2:7).

� 1

q
jqx� pj (car 0 < q � qn).

=

����x� pq
���� :
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2.2. Théorèmes de meilleures approximations

Nous venons de montrer, qu�étant donnée une réduites pn
qn
, n > 1 d�une fractions

continue régulière d�un nombre irrationnel x, il n�existe aucun autre rationnel p
q
où 0 <

q < qn qui approche x mieux que
pn
qn
.

Théorème 2.2.8 Soient p et q > 0 deux entiers. Si
���x� p

q

��� < 1
2q2
, alors p

q
est une réduite

de x.

Preuve. Soit n un entier tel que qn � q < qn+1.

On utilise l�inégalité triangulaire :����pq � pnqn
���� = ����(pq � x)� (pnqn � x)

����
�
����x� pq

����+ ����x� pnqn
���� = 1

q
jqx� pj+ 1

qn
jqnx� pnj

� (1
q
+
1

qn
) jqx� pj (d�après le théorème 2:2:7).

D�où en simpli�ant, on obtient :

jpqn � qpnj � (q + qn) jqx� pj

< 2q � 1

2q
= 1:

Comme (pqn � qpn) est un entier, ceci implique pqn � qpn = 0 et donc p
q
= pn

qn
est bien

une réduite de x.

Exemple 2.2.1 Prenons l�exemple de e � 2; 718281828, son développement en fraction

continue régulière est : [2; 1; 2; 1; 1; 4; 1; 1; 6; 1; 1; 8; ::::], puis on calcule les réduites pn
qn
en

utilisant la relation (1:3:1)
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2.2. Théorèmes de meilleures approximations

n pn
qn

approximation de
���e� pn

qn

��� approximation de 1
2q2n

���e� pn
qn

��� < 1
2q2n

0 2 0,718281 0,5 Fausse

1 3 0,281718 0,5 Vraie

2 8
3

0,051615 0,555555 Vraie

3 11
4

0,031718 0,031250 Fausse

4 19
7

0,003996 0,010204 Vraie

5 87
32

0,000468 0,000488 Vraie

6 106
39

0,000332 0,000328 Fausse
-Tableau 2.2- Théorème 2.2.6 appliqué au nombre e -

Le théorème prochain propose de préciser encore plus nos approximations, grâce aux

fractions continues, qui est le théorème de Hurwitz, mais avant de l�énoncer on aura besoin

d�un lemme, bien que simple, mais trés utile dans la preuve de ce théorème.

Lemme 2.2.1 Si x > 1 et x+ x�1 <
p
5 alors x <

p
5+1
2

et x�1 >
p
5�1
2
:

Preuve. Supposons

x+
1

x
<
p
5;

ce qui est équivalent à

x2 �
p
5x+ 1 < 0;

donc p
5� 1
2

< x <

p
5 + 1

2
;

d�autre part
1

x
>

2p
5 + 1

=

p
5� 1
2

:

Ce qui achève cette démonstration.

Théorème 2.2.9 (Théorème de Hurwitz) Soit x 2 R, alors l�une au moins des trois

réduites consécutives de x véri�e : ����x� pq
���� < 1p

5q2
. (2.2.6)
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2.2. Théorèmes de meilleures approximations

Preuve. Soient pn�1
qn�1

; pn
qn
et pn+1

qn+1
trois réduites consécutives d�un x 2 R:

Montrons pour tout n � 3; au moins l�une de ces trois inégalités est véri�ée :����x� pn�1qn�1

���� < 1p
5q2n�1

;

����x� pnqn
���� < 1p

5q2n
;

����x� pn+1qn+1

���� < 1p
5q2n+1

:

Supposons par l�absurde que 9n � 3 tel que

jx� rkj �
1p
5q2k

pour k 2 fn� 1; n; n+ 1g ;

comme x est entre rk�1 et rk, donc :����x� pn�1qn�1

����+ ����x� pnqn
���� = ����pn�1qn�1

� pn
qn

���� = 1

qn�1qn
;

d�autre part on a ����x� pn�1qn�1

����+ ����x� pnqn
���� � 1p

5

1

q2n�1
+

1p
5

1

q2n
;

par comparaison
1

qn�1qn
� 1p

5

�
1

q2n
+

1

q2n�1

�
;

en simpli�ant on trouve
qn
qn�1

+
qn�1
qn

<
p
5;

l�inégalité est stricte car le nombre de gauche est un rationnel, en utilisant le lemme

2:2:1, on obtient :
qn
qn�1

<
1 +

p
5

2
et
qn�1
qn

>

p
5� 1
2

;

par analogie, on obtient
qn+1
qn

<
1 +

p
5

2
;

�nalement

1 +
p
5

2
>
qn+1
qn

=
anqn + qn�1

qn

� qn + qn�1
qn

= 1 +
qn�1
qn

> 1 +

p
5� 1
2

=
1 +

p
5

2
:

Cette contradiction prouve le théorème.
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2.2. Théorèmes de meilleures approximations

Corollaire 2.2.2 Tout irrationnel x admet une in�nité d�approximations par des frac-

tions irréductibles p=q qui véri�ent :����x� pq
���� < 1p

5q2
:

Preuve. Le corollaire est une conséquence du théorème précédent, car un nombre

irrationnel admet une in�nité de réduites distinctes.

Exemple 2.2.2 Reprenons l�exemple du nombre e

n pn
qn

approximation de
���e� pn

qn

��� approximation de 1p
5q2n

���e� pn
qn

��� < 1p
5q2n

0 2 0,718281 0,447213 Fausse

1 3 0,281718 0,447213 Vraie

2 8
3

0,051615 0,049690 Fausse

3 11
4

0,031718 0,027950 Fausse

4 19
7

0,003996 0,009126 Vraie

5 87
32

0,000468 0,00436 Fausse

6 106
39

0,000332 0,000294 Fausse
-Tableau 2.2- Théorème de Hurwitz appliqué au nombre e-

Proposition 2.2.1 La constante
p
5 dans le théorème de Hurwitz est optimale. Plus

précisément pour tout C >
p
5, il n�existe qu�un nombre �ni de rationnels p

q
tels que :������ pq

���� < 1

Cq2
: (2.2.7)

Où : � est le nombre d�or
�
� = 1+

p
5

2

�
Preuve. Soit

� =
1 +

p
5

2
= [1; 1; 1; :::];

on peut remarquer que � = 1 + 1
�
, donc l�équation véri�ée par � est :

�2 � �� 1 = 0:

D�autre part, puisque ai = 1;8i � 1, donc

pn = pn�1 + pn�2 et qn = qn�1 + qn�2;
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2.3. Nombres équivalents

avec p0 = q0 = q1 = 1; p1 = 2:

Ainsi dé�nit on reconnait la suite de Fibonnacci8<: F1 = F2 = 1

Fn = Fn�1 + Fn�2
:

Ainsi on peut déduire que : pn = Fn+1 et qn = Fn. Les réduites de x sont donc rn =
Fn+1
Fn

(Le quotient de deux nombres consécutives de Fibonnacci).

On applique maintenant la proposition 1:3:2������ pnqn
���� = 1

q2n(�+
Fn�1
Fn
)
;

par passage a la limite quand n! +1

lim
n!+1

������ pnqn
���� = 1

q2n(�+
1
�
)

=
1

q2n(
1+
p
5

2
+

p
5�1
2
)

=
1p
5q2n

>
1

Cq2n
(car C >

p
5):

Cette contradiction prouve la proposition.

2.3 Nombres équivalents

Dé�nition 2.3.1 : Soit x; y 2 R. On dit que x et y sont équivalents (noté x � y) s�il

existe des entiers a; b; c et d tels que :

x =
ay + b

cy + d
avec ad� bc = �1: (2.3.1)

Proposition 2.3.1 La relation � est une relation d�équivalence.

Preuve. Soit (x; y; z) 2 R3, on véri�e les trois propriétés suivantes :

Ré�exivité : Il s�agit de véri�er que x � x.

On peut écrire

x =
1:x+ 0

0:x+ 1
et 1:1� 0:0 = 1:
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2.3. Nombres équivalents

Symétrie : Il s�agit de véri�er si x � y alors y � x.

Si

x =
ay + b

cy + d
et ad� bc = �1;

alors

y =
�dx+ b
cx� a =

Ax+B

Cx+D
:

Avec AD �BC = (�d)(�a)� bc = da� bc = �1.

Transitivité : Il s�agit de véri�er si x � y et y � z alors x � z:

Si

x =
ay + b

cy + d
avec ad� bc = �1;

et

y =
a0z + b0

c0z + d0
avec a0d0 � b0c0 = �1;

alors, en remplaçant y par son expression dans x

x =
a
�
a0z+b0

c0z+d0

�
+ b

c
�
a0z+b0

c0z+d0

�
+ d

=
(aa0 + bc0) z + ab0 + bd0

(ca0 + dc0) z + cb0 + dd0
=
Az +B

Cz +D
;

avec

AD �BC = (aa0 + bc0) (cb0 + dd0)� (ab0 + bd0) (ca0 + dc0)

= aa0dd0 + bb0cc0 � a0bcd0 � ab0c0d

= a0d0(ad� bc)� b0c0(ad� bc)

= (ad� bc)(a0d0 � b0c0)

= �1:

Proposition 2.3.2 Soit n;m 2 N�, a0; b0 2 Z, a1; : : : ; an; b1; : : : ; bn 2 N�; pour tout

x 2 R; on a :

[a0; a1; :::; an; x] � [b0; b1; :::; bm; x] : (2.3.2)
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2.3. Nombres équivalents

Preuve. Soit x 2 R; On pose :

y1 = [a0; a1; :::; an; x] =
pnx+ pn�1
qnx+ qn�1

;

avec pnqn�1 � pn�1qn = �1:

Et

y2 = [b0; b1; :::; bm; x] =
p0mx+ p

0
m�1

q0mx+ q
0
m�1

;

avec p0mq
0
m�1 � p0m�1qm = �1:

On exprime x en fonction de y1 :

x =
pn�1 � y1qn�1
y1qn � pn

:

On remplace dans y2; on trouve :

y2 =

�
p0mqn�1 � qnp0m�1

�
y1 +

�
pnp

0
m�1 � p0mpn�1

��
q0mqn�1 � qnq0m�1

�
y1 +

�
pnq0m�1 � q0mpn�1

� ;
avec

�
p0mqn�1 � qnp0m�1

� �
pnq

0
m�1 � q0mpn�1

�
�
�
pnp

0
m�1 � p0mpn�1

� �
q0mqn�1 � qnq0m�1

�
= (pnqn�1 � qnpn�1)

�
p0mq

0
m�1 � q0mp0m�1

�
= �1:

Donc y1 et y2 sont équivalents.

Ce corollaire suivant est immédiat :

Corollaire 2.3.1 Deux réels qui ont le même développement en fraction continue à partir

d�un certain rang sont équivalents.

La réciproque de ce corollaire est également vraie. On a en conclusion le théorème

suivant :

Théorème 2.3.1 (admis, voir [5]) Deux réels irrationnels sont équivalents si et seulement

si leurs développements en fraction continue coïncident à partir d�un certain rang.
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2.4. Au delà du théorème de Hurwitz

2.4 Au delà du théorème de Hurwitz

On peut a¢ ner la constante d�approximation dans le théorème de Hurwitz, si on

se restreint à certaines classes d�équivalences, en supprimant à chaque fois les classes

d�équivalence qui nous donne l�optimalité de la constante d�approximation.

Théorème 2.4.1 (Le théorème d�Hermite)

Si un nombre irrationnel x n�est pas équivalent à � = 1+
p
5

2
, alors il existe une in�nité de

fractions irréductibles p=q tels que ����x� pq
���� < 1p

8q2
: (2.4.1)

Théorème 2.4.2 Si un nombre irrationnel x n�est pas équivalent à � = 1+
p
5

2
, ni à

p
2

alors pour tout réel C tel que 0 < C �
p
221
5
, il existe une in�nité de fractions irréductibles

p=q tels que ����x� pq
���� < 1

Cq2
: (2.4.2)
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CHAPITRE

3 Fractions continues

périodiques

On a vu au chapitre 1 que le développement en fraction continue régulière d�un irrationnel

est in�ni. Dans ce chapitre, on introduira les irrationnels quadratiques et on verra par

le théorème de Lagrange, que leurs fractions continues sont périodiques à partir d�un

certain rang. Un cas particulier de ce théorème est le théorème de Galois sur les fractions

continues qui sont périodiques dès le premier terme (purement périodique). Et comme

applications on verra le développement en fraction continue de
p
D (où D est un entier

positif, et n�est pas un carré parfait) et la résolution de l�équation de Pell-Fermat.

3.1 Les irrationnels quadratiques

Dé�nition 3.1.1 Un irrationnel quadratique est un nombre réel de la forme A + B
p
D

avec A 2 Q, B 2 Q� et D est un entier positif qui n�est pas un carré parfait.

Proposition 3.1.1 Si A1 +B1
p
D = A2 +B2

p
D. Alors A1 = A2 et B1 = B2.

Preuve.

A1 +B1
p
D = A2 +B2

p
D () (A1 � A2) = (B2 �B1)

p
D:

Si B1 6= B2, on obtient :
p
D =

A1 � A2
B2 �B1

2 Q;
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3.1. Les irrationnels quadratiques

ce qui est faux car D n�est pas un carré parfait. D�où B1 = B2 et A1 � A2 = 0, donc

A1 = A2.

Proposition 3.1.2 Soit x 2 R�Q. Alors x est quadratique si et seulement si x est

racine d�une équation de second degré à coe¢ cients entiers.

Preuve. ()) Supposons que x est quadratique. Alors x s�écrit x = A + B
p
D,

avec A 2 Q; B 2 Q� et D 2 N� qui n�est pas un carré parfait. Ce réel x véri�e alors

(x� A)2 = B2D qui se ramène (après développement) a une équation de second degré à

coe¢ cients entiers.

((=) Si x est une racine d�une équation de second degré à coe¢ cients entiers ; càd

qu�il véri�e

ax2 + bx+ c = 0; avec a 2 Z�; b; c 2 Z ;

alors on a :

x =
�b�

p
�

2a
; avec � = b2 � 4ac;

ce qui montre bien que x est quadratique.

La proposition est démontrée.

Remarque 3.1.1 On peut prendre l�énoncé de la proposition 3:1:2 comme dé�nition d�un

nombre irrationnel quadratique.

Dé�nition 3.1.2 On dit qu�un irrationnel quadratique x est réduit si x > 1 et son con-

jugué x véri�e �1 < x < 0.

La proposition suivante est immédiate :

Proposition 3.1.3 Si x1 = A1 +B1
p
D et x2 = A2 +B2

p
D:

Avec A1; A2; B1; B2 2 Q; B1 6= 0; B2 6= 0 et D 2 N n�est pas un carré parfait , sont

des irrationnels quadratiques, alors on a :

1) x1 + x2 = x1 + x2:

2) x1 � x2 = x1 � x2:

3) x1:x2 = x1:x2:

4)
�
x1
x2

�
= x1

x2
:
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3.2. Le théorème de Lagrange

3.2 Le théorème de Lagrange

Dé�nition 3.2.1 On dit qu�un développement en fraction continue [a0; a1; : : :] d�un réel

x est périodique s�il existe deux entiers strictement positifs L et k tels que pour tout l � L,

on ait al+k = al. Dans un tel cas, on écrit :

x = [a0; a1;:::;aL�1; aL; aL+1; :::; aL+k�1] ; (3.2.1)

et on dira que k est la période de ce développement.

� Si L = 0; on dira que x est purement périodique.

Théorème 3.2.1 (Théorème de Lagrange) Le développement en fraction continue d�un

irrationnel x est périodique si et seulement si x est un irrationnel quadratique.

Preuve. ()) Si x a un développement périodique [a0; a1;:::;aL�1; aL; aL+1; :::; aL+k�1] ;

notons y = [aL; aL+1; :::; aL+k�1] :

On a donc :

y = [aL; aL+1; :::; aL+k�1; y] =
p
0
y + p

00

q0y + q00
;

avec p0
q0 et

p"
q"
sont les deux dernières réduites de [aL; aL+1; :::; aL+k�1; y]. Ce qui donne

:

y2q
0
+ (q

00 � p0)y � p00 = 0; (1)

et montre que y est quadratique.

Mais, on a

x = [a0; : : : ; aL�1; y] =
pL�1y + pL�2
qL�1y + qL�2

;

avec pL�1
ql�1

et pL�2
qL�2

sont les deux dernières réduites de [a0; : : : ; aL�1; y] :

Ce qui entraine que :

y =
pL�2 � qL�2x
qL�1x� pL�1

:

On remplace y par son expression dans (1), on obtient que x est solution de l�équation

ax2 + bx+ c = 0 où a; b; c sont des entiers en fonction de pL�1; pL�2; qL�1; qL�2.

D�où x est un irrationnel quadratique.
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3.2. Le théorème de Lagrange

(() Si x est un irrationnel quadratique : x satisfait donc une équation quadratique

avec des coe¢ cients entiers. Notons � son discriminant (� = b2 � 4ac).

ax2 + bx+ c = 0 avec a > 0, � > 0; (2)

soit x = [a0; a1;:::;xn] ; alors

x =
pn�1xn + pn�2
qn�1xn + qn�2

; n � 2;

avec pn�1
qn�1

et pn�2
qn�2

sont les deux dernières réduites de [a0; a1; : : : ; xn] :

On remplace x par son expression dans l�équation (2), après calculs on obtient :

anx
2
n + bnxn + cn = 0: (3)

avec 8>>><>>>:
an = ap

2
n�1 + bpn�1qn�1 + cq

2
n�1

bn = 2apn�1pn�2 + b(pn�1qn�2 + pn�2qn�1) + 2cqn�1qn�2

cn = ap
2
n�2 + bpn�2qn�2 + cq

2
n�2

:

Si an = 0; on aura :

ap2n�1 + bpn�1qn�1 + cq
2
n�1 = 0;

càd :

a

�
pn�1
qn�1

�2
+ b

�
pn�1
qn�1

�
+ c = 0:

Ainsi pn�1=qn�1 est racine rationnelle de (2) ce qui est en contradiction avec le fait que x

est irrationnel. D�où an 6= 0:

Posons maintenant �n = b
2
n � 4ancn. On peut véri�er que �n = � > 0, donc xn est

bien une racine irrationnelle d�une équation quadratique à coe¢ cients entiers an, bn et cn,

qui est la suivante :

any
2 + bny + cn = 0; an > 0 et �n > 0:

Montrons maintenant qu�il existe A;B;C 2 R� tel que l�on ait pour tous n 2 N :8>>><>>>:
janj < A

jbnj < B

jcnj < C

:
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3.2. Le théorème de Lagrange

D�aprés le théoreme 2:2:4, on a : ����pn�1qn�1
� x

���� < 1

q2n�1
:

Il existe donc � 2 R; avec j�j < 1; tel que :

pn�1
qn�1

� x = �

q2n�1
; avec j�j < 1;

donc

pn�1 = xqn�1 +
�

qn�1
:

En remplaçant pn�1 par son expression dans la formule de an, on trouve :

an = a(xqn�1 +
�

qn�1
)2 + bqn�1(xqn�1 +

�

qn�1
)qn�1 + cq

2
n�1

= (ax2 + bx+ c)q2n�1 + 2ax� + b� + a
�2

q2n�1

=

�
2ax� + a

�

q2n�1
+ b

�
�:

En se servant de j�j < 1, il vient que :

janj <
����2ax+ b+ a�

q2n�1

����
< j2ax+ b+ a�j ( car q2n�1 > 1; n � 2)

< 2 jaxj+ jbj+ jaj j�j

< 2 jaxj+ jbj+ jaj = A:

Remarquons que cn = an�1, cela va nous éviter de refaire les même calculs. En e¤et

jcnj = jan�1j < A = C.

Pour la suite (bn)n; on utilise le fait que �n = �: On a :

b2n � 4ancn = b2 � 4ac

() b2n = 4ancn + b
2 � 4ac

)
��b2n�� � 4 janj jcnj+ j�j

) jbnj <
p
4A2 +� = B:
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3.3. Le théorème de Galois

On vient de montrer que les suites d�entiers (an)n ; (bn)n ; (cn)n sont bornées ; par con-

séquant chacune d�elles prend un nombre �ni de valeurs. D�où la suite (an; bn; cn)n prend

aussi un nombre �ni de valeurs. D�où il existe i; j et k trois indices deux à deux distincts

tels que: (ai,bi, ci ) = (aj; bj; cj) = (ak,bk, ck ) ainsi les réels xi, xj, xk sont solutions de la

même équation (3), comme celle-ci n�admet que deux solutions, donc deux d�entre elles

sont égaux. Sans perte de généralité, supposons que xi = xj.

Puisque le développement en fraction continue d�un irrationnel est unique, en identi-

�ant les développements xi et xj, on obtient : ai = aj; ai+1 = aj+1; : : :

Ce qui montre que le développement de x est périodique.

3.3 Le théorème de Galois

Théorème 3.3.1 (Théorème de Galois) Un irrationnel quadratique x est purement péri-

odique si et seulement s�il est réduit.

Preuve. ()) Soit x est un irrationnel quadratique avec développement en fraction

continue purement périodique. Il existe donc n 2 N�; a0 2 Z; a1; : : : ; an 2 N� tels que :

x = [a0; a1;:::;an] = [a0; a1;:::;an; x] =
xpn + pn�1
xqn + qn�1

;

où pn
qn
; pn�1
qn�1

sont les deux dernières réduites de [a0; a1; : : : ; an] :

En développant cette dernière, on obtient :

qnx
2 � (pn � qn�1)x� pn�1 = 0: (1)

Soit

y = [an; an�1;:::;a0] = [an; an�1;:::;a0; y] =
yp

0
n + p

0
n�1

yq0n + q
0
n�1

;

avec p
0
n

q0n
et

p
0
n�1
q
0
n�1

sont les deux dernières réduites de [an; an�1;:::;a0].

Mais d�après la proposition 1:3:4, on a:

p
0
n

q0n
=

pn
pn�1

et
p
0
n�1
q
0
n�1

=
qn
qn�1

:
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3.3. Le théorème de Galois

D�où :

y =
ypn + qn

ypn�1 + qn�1
:

Ce qui donne en développant :

pn�1y
2 � (pn�1 � qn)y � qn = 0:

D�où

qn

�
�1
y

�2
+ (pn�1 � qn)

�
�1
y

�
� pn�1 = 0; (2)

de (1) et (2) on déduit x et � 1
y
sont les deux racines de la même équation quadratique

qn�
2 � (pn�1 � qn)�� pn�1 = 0:

Et puisque x 6= � 1
y
(car x et � 1

y
sont de signes di¤érents) alors x et � 1

y
sont conjugués,

càd x = � 1
y
.

En�n, comme y > 1 alors x = � 1
y
2 ]�1; 0[.

Ce qui montre bien que x est réduit.

(() Soit x est un irrationnel quadratique réduit.

Posons :

x0 = x et pour n � 1 ; an = [xn], xn+1 =
1

xn�an donc
1

xn+1
= xn � an.

On va montrer par récurrence que tout les xn sont réduits. Comme xn > 1, on doit

montrer que �1 < xn < 0, raisonnons alors par récurrence :

� Pour n = 0, x0 = x est réduit par hypothèse.

� Supposons que �1 < xn < 0 et montrons que �1 < xn+1 < 0.

On a xn+1 =
�

1
xn�an

�
= 1

xn�an ; d�où �1 < xn+1 < 0.

Ce qui achève notre récurrence.

Maintenant, puisque xn = 1
xn�1�an�1 (8n � 1), on a xn = 1

xn�1�an�1 ; d�où � 1
xn
=

an�1 � xn�1. Ce qui entraine ( puisque �1 < xn�1 < 0) que an�1 =
h
� 1
xn

i
(8n � 1).

Etant donné que x est un irrationnel quadratique, le théorème de Lagrange assure que

x est périodique à partir d�un certain rang et il existe donc deux entiers distincts i et j

tels que xi = xj.

Ce qui entraine
h
� 1
xi

i
=
h
� 1
xj

i
, càd ai�1 = aj�1, ce qui donne xi�1 = xj�1.
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3.4. Développement de
p
D en fraction continue régulière

Par récurrence on obtient :

xi�2 = xj�2; xi�3 = xj�3; :::; x0 = xj�i;

donc

x0 = x = [a0; a1;:::;aj�i�1; xj�i] = [a0; a1;:::;aj�i�1; x0] = [a0; a1;:::;aj�i�1; aj�i�1] ;

ce qui montre que le développement en fraction continue de x est purement périodique.

Ce théorème est démontré.

3.4 Développement de
p
D en fraction continue régulière

Théorème 3.4.1 SoitD un entier positif qui n�est pas un carré parfait. Alors le développe-

ment en fraction continue du nombre
p
D est de la forme :

p
D =

�
a0; a1; a2; a3; :::; a3; a2; a1; 2a0

�
: (3.4.1)

Preuve. Soit D 2 N� qui n�est pas un carré parfait.

Posons a0 =
hp
D
i
, y = a0 +

p
D et y = a0 �

p
D.

On a y > 1 et y = a0 �
p
D =

hp
D
i
�
p
D 2 ]�1; 0[.

Ainsi y est réduit, et d�après le théorème de Galois il admet un développement en

fraction continue purement périodique. En notant par [a0; a1; :::] le développement en

fraction continue de
p
D, il existe donc n 2 N tel que :

y = a0 +
p
D =

�
2a0; a1; a2; :::; an

�
=
�
2a0; a1; a2; :::; an; 2a0

�
:

Ce qui donne :
p
D =

�
a0; a1; a2; :::; an; 2a0

�
: (1)

D�autre part, on a
p
D � a0 =

�
0; a1; a2; :::; an; 2a0

�
;

ce qui entraine
1p

D � a0
=
�
a1; a2; :::; an; 2a0

�
: (2)
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3.4. Développement de
p
D en fraction continue régulière

Mais
1p

D � a0
= �1

y
=
�
an; an�1; :::; a1; 2a0

�
: (3)

(car le développement en fraction continue de � 1
y0 est l�inverse de la période de y).

En identi�ant entre (2) et (3), on obtient an = a1; an�1 = a2; :::, puis on les remplace

dans (1) et on obtient �nalement :

p
D =

�
a0; a1; a2; :::; a2; a1; 2a0

�
:

Remarque 3.4.1 On appelle un développement en fraction continue du type [a1; a2; :::; a2; a1]

un palindrôme.

3.4.1 La longueur de la période du développement en fraction

continue de
p
D

Soit D 2 N�, qui n�est pas un carré parfait.

On note par L(
p
D) la longueur de la période du développement en fraction continue

de
p
D:

Théorème 3.4.2 On a : L(
p
D) � 2D:

� Pour D � 1000, on écrit D = a2+r; où a =
hp
D
i
et r : le reste. Alors L(

p
D) � 2a.

� Pour D > 1000, cette inégalité n�est pas toujour vraie. Par example, pour D =

1726 = 412 + 45; on a L(
p
D) = 88 > 82 = 2a.

Théorème 3.4.3 On a :

L(
p
D) = O(

p
D logD):

3.4.2 Méthodes pour approcher la racine carré d�un entier posi-

tif

Méthode1 : cette méthode permet d�obtenir une fraction continue généralisée. C�est

celle que Bombelli a utilisé pour calculer
p
13, puis Cataldi en fait de même avec

p
18:
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3.4. Développement de
p
D en fraction continue régulière

Les étapes : Soit D 2 N�, qui n�est pas un carré parfait

� On écrit
p
D = a+ r où a =

hp
D
i
et r : le reste.

� On élève au carré les deux membres de l�équation D = a2 + 2ar + r2:

� On met r comme facteur : D � a2 = r(2a+ r):

� On note b = D � :a2, on obtient r = b
2a+r

:

� On remplace à chaque fois r par b
2a+r

, on peut continuer comme cela indi�niment,

et on obtient :
p
D = a+

b

2a+ b
2a+...

:

Exemple 3.4.1 Pour D = 19, on obtient :
p
19 = 4 +

3

8 + 3
8+ 3

8+...

:

Méthode 2 : Reprenons l�exemple de
p
19, cette méthode permet d�obtenir sa frac-

tion continue régulière. On pose x =
p
19. Ce qui donne x2 � 19 = 0 (1).

� On utilise le théorème des valeurs intermédiaires sur f1(x) = x2 � 19; on trouve

f1(4):f1(5) < 0 (il faut choisir les deux entiers les plus proches tels que f1(A):f1(B) < 0).

� Puis on fait le changement de variables en utilisant inf (A;B) comme suit : x = 4+ 1
a
.

� On remplace x dans (1), on obtient 3a2 � 8a� 1 = 0 (2).

� On recommence la même procédure avec la nouvelle équation et ainsi de suite.

On résume la procédure par le tableau suivant

Etape Résultats

1 x2 � 19 = 0; f1(4):f1(5) < 0; x = 4 + 1
a
:

2 3a2 � 8a� 1 = 0; f2(2):f2(3) < 0; a = 2 + 1
b
:

3 5b2 � 4b� 3 = 0; f3(1):f3(2) < 0; b = 1 + 1
c
:

4 2c2 � 6c� 5 = 0; f4(3):f4(4) < 0; c = 3 + 1
d
:

5 5d2 � 6d� 2 = 0; f5(1):f5(2) < 0; d = 1 + 1
e
:

6 3e2 � 4e� 5 = 0; f6(2):f6(3) < 0; e = 2 + 1
f
:

7 f 2 � 8f � 3 = 0; f7(8):f7(9) < 0; f = 8 + 1
g
:

8 3g2 � 8g � 1 = 0; f8(g) = f8(a):
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3.5. L�équation de Pell-Fermat

On s�arrête à l�étape 8, puisque a = g, on déduit que la période de
p
19 est

�
2; 1; 3; 1; 2; 8

�
;ainsi

p
19 = 4 +

1

2 + 1
1+ 1

3+ 1

1+ 1

2+ 1
8+:::

=
�
4; 2; 1; 3; 1; 2; 8

�
:

3.5 L�équation de Pell-Fermat

Dé�nition 3.5.1 L�équation de Pell-Fermat est une équation diophantienne de la forme

x2 �Dy2 = +1: (3.5.1)

x2 �Dy2 = �1: (3.5.2)

Quelques remarques :

� Si l�on autorise de prendre D un carré parfait, l�équation (3:5:1) devient très facile

à résoudre.

En e¤et si D = d2 on a :

x2 �Dy2 = 1() x2 � d2y2 = 1

() (x+ dy) (x� dy) = 1

() (x+ dy; x� dy) = (1; 1) ou (�1;�1)

() (x; y) = (1; 0) ou (�1; 0) :

� Si (x; y) est solution, alors (x;�y) ; (�x; y) et (�x;�y) sont également des solutions.

Donc on peut se restreindre à (x; y) avec x; y positifs.

� Si y = 0, on obtient deux couples de solutions (1; 0) et (�1; 0), c�est aussi des

solutions triviales.

� Si (x1; y1) et (x2; y2) sont deux solutions de (3:5:1), alors leurs composition (x; y) =

(x1; y1) � (x2; y2) := (x1x2 +Dy1y2; x1y2 + y1x2) est également une solution, car on a :�
x21 �Dy21

� �
x22 �Dy22

�
= (x1x2 +Dy1y2)

2 �D (x1y2 + y1x2)2 = 1:

Dé�nition 3.5.2 Une solution (x1; y1) de (3:5:1) est dite minimale si x1 > 0; y1 > 0; et

pour toute autre solution (x; y) tel que x > 0; y > 0; on ait :

x+ y
p
D � x1 + y1

p
D:
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3.5. L�équation de Pell-Fermat

Proposition 3.5.1 Si (p; q) 2 N�2est une solution positive de x2 � Dy2 = �1. Alors p
q

est une réduite pour
p
D:

Preuve. On a :

p2 �Dq2 = �1) p2

q2
= D � 1

q2
� 1) p � q:

Ce qui entraine que : ���p�pDq��� = 1

p+
p
Dq

� 1

q
�
1 +

p
D
� < 1

2q
:

D�où ����pq �pD
���� < 1

2q2
:

Ceci entraine (en vertu du théorème 2:2:6) que p
q
est une réduite de

p
D. CQFD

Théorème 3.5.1 Soit n la longueur de la période de
p
D (D est un entier positif, qui

n�est pas un carré parfait).

La solution minimale de (3:5:1) dans N�2 est donnée par :

(x; y) =

8<: (pn; qn) si n est impair

(p2n+1; q2n+1) si n est pair
:

La solution minimale de (3:5:2) dans N�2 est donnée par :

(x; y) =

8<: (pn; qn) si n est pair

pas de solutions si n est impair
:

Preuve. D�après le théorème 3:4:1, le développement en fraction continue de
p
D est

de la forme :
p
D =

�
a0; a1; a2; :::; an; 2a0

�
:

On a donc

p
D =

h
a0; a1; : : : ; an; a0 +

p
D
i

=

�
a0 +

p
D
�
pn + pn�1�

a0 +
p
D
�
qn + qn�1

;

43



3.5. L�équation de Pell-Fermat

ce qui est équivalent à :

Dqn + (a0qn + qn�1)
p
D = (a0pn + pn�1) + pn

p
D;

comme qn; a0qn+qn�1; a0pn+pn�1; pn sont des entiers, et
p
D est irrationnel, les deux

membres sont égaux si et seulement si :8<: Dqn = a0pn + pn�1

a0qn + qn�1 = pn
:

D�où : 8<: pn�1 = Dqn � a0pn
qn�1 = pn � a0qn

:

D�autre part on a : pnqn�1 � qnpn�1 = (�1)n�1, ainsi :

pn (pn � a0qn)� qn (Dqn � a0pn) = (�1)n�1 ;

et par simpli�cation on aura :

p2n �Dq2n = (�1)
n�1 ;

il en résulte que :

� n impair ) p2n �Dq2n = 1

� n pair ) p2n �Dq2n = �1:

1er cas : n impair

On a (pn; qn) est une solution minimale pour l�équation x2 �Dy2 = 1:

2eme cas : n pair

On a (pn; qn) est une solution minimale pour l�équation x2 � Dy2 = �1, comme on

peut aussi trouver une solution minimale pour l�équation x2 �Dy2 = 1; en e¤et :
p
D = [a0; a1; a2; : : : ; an; an+1; an+2; : : : ; a2n+1; x2n+2]

= [a0; a1; a2; : : : ; an; 2a0; a1; a2; : : : ; an; x2n+2] ;

ainsi

p22n+1 �Dq22n+1 = (�1)
2n+1�1 = 1;

on conclut que (p2n+1; q2n+1) est une solution positive de (3:5:2) :
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3.5. L�équation de Pell-Fermat

Théorème 3.5.2 Soit (x1; y1) la solution minimale de (3:5:1) :Alors (x; y) 2 Z2 est une

solution de (3:5:1) si et seulement s�il existe n 2 Z tel que :���x+ ypD��� = ��x1 + y1pD�n :
Exemple 3.5.1 On cherche une solution minimale positive de l�équation x2 � 23y2 = 1.

On calcul d�abord le développement en fraction continue de
p
23 :

p
23 =

�
4; 1; 3; 1; 8

�
;

comme on a vu au théoème 3:5:1, on doit passer par le calcul des réduites :

p0
q0
=
4

1
;
p1
q1
=
5

1
;
p2
q2
=
19

4
;
p3
q3
=
24

5
;
p4
q4
=
211

44
;

on véri�e, on obtient :

242 � 23 : 52 = 576� 575 = 1:

Donc (24; 5) = (p3; q3) est bien une solution minimale positive de l�équation, avec

laquelle on peut retrouver les autres solutions positives, en e¤et :�
24 + 5

p
23
�2
= 1151 + 240

p
23;

de sorte que (1151; 240) = (p7; q7) est encore une solution de l�équation.

Par suite on a�
24 + 5

p
23
�3
=
�
1151 + 240

p
23
��
24 + 5

p
23
�
= 55224 + 11515

p
23:

D�où (55224; 11515) = (p11; q11) véri�e encore l�équation de départ

(55224)2 � 23 (11515)2 = 3049690176� 23 (132595225) = 1;

et ainsi de suite.
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CHAPITRE

4 Développement du

nombre e en fraction

continue régulière

4.1 Les fonctions de Bessel

Dé�nition 4.1.1 La fonction gamma � d�Euler est dé�nie, pour tout réel x > 0 par :

�(x) =

+1Z
0

tx�1e�tdt. (4.1.1)

La fonction gamma � véri�e les relations suivantes:

�(x+ 1) = x�(x). (4.1.2)

�(n+ 1) = n! (8n 2 N) : (4.1.3)

�

�
1

2

�
=
p
�. (4.1.4)

Dé�nition 4.1.2 Les fonctions de Bessel Bv sont dé�nies pour tout v > �1, et tout

x 2 C par :

Bv(x) =
�x
2

�v +1X
k=0

(�1)k
k!�(v + k + 1)

�x
2

�2k
. (4.1.5)

Ces fonctions Bv véri�ent les relations suivantes :
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4.1. Les fonctions de Bessel

8<: B 1
2
(x) =

q
2
�
x�

1
2 sin x

B� 1
2
(x) =

q
2
�
x�

1
2 cosx

: (4.1.6)

Remarque 4.1.1 La fonction de Bessel Bv (v > 1) véri�e l�equation di¤érentielle :

x2y
00
+ xy0 + (x2 � v2)y = 0. (4.1.7)

Proposition 4.1.1 Pour tout x 2 C� et tout v > 0, on a :

Bv�1(x) +Bv+1(x) =
2v

x
Bv(x). (4.1.8)

Preuve. Soit x 2 C� et v > 0. On a :

Bv�1(x) =
�x
2

�v�1 +1X
k=0

(�1)k
k!�(v + k)

�x
2

�2k
=
�x
2

�v�1 +1X
k=0

(�x2

4
)k

k!�(v + k)
: (1)

et

Bv+1(x) =
�x
2

�v+1 +1X
k=0

(�1)k
k!�(v + k + 2)

�x
2

�2k
=
�x
2

�v+1 +1X
k=0

(�x2

4
)k

k!�(v + k + 2)
: (2)

On somme (1) et (2), on obtient :

Bv�1(x) +Bv+1(x) =
�x
2

�v�1 +1X
k=0

"
(�x2

4
)k

k!�(v + k)
+

(x
2
)2(�x2

4
)k

k!�(v + k + 2)

#

=
�x
2

�v�1 "+1X
k=0

(�x2

4
)k

k!�(v + k)
�

+1X
k=0

(�x2

4
)k+1

k!�(v + k + 2)

#

=
�x
2

�v�1 " 1

�(v)
+

+1X
k=1

(�x2

4
)k

k!�(v + k)
+

+1X
k=1

(�x2

4
)k

(k � 1)!�(v + k + 1)

#

=
�x
2

�v�1 " v

�(v + 1)
+

+1X
k=1

�
v + k

k!(v + k)�(v + k)
� k

k!�(v + k + 1)

��
�x

2

4

�k#

=

�
2

x

��x
2

�v " v

�(v + 1)
+

+1X
k=1

v

k!�(v + k + 1)

�
�x

2

4

�k#
=
2v

x
Bv(x).

Ce qui achève cette démonstration.
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4.1. Les fonctions de Bessel

Théorème 4.1.1 Pour tout x 2 C� et tout v > �1, on a :

Bv(x)

Bv�1(x)
=
x

2v�

x2

2(v + 1) �

x2

2(v + 2)����

x2

2(v + n)����
: (4.1.9)

Preuve. En divisant les deux memebres de (4:1:8) par Bv(x), on obtient :

Bv�1(x)

Bv(x)
=
2v

x
� Bv+1(x)

Bv(x)
;

En inversant les deux membres de cette dernière, il vient que :

Bv(x)

Bv�1(x)
=

1
2v
x
� Bv+1(x)

Bv(x)

: (1)

Posons pour tout n 2 N� : �n(x) = iBv+n�1(x)Bv+n�2(x)
.

D�après (1), on a pour tout n 2 N� :

�n(x) =
i

2(v+n�1)
x

� Bv+n(x)
Bv+n�1(x)

=
1

2(v+n�1)
ix

+ i2 Bv+n(x)
iBv+n�1(x)

=
1

2(v+n�1)
ix

+ �n+1(x)
� � � ; (2)

en réitérant (2) en partant de n = 1, on trouve :

i
Bv(x)

Bv�1(x)
=

1
2v
ix
+

1
Bv+1(x)
Bv(x)

=
1

2v
ix
+

1
2(v+1)
ix

+

1
Bv+2(x)
Bv(x)

=
1

2v
ix
+

1
2(v+1)
ix

+

1
2(v+2)
ix

+

1
2(v+3)
ix

+ � � �
:

En multipliant par ix les numérateurs et dénominateurs de chaque fraction apparais-

sant dans le dernier développement en fraction continue, on obtient :

i
Bv(x)

Bv�1(x)
=

ix

2v �
ix

2(v+1)
ix

+

1
2(v+2)
ix

+

1
2(v+3)
ix

+ � � �

=
ix

2v �
x2

2(v + 1) +

ix
2(v+1)
ix

+

1
2(v+3)
ix

+���

=
ix

2v
�

x2

2(v + 1)
�

x2

2(v + 2)
�

x2

2(v + n)
���� (3)

Il ne reste qu�à diviser les deux membres de (3) par i pour obtenir la formule requise :

Bv(x)

Bv�1(x)
=
x

2v�

x2

2(v + 1)�

x2

2(v + 2)�

x2

2(v + n) ����

Ce qui achève cette démonstration.
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4.2. Le théorème fondamental

Exemple 4.1.1 Pour v = 1
2
, en utilisant les relations (4:1:6); on trouve :

tan x =
x

1� x2

3� x2

5�
...� x2

2n+1�
...

. (4.1.10)

En substituant dans cette dernière x par ix, on obtient :

tan(ix) = i tanh x =
ix

1 +

x2

3 +

x2

5 +���
:

D�où :

tanh x =
x

1+

x2

3 +

x2

5 +���+

x2

2n+ 1+���
:

Si x 2 Q� s�écrivant x = a
b
(a; b 2 Z�), on obtient :

tanh x = tanh
a

b
=
a

b+

a2

3b+

a2

5b+���+

a2

(2n+ 1)b+���
(4.1.11)

4.2 Le théorème fondamental

Théorème 4.2.1 (Euler) Le développement en fraction continue régulière du nombre e

est donné par :

e = [2; 1; 2; 1; 1; 4; 1; 1; 6; 1; :::] =
�
2; 1; 2n; 1

�
n�1 : (4.2.1)

Plus explicitement, on a e = [a0; a1; : : :], avec a0 = 2; a3k�2 = 1; a3k�1 = 2k; a3k = 1

(8k � 1) :

Preuve. En prenant a = 1; b = 2 dans la relation (4:1:11), on obtient :

tanh
1

2
=
1

2+

1

6+

1

10+:::+

1

2 (2n+ 1)+:::
:

D�où :
1

tanh 1
2

=
e+ 1

e� 1 = [2; 6; 10; : : : ; 2 (2n+ 1) ; : : :] : (4.2.2)

On compare les réduites rn =
pn
qn
de la fraction continue

�
2; 1; 2n; 1

�
n�1 aux réduites

r0n =
p0n
q0n
de la fraction continue de (4:2:2) ; en utilisant (1:3:1), on obtient :

p0
q0
=
2

1
;
p1
q1
=
3

1
;
p2
q2
=
8

3
;
p3
q3
=
11

4
;
p4
q4
=
19

7
;
p5
q5
=
87

32
;
p6
q6
=
106

39
;
p7
q7
=
193

71
:

p00
q00
=
2

1
;
p01
q01
=
13

6
;
p02
q02
=
132

61
:
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4.2. Le théorème fondamental

On observe que

p1 = p
0
0 + q

0
0; q1 = p

0
0 � q00:

p4 = p
0
1 + q

0
1; q4 = p

0
1 � q01:

p7 = p
0
2 + q

0
2; q7 = p

0
2 � q02; : : : etc:

Ceci nous amène à conjecturer qu�on a pour tout k 2 N :

p3k+1 = p
0
k + q

0
k et q3k+1 = p0k � q0k:

Posons pour tout k 2 N :

Xk = p
0
k + q

0
k et Yk = p3k+1:

Et montrons qu�on a Xk = Yk (8k 2 N) : Pour k � 2, on a d�après (1:3:1) :8<: p0k = 2 (2k + 1) p
0
k�1 + p

0
k�2

q0k = 2 (2k + 1) q
0
k�1 + q

0
k�2

:

En additionnant membre à membre ces deux dernières, on tire : Xk = 2 (2k + 1)Xk�1 +

Xk�2: (8k � 2) :

D�autre part, pour tout k � 2; on a :8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

p3k�3 = p3k�4 + p3k�5 (1)

p3k�2 = p3k�3 + p3k�4 (2)

p3k�1 = (2k) p3k�2 + p3k�3 (3)

p3k = p3k�1 + p3k�2 (4)

p3k+1 = p3k + p3k�1 (5)

:

On e¤ectue le calcul suivant : (1)� (2) + 2� (3) + (4) + (5), on obtient :

P3k+1 = (4k + 2)P3k�2 + P3k�5 () Yk = 2 (2k + 1)Yk�1 + Yk�2:

Ainsi (Xk) et (Yk) véri�ent la même relation de récurrence et comme elles ont les mêmes

premiers termes (X0 = Y0 et X1 = Y1) ; on conclut qu�on a pour tout k 2 N : Xk = Yk ;

càd : p3k+1 = p0k + q
0
k:

On montre de la même façon qu�on a pour tout k 2 N : q3k+1 = p0k + q0k:
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4.2. Le théorème fondamental

On a par conséquent :

lim
k!+1

pk
qk
= lim

k!+1

p3k+1
q3k+1

= lim
k!+1

p0k + q
0
k

p0k � q0k
= lim

k!+1

p0k
q0k
+ 1

p0k
q0k
� 1

=
e+1
e�1 + 1
e+1
e�1 � 1

=
e
e�1
1
e�1

= e:

Ce qui achève cette démonstration.

Remarque 4.2.1 La fraction continue régulière du nombre � est donné par :

� = [3; 7; 15; 1; 292; 1; 1; 1; 2; 1; 3; 1; :::] :

Le comportement de celle-ci à l�in�ni reste inconnu, par suite c�est un problème ouvert.
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CHAPITRE

5 Fractions continues

généralisées

5.1 Propriétés fondamentales des réduites

On se propose dans cette partie de reprendre les propriétés vues au chapitre 1 dans le

cas des fractions continues généralisées ; on note que les démonstrations se font exactement

de la même façon.

Introduisons d�abord une fraction continue a0 + a1
b1 +

a2
b2 +

� � � et appelons rn = pn
qn
sa

réduite d�ordre n (8n 2 N) :

On pose par convention p�1 = 1; q�1 = 0:

Théorème 5.1.1 Les suites (pn)n2N et (qn)n2N satisfont les relations de récurrence :8<: pn = anpn�1 + bnpn�2

qn = anqn�1 + bnqn�2
(8n � 1) : (5.1.1)

Proposition 5.1.1 Pour tout n 2 N�, on a

pnqn�1 � pn�1qn = (�1)n�1
nY
i=1

bi; (5.1.2)

et

pnqn�2 � pn�2qn = (�1)nan
n�1Y
i=1

bi: (5.1.3)
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5.2. Quelques théorèmes pour la transformation de séries numériques en fractions
continues généralisées.

Ce qui peut se réecire comme suit :

rn � rn�1 =
(�1)n�1

nQ
i=1

bi

qnqn�1
; (5.1.4)

et

rn � rn�2 =
(�1)nan

n�1Q
i=1

bi

qnqn�2
: (5.1.5)

Théorème 5.1.2 La fraction continue a0+ b1
a1+

b2
a2+���+

bn
an+���

est convergente si et seulement

si la série de terme générale
(�1)n�1

nQ
i=1

bi

qnqn�1
est convergente.

De plus, si qn 6= 0, 8 n � 1, on a en cas de convergence :

a0 +
b1
a1 +

b2
a2 +���+

bn
an+���

= a0 +
+1X
n=1

(�1)n�1
nQ
i=1

bi

qnqn�1
: (5.1.6)

Preuve. D�après la relation (5:1:4) ; on a :

rn = r0 +
nX
k=1

(rk � rk�1)

= a0 +
nX
k=1

(�1)k�1
kQ
i=1

bi

qkqk�1
:

La formule en découle en faisant tendre n vers l�in�ni.

5.2 Quelques théorèmes pour la transformation de

séries numériques en fractions continues général-

isées.

Théorème 5.2.1 Soit (ai)i�1 une suite réelle telle que ai 6= 0 (8i 2 N) et ai 6= ai+1

(8i � 2). Alors (en cas de convergence), on a :
+1X
k=1

(�1)k�1
ak

=
1

a1 +
a21

a2�a1+
a22

a3�a2+
a23

...

: (5.2.1)
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5.2. Quelques théorèmes pour la transformation de séries numériques en fractions
continues généralisées.

Preuve. On procède par récurrence sur n.

� Pour n = 1, le théorème est véri�ée, puisqu�on a :

1

a1
� 1

a2
=
a2 � a1
a1a2

=
1
a1a2
a2�a1

=
1

a1(a2�a1)+a21
a2�a1

=
1

a1 +
a21

a2�a1

:

� Supposons maintenent que le théorème est vrai à l�ordre n (càd vrai toute suite de

n termes) et montrons qu�il reste vrai à l�ordre ( n+ 1):

On a :
n+1X
k=1

(�1)k�1
ak

=
1

a1
� 1

a2
+ � � �+ (�1)

n�1

an
+
(�1)n
an+1

=
1

a1
� 1

a2
+ � � �+ (�1)n�1( 1

an
� 1

an+1
)

=
1

a1
� 1

a2
+ � � �+ (�1)n�1 1

anan+1
an+1�an

:

C�est devenu une somme de n termes ; en appliquant l�hypothèse de récurrence, on

obtient :
n+1X
k=1

(�1)k�1
ak

=
1

a1 +

a21
a2 � a1 +���+

a2n�1
anan+1
an+1+an

� an�1

=
1

a1 +

a21
a2 � a1 +���+

(�1)n�1
a2n�1

an(an+1�an)+a2n
an+1�an � an�1

=
1

a1 +

a21
a2 � a1 +:::+

a2n�1

an � an�1 + a2n
an+1�an

:

Ce qui montre le théorème pour une suite à (n+ 1) termes. Ceci achève cette récur-

rence et cette preuve.

Exemple 5.2.1 (Fraction continue généralisée de ln (2)) :

Le développement de ln (x+ 1) en série de Taylor est :

ln (x+ 1) =

+1X
k=1

(�1)k�1x
k

k
:

Pour x = 1, on obtient :

ln(2) =

+1X
k=1

(�1)k�1
k

= 1� 1
2
+
1

3
� 1
4
+ � � �
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5.2. Quelques théorèmes pour la transformation de séries numériques en fractions
continues généralisées.

En appliquant le théorème pécédent pour ak = k, donc ak � ak�1 = 1 (8k � 1), on

trouve
ln(2) = 1

1+ 12

1+ 22

1+ 32

1+ 42

...

:

Exemple 5.2.2 (Fraction continue généralisée de �
4
) :

Le développement de arctan (x) en série de Taylor est :

arctan (x) =

+1X
k=1

(�1)k�1 x
2k�1

2k � 1 = x�
x3

3
+
x5

5
� x

7

7
+
x9

9
� : : :

Pour x = 1, on obtient :

�

4
=

+1X
k=1

(�1)k�1
2k � 1 = 1� 1

3
+
1

5
� 1
7
+
1

9
� : : :

En appliquant le théorème pour ak = 2k � 1, on trouve :

�

4
=
1

1
+
12

3� 1 +
32

5� 3 +
52

7� 5 +
72

9� 7 +���

= 1 +
12

2
+
32

2
+
52

2
+
72

2
+���;

soit
�
4
= 1

1+ 12

2+ 32

2+ 52

2+ 72
2+...

:

Théorème 5.2.2 soit (ai)i�1 une suite réelle telle que ai 6= 0 et ai 6= 1 (8i � 1). Alors

(en cas de convergence) on a :

+1X
k=1

(�1)k�1
ak!

=
1

a1 +
a1

a2�1+ a2
a3�1+

a3

...

: (5.2.2)
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5.2. Quelques théorèmes pour la transformation de séries numériques en fractions
continues généralisées.

Preuve. On Procéde par récurrence sur n.

� Pour n = 1, le théorème est véri�é. Puisque on a :

1

a1
� 1

a1a2
=
a2 � 1
a1a2

=
1
a1a2
a2�1

=
1

a1 +
a1
a2�1

:

� Pour la suite de la démonstration, on procède par récurrence, comme fait au théorème

5:2:1.

Exemple 5.2.3 (La fraction continue généralisée de e) :

Le développement de e�x en série de Taylor est :

e�x =

1X
n=0

(�1)nx
n

n!
= 1� x+ x2

1:2
� x3

1:2:3
+

x4

1:2:3:4
+ : : :

Pour x = 1; on obtient

e�1 =
1X
n=0

(�1)n
n!

= 1� 1
1
+
1

1:2
� 1

1:2:3
+ � � � ;

ainsi,

e� 1
e

= 1� 1
e
= 1� 1

1:2
+

1

1:2:3
� � � �

En prenant ak = k, dans la formule (5:2:6), on trouve

e� 1
e

=
1

1
+
1

1
+
2

2
+
3

3
+��� =

1

1 + 1
1+ 2

2+ 3
3+...

;

on inverse e
e�1 , on obtient

e

e� 1 = 1 +
1

1 + 2
2+ 3

3+...

;

puis
e

e� 1 � 1 =
1

e� 1 = 1 +
1

1 + 2
2+ 3

3+...

;
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5.3. Critères de convergence

on inverse encore une fois

e� 1 = 1 + 2

2 + 3
3+ 4

4+...

:

D�où
e = 2 + 2

2+ 3

3+ 4

...n+n+1

...

.

5.3 Critères de convergence

Contrairement au théorème 5:1:2 qui n�est pas pratique car les expressions des qn sont

compliquées, on présente ci-dessous des critères de convergences pratiques.

Proposition 5.3.1 Soient (an)n�1 et (bn)n�1, deux suites de nombres complexes non nuls.

Alors :
b1
a1 +

b2
a2 +���+

bn
an+���

et
1

c1 +

1

c2 +���+

1

cn+���
;

où

c2n =
b1b3 : : : b2n�1
b2b4 : : : b2n

a2n et c2n+1 =
b2b4 : : : b2n
b1b3 : : : b2n+1

a2n+1;

ont les même réduites (on dit qu�elles sont équivalentes). Elles sont donc de même nature

et en cas de convergence, elles ont la même valeur.

Proposition 5.3.2 Soit la fraction continue 1
c1+

1
c2+���+

1
cn+���

, où cn > 0. Alors pour tout

n 2 N, la suite (qnqn+1)n est croissante et que qn � C
nQ
k=1

(1 + ck), où C > 0 est une

constante.

Preuve. On a d�après le théorème 5:1:1.

qn = cnqn�1 + qn�2;

et comme cn > 0 alors qn > qn�2.

Donc qnqn�1 > qn�2qn�1, ce qui montre la suite (qnqn+1)n est strictement croissante.

D�autre part :
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5.3. Critères de convergence

� Si qn�2 � qn�1 alors qn = cnqn�1 + qn�2 � cnqn�1 + qn�1 = (1 + cn)qn�1:

� Si qn�1 � qn�2 alors qn � (1 + cn)qn�2 ainsi qn � (1 + cn)(1 + cn�1)qn�2.

Par itération, on obtient l�une des deux majorations :

qn � (1 + cn)(1 + cn�1) : : : (1 + c1)q0; (1)

où

qn � (1 + cn)(1 + cn�1) : : : (1 + c2)q1; (2)

d�où

qn � C
nY
k=1

(1 + ck);

avec C = max
�
q0;

q1
1+c1

�
.

Proposition 5.3.3 Soit la fraction continue 1
c1+

1
c2+���+

1
cn+���

, où cn > 0 pour tout n 2 N�.

Alors pour tout p 2 N, on a :

q2p � 1 + c1(c2 + c4 + : : :+ c2p);

et

q2p+1 � c1 + c3 + : : :+ c2p+1):

Preuve. On a : qn = cnqn�1 + qn�2, ce qui implique qn � qn�2 = cnqn�1.

On distingue deux cas :

� Pour n pair, n = 2p, on obtient q2p � q2p�2 = c2pq2p�1.

� Pour n impair, n = 2p+ 1, on obtient q2p+1 � q2p�1 = c2p+1q2p.

Donc la suite (q2p+1)p est croissante, d�ou q2p+1 � q1 = c1.

D�autre part on a : q2p � q2p�2 � c2pc1. D�où q2p � q0 � c1(c2 + c4 + : : : + c2p) par

addition ; la première inégalité en résulte car q0 = 1.

La démonstration est analogue pour la deuxième inégalité.

5.3.1 Le critère de Seidel

Théorème 5.3.1 (Seidel) : Si cn > 0 8n � 1, la fraction continue 1
c1+

1
c2+���+

1
cn+���

con-

verge si et seulement si la série
+1P
n=1

cn diverge.
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5.3. Critères de convergence

Preuve. ()) On veut montrer si 1
c1+

1
c2+���+

1
cn+���

converge alors
+1P
n=1

cn diverge.

Par contraposition : on suppose que la série
nP
k=1

cn converge, on montre que la fraction

continue diverge.

On a d�aprés la proposition 5:3:2 :

qn � C
nY
k=1

(1 + ck);

où

log qn � log(C
nY
k=1

(1 + ck)) = logC +
1X
k=1

log(1 + ck) = logC +
1X
k=1

ck:

D�où (log qn) est majoré, ainsi qn �M (8n 2 N). La suite qnqn�1 ne peut donc pas tendre

vers +1, d�où la série de tèrme général (�1)
n�1b1:::bn
qnqn�1

= (�1)n�1
qnqn�1

diverge.

Et comme son térme général ne tend pas vers 0. Donc la fraction continue diverge.

(() Il reste à montrer que si
1P
n=1

cn diverge alors 1
c1+

1
c2+���+

1
cn+���

converge.

Si
1P
n=1

cn diverge alors l�une au moins des série c2 + c4 + � � � + c2p + � � � où c1 + c3 +

� � �+ c2p�1+ � � � diverge. Donc d�aprés la proposition 5:3:3 l�une au moins des deux suites

(q2p)p où (q2p�1)p tend vers +1, on en déduit que lim
n!+1

qnqn�1 = +1. Donc la série de

terme général (�1)
n�1b1:::bn
qnqn�1

= (�1)n�1
qnqn�1

est une série de alternée ; elle converge, ainsi que la

fraction continue.

5.3.2 Le critère de Pringsheim

Théorème 5.3.2 (Pringsheim) Soient an > 0 et bn > 0 pour tout n � 1. Alors, si la

série
+1P
n=1

q
anan+1
bn+1

diverge, la fraction continue b1
a1+

b2
a2+���+

bn
an+

converge.

Preuve. D�après la proposition 5:3:1 la fraction continue b1
a1 +

b2
a2 +��� est équivalente à

1
c1+

1
c2+���

, avec

c2n =
b1b3 : : : b2n�1
b2b4 : : : b2n

a2n ; c2n+1 =
b2b4 : : : b2n
b1b3 : : : b2n+1

a2n+1 (8n 2 N) :

On a donc c2nc2n+1 =
a2na2n+1
b2n+1

et c2n�1c2n =
a2n�1a2n
b2n

(8n 2 N) :
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5.3. Critères de convergence

En appliquant l�inégalité de
p
ab � (a+ b)�2 (8(a; b) 2 (R+ � R+)), on obtient

c2n + c2n+1 � 2
p
c2nc2n+1 = 2

p
a2na2n+1�b2n+1; (1)

et

c2n�1 + c2n � 2
p
c2n�1c2n = 2

p
a2n�1a2n�b2n: (2)

En prenant la somme depuis 1 jusqu�à n dans (1) et (2) ; on trouve :

c2 + c3 + c4 + � � �+ c2n + c2n+1 � 2(
p
a2a3�b3 +

p
a4a5�b5 + � � �+

p
a2na2n+1�b2n+1);

et

c1 + c2 + c3 + c4 + � � �+ c2n�1 + c2n � 2(
p
a1a2�b2 +

p
a3a4�b4 + � � �+

p
a2n�1a2n�b2n):

Puisque la série de terme général un =
p
a2na2n+1�b2n+1 diverge, l�une au moins des série

extraites (u2n)n où (u2n+1)n diverge (série à terme positif ).

Ce qui entraîne que la série
1P
n=1

cn diverge, et par la suite la fraction continue en

question converge d�aprés le critère de Seidel.
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Appendice

Dans ce qui suit, une liste variée de fractions continues régulières et généralisées.

1. Cataldi, 1613
p
18 = 4 +

2

8 + 2
8+ 2

8+...

:

2.

� = 3 +
12

6 + 32

6+ 52

6+ 72
6+...

:

3. Stern, 1833
�

2
= 1� 1

3� 2:3
1� 1:2

3� 4:5

1� 3:4

3� 6:7

1� 5:6
3�...

:

4.
6

�2
= 02 + 12 � 14

12 + 22 � 24

22+32� 34

32+42� 44

42+52�...

:

5.
�
p
3

6
=

1

1 +
(1=

p
3)
2

3+
(2=

p
3)2

5+
(3=

p
3)2

7+...

:
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Appendice

6.

e
1
s = 1 +

1

s� 1 + 1
1+ 1

1+ 1

3s�1+ 1

1+ 1

1+ 1

5s�1+ 1
1+...

:

7. Lambert, 1766
ex � 1
ex + 1

=
1

2
x
+ 1

6
x
+ 1

10
x + 1

14
x +...

:

8. Laplace, 1805; Legendre, 1826

Pour x > 0;
xZ
0

e�u
2

du =

p
�

2
�

e�x
2

2

x+ 1
2x+ 2

x+ 3

2x+ 4
x+...

:

9. Lagrange, 1813

Pour jxj < 1;

log

�
1 + x

1� x

�
=

2x

1� 1x2

3� 4x2

5� 9x2

7� 16x2
9�...

:

10.

log (1 + x) =
x

1 + 12x

(2�1x)+ 22x

(3�2x)+ 32x
(4�3x)+...

:

11. Lagrange, 1776

Pour jxj < 1;

arctan (x) =
x

1 + 1x2

3+ 4x2

5+ 9x2

7+ 16x2
9+...

:
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Appendice

12.

sinx =
x

1 + x2

(2:3�x2)+ 2:3x2

(4:5�x2)+ 4:5x2

(6:7�x2)+...

:

13. Lagrange, 1776

Pour jxj < 1;

(1 + x)k =
1

1� kx

1+
1:(1+k)
1:2 x

1+

1:(1�k)
2:3 x

1+

2:(2+k)
3:4 x

1+

2:(2�k)
4:5 x

1+

3:(3+k)
5:6 x

1+...

:
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