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Historique

L'histoire des fractions continues est placée au moment de la création de Ualgorithme
d'Euchde (environ 30U avant JU), o Euclide savait dé)a developper les nombres ra-

tionnels seus la forme de fractions continues réguliéres.

Les fractions continues ont notamment été utilisées par les mathématiciens indiens. On
cite Aryabhata (476 — 550) qui les utilisa des le 6 siecle pour résoudre des équations

diophantiennes.

Le mathématicien arabe Ibn al-Banna al-Murakishi (1256 - 1321), le véritable
fondateur du calcul sur les fraction et qui est a I'origine méme de la notation §, a décrit

des calculs sur les fractions impliquant implicitement les fractions continues. Il a fait cela
d’abord dans son trés célebre abrégé de mathématiques, intitulé Olud! JUEl el

puis dans son livre détaillant son abrégé, intitulé _Las | JL:‘T 09> g o5 ladl Ce . Son
disciple andalou al-Qalsadi (1412 - 1486) a développé et a simplifié les travaux de son
maitre.

L’apparition en Europe (Italie) est plus tardive, elle est due a deux mathématiciens de

I'Université de Bologne, Rafael Bombelli (1526 - 1572) et Pietro Cataldi
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transforma l'intéressant produit infini

(- 5h)

=1

découvert par John Wallis (1655

~—

, en une fraction continue généralisée

12
32 I

SIS

2
2+L

mais n’a pas utilisé davantage ces fractions. Wallis prend alors I'initiative de publier ces
résultats dans son livre Opera Mathematica (1695), ainsi qu'un bon nombre des propriétés

de celles-ci, et fut le premier a utiliser le terme "fraction continue".

Le 18 siécle est marqué par trois mathématiciens d’exception: Leonhard Euler
(1707 — 1783), Johan Heinrich Lambert (1728 — 1777), Joseph Louis Lagrange
(1736 — 1813). En 1737, dans "De fractionibus continuis”, Euler démontre que toute
solution irrationnelle positive d'une équation de second degré peut étre représentée par
une fraction continue. Lambert a été le premier a prouver que 7 est irrationnel en util-
isant les fractions continues, et Lagrange prouva que la fraction continue d’un irrationnel

quadratique est périodique.

Au 19°™¢ et 20°™¢ siécle, les fractions continues furent 1’objet d’un nombre incroyable

de travaux, et ont fait leurs apparition dans d’autres domaines.

Ce bref apergu du passé des fractions continues vise & donner un apergu de ’évolution

de ce domaine.



CHAPITRE

1 Généralités

1.1 Définitions

Définition 1.1.1 On appelle fraction continue généralisée toute fraction itérée du genre

agF————. (1.1.1)

(avec a;, b; € R pour tout i)

Les a,, sont appelés "les dénominateurs partiels" et b, sont appelés "les numérateurs

partiels".

Définition 1.1.2 On appelle fraction continue réguliére toute expression de la forme :

N I — (1.1.2)
&1+ 1 -
*Tagy
Avec ag € Z, et pour toutn > 1, a, € N*.
Notation 1.1.1 On notera une fraction continue réquliére par |ag, as, ...| ou
ap + = L et une fraction continue généralisée par ag + hob ba
0 a4 fany.. 0" a1 pazy qanq.”



1.2. Développement d’un nombre réel positif en fraction continue réguliére

1.2 Développement d’un nombre réel positif en frac-
tion continue réguliére

Pour z un réel, on définit une suite de réels (z,)neny. Comme suit :

=t (1.2.1)
(VneN)

Tnt1 =

Tn—[Tn]
Si pour un certain n € N, z,, est un entier, I’algorithme s’arréte a la n®™¢ étape et le
développement est fini.
Pour tout n € N, on définit a,, : = [z,] (Avec ay € Z, a, € N* pour n > 1) .On a :
1 1 1

Tpt1 = = <~ T, =a,+ .
Ly — [ﬁn] Ly — An Tn+1

En réitérant plusieurs fois cette relation (en partant de zq = x), on obtient :

1
r=ay+ —
x1
Lo
1+%
1
=ap + T (Vn e N).
R
"'+an+ﬁ

Cette derniére fraction continue réguliére s’appelle "le développement en fraction con-

tinue réguliere de " qu’on note [ag, a1, as...] .
Définition 1.2.1 (Réduite d’une fraction continue )

Soit x € R et [ag, ay, ...] son développement en fraction continue réguliére. On appelle
kéme réduite de x (ot k € N et k est au plus égale a la longueur du développement en

question) la fraction continue finie [ag, ay, ..., ag).



1.2. Développement d’un nombre réel positif en fraction continue réguliére

1.2.1 Le cas d’un nombre rationnel

On démontre dans ce qui suit que 'algorithme de développement en fraction continue

réguliére d'un réel x s’arréte si et seulement si z est rationnel.

Théoréme 1.2.1 Le développement en fraction continue d’un nombre réel x est fini si et

seulement st x € Q.

Preuve. L’implication directe du théoreme est immédiate. Montrons I'implication

inverse.
Soit x € QQ, et montrons que son développement en fraction continue réguliere est fini.
On peut écrire z = § avec p € Z, q € N* et PGCD ( p, q) = 1.
Considérons 'algorithme d’Euclide de calcul du PGCD ( p,q) =1:

p = aoq + po (0 <po<q)
q = a1po + ;1 (0 < p1 < po)

Po = azp1 + pa (0<py<p)

Pn—2 = QpPp-1 + 1.

(1 est le dernier reste non nul car PGCD ( p, q) = 1).

L’algorithme de développement en fraction continue réguliére de z donne : xg = x,

— _ _ g _ 1 — 1 — Po _ Pn—2 _ Pn-1 _
= okl ~ Zmao w0’ 2T wimfm] T Z-ar  opt I T gy Tl 1 Pn-1 €

L’algorithme s’arréte donc en arrivant a x,,,1 et on obtient x = [ag, ay, ..., Gn, Pr_1] ;
qui est bien un développement en fraction continue réguliére fini. Ceci compléte la preuve

du théoréme. m
Remarque 1.2.1 Siz = [ag,aq,...,a,] € Q et a, > 2, on peut écrire encore :

xr = [ag, a1, ..., p_1,a, — 1,1].



1.2. Développement d’un nombre réel positif en fraction continue réguliére

On voit ainsi que = est représenté de deux fagons différentes en fractions continues
régulieres.
On peut montrer que cette situation est la seule possible pour représenter un nombre

réel de deux facons différentes en fractions continues réguliéres.
. . . . . 37
Exemple 1.2.1 Développement en fraction continue réguliere de 33.
Posons a0 = :1% Ecrivons ’algorithme d’Euclide pour 37 et 13 :

37T=2x13+11
13=1x11+4+2
11=5x2+1.
Maintenant, nous allons utiliser chacune de ces lignes dans ’ordre pour mettre a sous

la forme d’une fraction continue.

Tout d’abord

37 2x13+11 11
a=—=—— =2+ —.
13 13 13
On réecrit
11 1 1 1

T2 T 13 T Ixiiy2 2
13 3 I 1+

Si bien que nous avons déja

1
=2+ 5
I+
De méme
2 1 1 1
11 T 1L T Bx2tl 1
15 == 5+
Et donc

1
a=2+——=1[2,1,5,2].
5+3

Ici le processus s’arréte car nous avons atteint une fraction du type é, qui apparait
au moment ou 'algorithme d’Euclide se termine, en donnant un reste de 1 (ce qui arrive
forcément car nous sommes partis de deux nombres premiers entre eux).

On pourra écrire aussi le dernier terme sous une autre forme, en effet

1 1




1.2. Développement d’un nombre réel positif en fraction continue réguliére

d’ou le développement en fraction continue de « devient :

37
= =1[2,1,511].
13 [77577]

Le corollaire suivant est immeédiat :
Corollaire 1.2.1 Si x est un réel irrationnel, le développement en fraction continue
réquliére est infini.
Exemple 1.2.2 Soit o = /2. Les calculs donnent : ag = [V2] =1, 29 = 1+ (v/2—1) =
l—i-ﬁ, ainsi x1 = V2 +1, a; = 2, donc x; :2+(\/§—1) :2+ﬁ, donc x1 = x5 ,
a9 = 2.

Et on voit que le développement en fraction continue de v/2 est périodique de période
1, plus précisément x,, = 2 pour n > 1. Ainsi V2 =[1,2,2,2,....,2,...].

Nous verrons plus loin que les développements périodiques caractérisent les nombres
algébriques quadratiques.

Exemple 1.2.3 Nous savons que m =~ 3.141592, les calculs donnent :

ag =3 et x; = —L _~ 7.062513 3

0.141592

a; =7et 19 & m ~ 14.996594 ;
Gy =14 et 23 ~ L~ 1003417 ;
az =1 et 14 ~ soomps ~ 292.634591 ;

ag = 292 et x5 = ~ 1.575818 ;

1
0.634591

as =1, ...etc.

Avec cela on voit que la réduite d’ordre 6 de la fraction continue de 7 est [3, 7,14, 1,292, 1].
Remarque 1.2.2 (Quelques régles de calcul)

1. % = |ag, a1, as, ...,a,] avecp > q = ]% = [0, ap, ay, as, ..., an| .

2. x = [ag,a1,as,...,a,] = —x =[—ag— 1,1,a; — 1,a9,...,a,] .
3. [y an-3,0,an_1,a,] = [..., Qpn_3 + Ap_1, Q).

4. [y an—2,0,a,] = [..., ap—2 + ay].

5. [y ap—2,a,-1,0] = [...; an_2].



1.3. Propriétés fondamentales des réduites

1.3 Propriétés fondamentales des réduites

On se propose dans cette partie de mettre en évidence quelques propriétés des réduites
ainsi qu'une méthode de calcul de celles-ci. Pour une suite de réels (ay,),, ., on évaluera la
fraction continue [a07a1, as, ...] en trouvant une formule récursive évaluant ses troncations
etc.

1
Qo CL()‘FE, CLO+

1
’ 0«14’67

Théoréme 1.3.1 Définissons les suites (pn),cn €t (Gn),en Par récurrence en posant :
Po = ap, P1 = ap + ]-7 qo = 1; q1 = ai,

et pour tout n > 2,
Pn = QnPn—-1 + Pn—2

(1.3.1)
Gn = nQGn-1 + qn—2
Alors pour tout n € N, on a
[ap,a1,az,, ..., an) = P, (1.3.2)
4n
Preuve. On procéde par récurrence sur n :
e Pour n =0, on a:
Po Qo
— = — =ao = [ag],
do
comme il fallait le prouver.
e Pour n =1, on a:
p1 arag+1 1
—=—=ap+ — = [ag,a1],
4 ay a1

comme il fallait le prouver.
e Soit n € N*. Supposons la propriété est vraie pour n, et montrons qu’elle reste vraie

pour (n + 1).



1.3. Propriétés fondamentales des réduites

Dans ce qui suit, on écrit p, (ao, ..., a,) (considérée donc comme fonction de ay, ..., a,).
Aussi ¢, comme ¢, (ag, ..., a,) .
1

an—l—l

pn(a0,~'7 Ap—1, 0n +

[GOg”JGNrannaan+1]:: a&‘“aan—laan-+

an+1)

- qn(GO;"?a’n_l’an + m)

(a'n + ﬁ)pn—l + Pn—2 , N . ,
= - (d’apres 'hypothése de récurrence)

(an + P )n—1 + Gn—2
AnPn-1 + Pn—2 + ﬁpn—l
anQn—1 + qn-2 + #an_l

Pt ﬁpn—l

ot ﬁ(h—l

_ Ont1Pn+Pn-1 _ Pnt1
n41Gn + qn—1  Gn41

(d’apres 'hypothése de récurrence)

Ce qui achéve cette démonstration. m

Remarque 1.3.1 On peut définir les formules récursives précédentes autrement :

=0, =1, n = QpPn—1 + Pn_a pour n >0
P2 P-1 p Pn—1 71T Pn-2 P (1.3.3)
q—2 = ]-7 q-1 = 07 Gn = nQn—1+ qn_2 pour n = 0
Corollaire 1.3.1 Pour tout n € N*, on a :
Prndn—1 — Pn—1Gn = (_1)n—l' (134>
Ce qui peut se réécrire :
n n— -1 n-l
Do Pno1_ (ZD (1.3.5)

dn Qn—1 gndn—1
Preuve. Nous allons de nouveau raisonner par récurrence.

e Pour n = 1, nous avons

P1go — poq1 = (apa; +1) —apa; =1 = (_1)171-

Donc la propriété est vraie a ’ordre 1.
. .1 ) .
e Supposons que la propriété est vraie & I'ordre n et montrons qu’elle reste vraie pour

(n+1).



1.3. Propriétés fondamentales des réduites

En utilisant les relations de récurrence (1.3.1), on a :

Pr+1dn — Prln+1 = (Pn@nt1 + Pr—1)dn — Pr(Gn@ni1 + Gn-1)
= Pn—14n T PnGnOni1 — Pnln+1Gn — Pnln—1
= Pn—19n — PnQn-1
— (-1t
= (=1)".

Ce qui conclut la récurrence.

Pour obtenir la deuxiéme égalité, il suffit de diviser de part et d’autre de 1’égalité par

dn—14n (Sl dn—19n §£ 0) [ |

Proposition 1.3.1 Toute réduite d’'une fraction continue rationnelle réquliére est une

fraction irréductible.

Preuve. Soit p, /g, une réduite d’ordre n d’une fraction continue réguliére.
D’apres le corollaire 1.3.1, on a : p,_1Gn — Pugn-1 = (—1)". Le théoréme de Bezout

implique que p,, et ¢, sont premiers entre eux. CQFD. m
Corollaire 1.3.2 Vn >2 on a

Prndn—2 — Pn—24n = (_l)nan, (136)

ce qui peut se réécrire

n n— =1 n
Do Pnoz (2D (1.3.7)
dn qn—2 qndn—2

Preuve. Pour tout entier n > 2, on a :

PnQn—2 — Pn—24n = (anpnfl + pan)anQ - pan(GHanl + anz)
= ApPn—19n—2 + Pn—2Gn—2 — Pn—20nGn—1 — Pn—2Qn—2
- an(pn—lQn—Q - pn—QQn—l)

= (—1)"a,, (en vertu du corollaire 1.3.1).

10



1.3. Propriétés fondamentales des réduites

Si ¢ngn_2 # 0, en divisant par ¢,g,_2, on obtient

]ﬁ . Pn—2 - (_1)nan

Gn qn—2 Gndn—2

Remarque 1.3.2 On peut réécrire les formules des deux corollaires précédents en util-

isant des déterminants comme ceci :
Pn-1 Pn _ (_1)n ot — (_1)n—1an.
anl qn qn72 Qn

Proposition 1.3.2 Pour tout entiern > 1, on a :

n -1 "
b (=1) . (1.3.8)
Gn Gn (anrIQn + anl)

Preuve. Soit n € N*| et posons T, 11 = [@ns1, Gnio, ...
On a bien z = [ag, ay, ..., Gy, Tpi1].
D’apres le théoréme 1.3.1, on a :

_ _ Tp1Pn + Pn-1
T = [ag, a1, .., Ay, Tpy1| = ———————,
Tnt1Gn + Gn-1

donc

Pn _ Tny1Pn +Pn-1 Pn
dn Tn+19n + dn—1 dn
_ Prn—14n — Pndn—1
G (Tnt1Gn + Gn-1)
(="

dn (In-‘rl(}n + Qn—l) .

Proposition 1.3.3 Soit x un réel dont le développement en fraction continue est [ag, a, ...]

et soit, pour tout n € N, r,, = ’;—" la réduite d’ordre n de x. Alors, on a :

l=¢p<qg<@p<g<-- (1.3.9)

Autrement dit la suite des dénominateurs est croissante, et strictement croissante a partir

du rang 2, et tend vers l'infini. On a aussi :

lim |r, —7r,_1] = 0. (1.3.10)

n—-4oo

11



1.3. Propriétés fondamentales des réduites

Preuve. Ona ¢ =a; > qy =1, et pour tout n € N :

Gn+1 = gnln+1 + Gn—-1 > Qn X 1+0= Adn,

(en utilisant le fait que a,1 > 1 et que g,_1 > 0).

Par suite ¢, 41 > ¢, implique ¢,11 > ¢, + 1. Ainsi, nous avons (Vn € N*) :
qn+1 ZQn+1 Zanl—i_QZ ZQ1+n

Or la suite de terme général q; + n tend vers 'infini, donc la suite (gy),,cy aussi.

En utilisant maintenent la relation (1.3.5), on a :

puisque ¢, tend vers 'infini, ¢,_; également, d’ou le résultat. m
Ainsi, nous venons de montrer que deux réduites consécutives sont de plus en plus

proches.

Proposition 1.3.4 Soit x = [ag, a1, ...] une fraction continue infinie. On suppose que

pour tout n € N*, a, € R,. Alors pour tout n > 1,

dn
qn—1

= [an, @1, -y 1] . (1.3.11)

Preuve. On procéde par récurrence sur n.
eSin=1,onaq/q=a/l=a =][a] et la propriété est vraie.

e Soit n > 2 un entier. Supposons que

qn—-1
q = [an—laan—Qa"wal])
n—2
et montrons que
dn
q = [an7an—17"'7a1 .
n—1
On a
On = GpGn-1+ Gn-2;
d’ou
qn _ AnGn—1 + Gn—2 —=a, + Gn—2 —a + 1
Gn-1 Gn—1 " Gn—1 " g:_:;

12



1.3. Propriétés fondamentales des réduites

On utilise alors I’hypothése de récurrence, et on obtient

an
Gn—1

= [an, [an_1, An_2, ..., a1]] = [an, n_1, an_2, ..., a1] .
Ce qui achéve cette récurrence et cette démonstration. m

Proposition 1.3.5 Soit © = [ag, a1, ...| une fraction continue infinie telle que pour tout

n € N*, a, € R.. Alors pour toutn > 1, on a :

Dn
Pn—1

= [an, Gp_1, ..., Q0] . (1.3.12)

Preuve. La démonstration se fait de méme que pour la proposition précédente. m
Le théoréme suivant est fondamental car il montre que toute fraction continue réguliére

infinie est convergente.

Théoréme 1.3.2 Soit © € R\Q et [ag,a1,...] son développement en fraction continue

réguliere. Alors la suite de réduites (ry), oy @ les propriétés suivantes:

(a) La sous-suite (12,),,cy €st strictement croissante.

(b) La sous-suite (79,41),,cyest strictement décroissante.

(c) Les deux sous-suites (72,),cy €t (T2n+1),ey Sont adjacentes (et sont donc conver-
gentes vers une méme limite).

(d) La suite (ry,),,cy converge vers .

Remarque 1.3.3 Les points (a), (b),et (¢) du théoréme 1.3.2 s’expriment mathématique-
ment comme ceci :

To<Tog<ry < ..<..<r5<r3<r. (1.3.13)

Preuve. e Montrons les points (a) et (b) du théoréme. Selon le corollaire 1.3.2, nous

avons pour tout entier n > 2 :

Lorsque n est pair, ceci montre que r,, — r,_o > 0, et lorsque n est impair, ceci montre

que r, — r,_2 < 0, ce qui conclut, et on a le résultat requis.
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1.3. Propriétés fondamentales des réduites

e Montrons le point (c) du théoréme. La sous-suite (r2,), .y €st croissante et majorée,
elle converge donc vers un nombre /;. De méme, la sous-suite (7’2n+1)neN est décroissante
et minorée. Elle converge donc vers un nombre /5. Comme lirf (ron — Tans1) = 0, alors

n—-+0oo
ces deux sous-suites sont adjacentes et donc convergent vers une méme limite; d’ott [; = [5.
Ce qui entraine que (ry),, est convergente vers cette méme limite.

e Montrons le point (d) du théoréme. D’apres la proposition 1.3.2. On a :

1 1
|z — 1| = < — 0.
G (Tot1@n + 1) (@ + @ue1) n—

Ce qui montre que (r,), converge vers .

Ceci compléte la preuve du théoréme. m

14



CHAPITRE

Etude des approximations
d’un nombre réel par ses

réduites

2.1 Approximations décimales

Pour chaque nombre réel x, il existe une suite rationnelle qui converge vers x. La plus
évidente est la suite de ses approximations décimales : par exemple, on peut approcher

T~ 3,1415926 successivement par

3 31 314 3141 31415

17 107 100" 1000° 10000° "

Dans le chapitre précédent, nous avons étudié la suite des réduites de x en fraction
continue réguliére. On se propose de comparer entre ces deux approches. Naturellement,
une meilleure approximation rationnelle de x nécessite un dénominateur plus grand. Une
bonne approximation est & la fois proche de z, et dont le dénominateur n’est pas trop
grand. Donc pour mesurer la qualité d’une approximation %’ de z, on doit borner sa

distance & x, & savoir ‘x — §

, en terme de q.
Regardons tout d’abord ce qui se passe dans le cas des approximations décimales.
Pour x € R, il existe ag € Z et (a;);>1 une suite de chiffres (ie 0 < a; <9, Vi > 1) tel

que l'on ait © = x,, + &, avec :
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2.2. Théorémes de meilleures approximations

n ax n as P an E(z.10™)
Tn=0)+—+—+...+—=——=,
°T 10 " 102 10m 10m
et
Ap+1 Ap+42 9 9 1

€ 10n+1 10n+2 + — 10n+1 + 10n+2 + 10n

D’ou 'on déduit que :
E(z.10™)
107

1
<

. =10

len| =

Autrement dit, nous venons de montrer le théoréme suivant :

Théoréme 2.1.1 soit © un nombre réel. Alors il existe une infinité de rationnels § tels

que :

(2.1.1)

Remarque 2.1.1 L’utilisation de la base décimale n’était pas nécessaire pour aboutir au

théoréme pécédent ; tout autre base b (b > 1) fera le méme travail.

2.2 Théorémes de meilleures approximations

Regardons maintenant la qualité de I'approximation par les fractions continues. Pour
ce qui suit, si x € R est donné par son développement en fraction continue réguliere

lag, ai, ..., ], on note par x, (n € N) le développement z,, = [ay,, Gpi1, ...]-

Théoréme 2.2.1 Soit x € R, dont le développement en fraction continue s’écrit x =

e

[ag, ay,...] et soit, pour tout n € N, r,, la n®™® réduite de x. Alors pour tout n > 1, on a :

|z — 7| < |z —7p_a]. (2.2.1)

Preuve. Soit n € N*, On a

- Tp41Pn + Pn-1
Tpt1Gn + Qn-1’

ce qui s’écrit aussi :

Tn1(Tqn — Pn) = — (X¢u—1 — Pn-1) ,
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2.2. Théorémes de meilleures approximations

on procede a des simplifications, on trouve :

Pn
€r — —

an

Pn—1
Gn-1

qn—-1

bl

Tnt+1dn

comme z,1 > 1 et ¢, > q,_1 et 'une au moins de ces inégalités est stricte, on obtient :

Gn—1 <:1’
Ln+14n
d’ou :
O ) RO PR e
an qn—1
Soit
|z —r,| < |z —rp_q|.
[ ]
Théoréme 2.2.2 Soit © un réel, [ag,ay,.....] son développement en fraction continue, et
Bo PL P2 | ses réduites. Alors pour tout n € N*, on a :
q0 " 917 q2
1 1
‘x _ Dl < <. (2.2.2)
dn Gndn+1 qr
Preuve. En posant x,,.1 = [ap41, Gpi2, ..., On & :
‘ Pn 1
r——|= ,
An an Ctn+1Qn‘+'Qn71)

Or Tpy1 > Ani1, @n > 0, g1 > 0, d’ou

Tni19n + Gn-1 > Ant1Gn + Gn—-1 = Qi1 > Gn-

En multipliant ces inégalités par ¢, puis en inversant les deux cotés de I'inégalité, on

trouve la majoration du théoréme. m

Théoréme 2.2.3 Si 2 est une fraction irréductible comprise entre deux réduites conséc-
q

utives % et % d’un réel positif x, alors p > puy1 et ¢ > Gui1-
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2.2. Théorémes de meilleures approximations

Preuve. Soit x un nombre réel positif, et [ag, ay, ..., ay,...] son développement en

fraction continue. Soit § une fraction irréductible comprise entre f;—” et ‘z"—i.
n n

e Si n est impair, on a :

Pn+1 < &’
dn+1 An
d’ou
Pn+1 < p < Dn ’
qn+1 q dn
ainsi

Pn+1 _ ]ﬁ < p DPn
Gn+1 Gn q qn
ce qui entraine

qndn+1 qqn
d’ou

(qPn — Pn) Gn+1 < 4.

Puisque (gp, — pg,) est un entier strictement positif, donc ¢ > ¢,41.

D’autre part, puisqu’on a

pn+1 < 27
dn+1 q
alors
Pdn+1 > 4Pn+1 > qn+1Pn+1 (car q > QnJrl)‘
D’ou
p > Pn+1-
e Si n est pair, on a
Iﬁ < anrl’
qn qn+1
d’ou
Pn D Pus
dn q qn+1
ainsi

p Dn < Pn+1 . &
q an gn+1 qn

)

ce qui entraine
P4n — qPn < Prn+14n — Pnn+1 o 1

q4n q4n+1 qnGn+1 ’

18



2.2. Théorémes de meilleures approximations

(PGn — qPn)qn+1 < g

Puisque (pg, — qp») est un entier strictement positif, donc ¢ > ¢,41.

D’autre part, puisque on a

Pn P
dn q
alors
Pan > 4qPn > Gn+1Pn (C&I’ q > QH+1)7
donc
PGn 2 Gn1Pn + 1,
et comme

1= Pn+19n — Pndn+1,

en remplacant, on trouve

Pan > Pn+14n-
Ainsi

b > Pn+1-

Théoréme 2.2.4 (Théoréme de Dirichlet)
Soit x un réel irrationnel, alors il existe une infinité de rationnels ’5’ tels que :

<. (2.2.3)

Remarque 2.2.1 Ce théoréme est une conséquence directe de théoréme 2.2.3.

Remarque 2.2.2 On propose ci-dessous une seconde démonstration du théoréme de Dirich-

let, en utilisant le principe des tiroirs suivant :

Si n tiroirs, sont occupés par n + 1 objets, alors il y’a au moins un tiroir, occupé par plus d’un objet.
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2.2. Théorémes de meilleures approximations

Preuve. Soit x un nombre irrationnel quelconque et n € N, convenons de noter la
partie fractionnaire d’un nombre z par {z}, tel que {z} =z — [z].

Considérons les parties fractionnaires {0.x},{1.2},{2.2},...{n.z}, appartenant tous &
[0, 1], qui est réunion des n intervalles disjoints de la forme [J%l, % [Vj =1..,n.

On peut maintenant appliquer le principe des tiroirs ou :

e les sous intervalles sont les tiroirs.

e les parties fractionnaires sont les objets & placer.

Alors il existe un sous intervalle qui contiendra forcément deux parties fractionnaires
qu’on note {kx} et {lz} ou 0 < k < [ < n, mais que la différence entre (k — )z et un

certain entier p ne dépasse pas 1 (car la longueur de chaque sous intervalle c’est 1).
n n

Appellons ¢ = k — [, on obtient :
1
0<|gz—p| < -,
n

en divisant par g on trouve

O<|z—=| < —,

an

comme k et [ sont inférieurs a n, on déduit que g < n, d’ou :

p‘l

Remarque 2.2.3 Ce résultat est meilleur que celui obtenu par les approximations déci-
males, puisque les fractions décimales approchent x avec une précision de [’ordre %,

et le théoreme de Dirichlet propose une approximation de [’ordre q%.

Remarque 2.2.4 La puissance de q que nous avons trouvé au théoréme de Dirichlet ne

peut pas étre remplacée, elle est dite optimale, ¢a sera l’objet de notre prochain théoréme.
Définition 2.2.1 (Nombre algébrique)

Un nombre algébrique réel est un nombre réel qui est racine d’une équation polynomiale

non nulle & coefficients rationnels.
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2.2. Théorémes de meilleures approximations

Théoréme 2.2.5 (Théoréme de Roth)

Soit x € R un nombre algébrique et irrationnel. Alors pour tout € > 0 il n’existe qu'un

nombre fini de nombres rationnels § (p € Z, g € N¥) tels que :

(2.2.4)

P 1
‘ < q2+€'

Théoréme 2.2.6 De deux réduites consécutives de x, l'une d’entre elles au moins (éventuelle-

1

p 1
2¢2 °

q

<

ment les deux), par exemple g, vérifie l'inégalité : ‘x —

Preuve. Soient % et zn—i deux réduites consécutives d'un = € R.
n n

Montrons pour tout n > 0 au moins 1'une de ces deux inégalités est vérifiée

1 1
‘x—& <=, ‘x—p”“ <=
| 24, Gn+1| 2054
Supposons par ’absurde que 3 n > 0 tel que
1 1
‘x—& 2—2 et m—an et
|~ 23 Gnt1 |~ 2G4
Ainsi
1 1
x—]ﬁ +‘x_pn+1 >
dn qn+1 2QTL 2qn+1
d’autre part
‘ _ Pn +‘x_p’ﬂ+1 _ |Pn _ Pnt1
an An+1 dn  4nt1
_ PnQn+1 — gnPn+1
gndn+1
1
Inlni1’
Par comparaison
1 S 1( 1 N 1 )
UnGnsr — 2°G  Goyr

en simplifiant, on obtient

quz+1 + @ = 2¢uGni1 <0,
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2.2. Théorémes de meilleures approximations

ce qui est équivalent a
(Gn1 — %)2 <0,

le seul cas possible est : ¢,.1 —¢q, = 0, or d’aprés la proposition 1.3.3, pour tout n > 1,
Gn < Qn+1-

D’ou la contradiction pour n > 1. Ce théoréme est démontré pour tout n > 1.

Pour n =0, on a ¢; = qq si et seulement si a; = ¢; = qo = 1, donc si a; # 1, on obtient
encore une contradiction.

Le cas oin =0 et a; = 1, dans ce cas z = [ag, 1, az,a,...].

D’apres le théoréeme 2.2.1 on a :

L1 o
¢ (ap+1)2 7

b2
— -z

q2

@_x'<
q1

Ainsi, méme pour n = 0, ’;—” = Z—i vérifie I'inégalité donnée dans 1’énoncé. Finalement le
n

théoréme est vraie pour tout n > 0. m
Théoréme 2.2.7 Pour toutn e N*, pe Z et q € N tel que 0 < ¢ < @py1 On @ :

|Gnt — pul < |qz —pl. (2.2.5)
De plus, l'inégalité devient une éqalité si et seulement si p = p, et ¢ = q,.

Preuve. Considérons le systéme linéaire d’inconnus u et v :

Pn Pnt+1 u p N D = Upn + VPnt1

dn  Qnt1 v q q = UGn + V(n+1

Il admet un unique couple solution (u,v) € N2, car

Pn DPn+1 n
= (—1)".

dn  Gn+1
Par la régle de Cramer, on obtient :
u = (=1)"(pgnt1 — @pnt1), v = (=1)"(Pnq — gup).

Notons que u # 0,v # 0 car :
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2.2. Théorémes de meilleures approximations

e Si u = 0 alors pg,11 = qpny1, donc ¢, 1 divise ¢p,y1, mais PGCD(ppi1,Gni1) = 1
donc ¢, divise ¢, ce qui contredit 'hypothése 0 < ¢ < gy1-
eSiv=0,0na § = T;—:, qui correspond au cas particulier du théoréme.

On a aussi u et v sont de signe contraire, puisque on a :

0 <q=uq,+vq+1 < Qnyi1-

De méme (g,z — p,) et (gur1T — pny1) sont de signe contraire (car x est compris entre

’;f" t fl’"—ﬁ). Il s’ensuit que u (g, — pn) €t v (¢ui1T — ppy1) sont de méme signe, donc la

valeur absolue de leurs somme est la somme de leurs valeurs absolues.

Calculons d’abord qz — p :

gz —p = (Ugn + VGn41) & — (Upn + VPnt1) = U (Gt — Pn) + 0 (ni1® — Prsa) ,
alors
gz = p| = [u(ga® — Pa)| + [0 (G217 — Ps)| = (@ = Pa)| = |@27 — pal-
Ce qui achéve cette démonstration. m

Remarque 2.2.5 Ce théoréme est une définition du sens de meilleure approximation de
x, elle nous donne équivalence entre les deux notions "réduite” et "meilleure approxima-

tion".

Corollaire 2.2.1 Pourn>1,0<q<gq, et § Z—:, alors :

'x_& < ‘x_e'.
qn q
Preuve. Soit n > 1,
P 1
——| = — |gu® — pa
an Gn

1
< — |gz — p| (d’aprés le théoreme 2.2.7).
q

n

1
< — gz —p| (car 0 < ¢ < gn).
q

rT——|.
q

:
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2.2. Théorémes de meilleures approximations

|
Nous venons de montrer, qu’étant donnée une réduites %, n > 1 d’une fractions
n
continue réguliére d’un nombre irrationnel zx, il n’existe aucun autre rationnel § ou 0 <

q < @, qui approche x mieux que f]ﬁ.

Théoréme 2.2.8 Soient p et ¢ > 0 deux entiers. Si ‘x — 5‘ < #, alors § est une réduite

de x.

Preuve. Soit n un entier tel que ¢, < ¢ < @11

On utilise I'inégalité triangulaire :

1 1
= —|gx — p| + — [gn® — Pn|
q In

1
< (=4 —)|gr —p| (dapres le théoreme 2.2.7).
q 9
D’ou en simplifiant, on obtient :

PG — qpnl < (¢4 ¢n) gz — p|

1
<29 x — =1.
q 2

Comme (pg, — qp,) est un entier, ceci implique pg, — gp, = 0 et donc § = I est bien

n

L~

une réduite de z. =

Exemple 2.2.1 Prenons l’exemple de e ~ 2,718281828, son développement en fraction
continue réguliére est : [2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,....], puis on calcule les réduites % en

utilisant la relation (1.3.1)
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2.2. Théorémes de meilleures approximations

n Z—: approximation de ’e — Z—: approximation de %% ’e — Z—: < 2;%
0| 2 0,718281 0,5 Fausse
11 3 0,281718 0,5 Vraie
2| 2 0,051615 0,555555 Vraie
3 % 0,031718 0,031250 Fausse
4 % 0,003996 0,010204 Vraie
) % 0,000468 0,000488 Vraie
6 % 0,000332 0,000328 Fausse

-Tableau 2.2- Théoréme 2.2.6 appliqué au nombre e -
Le théoréeme prochain propose de préciser encore plus nos approximations, grace aux
fractions continues, qui est le théoréme de Hurwitz, mais avant de I’énoncer on aura besoin

d’un lemme, bien que simple, mais trés utile dans la preuve de ce théoréme.
Lemme 2.2.1 Siz >1etz+27! <5 alors x < @ et 71 > @

Preuve. Supposons

1
T+ = < V5,
T

ce qui est équivalent a

2? =Bz +1<0,

donc

V5 —1 Vb 41
g << 5

d’autre part

.2 V-1
v~ 5+l 2

Ce qui achéve cette démonstration. m

Théoréme 2.2.9 (Théoréme de Hurwitz) Soit x € R, alors l'une au moins des trois

réduites consécutives de x vérifie :

1
V52

x_2\<
q

(2.2.6)
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2.2. Théorémes de meilleures approximations

Preuve. Soient %, f]ﬁ et ’;"—E trois réduites consécutives d'un = € R.
n— n n

Montrons pour tout n > 3, au moins 1'une de ces trois inégalités est vérifiée :

Pn-1
Gn—1

1
<

\/5%21-1-1 .

xr —

_ 1 ‘ _ Pl _ 1 ‘x_pn—‘rl
\/5%%_1’ dn \/3(]7%7 Gn+1

Supposons par I'absurde que dn > 3 tel que

1
&

comme x est entre r,_; et r, donc :

|z —rg| > pour k € {n—1,n,n+ 1},

Pn—1 ‘ DPn o Pn—1 Pn o 1
xr — + - — | = - | = )
gn—1 dn dn—1 dn dn—14n
d’autre part on a
— +lr——2—=+—=—,
' Gn—1 ‘ G|~ V5@ V5

par comparaison

1 S 1 (1 n 1 )
qn—19n o \/5 q% q?zfl ,

en simplifiant on trouve

Qn + Gn—1 < \/g’
dn—1 dn

I'inégalité est stricte car le nombre de gauche est un rationnel, en utilisant le lemme

2.2.1, on obtient :
n 1 5 e 5—1
In_ _ ++/5 o =1 o V5 ’
qn—-1 2 Qn 2

par analogie, on obtient

Qn+1 < 1++5
Gn 2

finalement

1 + \/g > qn+1 AnQn + Gn-1

2 In In
Z dn + Gn—1 _ 1 + gn—1
dn An
5—1 1 5
>1+4+ \/_2 = +2\/_.

Cette contradiction prouve le théoréme. m
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2.2. Théorémes de meilleures approximations

Corollaire 2.2.2 Tout irrationnel x admet une infinité d’approximations par des frac-

tions irréductibles p/q qui vérifient :

p’ 1
rT—=| < ——.
q|  V/5¢?

Preuve. Le corollaire est une conséquence du théoréme précédent, car un nombre

irrationnel admet une infinité de réduites distinctes. m

Exemple 2.2.2 Reprenons [’exemple du nombre e

n % approximation de ’e — % approximation de \/qug ‘e — % < \/glq%
0| 2 0,718281 0,447213 Fausse
1] 3 0,281718 0,447213 Vraie
2] % 0,051615 0,049690 Fausse
3 % 0,031718 0,027950 Fausse
4 % 0,003996 0,009126 Vraie
5| & 0,000468 0,00436 Fausse
6 % 0,000332 0,000294 Fausse

-Tableau 2.2- Théoréme de Hurwitz appliqué au nombre e-

Proposition 2.2.1 La constante V5 dans le théoréme de Hurwitz est optimale. Plus

précisément pour tout C' > /5, il n'existe qu'un nombre fini de rationnels § tels que :

P 1
) 2.2.7
o1l <o 227
Ou : ¢ est le nombre d’or (qb = HT*@)
Preuve. Soit
1
b= HYE

2

on peut remarquer que ¢ = 1 + %, donc I'équation vérifiée par ¢ est :
P —p—1=0.

D’autre part, puisque a; = 1,V > 1, donc

Dn = Pn-1+Pn-2et ¢ =¢qn_1+ qn2,
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2.3. Nombres équivalents

avec po =¢qo = q1 = 1,p1 = 2.

Ainsi définit on reconnait la suite de Fibonnacci

F1:F2:1
Fn:Fn—1+Fn—2

. . 1 F,
Ainsi on peut déduire que : p, = F,, 11 et g, = F},. Les réduites de x sont donc r,, = ==
n

(Le quotient de deux nombres consécutives de Fibonnacci).

On applique maintenant la proposition 1.3.2

1
Fn— )
g2 (o + )

‘ _Pn
4n

par passage a la limite quand n — 400

) Dn 1
lim |¢p— = ——
n~+w‘ o 2O+
B 1
2(18 4 Y51y
1 1
= > — (car C > V/5).
Va2~ Cap ( )

Cette contradiction prouve la proposition. m

2.3 Nombres équivalents

Définition 2.3.1 : Soit z, y € R. On dit que = et y sont équivalents (noté x = y) s’il

existe des entiers a,b, c et d tels que :

b
r=2 i avec ad — bc = +£1. (2.3.1)
cy+d

Proposition 2.3.1 La relation = est une relation d’équivalence.

Preuve. Soit (z,y, z) € R3, on vérifie les trois propriétés suivantes :
Reéflexivité : 1l s’agit de vérifier que x = .

On peut écrire
_Lx+0

T = et 1.1—-0.0=1.
Ox+1
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2.3. Nombres équivalents

Symétrie : Il s’agit de vérifier si x = y alors y = .

Si

b
x:ay+ et ad — bc = £1,
cy+d

alors
B —dx +b B Ax+ B

Y= —a Crx+D
Avec AD — BC = (—d)(—a) — bc = da — bec = £1.

Transitivité : Il s’agit de vérifier si x =y et y = 2 alors z = 2.

Si
b
T = ot avec ad — bc = +1,
cy +d
et
az+ U

avec a'd — b'd = +£1,

y:c’z—l—d’

alors, en remplacant y par son expression dans x

a(SE8)+b  (ad +b)z+ab +bd  Az+ B

e c (g,’jig:) +d  (ca +dc)z+cV +dd Cz+ D’
avec
AD — BC = (ad' + bc’) (¢b' + dd') — (ab + bd') (ca’ + dc)
= ad'dd' + bb'cd’ — a'bed’ — ab'dd
= d'd' (ad — bc) — b’ (ad — be)
= (ad — bc)(a'd — b'd)
= +1.
]

Proposition 2.3.2 Soit n,m € N*, ag,by € Z, ay,...,an,b1,...,b, € N* pour tout
reR, ona:

lag, ai, ..., an, ] = [bo, b1y s by, ] - (2.3.2)
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2.3. Nombres équivalents

Preuve. Soit x € R, On pose :

Y = [a0 a a l‘] — PnT +pn71
) ) b n»y qnm + qn_l )
aveC Pndn—1 — Pn—14n = +1.
Et
Do + P
Yo = [b07b1; --->bm7$] = ,—,1,
qu + qul
avec P, Q-1 — Pp1dm = 1.
On exprime x en fonction de y; :
Pn—1 — Y1dn—1
r=— """
Y1G9n — Pn

On remplace dans y,, on trouve :

(DnGn—1 — @nPh1) Y1 + (PrPly—1 — PiPr—1)
(¢hGn-1 = @nn—1) 11 + (Pnl—1 — GpPr-1)

Yo =

?

avec

(pIan—l - anlmfl) (an;nfl - Q;npn—l) - (pnp;nfl - p;npn—l) (Q;nQn—l - QnQ;nfl)
= (Pudn—1 = @uPn1) (DnGin—1 = GPl1)
= =£1.

Donc y; et ys sont équivalents. m

Ce corollaire suivant est immédiat :

Corollaire 2.3.1 Deux réels qui ont le méme développement en fraction continue a partir

d’un certain rang sont équivalents.

La réciproque de ce corollaire est également vraie. On a en conclusion le théoréme

suivant :

Théoréme 2.3.1 (admis, voir [5|) Deux réels irrationnels sont équivalents si et seulement

si leurs développements en fraction continue coincident o partir d’un certain rang.
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2.4. Au dela du théoréme de Hurwitz

2.4 Au dela du théoréme de Hurwitz

On peut affiner la constante d’approximation dans le théoréme de Hurwitz, si on
se restreint & certaines classes d’équivalences, en supprimant & chaque fois les classes

d’équivalence qui nous donne I'optimalité de la constante d’approximation.

Théoréme 2.4.1 (Le théoréme d’Hermite)

. i . covivalent & & — o . »
Si un nombre irrationnel x n’est pas équivalent a —”2\/5, alors il existe une infinité de

fractions irréductibles p/q tels que

1
V82

x_2\<
q

(2.4.1)

Théoréme 2.4.2 Si un nombre irrationnel x n’est pas équivalent & ¢ = 1+2\/57 ni a2

alors pour tout réel C' tel que 0 < C' < —V?l, 1l existe une infinité de fractions irréductibles

p/q tels que
<— (2.4.2)
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CHAPITRE

3 Fractions continues

périodiques

On a vu au chapitre 1 que le développement en fraction continue réguliére d’un irrationnel
est infini. Dans ce chapitre, on introduira les irrationnels quadratiques et on verra par
le théoréme de Lagrange, que leurs fractions continues sont périodiques & partir d’un
certain rang. Un cas particulier de ce théoréme est le théoréme de Galois sur les fractions
continues qui sont périodiques dés le premier terme (purement périodique). Et comme
applications on verra le développement en fraction continue de v/D (ou D est un entier

positif, et n’est pas un carré parfait) et la résolution de I’équation de Pell-Fermat.

3.1 Les irrationnels quadratiques

Définition 3.1.1 Un irrationnel quadratique est un nombre réel de la forme A + B\/D

avec A € Q, B € Q* et D est un entier positif qui n’est pas un carré parfait.
Proposition 3.1.1 Si A; + BivVD = Ay + Bov/D. Alors Ay = Ay et By = Bs.
Preuve.
Ay + BiVD = Ay + ByVD < (A — Ay) = (B, — B))VD.
Si By # By, on obtient :

A — A
\/B—me(@,
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3.1. Les irrationnels quadratiques

ce qui est faux car D n’est pas un carré parfait. D’ou By = By et A; — Ay = 0, donc

Al :Ag. |

Proposition 3.1.2 Soit x € R\Q. Alors x est quadratique si et seulement si x est

racine d’une équation de second degré & coefficients entiers.

Preuve. (=) Supposons que z est quadratique. Alors z s’écrit © = A + Bv/D,
avec A € Q, B € Q* et D € N* qui n’est pas un carré parfait. Ce réel x vérifie alors
(x — A)2 = B2D qui se rameéne (aprés développement) a une équation de second degré a
coefficients entiers.

(«<=) Si = est une racine d’une équation de second degré a coefficients entiers ; cad
qu’il vérifie

ar® +br+c=0, avec a € Z*,b,c € Z ;

alors on a :
b+ VA
r=—
2a

ce qui montre bien que x est quadratique.

. avec A = b* — 4ac,

La proposition est démontrée. m

Remarque 3.1.1 On peut prendre l’énoncé de la proposition 3.1.2 comme définition d’un

nombre irrationnel quadratique.

Définition 3.1.2 On dit qu’un irrationnel quadratique x est réduit si x > 1 et son con-

Jugué T vérifie —1 < T < 0.
La proposition suivante est immédiate :
Proposition 3.1.3 Sixz; = A; + BiVD et x5 = Ay + Bov/D.

Avec Ay, Ay, By, B € Q, By #0, By # 0 et D € N n’est pas un carré parfait , sont

des irrationnels quadratiques, alors on a :
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3.2. Le théoréme de Lagrange

3.2 Le théoréme de Lagrange

Définition 3.2.1 On dit qu’un développement en fraction continue |ag,aq,...| d’un réel
x est périodique s’il existe deux entiers strictement positifs L et k tels que pour tout | > L,

on ait a;.r = a;. Dans un tel cas, on écrit :

r = [ao, ai,.ar—1,0r,Qr4+1, ---7@L+k—1] ) (3.2.1)
et on dira que k est la période de ce développement.
e Si L =0, on dira que z est purement périodique.

Théoréme 3.2.1 (Théoréme de Lagrange) Le développement en fraction continue d’un

wrrationnel x est périodique si et seulement si x est un irrationnel quadratique.

Preuve. (=) Siz a un développement périodique [ag, a1, ar—1,aL, L1, s GL1k—1) 5

notons y = (G, Ar+1, -, GL1k—1) -

On a donc :

B B ply_i_p”
Yy = [aL>aL+la '--,aL+k—1,y] =
qYy+q

/ 77 .o , . :
avec % et % sont les deux derniéres réduites de [ar, a1, ..., ar1x-1,y]. Ce qui donne

1"

v'q +( —ply—p =0, (1)

et montre que y est quadratique.

Mais, on a
_ _ PrL—1Y +Ppr—2
T = [a(),--waL—l»y] =
qr—1Y + qr—2
avec % et 2% sont les deux derniéres réduites de [ag, ..., ar_1,9] .

Ce qui entraine que :
_ Pr-2 —qr-2%
B Q1T —PprL-1
On remplace y par son expression dans (1), on obtient que x est solution de I’équation

ax® 4+ bx + ¢ = 0 ol a, b, c sont des entiers en fonction de pr_1,pr—2, -1, 2

D’ou x est un irrationnel quadratique.
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3.2. Le théoréme de Lagrange

(<) Si z est un irrationnel quadratique : z satisfait donc une équation quadratique

avec des coefficients entiers. Notons A son discriminant (A = b* — 4ac).
az® +br+c=0avec a>0, A >0, (2)

soit = = [ag, a1, x,], alors

_ Dn—1ZTn + Pn—2

= , n>2
Gn—1Tn + dn—2

— )

avec Z”—i et ’;"—*j sont les deux derniéres réduites de [ag, a1, . .., Ty) .
n— n—

On remplace x par son expression dans I’équation (2), apres calculs on obtient :
an®? + by, + ¢, = 0. (3)

avec
ap = apifl + bpnflqnfl + qu%,fl

bn - 2apn—1pn—2 + b(pn—lQn—Z + pn—2Qn—1) + ZCQn—IQn—Q
Cn = app o+ DPp—2Gn—2 + @iy
Si a, =0, on aura :

ap?_y +bpn_1Gn-1 +cq>_; =0,

2
a(pn_1> +b(pn_1) +c=0.
Gn—1 Gn—1

Ainsi p,_1/g,_1 est racine rationnelle de (2) ce qui est en contradiction avec le fait que x

cad :

est irrationnel. D’ou a,, # 0.
Posons maintenant A,, = b2 — 4a,c,. On peut vérifier que A,, = A > 0, donc x,, est
bien une racine irrationnelle d’'une équation quadratique a coefficients entiers a,,, b, et c,,

qui est la suivante :
any? + by +cn =0, a,>0etA,>0.

Montrons maintenant qu’il existe A, B, C' € R* tel que 'on ait pour tous n € N :

la,| < A
|bn| < B

len| < C
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3.2. Le théoréme de Lagrange

D’aprés le théoreme 2.2.4, on a :

o 1
Pn-1 —ZL“ <2—
gn—1 9n—

Il existe donc 6 € R, avec |d| < 1, tel que :

— J
b 1—:1::2—, avec |d] <1,

anl Qn—l

donc

0
Pn-1 = TGqn-1 + .

Gn—1

En remplacant p,,_; par son expression dans la formule de a,,, on trouve :

)2+ b1 (21 + )1 + e
Gn—1 n—1

52

= (az® 4+ bz + ¢)q_, + 2ax6 + bd + a——

9n-1

an = a(Tqn-1 +

= <2a:c5 + CLQL + b) 0.
qnfl

En se servant de 0| < 1, il vient que :

ad

2
n—1

la,| < |2ax 4+ b+

< |2ax +b+ad| (car ¢, >1,n>2)
< 2lazx| +|b] + |al |4
< 2laz|+ |b| + |a| = A.
Remarquons que ¢, = a,_;, cela va nous éviter de refaire les méme calculs. En effet
len| = |an—1| < A=C.
Pour la suite (b,),, on utilise le fait que A, = A. On a :
bi — da,c, = b* — dac
— bi = 4da,c, + b* — dac
= 07| < 4lanl[ea] + 1A

= |by| < VAAZ+ A = B.
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3.3. Le théoréme de Galois

On vient de montrer que les suites d’entiers (a,,),, , (bs),, , (¢n),, sont bornées ; par con-
séquant chacune d’elles prend un nombre fini de valeurs. D’ot la suite (a,, by, ¢,),, prend
aussi un nombre fini de valeurs. D’ou il existe 7, j et k trois indices deux & deux distincts
tels que: (ai,bi, ¢; ) = (aj,bj,¢;) = (ak,bk, cx ) ainsi les réels z;, z;, z; sont solutions de la
méme équation (3), comme celle-ci n’admet que deux solutions, donc deux d’entre elles
sont égaux. Sans perte de généralité, supposons que x; = ;.

Puisque le développement en fraction continue d’un irrationnel est unique, en identi-
fiant les développements z; et x;, on obtient : a; = a;, aj11 = aj41,. ..

Ce qui montre que le développement de x est périodique. m

3.3 Le théoréme de Galois

Théoréme 3.3.1 (Théoréme de Galois) Un irrationnel quadratique x est purement péri-

odique si et seulement s’il est réduit.

Preuve. (=) Soit x est un irrationnel quadratique avec développement en fraction

continue purement périodique. Il existe donc n € N*, ag € Z, a4, ..., a, € N* tels que :

IPn + Pn—1

L e O A rm
n n—

Bn " Pozl gont les deux derniéres réduites de [ag, ar, .-, ay) -

ou =,
qn dn—1

En développant cette derniére, on obtient :

qnxz - (pn - anl)‘f — Pn_1 = 0. (1)
Soit
] _ _ YPy, tPp
¥y= [(J/n, an—l,.,‘,a/()] - [CLn, a’n—l,...,a()vy] = T T
yqn + qnfl
avec ’n et z,"’l sont les deux derniéres réduites de [y, G,—1._Go)-
n n—1

Mais d’apres la proposition 1.3.4, on a:

!

Pn  Pn . Poi Gn
- = et — =

G Pn-1  Gu1 Q-1
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3.3. Le théoréme de Galois

D'ou :
y = YPn + qn
YPn—1 + Gn—1

Ce qui donne en développant :
Po1y’ = (Pn1— @)y — ¢ = 0.

D’ou

Gn (—1>2 + (Pn-1—qn) <—§> — pn1 =0, (2)

Y

de (1) et (2) on déduit x et —% sont les deux racines de la méme équation quadratique

Qna2 - (pn—l - Qn)& — Pn-1= 0.

Et puisque = # —i (car z et —i sont de signes différents) alors z et —i sont conjugués,

cadw = —1,
y

Enfin, comme y > 1 alors T = —;7 €]-1,0[

Ce qui montre bien que z est réduit.

(<) Soit x est un irrationnel quadratique réduit.

Posons :
1

- donc oy = Tn = an.

_ A _ 1
rog==xetpourn>1;a,=[r,], Zp1 = pr—
On va montrer par récurrence que tout les x,, sont réduits. Comme x,, > 1, on doit

montrer que —1 < 7,, < 0, raisonnons alors par récurrence :
e Pour n = 0, xg = x est réduit par hypothese.

e Supposons que —1 < 7,, < 0 et montrons que —1 < 7,17 < 0.

Onaxn+1:< 1 )z L dou —1< Tp1 < 0.

Tp—an Tp—an

Ce qui achéve notre récurrence.

Maintenant, puisque z, = ———— (Vn > 1), on a T, = —-—— ; dou —= =

Tp—1—0an—1 Tnpn—1—"0an—1

an—1 — Tp_1. Ce qui entraine ( puisque —1 < z,_; < 0) que a,_1 = [—L} (Vn > 1).

Tn
Etant donné que x est un irrationnel quadratique, le théoréme de Lagrange assure que

x est périodique a partir d’un certain rang et il existe donc deux entiers distincts i et j

tels que x; = x;.

Ce qui entraine [—xé} = [—%], cad a;,_1 = a;_1, ce qui donne x;_1 = x;_;.

K3
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3.4. Développement de v/ D en fraction continue réguliére

Par récurrence on obtient :

Ti—2 = Tj-2, Ti—3 = Lj-3, .-+, L0 = LTj—i,

donc

To =T = [%;%,...,%44;%4] = [CLO,CLL...,CLijhxo] = [GO,a1,...,aj71717aj77;71] ;

ce qui montre que le développement en fraction continue de x est purement périodique.

Ce théoréme est démontré. =

3.4 Deéveloppement de v/D en fraction continue réguliére

Théoréme 3.4.1 Soit D un entier positif qui n’est pas un carré parfait. Alors le développe-

ment en fraction continue du nombre /D est de la forme :

\/5: [ag,al,ag,(lg,...,CL3,CL2,(11,2CLOJ . (341)

Preuve. Soit D € N* qui n’est pas un carré parfait.

Posons ag = [\/5], y:a0+\/5et@:a0—\/5.

Onay>1letg=ay— VD= [\/5] —v/D e]-1,0].

Ainsi y est réduit, et d’apres le théoreme de Galois il admet un développement en
fraction continue purement périodique. En notant par [ag,aq,...] le développement en

fraction continue de v/ D, il existe donc n € N tel que :

Y =ag+ VD = [2ag,a1,a2, ...,an} = [2(10,@1,@2, ...,an,2a0] .

Ce qui donne :

VD = [ao,al,ag, coey G, 200 - (1)

D’autre part, on a

VD —ay = [07661,&2, +es (i, 200

ce qui entraine

1
\/5—(10

= [al,ag,...,an,Zao] . (2)
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3.4. Développement de v/ D en fraction continue réguliére

Mais
1 1

m = —5 = [an,an_l, ...7CL1,26L0] . (3>
— U0

(car le développement en fraction continue de —i est 'inverse de la période de ).

En identifiant entre (2) et (3), on obtient a,, = a1, a,—1 = as, ..., puis on les remplace

dans (1) et on obtient finalement :

\/5 = [a07a17a2; --->CL2,G172@0] .

Remarque 3.4.1 On appelle un développement en fraction continue du type [a1, az, .-, Gz, a1

un palindrome.

3.4.1 La longueur de la période du développement en fraction

continue de VD

Soit D € N*, qui n’est pas un carré parfait.

On note par L(v/ D) la longueur de la période du développement en fraction continue

de v/D.
Théoréme 3.4.2 On a : L(v/D) < 2D.

e Pour D < 1000, on écrit D = a?+r, olla = [\/5] et r: le reste. Alors L(\/E) < 2a.
e Pour D > 1000, cette inégalité n’est pas toujour vraie. Par example, pour D =

1726 = 412 + 45, on a L(v/D) = 88 > 82 = 2a.
Théoréme 3.4.3 On a :

L(VD) = O(vDlog D).

3.4.2 Méthodes pour approcher la racine carré d’un entier posi-
tif
Meéthodel : cette méthode permet d’obtenir une fraction continue généralisée. C’est

celle que Bombelli a utilisé pour calculer v/13, puis Cataldi en fait de méme avec /18.
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3.4. Développement de v/ D en fraction continue réguliére

Les étapes : Soit D € N*, qui n’est pas un carré parfait
e On écrit VD =a+1r ot a= [\/D} et r : le reste.
e On éléve au carré les deux membres de 1'équation D = a? + 2ar + 12,

e On met r comme facteur : D — a® = r(2a +r).

b
2a+r1r"

e On note b = D — .a?, on obtient r =

b

3005+ On peut continuer comme cela indifiniment,

e On remplace a chaque fois r par

et on obtient :

2a+
Exemple 3.4.1 Pour D =19, on obtient
3
V19 =4+ 3
8+ pa—

Méthode 2 : Reprenons exemple de v/19, cette méthode permet d’obtenir sa frac-
tion continue réguliére. On pose z = v/19. Ce qui donne 22 — 19 = 0 (1).

e On utilise le théoréme des valeurs intermédiaires sur fi(z) = 2% — 19, on trouve
f1(4).f1(5) < 0 (il faut choisir les deux entiers les plus proches tels que fi(A).f1(B) < 0).

e Puis on fait le changement de variables en utilisant inf (A, B) comme suit : © = 4—{—%.

e On remplace z dans (1), on obtient 3a? —8a — 1 =0 (2).

e On recommence la méme procédure avec la nouvelle équation et ainsi de suite.

On résume la procédure par le tableau suivant

Etape Résultats

1 2> —19=0, f1(4)./1(5) <0,z =4+ 1.
2 302 —8a—1=0, f2(2).f2(3) <0,a =2+ .
3 502 —4b—3 =0, f3(1).f3(2) <0,b=1+ 1.
4 27 —6¢—5=0, f1(3).f2(4) <0, c =3+ 1.
5 5d? —6d —2=0, f5(1).f5(2) <0,d=1+1.
6 )-
7
8

3¢ —4e—5=0, f5(2).f6(3) <0, e =2+ 1.
f? 8f 3=0, f7(8)-f7(9)<0>f:8+§-




3.5. L’équation de Pell-Fermat

On s’arréte a I’étape 8, puisque a = g, on déduit que la période de /19 est [2, 1,3,1,2, 8] ,2ainsi

1 -
V19 =4+ - =[4,2,1,3,1,2,8].
2t ——
3+ L
1+ﬁrm

3.5 L’équation de Pell-Fermat

Définition 3.5.1 L’équation de Pell-Fermat est une équation diophantienne de la forme
2 — Dy* = +1. (3.5.1)

2 — Dy* = —1. (3.5.2)
Quelques remarques :

e Si 'on autorise de prendre D un carré parfait, ’équation (3.5.1) devient trés facile

a résoudre.
En effet si D =d? on a :
=Dy =12 —d** =1
— (r+dy) (z —dy) =1
<~ (z+dy,z —dy) =(1,1) ou (-1, 1)
< (z,y) = (1,0) ou (—1,0).
e Si (z,y) est solution, alors (z, —y), (—z,y) et (—x, —y) sont également des solutions.

Donc on peut se restreindre a (x,y) avec x,y positifs.

e Si y = 0, on obtient deux couples de solutions (1,0) et (—1,0), c’est aussi des

solutions triviales.
e Si (x1,y1) et (2,y2) sont deux solutions de (3.5.1), alors leurs composition (z,y) =

(x1,11) © (22, y2) := (122 + Dy1ya, T1Y2 + y122) est également une solution, car on a :
(x% — Dy%) (l’g — Dy;) = (1’1332 + Dy1y2)2 —D (fL’lyg + y1x2)2 =1.

Définition 3.5.2 Une solution (x1,y1) de (3.5.1) est dite minimale si x; > 0,y; > 0, et

pour toute autre solution (r,y) tel que x > 0,y > 0, on ait :

:c+y\/523:1+y1\/5.
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3.5. L’équation de Pell-Fermat

Proposition 3.5.1 Si (p,q) € N*2est une solution positive de > — Dy? = +1. Alors 2
est une réduite pour v/ D.

Preuve. On a :

2

1
p—2:D:|:—221:>p2q.
q q

p?—D¢? =+1 =

Ce qui entraine que :

1 1 1
< < —.
p++vDq q(1+\/ﬁ) 2q

- -

D’ou
1
‘1—7 ~VD| < —

q 2¢*
Ceci entraine (en vertu du théoréme 2.2.6) que £ est une réduite de vVD. CQFD =

Théoréme 3.5.1 Soit n la longueur de la période de /D (D est un entier positif, qui
n'est pas un carré parfait).

La solution minimale de (3.5.1) dans N*? est donnée par :

(Dns @) st n est tmpair
(P2n+1, Gon+1) sin est pair

La solution minimale de (3.5.2) dans N*? est donnée par :

(Pns @n) sin est pair
(@.y) = | o
pas de solutions st n est impair

Preuve. D’aprés le théoréme 3.4.1, le développement en fraction continue de v/D est

de la forme :

VD = [ao,al,ag, ey Qs 2a0} .

On a donc

\/5: |:CLO,(11,...,CL”,CLO+ \/5]
(ao + @) Dn + Dn—1
(ao + \/5) n + Gn-1
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3.5. L’équation de Pell-Fermat

ce qui est équivalent a :

Dqy,, + (aoqn + qn-1) VD = (aopn + Pn_1) +pn\/5,

comme ¢, aoGn + Gn-1, GoPn + Pr—1, Pn sont des entiers, et v/ D est irrationnel, les deux

membres sont égaux si et seulement si :

DQn = AoPn + Pn-1

aoGn + Gn—1 = Pn

Pn—1 = DQn — GoPn

Gn—1 = Pn — A0qn

D’autre part on a : p,¢n_1 — Gupn_1 = (—1)""

1 . .
, ainsi :

Pn (pn - aOQn) —n (DQn - aopn) = (_1)n71 )

et par simplification on aura :

il en résulte que :
e n impair = p? — Dg¢> =1
e n pair = p2 — D¢ = —1.

ler cas : n impair

On a (pn, q,) est une solution minimale pour 1'équation z? — Dy* = 1.

2eme cas : n pair

2

On a (p,, g,) est une solution minimale pour I'équation 2 — Dy? = —1, comme on

peut aussi trouver une solution minimale pour ’équation 22 — Dy? = 1, en effet :

\/E = [ao,al, as, ..

= [a07a1aa2)-

ainsi

pgn-ﬁ-l - Dqgn-H = (_1>

<y Qpy 41, Qp42, - -

.. 7a7Z72a07a17a27 .

<5 A2p41, €E2n+2]

<oy O, $2n+2] )

2n+1-1 1
-

on conclut que (pa,41,Gons1) est une solution positive de (3.5.2). m
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3.5. L’équation de Pell-Fermat

Théoréme 3.5.2 Soit (x1,y1) la solution minimale de (3.5.1) . Alors (x,y) € Z* est une

solution de (3.5.1) si et seulement s’il existe n € Z tel que :
‘x+y\/5’ == <x1 + ylx/ﬁ)n.
Exemple 3.5.1 On cherche une solution minimale positive de l’équation x? — 23y? = 1.
On calcul d’abord le développement en fraction continue de /23 :
V23 =[4,13138],

comme on a vu au théoéme 3.5.1, on doit passer par le calcul des réduites :

po_4 p1_5 p2_19 ps 24 ps 211

o0 g 1 ¢ 47 g3 5 qn 447

on vérifie, on obtient :
24% — 23 . 52 =576 — 575 = 1.

Donc (24,5) = (ps,q3) est bien une solution minimale positive de 1’équation, avec

laquelle on peut retrouver les autres solutions positives, en effet :
2
(24 n 5\/23) — 1151 + 240v/23,

de sorte que (1151,240) = (p7, q7) est encore une solution de I’équation.

Par suite on a

(24 + 5\/%)3 (1151 + 240@) (24 + 5\/2_3) — 55224 + 11515v/23.

D’ou (55224, 11515) = (p11, q11) veérifie encore 1’équation de départ
(55224)? — 23 (11515)% = 3049690176 — 23 (132595225) = 1,

et ainsi de suite.
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CHAPITRE

4 Développement du

nombre ¢ en fraction

continue réguliére

4.1 Les fonctions de Bessel

Définition 4.1.1 La fonction gamma I d’Fuler est définie, pour tout réel x > 0 par :

+o0o

[(x) = /tx_le_tdt. (4.1.1)

0

La fonction gamma T" vérifie les relations suivantes:

F(z+1) =al'(z). (4.1.2)

'n+1)=n! (VneN). (4.1.3)
1

r (5) — V7. (4.1.4)

Définition 4.1.2 Les fonctions de Bessel B, sont définies pour tout v > —1, et tout

x € C par :

nio () St ()" w19

Ces fonctions B, vérifient les relations suivantes :
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4.1. Les fonctions de Bessel

Bi(x) = \/gx_% sin (4.16)

Remarque 4.1.1 La fonction de Bessel B, (v > 1) vérifie l’equation différentielle :
22y + xy + (22 — vy = 0. (4.1.7)

Proposition 4.1.1 Pour tout x € C* et tout v >0, on a :

Bua(s) + Bunn(a) = 2 Bo(a). (4.18)

Preuve. Soit z € C*et v > 0. On a :

N T G L N o R ey L
Bua() = (3) %%(5) -3) Twresw O

et

2

vl I k 2 2k vl I (_%)k
B =(3)" L arerrrn 3) =G ey @

On somme (1) et (2), on obtient :

Bua(w) + B (@) = @)1 g [k (r_(vT +)kk) * k!(r%(fi_/?z +)k2)
()" B aron - S i
B (gy_l :r(lv) i g % * 2 (k — 1)('1:(%)41j k+1)
= (91 ﬁ * g (k!(v +Uk;r1“]zv 8 (e —]:k n 1)) (_

v o3 v 22\ "
T(v+1) +kzl ET(v+k+1) <_Z) ]

()&

Ce qui achéve cette démonstration. m
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4.1. Les fonctions de Bessel

Théoréme 4.1.1 Pour tout x € C* et tout v > —1, on a :

B,(z) x x? x? x?

Boa(e) 20 200+1)  200+2) . 2Avotn) . (4.1.9)
Preuve. En divisant les deux memebres de (4.1.8) par B,(z), on obtient :
Boa(@) _ 20 Bun(@)
B, () x By(x) ’
En inversant les deux membres de cette derniére, il vient que :
B?UEZ) T @ (1)
z By (x)
Posons pour tout n € N* : o, () = i?;::—:;gi;‘
D’apres (1), on a pour tout n € N* :
1 1 1
an(z) = 2(%;171) B Bfﬁi%) = 2('04;;171) +i2131?)1+£(f()9c) = 2(v+£71) @ (2)

en réitérant (2) en partant de n = 1, on trouve :

;B 1 1
vil(a:) 3_;) + Bé%(lx(c)g)
1 1 1
R
1 1 1 1
?_; T 2(1;;1) N 2(1;;;2) + 2(:;3) .

En multipliant par ix les numérateurs et dénominateurs de chaque fraction apparais-

sant dans le dernier développement en fraction continue, on obtient :

. By(z)  iw i 1 1
ZBv_l(x) T 9y — 2000 | 2(042) | 2048
iz x? i 1
= 9 — 2(@ i 1) + 2(11‘-&-1) + 2(1{4—3) +o
i x? x? x?

= . (3)

20 2(v+1)  2w+2) 2(v+n)

I1 ne reste qu’a diviser les deux membres de (3) par ¢ pour obtenir la formule requise :

B, (z) T x? z? 7

Byi(z) 20-2(w+1) 2(w+2) 2(w+n) _

Ce qui achéve cette démonstration. m
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4.2. Le théoréme fondamental

Exemple 4.1.1 Pour v = 3, en utilisant les relations (4.1.6), on trouve :

tanx = 1 ’ . (4.1.10)

2n4+1— .

En substituant dans cette derniére x par ix, on obtient :

2 2
v ¢ T

tan(iz) = itanhz = — — — .

1+3+95+-

D’ou :
r 2? 2? 72
tanhx = — — — .
1+ 345 +42n+1,.
Six € QF s’écrivant x = § (a,b € Z*), on obtient

a CL2 6L2 CL2

_ee e e (4.1.11)

tanh r = ta ha
nnxr = tan b - b+3b+5b4..+ (2n+ 1)b+

4.2 Le théoréme fondamental

Théoréme 4.2.1 (Euler) Le développement en fraction continue réguliére du mombre e

est donné par :

e=12,1,2,1,1,4,1,1,6,1,..] = [2,1,2n,1] _ . (4.2.1)
Plus explicitement, on a e = [ag,aq,...], avec ag = 2, asp_o = 1, asx_1 = 2k, az; = 1
(VE>1).
Preuve. En prenant a = 1, b = 2 dans la relation (4.1.11), on obtient :
1 11 1 1
tanh- = - = — _ .
2 246+104+.+2(2n+1) i
D’ou :
1 e+1
= =12,6,10,...,2(2n+1),...]. 4.2.2
tanh% e—1 [ (2n+1) ] ( )
On compare les réduites r,, = % de la fraction continue [2, 1,2n, 1]n>1 aux réduites

r= % de la fraction continue de (4.2.2), en utilisant (1.3.1), on obtient :

3 po 8 ps 11 py 19 ps 87T pg 106 p; 193

po _ 2 S P2 _8 p3 87 s pr_ 193
o Ua 1 ¢ 3 ¢ 4 @ 7 ¢ 32 ¢ 39 ¢ 71
Po 2 pp 13 py 132
@ 1 ¢ 6 ¢ 61
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4.2. Le théoréme fondamental

On observe que

pL =10+ 40, @1 =Dy — G-
pa=0+q, =0, —q.
pr =P+ Gy, Gr =Py — Gy, . . . etc.

Ceci nous ameéne a conjecturer qu’on a pour tout k£ € N :

Pski1 = Dp + @ €6 Qi1 = Dy — Q-

Posons pour tout k € N :

Xy =pp+q; et Yy = papia-

Et montrons qu'on a Xy =Y} (Vk € N). Pour £ > 2, on a d’apres (1.3.1) :

PZ; =2 (2k + 1)17;9—1 +p;<;—2
q;g =2 (2k + 1) Q;cfl + CI;¢72

En additionnant membre & membre ces deux derniéres, on tire : Xy = 2 (2k + 1) X1 +
Xio2. (VE>2).
D’autre part, pour tout £ > 2, on a :

(

P3k-3 = P3k—a + P3r—s5 (1)
P3k—2 = P3k—3 + P3k-a  (2)
P3k—1 = (2k) p3k—2 + par—3  (3)
D3k = Pak—1 + Pak—2  (4)

P3k+1 = Pak + Pak—1 (D)

\

On effectue le calcul suivant : (1) — (2) +2 x (3) 4+ (4) + (5), on obtient :
Py1 = (4k +2) Pyj_g + Pyt 5 <= Y3, =22k + 1) Vi1 + Yio.

Ainsi (X}) et (Y}) vérifient la méme relation de récurrence et comme elles ont les mémes
premiers termes (X = Yy et X; = Y]), on conclut qu’on a pour tout £k € N: X; =Y} ;
cad : pspy1 = P + G-

On montre de la méme fagon qu’on a pour tout £ € N : ¢3r41 = p}, + ¢
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4.2.

Le théoréme fondamental

On a par conséquent :

P41

/ /
. Pk . P3k+1 . DpTt4q . q
lim — = lim H— lim f“ i“ = lim =%
k—tooq  k—o+ooq3ry1  k—toop) — k*+°°§—5€
k

Ce qui achéve cette démonstration. m

-1

Remarque 4.2.1 La fraction continue régquliére du nombre m

=[3,7,151,292,1,1,1,2,1,3,1,..].

e+1 e
e—1+1_e—1_e
e#l 1 L 7
e—1 e—1

est donné par :

Le comportement de celle-ci a l'infini reste inconnu, par suite c¢’est un probléme ouvert.
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CHAPITRE

5 Fractions continues

généralisées

5.1 Propriétés fondamentales des réduites

On se propose dans cette partie de reprendre les propriétés vues au chapitre 1 dans le
cas des fractions continues généralisées ; on note que les démonstrations se font exactement
de la méme fagon.

Pn

a L2 - et appelons r, = o osa
n

Introduisons d’abord une fraction continue ag + b by

réduite d’ordre n (Vn € N).

On pose par convention p_; =1, ¢_1 = 0.
Théoréme 5.1.1 Les suites (pn)nen €t (Gn)nen Satisfont les relations de récurrence :

Pn = QpPn-1 + bnpn—Q

(Vn>1). (5.1.1)
Gn = AnQn-1 + ann72
Proposition 5.1.1 Pour tout n € N*, on a
PnQn—1 — Pn—14n = (_1)n—l H bi, (512)
i=1
et
n—1
Pndn—2 — Pn—24n = (_1)nan H bz (513)

=1
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5.2. Quelques théorémes pour la transformation de séries numériques en fractions
continues généralisées.

Ce qui peut se réecire comme suit :

(1)t H b

Tn = Tp1=——— (5.1.4)
dndn—1
et
n—1
T = Tpog = —————1—. (5.1.5)
nGn—2
Théoréme 5.1.2 La fraction continue a0+2—1 by bu  est convergente si et seulement
14 G2 4of- A ...
ot fio
st la série de terme générale - jl est convergente.

De plus, si ¢, # 0,V n > 1, on a en cas de convergence :

n

by by b oo (=) T
aw+— = 2 =gty ——= (5.1.6)
n=1

A1 4 G2 4.4 Ap ...

Preuve. D’apres la relation (5.1.4), on a :

n
Tn :T0+Z<Tk —Tk_1>
k=1

k
n (~DFITh,
capty

1 Grkqr—1

La formule en découle en faisant tendre n vers 'infini. =

5.2 Quelques théorémes pour la transformation de
séries numériques en fractions continues général-
isées.

Théoréme 5.2.1 Soit (ai)i21 une suite réelle telle que a; # 0 (Vi € N) et a; # a1
(Vi > 2). Alors (en cas de convergence), on a :

D L . (5.2.1)

k=1 Ak ap + p)
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5.2. Quelques théorémes pour la transformation de séries numériques en fractions
continues généralisées.

Preuve. On procéde par récurrence sur n.

e Pour n = 1, le théoréme est vérifiée, puisqu’on a :

1 I ax—am 1 1 1

T _ma2 T gy(ag—ar)+ad a?
B . S r=ra L e

e Supposons maintenent que le théoréme est vrai a 'ordre n (cad vrai toute suite de

n termes) et montrons qu’il reste vrai a l'ordre ( n + 1).

On a:
n+1 k—1 n—1 n
-1 1 1 -1 —1
(G S SR o Vi o )
— Tk ay a2 ap Apt1
1 1 1 1
:————i-..._i_(_l)n*l(__
a1 Qa2 Gp, Ant1
1 1
=——— 4 )"
al a2 An41—0an

C’est devenu une somme de n termes ; en appliquant I’hypothése de récurrence, on

obtient :
n+l k—1 2 2
(=) 1 ay (1
o _ nGn41
1 Ok 14 G2 = Q1 4o g7 An—l
o i a% (_1)n—1 ai*l
- 2
ay 4Gy —ay . an(@nt1—an)tay
+ ot Antl—tn Qp—1
1 aj ap_y
- 2
J— a
1402 — A1, . @, — Gp—1 + anﬂ’ian

Ce qui montre le théoréme pour une suite a (n + 1) termes. Ceci achéve cette récur-

rence et cette preuve. m
Exemple 5.2.1 (Fraction continue généralisée de In(2)) :

Le développement de In (z 4 1) en série de Taylor est :

+oo k
In(z +1) = Z(—n’f—l%
k=1
Pour z = 1, on obtient :
+o0 _
(—1)k1 1 1
1 2 == = 1 —_ = _ — =
n(2) ? 5 + 1 +
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5.2. Quelques théorémes pour la transformation de séries numériques en fractions

continues généralisées.

En appliquant le théoréme pécédent pour ay = k, donc ay, — ax_1 = 1 (Vk > 1), on
trouve

Exemple 5.2.2 (Fraction continue généralisée de ) :

Le développement de arctan (x) en série de Taylor est :

oo 2k—1 3 5 7 9
t — B T I I
arctan (z) ;( ) r 17 3+5 7+9
Pour z = 1, on obtient :
TN~ (D Lo1o1
4 L= 2%-1 3 5 T 9 7

En appliquant le théoréme pour a; = 2k — 1, on trouve :

T 1 1 32 52 72
4 1T3-1*"5-3*t7_5tg_7"*"
12 32 52 72
=lig g +5 +g

soit

Théoréme 5.2.2 soit (a;);>1 une suite réelle telle que a; # 0 et a; # 1 (Vi > 1). Alors
(en cas de convergence) on a :

—+00

(_1)k—1 1
Clk!

= . 5.2.2
P — (5.2

—_
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5.2. Quelques théorémes pour la transformation de séries numériques en fractions
continues généralisées.

Preuve. On Procéde par récurrence sur n.

e Pour n = 1, le théoréme est vérifié. Puisque on a :

1 1 a—1_ 1 1

a1a2 ai
ay ai1as a1as aa—1 ai + ag—1

e Pour la suite de la démonstration, on proceéde par récurrence, comme fait au théoréme

521 m
Exemple 5.2.3 (La fraction continue généralisée de e) :

Le développement de e en série de Taylor est :

> " 2 x3 rt
o N — e
¢ ;( ) Tt19 7 123 1234

Pour z = 1, on obtient

L = (=1)m 11 1
_ S e S E
=2 nl 1712 1237

n=0

ainsi,

e—1 1 1 1
-1 - =1—-_—
e e 1.2+1.2.3

En prenant a; = k, dans la formule (5.2.6), on trouve

e—1 1 1 2 3 B 1
- —1+1+2+3+-~-—1+1 I
R
on inverse —;, on obtient
e 14 1
1 2 ’
e—1 1—|—2+3+3
puis
e 1 1y 1
e—1 Ce—1 1—1—2+23 ’
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5.3. Critéres de convergence

on inverse encore une fois

e—1=1+

D’ou

25—

'-'n+n+1

5.3 Ciritéres de convergence

Contrairement au théoréme 5.1.2 qui n’est pas pratique car les expressions des ¢, sont

compliquées, on présente ci-dessous des critéres de convergences pratiques.

Proposition 5.3.1 Soient (a,)n>1 €t (by)n>1, deux suites de nombres complexes non nuls.

Alors :

by by by 101 1
- - - - 9
a1+a2 4t a/n 4+ C]_+02 4t Cn 4+
ol
c . blbg e b2n_1a ot ¢ . b2b4 e bgn a
2n — 2n 2n+1 — 2n+1,
b2b4 ce bgn blbg ce 62n+1

ont les méme réduites (on dit qu’elles sont équivalentes). Elles sont donc de méme nature

et en cas de convergence, elles ont la méme valeur.

1 1 1

oL 423 ot o ot ¢, > 0. Alors pour tout

Proposition 5.3.2 Soit la fraction continue

n € N, la suite (¢nqn+1)n est croissante et que g, < C [[(1 + ¢x), ot C > 0 est une
k=1

constante.
Preuve. On a d’aprés le théoréeme 5.1.1.

n = CnQn-1 + Qn—2,

et comme ¢, > 0 alors ¢, > ¢,_s.
Donc ¢,¢,—1 > Gn_2Gn_1, ce qui montre la suite (¢,¢,+1), €st strictement croissante.

D’autre part :
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5.3. Critéres de convergence

e Si dn—2 S dn—1 alors In = CnQn-1 1+ Gn—2 S CnQn-1+ Qn-1 = (1 + Cn)Qn—L
® Si g1 < gng alors g, < (14 ¢,)gn—2 ainsi g, < (14 ¢,)(1+ ¢p1)gn—2-

Par itération, on obtient I'une des deux majorations :

G < (1+c) A +cua). .. (1+e1)qo, (1)
ou

G < (1+c)(T+cpq)... (1+c2)aq, (2)
d’ou

Gn < CH(l + cr),

k=1
avec C' = max (qo, 13:01). [ |
Proposition 5.3.3 Soit la fraction continue + L 1 ol ¢, > 0 pour tout n € N*.

C14 €2 fonecp Cn vt
Alors pour tout p € N, on a :

q2p21—|—01(02+c4—|—...+02p),

et

Qopy1 > €1+ €34 ...+ Copt1).

Preuve. On a: ¢, = ¢,q,—1 + @n_2, ce qui implique ¢, — ¢,—2 = ¢ qn_1-

On distingue deux cas :

e Pour n pair, n = 2p, on obtient qa, — q2p—2 = C2pG2p—1-

e Pour n impair, n = 2p + 1, on obtient gap11 — g2p—1 = Cop+1G2p-

Donc la suite (gp+1), est croissante, d’ou gopr1 > g1 = ¢1.

D’autre part on a : ¢op — @op—2 > C2pc1. D00 qop — qo > c1(ca + ¢4 + ... + ¢9p) par
addition ; la premiére inégalité en résulte car gy = 1.

La démonstration est analogue pour la deuxiéme inégalité. m

5.3.1 Le critére de Seidel

Théoréme 5.3.1 (Seidel) : Sic, > 0 Vn > 1, la fraction continue ~ L L con-
€14 C2 et Cpp o
+oo
verge si et seulement si la série Y ¢, diverge.
n=1
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5.3. Critéres de convergence

+oo
Preuve. (=) On veut montrer si = X L converge alors Y ¢, diverge.
€14 €2 4ot Cn o =

n

Par contraposition : on suppose que la série ) ¢, converge, on montre que la fraction
k=1
continue diverge.

On a d’aprés la proposition 5.3.2 :

H 1+ cg),

ou
log g, < log(C' H(l +¢x)) =logC + Zlog(l +c) =logC + Z Ck-
k=1 k=1 k=1
D’ou (log ¢,) est majoré, ainsi ¢, < M (Vn € N). La suite ¢,g,—1 ne peut donc pas tendre

(71)”_1111...1)” . (71)77,—1
dndn—1 T GnGn-1

vers +00, d’ou la série de térme général diverge.

Et comme son térme général ne tend pas vers 0. Donc la fraction continue diverge.
o0

(<) 1l reste & montrer que si » ¢, diverge alors = = L converge.
= €14 €2 oot Cr o
o0
Si Y ¢, diverge alors 'une au moins des série co + ¢4+ -+ 4+ cop + -+ OU ¢1 + 3 +

n=1
-+ c9p_1 + - -+ diverge. Donc d’aprés la proposition 5.3.3 I'une au moins des deux suites

(q2p)p ol (qu_l)p tend vers +o0o, on en déduit que ngrfooqnqn_l = +00. Donc la série de

. —1)"=1by. b —1)n-1 L , -
terme général ( 21 Z 11 no= (q q) — est une série de alternée ; elle converge, ainsi que la
nyn— n4yn—

fraction continue. ®m

5.3.2 Le critére de Pringsheim

Théoréme 5.3.2 (Pringsheim) Soient a, > 0 et b, > 0 pour tout n > 1. Alors, si la

b1 ba bn

série Z a”a”“ diverge, la fraction continue ey

CONVETgE.

Preuve. D’aprés la proposition 5.3.1 la fraction continue & | 2 | est équivalente &
al a2
L L avec
C1 4 C2 +...
. b1b3 Ce bgn_l . b2b4 e bgn v N
Con = bobr . b Q2n 5 Copt1l = bibe . bo.s agny1 (Vn €N).

204 ... bap 103 ... D241

__ a2na2n+1 __ a2pn—10a2n
On a donc ¢y,Con11 = ot et cop_1Con = (Vn € N) .
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5.3. Critéres de convergence

En appliquant l'inégalité de vab < (a +b),/2 (¥(a,b) € (R, x R,)), on obtient

Con + Cont1 = 24/ConCony1 = 2\/a2na2n+1/b2n+17 (1)

et
Con—1 + Con > 24/Con—_1Can = 24/ A2n—102,, Doy, (2)

En prenant la somme depuis 1 jusqu'a n dans (1) et (2), on trouve :

Cotczt+ceg+ -+ Copt Copgr = 2(\/(12@3/53 + \/a4a5/b5 + -+ \/a2na2n+1/b2n+l)7

et

c1tcot+ceteg+- -+ o1+ Cop 2> 2(\/a1a2/b2 + \/a3a4/b4 + oV agn—1a2,, bay).

Puisque la série de terme général u,, = \/ Qonop11, ban i1 diverge, 'une au moins des série
extraites (ugy), Ol (ugn41), diverge (série a terme positif ).
o0
Ce qui entraine que la série Y ¢, diverge, et par la suite la fraction continue en

n=1
question converge d’aprés le critére de Seidel. m
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Appendice

Dans ce qui suit, une liste variée de fractions continues réguliéres et généralisées.

1. Cataldi, 1613

3. Stern, 1833
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Appendice

6.
Ly 1
es —
1
s—1+ 1+1+ 11
3571+1+ 11
! 5s—l+1+1
7. Lambert, 1766
et —1 - 1
T 1 2 1
er 4 s+ g+170+;+1

8. Laplace, 1805; Legendre, 1826

Pour z > 0,

9. Lagrange, 1813

Pour |z] < 1,
1+ 2x
log 7 = —
5 922
7 176;162
10.
log (1+2x) = z -
1 + 1%z
(2—1z)+ 22,
(B=20)+ g3y
11. Lagrange, 1776
Pour |z] < 1,
x
arctan () = - 3
3+ 49622
54—
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Appendice

12.

13. Lagrange, 1776

Pour |z| < 1,

sinx =

(1+2)"

(2.3—22)+

2.322

(4.5—22)

4.5z2

+(6.77952)+
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