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Introduction

Ce mémoire est une sorte d’état de l'art des théorémes du point fixe, on y a étudié
les théorémes du point fixe les plus célébres :Banach, Brouwer, Schauder et Krasnoselskii
ainsi que les différents algorithmes liés & ces théorémes.

Le théoréme de ’application contractante établi par Banach en 1922 dit qu’une con-
traction d’un espace métrique complet dans lui-méme admet un point fixe unique, de plus
il fournit un algorithme d’approximation du point fixe comme limite d’une suite itérée.

Le théoreme du point fixe de Brouwer est un résultat de topologie algébrique, sous
sa forme la plus simple, ce théoréme exige uniquement la continuité de ’application d’'un
intervalle fermé borné dans lui-méme.

Le théoréeme du point fixe de Schauder établi en 1930, est une généralisation du
théoréme du point fixe de Brouwer, il affirme qu'une application continue sur un con-
vexe compact admet un point fixe, qui n’est pas nécessairement unique.

En 1955, et pour la premiére fois, Krasnoselskii a élaboré son théoréme du point fixe
qui affirme que dans un convexe compact toute application qui se met sous la forme dune
somme de deux applications dont 1'une est continue et compacte et l'autre contractante
admet un point fixe.

Tous les algorithmes liés a ces théorémes sont aussi abordés.

Ce travail est réparti en trois chapitres :

Le premier chapitre est consacré d’une part, a quelques définitions de base et il rassem-
ble toutes les notions et résultats que nous utiliserons par la suite.

Le deuxieme chapitre constitue ’objectif de ce travail, il traite les principaux théoréemes
du point fixe.

Le troisiéme chapitre concerne les différents algorithmes liés aux théorémes du point

fixe.



Introduction

Nous achevons ce travail par applications de ’algorithme de Mann et Krasnoselskii

sur un exemple et une conclusion.



CHAPITRE

préliminaires

Ce chapitre rappelle quelques notions de bases et les principaux résultats mathéma-

tiques qui seront utilisés tout le long de ce travail.

1.1 Généralités

1.1.1 Convexité

Définition 1.1.1 (Ensemble convexe) Un sous-ensemble C' de R" est dit convexe si
Ve,y e C, YA€ [0,1], de+ (1= ANy e C.

D’un point de vue géométrique, un convexe est donc un ensemble qui, lorsqu’il contient

deux points contient nécessairement le segment les reliant.
Proposition 1.1.1 On a les propriétés éléementaires suivantes :

e Si (1,5 sont deux convezres de R™ et A\, Ny deux réels, alors Ci A\ + CaAy est un

conveze de R™.

e S5 (Cj)je ; est une famille quelconque de convexes de R", alors NC; est un convexe

JjeJ
de R™.

o SiC estun conveze deR" et f:R"™ — R" est une application affine, alors f(C)

est un convexe de R".



1.1. Généralités

Définition 1.1.2 (Espace uniformément convexe) On dit qu’un espace de Banach

X est uniformément convexe si

Ve >0, 30 > 0 tel que [Va,y € X, ||zl <1, |yl <1, |l —y|| > ¢] = H'%H < 1—5}.

1.1.2 Connexité

Définition 1.1.3 (Espace connexe) On dit qu’un espace topologique X est connexe
s’il n’est pas réunion de deux ensembles ouverts non vides disjoints. Autrement dit, st U

et V sont deux ouverts de X tels que X =U UV et UNV =0 alorsU =0 ouV =0 .
Exemple 1.1.1 Les parties connexes de R sont des intervalles.
Proposition 1.1.2 On a les propriétés élémentaires suivantes :

e Soit (C});e; une famille quelconque de parties connexes de X. S’il existe un indice

ip € I tel que pour tout i € I, Cy, N C; # () alors 'UICi est connexe.
1€

e Soit (Cp)n>o une famille dénombrable de parties connexes de X. Si pour tout

n>0, C,NC,.1 # 0 alors gOCn est connexe.
n=

Proposition 1.1.3 Soit X un espace topologique. Les propriétés suivantes sont équiva-

lentes :

e [’espace X est conneze.
o L’espace X n’est pas réunion de deuxr ensembles fermés non vides disjoints.

e [l n'existe pas dans X d’autres parties qui soitent a la fois ouvertes et fermées que

X et .

Théoréme 1.1.1 Soient X et Y deux espaces topologiques et soit T : X — X une

application continue. Si X est connexe alors T(X) est connexe.

1.1.3 Equation intégrale linéaire

Définition 1.1.4 On appelle équation intégrale linéaire toute équation qui contient
une fonction inconnue sous le signe d’intégration et qui est linéaire par rapport o cette

fonction inconnue.



1.1. Généralités

- L’équation du type

b t
/K(t,s)u(s)ds—I—go(t):O(resp. /K(t,s)u(s)ds—l—gp(t):()

est dite de Fredholm de premiére espéce (resp. de Volterra de premiére es-
péce) ot u est la fonction inconnue, K et ¢ des fonctions continues et s, t parcourent un
segment donné [a,b] . Si la fonction ¢ est nulle, on dit qu’une telle équation est homogéne
et dans le cas contraire ’équation est dite non homogéne.

-L’équation du type

u(t):)\/ K (t,s)u(s)ds+ ¢ (t) (resp. u(t):)\/ K (t,s)u(s)ds+ ¢ (t)

est dite de Fredholm de deuxriéme espéce ( resp. de Volterra de deuxiéme

espéce).

1.1.4 Compacité

Définition 1.1.5 (Application compacte) Soient X et Y deux espaces de Banach.
Une application linéaire continue T € L (X,Y) est dite compacte si l'image T (B X) par
Uapplication T de la boule unité fermée Bx de l’espace X est relativement compacte

dans Y.

Définition 1.1.6 (Application demi compacte) Soit H un espace de Hilbert et K un
sous ensemble de H. Une application T : K — H est dite demi compacte si elle a
la propriété que pour tout {u,} suite bornée dans H telle que {Tu, — u,} est fortement

convergente, il existe une sous suite {u,x} de {u,} qui est fortement convergente.

Définition 1.1.7 (Applications homotopes) Soient X etY deux espaces topologiques,
f et g deux applications continues de X dans Y. On dit que f et g sont homotopes
s’il existe une application T : X x [0,1] — Y continue telle que T'(v,0) = f(x) et
T(xz,1) = g(x) pour tout x de X.

Définition 1.1.8 (Rétraction) Soient A un ensemble et B une partie de A. On dit que
f est une rétraction de A sur B s’il s’agit d’une application de A dans B qui est égale

a Uidentité sur B.



1.1. Généralités

Définition 1.1.9 (Lacet) Si X est un espace topologique, on appelle lacet sur X toute

application continue ~:[0,1] — X telle que

Dans le cas ou X = C, on peut définir l'indice Ind(~y, z) d’un lacet y par rapport a zg € C
\ 7([0,1]) :il correspond au nombre (entier relatif) de tours effectués par le lacet autour
de ce point.

On peut lobtenir en calculant :

1

d
[nd(’y, ZO) = _/ °
Y

2 -2z

211

1.1.5 Contraction

Définition 1.1.10 (Application lipschitzienne) Soient (X, d) un espace métrique et
T:X — X wuneapplication. On dit que T est lipschitzienne ou k—lipschitzienne

s’il existe k > 0 telle que
Ve,ye X 1 d(Tx, Ty) < k.d(z,y) (1.1.1)
o Le plus petit réel k qui vérifie l'inégalité (1.1.1) est appelé constante de Lipschitz.
o Sike|0,1], Uapplication T est dite contractante.

e Si k=1, Uapplication T est dite non expansive.

Définition 1.1.11 (Application contractive) Soit (X, d) un espace métrique. L’application

T:-X — X estdite contractive si
d(Tz,Ty) < d(z,y), Yz,y € X; x #£ .

Définition 1.1.12 (Application a—contractive) Soit (X, d) un espace métrique. L’application
T:X — X estdite a—contractive s’il existe une constante a € ]0,1] telle que T est

a—lipschitzienne.

Définition 1.1.13 (Application fortement contractive) Soit (X, |.||) un espace vec-
toriel normé réel ou complexre, K un sous ensemble convere fermé de X. L’application
T: K — K estdite fortement contractive s’il existe une constante 0 < k < 1 telle

que pour tout x ety dans K

1Tz =Tyl < kllz —yll-



1.1. Généralités

Définition 1.1.14 (Application pseudo contractante généralisée) Soit H un espace
réel de Hilbert muni de sa norme ||.|| et de son produit scalaire (.) , et K un sous ensemble
non vide de H. L’application T : K — K estdite pseudo contractante généralisée

st, pour tout x,y € K, il existe une constante k > 0 telle que
ITx = Ty||* < ¥ ||z — y|* + | Tz — Ty — k(z — y)|* (1.1.2)
La condition (1.1.2) est équivalente a
(Tw = Ty,x —y) <k |z —y||”

Ou encore

(I=T)e = (I =T,z —y) > 1=k |z —yl*, (1.1.3)

Ou I est lapplication identité.
Remarques 1.1.1 .

1. 8i T est pseudo contractante généralisée avec k < 1, alors (I —T') est fortement

monotone.

2. Pour k =1 dans l'inégalité (1.1.2), T' est dite pseudo contractante.

Définition 1.1.15 (Application quasi contractive) Soit X un espace normé. L’application
T:X — X estdite quasi contractive sl existe un nombre k, 0 < k < 1 tel que
pour tout x,y € X
|Tx = Ty|| < k.M(z,y),

Ou

M(z,y) = max {|lx —yl|, [|x = T[], [ly = Tyl , |z = Tyll, [ly — T[|} .

Définition 1.1.16 Soit X un espace réel de Banach. L’application T de domaine D (T')
et de rang R(T') de X est dite

1. Fortement pseudo contractante s’il existe k > 0 telle que pour tout x,y € D (T)

il existe j (x,y) € J(x,y) tel que

(I =T)x—(I=T)y, j(z—y)>klz—yl



1.1. Généralités

2. Pseudo contractive si pour tout x,y € D (T), il existe j (z,y) € J (x,y) tel que
(I-T)z—(I-T)y, jlz—y)) =0
ou J est Uapplication de la dualité dans un espace normé.

Définition 1.1.17 L’application T de domaine D (T) et de rang R (T') dans X est dite

1. Fortement accrétive s’il existe un nombre positif k tel que pour tout x,y € D (T,

il existe j (x,y) € J (x,y) tel que

(Te =Ty, j(x—y) 2kl —yl*;

2. Accrétive si pour tout x,y € D(T), on a

(Tw =Ty, j(zr—y))=0.

1.1.6 Suite bornée, théoréme d’Ascoli-Arzéla

Définition 1.1.18 (Suite de fonctions simplement bornée ) Soit (f,), .y une suite
de fonctions d’un espace métrique X vers R (ou R?).

On dit que la suite (fy),cy est simplement bornée si pour tout v de X, l’ensemble
{fu(x), n=1,2 ..} est borné dansR (ouR?), ou bien s’il existe une fonction ¥:X — R
telle que

Vne N, Ve e X, [fu(z)] < V(z) (ou [|foll < ¥(z)).

Définition 1.1.19 (Suite de fonctions équicontinue) Une suite de fonctions (fy),cx

d’un espace métrique X vers R (ou R?) est dite équicontinue si elle vérifie la condition
Vee X, Ve>0, In>0/VneN, Vye X, dla;y) <n=|fulx) = fuly)] <e.

Ou
Vee X, Ve>0, In>0/VneN, Vye X, dz,y) <n=|fulz)— fuly)] <e.

Proposition 1.1.4 Soit (f,),cy une suite de fonctions continue sur lespace métrique
compact K et & valeurs dans R (ou R?).
On suppose que la suite (f,),cy converge uniformément vers une fonction f sur K.

Alors la suite (fy),cy €st équicontinue.



1.1. Généralités

Théoréme 1.1.2 Soit K un espace métrique compact et (fy,), o une suite de fonctions,
simultanément équicontinue et simplement bornée. Alors
L (fn)pen €St uniformément bornée;

2. (fn),en contient une sous suite (f,,) qui converge uniformément.

Théoréme 1.1.3 (Arzela-Ascoli) Soit (X,d) un espace métrique compact, (Y,9) un
espace métrique complet. Une partie A de C (X,Y") est relativement compacte si et seule-
ment St :

1. A est équicontinue;

2. Pour tout v € X, l’ensemble A(z) = {f(x); f € A} est relativement compact.

1.1.7 Espace de Lebesgue L*

Théoréme 1.1.4 (La convergence dominée de lebesgue)
Soit (fn), ey une suite de fonctions appatenant a L* () avec Q C R™.
On suppose que :
L.fo(z) — f(z) p.p sur
2.1 existe une fonction g € L' (Q) telle que

Vn e N, |fu(z)| < g(x) p.p sur Q.

Alors
feL Q) et | fo— fllpg — 0

1.1.8 Types d’opérateurs

Définition 1.1.20 (Opérateur de Zamfirescu) Soit (X, d) un espace métrique. L’opérateur

T:X — X estappelé opérateur de Zamfirescu s’il existe des nombres réels a,b, c

1

satisfaisant 0 < a < 1, 0 < b, ¢ < 5

tels que pour tout couple (x,y) € X, l'une des
conditions suivantes est vérifiée

(21) d(Tz,Ty) < ad(z,y) ;

(22) d(Tz,Ty) < bld(z, Tx) +d(y, Ty)] ;

(23) d(Tz,Ty) < cld(z, Ty) + d(y, Tz)].



1.1. Généralités

Définition 1.1.21 (Opérateur de Kannan) Soit X un espace Banach, K un sous-
ensemble convezre fermé de X. L’opérateur T :K — K est appelé opérateur de

Kannan s’il existe b € }0, %[ tel que
d(Txz,Ty) < bld(z,Tx) + d(y,Ty)] pour tout z,y € X.

Définition 1.1.22 (Opérateur de Chatterjea) Soit X un espace Banach, K un sous
ensemble convezxe fermé de X. Lopérateur T :K — K est appelé opérateur de

Chatterjea s’il existe ¢ € ](), %[ tel que
d(Tz,Ty) < cld(x,Ty) + d(y, Tz)] pour tout x,y € X.

Définition 1.1.23 Soit X un ensemble non vide et T : X — X wune application. On
dit que x € X est un point fixe de T si

T(x) ==z.
On note l’ensemble des points fixes de T par Fr ou FixT qui est défini par

FizT =Fp={x € X /T(x)=1z}.

10



CHAPITRE

Les différents théorémes

du point fixe

Le but de ce chapitre est ’étude de quelques théoémes du points fixe, on commencera
par le plus simple et le plus connu d’entre eux :le théoréme du point fixe de Banach
pour les applications contractantes, on verra ensuite des théorémes plus puissants et un
peu plus profonds, on pourra ainsi étudier successivement le théoréme du point fixe
de Brouwer valable en dimension finie puis le théoréme du point fixe de Schauder
qui en est la généralisation en dimension infinie et enfin nous abordons le théoréme
du point fixe de Krasnoselskii, un théoreme d’existence du point fixe concernant
les applications qui s’écrivent sous la forme de somme de deux fonction, dont 1'une est

continue et compacte et I'autre est contractante.

2.1 Théoréme du point fixe de Banach

Le théoréme du point fixe de Banach, connu aussi sous le nom du principe de
contraction de Banach ou encore théoréme du point fixe de Picard, est apparu

pour la premiére fois en 1922 dans le cadre de la résolution d’une équation intégrale.

Théoréme 2.1.1 (Principe de contraction de Banach, 1922)
Soit (X, d) un espace métrique complet. Soit T : X — X wune application contrac-

tante de constante de contraction k. Alors

Jlz € X tel que Tx = x.

11



2.1. Théoréme du point fixe de Banach

Preuve. Soit 7y € X, on définit la suite (z,), .y par :
VneN, v, =Tz,

Montrons que
Vn € N, d(l’n, fL‘n+1) S k"d (1’0, {L‘l) .

On raisonne par récurrence

e Pour n =20, 0n a:

d (zo, 1) < k°d (20, 2,) Cest vérifié.
e Supposons que la condition est vraie pour n et montrons qu’elle est vraie pour

(n + 1), c’est-a-dire on montre :

d (Tng1, Tnga) < K" (w0, 21) ;

d (Zn41, Tng2) <k [K"d (20, 21)] < K" (2o, 21) .
D’ou
Vn e N, d(zn, Tny1) < k"d (20, 71)
e Montrons que (), .y est de Cauchy.

Soient p,q € N (p <q) :

d(@p,2q) < d(@p, Tpi1) + d(Tp41, )
< d(@p, Tpi1) + d (Tps1, Tpi2) + o+ d (Tg-1,7y)
< kPd(wo,m1) + KPP (2o, 21) + ... + k7 d (20, 21)
< d(wo, 1) (K + R 4 R
st (1)
< —d(lmi’ Zl).kp

Donc
d(zp,z,) < d<1x+’]il).kp <e,

alors (), cy est une suite de Cauchy dans (X, d), et puisque il est complet, on en

déduit qu’elle est convergente dans X. i.e

lim z,, = z.

n—oo

12



2.2. Théoréme du point fixe de Picard

e [’existence du point fixe :

On montre que x = lim x,, est un point fixe de 7'.

n—oo

On a:

Tpi1 = Tx,, VneN
lim z,; = lim T'x,
n—oo n—oo

x =T lim x,, car T est continue

n—o0

rz="Tx

R

x est un point fixe de T'.

e L’unicité du point fixe :

Raisonnons par I’absurde. Supposons qu’il existe z; et x5 tel que x1 # 5.
Si x1 est point fixe = 11 = T'xq.
Si x9 est point fixe = 1y = T'xq.

De plus,

d(Txy, Txs)

IN

k’ d(l‘l,ﬂfg)
d(z1,0) < kd(xy,19)

1 < k contradiction car k < 1.

D’ou l'unicité. m

2.2 Théoréme du point fixe de Picard

Théoréme 2.2.1 Soit (X,d) un espace métrique complet et T : X — X une appli-
cation contractante. Alors T posséde un unique point fixe x, et pour tout xo € X, la suite
T™ (xg) converge vers x; La vitesse de convergence vérifie alors

kn
1—k

d([)f(),Tn (l‘o)) S d(l’l,l'g) .

n

o T"=ToToTo..oT

n fois
Preuve. Analogue & celle du théoréme précédent. m

13



2.3. Théoréme du point fixe de Brouwer

Exemple 2.2.1 Soient X =R et f une application telle que
f*R — R
= fl@)=3z+1

Alors f est contractante et elle admet un unique point fize v = 2.

Remarque 2.2.1 Les exemples suivants montrent que chacune des hypothéses du théoréme

2.2.1 est réellement utile.

Exemple 2.2.2 1. . St X n’est pas stable par f :
f(x) =vVa?2+1 surX =10,1]

.On a X est fermé dans R donc il est complet car R est complet.

De plus, f'(x) = 2= < 1, ce qui implique que sup |f'(z)| < 1, donc [ est
Vaitl z€[0,1]

contractante sur [0,1]. Mais f n’admet pas de point fize car f([0,1]) = [1,2] ¢

[0,1], i.e. X n’est pas stable par f.

2. St X n’est pas complet :

sinx ™

flz) = 5 surX:]O,Z].

Ona f (}0, ﬂ) = ]0, \/Tﬂ C ]O, ﬂ et sup | f'(x)| = % < 1, alors f est contractante.
reX
Mais f n’admet pas de point fixe car X n’est pas fermé dans R. Donc X n’est pas

complet.

2.3 Théoréme du point fixe de Brouwer

Théoréme 2.3.1 Soit B la boule unité fermée de R%. Alors toute application continue

de B dans elle-méme admet un point fixe.

Preuve. Soit F' € C°(B, B). Supposons que F n’admet aucun point fixe. Pour z € B
on peut alors noter G(z) le point d’intersection entre la demi droite d’origine F'(x) passant
par x et la spheére S*.

Fixons # € B. Le point G(x) € S! est alors caractérisé par le systéme d’équation
suivant, d’inconnue A > 0

G(x) = F(z) = Mz — F(x))
IG(@)[* =1
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2.3. Théoréme du point fixe de Brouwer

Ce systeme est équivalent & I’équation suivante :
Nz — F(z)) + F(z)]|> =1=0 (2.3.1)

Ce qui peut se réécrire, en développant, de la fagon suivante :

P,(A)=0avec P, = ||z — F(z)|? X2+ 2(x — F(z), Fx)) X + |F(@)|° =1 (2.3.2)
Remarquons que :

e P,(0)=||F(z)|* —1<0car F(z) € B;

e P,()=|z|’—1<0carz € B;

e P, (\) — oo quand n — +00.

De fait le polyndéme du second degré P, admet deux racines, I'une négative ou nulle et
la seconde supérieure ou égale & un. Ces deux racines sont distinctes donc le discriminant

de P, est nécessairement strictement positif, i.e.
A(x) = 4(x = F(2), F(2))* + 4[|z = F()||* (1 = [|F()[*) > 0

Si on suppose trouvée une solution A de (2.3.2), il s’agit alors nécessairement de la racine
strictement positif de P,, i.e. de
Ny = 2 F@) F@) + /AR
2|z — F(z)|
— (& = F(x), Fx)) + \/<w — F(2), F(2))" + |z = F(2)|” (1 = [|F («)[")
lz — F(2)]”

Réciproquement, on vérifie que \(x) est bien une solution strictement positive de (2.3.2)
et donc G(z) = A(x). De plus, sixz € S*, P,(1) = 0 et donc A(z) = 1 et comme z — \(z)

est continue G l’est :on a construit une rétraction de B sur S*.
e Par homotopie :

Fixons a présent s € [0, 1] et paramétrons le cercle de centre 0 et de rayon s par

I’application suivante :

zs:[0,1] — B
t —  (scos(2mt), ssin (27t))

15



2.4. Théoréme du point fixe de Schauder

on peut alors définir un lacet v, de B via Vet — Goumg(t) - En particulier, v, est
le lacet trivial en G (0) et , parcoure S' une fois dans le sens direct, i.e. Vt € [0,1],

7, (t) = ™. Alors :

1 dz 1 (Y4 (1)

o ? 0 7 (t)
et -
1 dz 1 [t
I?”Ldfyl (0) = Smit y ? = it /(; Wdt =1
On considére a présent 'application suivante :
s [0,1] x : [0,1] — B
(s,1) = 75 (1) = Goux, ()

Comme G (0) # 0 (car 0 € S*), cette application est en fait a valeurs dans B\ {0}, et
transforme continuement v, en 7, (car s — x est continue) :ces deux lacets donc sont
homotopes dans C\ {0} et donc Ind,, (0) = Ind,, (1), ce qui est absurde.

On en déduit qu’il ne peut exister de rétraction de B sur S*, et donc que F' admet un

point fixe. m

2.4 Théoréme du point fixe de Schauder

Le théoréme du point fixe de Schauder prolonge le théoréme de Brouwer pour
montrer 1'existence d’un point fixe pour une fonction continue sur un convexe compact

dans un espace de Banach. Il est établi en 1930.

Théoréme 2.4.1 Soit K un sous ensemble non vide, compact et convexe d’un espace
de Banach X, et supposons que T : K — K soit une application continue. Alors T

admet un point fixe.

Preuve. Soit 7 : K — K une application continue, comme K est compact, alors
T est uniformément continue; Donc si on fixe € > 0, il existe § > 0 tel que, pour tout
r,y € K on ait
Tz — Ty| < e deés que [lz—y|| <0.

De plus, il existe un ensemble fini de points {xy, xs, .., z,} C K tels que les boules ouvertes

de rayon ¢ centrées aux x; recouvrent K, i.e. K C e B(z;,6).
ISP
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2.4. Théoréme du point fixe de Schauder

Soit L = (T (x;))

1<j<p SOUS espace engendré par les T'(z;), alors L est de dimension
finie, et K* = K N L est convexe compact de dimension finie.

Pour 1 < j <p, on définit la fonction continue ¥,: X — R par

0 st |le—=z4) >0

1 — M=zl Gon
§

et on voit que VU, est strictement positive sur B (z;,d) et nulle en dehors. On a donc,

pour tout x € K
P
> U (z) >0,
j=1
Pour 1 < j < p. Soit p;,: K — R définie par
Y; (z)
pj () = 51—
> oy (2)
k=1
pour lesquelles on a

p
Zgoj (x) =1, pour tout x € K.
j=1

On pose alors pour z € K
p
g(x) =) ¢ (2).T(x)),
j=1

On a :
(1) g est continue (somme de fonctions continues).
(i7) g(x) € L (combinaison linéaire des T (z;)).
(i73) g(x) est combinaison linéaire des 7' (z;) € K.
w;(z) > 0.
]z:gpj (x) =1.
Comme K est convexe, donc il contient toute combinaison convexe de ses points.
Ainsi, g(x) € K.
En définitif, g(z) € K* et la restriction g . : K* — K* admet un point fixe y

grace au théoréme de Brouwer. De plus
T -y = Ty -9
p

= ngj (y). T (y) — Z@j () T (z;)

j=1

= Y0 )- (T W) ~T ().

17



2.5. Théoréme du point fixe de Krasnoselskii

or, si @, (y) # 0 alors ||y — ;]| <6, et donc ||T'(y) — T (z;)|| < e. Donc, on a pour tout j

IT (y) —yll < Z o, () - (T (y) = T ()]

p
< Yoy e=e
j=1
Donc, pour tout entier m, on peut trouver un point ¥, € K tel que
HT(ym> - ym” < 2—m’

et puisque K est compact, on peut extraire de la suite (y,),,c;, une sous suite (ym, ) qui
converge vers un point y* € K. T étant continue, alors la suite (7" (y,,,)) converge vers

T (y*), et on conclut que
Ty =y

i.e. y* est un point fixe de 7" sur K. m

2.5 Théoréme du point fixe de Krasnoselskii

Nous donnons un théoréme d’existence du point fixe concernant les applications de

la forme T'= F + GG, ou I est continue et compacte et G une contraction.

Théoréme 2.5.1 (Krasnoselskii, 1958)
Soit X un espace de Banach et K un sous ensemble non vide, fermé, borné et convexe

de X. Soient F et G deux applications de K dans X telles que
1.Ve,ye K, F(z)+ G (y) € K;
2. F est continue et compacte;
3. G est contractante de constante k < 1;
Alors, il existe x* € K tel que (F + G) (z*) = z*.
La preuve fait appel au lemme suivant

Lemme 2.5.1 Soient (X, ||.||) un espace vectoriel normé et K un sous ensemble non vide
de X. Soit G: K — X unecontraction. Alors I-G): K — (I-QG)(K) estun

homéomorphisme, ot I désigne l’identité.

18



2.5. Théoréme du point fixe de Krasnoselskii

Preuve. L’application (I — G) est continue. En effet, Va,y € X, on a

(I =G) (@)= (I-G) Wl < llz—yl+G@) -G

< o=yl +Elle—yl
< (1+k) [z -yl
De plus,
II=G)(z) =T =G) W = l(z—-y)—(G(z) =G )l
> |l =yl =G (z) = G (y)]
2 |z —yll = kllz -yl

> 1—=k)|z—vyl, (O<k<1).

Ceci montre que (I — G) ™" existe et est continue. m

Preuve. (Démonstration du théoréme de Krasnoselskii)

Soit y € K fixé, d’aprés le théoréme du point fixe de Banach, 'application ¢ : K — K
définie par :

¢ (x) =G (x)+ F(y).

admet au moins un point fixe dans K.
L’application
h: K — K
r — h@)=I-G) ' oF (x)
est continue, compacte et envoie K dans lui méme. En effet,
h est une composition d’'une application continue et compacte avec une application
continue ((I — G)~" est continue d’aprés le lemme 2.5.1), donc compacte.

Par le théoreme du point fixe de Schauder, h admet un point fixe dans K :

r=h(x)ezr—-—G@x)=F(x)ex=(F+G)(x).
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2.6. Applications

2.6 Applications

2.6.1 Application sur le principe de contraction de Banach a

I’équation intégrale de Fredholm :

Soit  §:[0,1] x [0,1] — R une application continue pour laquelle il existe ¢ € R
vérifiant 0 < ¢ < 1, tel que |S (2,t)] < ¢, Vo, t € [0,1], et soit ¢ :[0,1] — R continue.
On aimerait trouver une fonction f : [0,1] — R continue satisfaisant I’équation

intégrale de Fredholm suivante :

Cela se rameéne facilement a la recherche d’un point fixe en définissant ’application F' par

F:C(0,1,R) — C([0,1],R)
g — F(g) tel que (F(9)) (z) = é(z) + [S (z,1) g(t)dt.

On vérifie facilement que :

1. F'est bien définie. En effet, ¢ est continue et 'intégrale du produit de deux fonctions

continues est continue.

2. F est contractante de constante de contraction ¢, si on munit C([0,1],R) de la

norme de la convergence uniforme ||.|| . En effet, soit f,g € C([0,1],R) :
((Ff)(x) = (Fg)(x)] = /5 (z,2) (f(t) — g(t))dt
< [s@olf - g

0
1
< ¢ / () — gt)] dt
0
< qllf =9l
donc

sup [(Ff)(z) = (Fg)(@)] <q|lf — 9l

z€[0,1]
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2.6. Applications

c’est a dire
I1Ff = Fyllo < allf = 9l
D’ou F' est contractante.
Puisque C([0,1],R) muni de la norme ||.|| _est complet, on peut appliquer le principe

de contraction de Banach, ce qui implique que ’équation intégrale ci-dessus posséde une

unique solution.

2.6.2 Application en utilisant les théorémes du type Schauder

au probléme de Dirichlet homogéne d’ordre deux :

Théoréme 2.6.1 Soit f la, b] x R2 — R wune fonction continue et bornée :
M >0, |f(z,y,2)] <M, Y(z,y,2) € [a,b] x R,

Alors le probleme
y' (z) = f(a:yy);a<:v<b
y(a) =y () =0,
(

admet au moins une solution y € C? ([a,b]). De plus, on a les estimations suivantes sur

(2.6.1)

la solution y et sa dérivée :

vz € [a,b], |y (2)] < w (2.6.2)
V€ [a,b], |y (:17)‘ < w. (2.6.3)

Preuve. (Par le théoréme du point fixe de Schauder)

Soit X = C" ([a, b]) muni de la norme ||ul|, = max < sup [u(z)|, 52 sup |u (2))

z€|a,b| z€|a,b|
C’est une norme équivalente a la norme du sup; X est donc un espace de Banach pour

cette norme aussi.
e Le probléme (2.6.1) est équivalent a 'équation intégrale

= [0t 1 () ) s,

ou la fonction de Green G (z, s) est donnée par :

o)y < p < s < by
G (z,5) = ) v
(,5) Sl < s <a <Oy
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2.6. Applications

On définit a présent l'opérateur 7" par :
T: X — X

y = Ty(a)= [0 G(z.8).f (s.y(s).,y (s))ds

. T est bien défini car la fonction G est définie de maniére unique et f est continue

et bornée.

. ) M
On considére, dans X, la boule fermée de rayon

B = {UEX, lull <

Montrons que 1" envoie B dans B :

Soit y € B et Y = Ty. Comme f est bornée par M, on a les estimations suivantes :

M (b—a)

)< MO oy < M)

donc

Y|l = max ( sup |Y ()], b—a sup ‘Y ‘) = M.

me[a,b] xe[a b] 8

D'ou Y € B et donc T envoie B dans B (en fait 7" envoie tout 'espace X dans B).

. T est continue sur X. En effet,

SOit (i ),cn Une suite de X convergente vers une limite y € X et Y, = Ty,

Ty, (z / G (z,s) s Un (5), 0, (s)) ds, Vx € [a,b].

D’une part, la continuité de f entraine que

7 (500 ()9, 5)) = £ (5,5().5/ (), Vs € a,b] auand 0 — +o0

D’autre part, on a pour tout x € [a,b] :

Ty ()] < /ab|G<x,s>|. f<s,yn<s>,y;<s>)\ds

< zrg[%(f(x Un (@ (/ G (2, 5)| ds
< MO ¢ o),
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2.6. Applications

Ainsi, on a vérifié les deux conditions du théoréme de la convergence dominée de
Lebesgue
Ty, — Tyl — 0 quand n — +o0.

Alors (Y,,),, converge vers Y = T'y, ceci montre la continuité de 7" dans X.
3. T est borné sur X. En effet, soit y € C*' ([a, b]), alors

Ty, ()] < M=

< 3 < oo, Yz € [a,b].

et
M (b—a)

5 < oo, Yz € [a,b].

() (@) <

4. T est compact. En effet, soit (y,),cy une suite bornée de X. T' étant borné, donc

Ty, Pest aussi dans X. Alors, la suite (T, est bornée dans C* ([a, b]) et
neN neN

"

méme dans C? ([a,b]), car (Fy,) ()= f (:U, yn,y;b) et f est continue.

D’aprés le théoreme d’Ascoli-Arzéla, la suite (F'y,),, .y admet une sous suite conver-

gente dans C* ([a, b]), d’ou la compacité de 1’application 7.

Par conséquent, le théoréeme du point fixe de Schauder entraine que 7" admet un

point fixe y qui est solution du probléme (2.6.1).
Montrons les estimations (2.6.2) et (2.6.3). On pose

M = max f (z,y (z),y (x)),

z€la,b]
alors b
\y<x>|§M/ G (2, 5)|ds.
On a
’ _ [Psma)@=b), [ (z—a)(s—b)
|G(£E,S)|d8 b—a ds + b4 ds
1 (z -0 s 1(z—a) )
T 2b-a (x—a) 2 b-a (z—b)
_ (x —a)(x—0)
B )
et comme
max (x—a)(w—b)’:(b_a)2
a<z<b 2 8
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2.6. Applications

Alors )
b E—
/ G (,5)| ds < 8“)

On a également 'estimation suivante :

bloG T (s—a) b (b—s)
/a —8$(x,8> ds = /a b—ad8+/x b—ads
11 2 2
- 56_@[(1‘—@) —i—(b—a:)}.

Comme le maximum de la fonction 6 (z) = (z —a)® + (b— x)* est atteint a l'une des

extrémités a ou b alors

max [(z — a)’ — (b— I)ﬂ =(b—a).

a<z<b

Par conséquent

Enfin,
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CHAPITRE

Les différents algorithmes

liés aux théorémes du

point fixe

La théorie des points fixes prend une large part de littérature, car elle fournit des
outils utiles pour résoudre de nombreux problémes ayant des applications dans différents

domaines comme l'ingénierie, ’économie, la chimie et la théorie des jeux.

Définition 3.0.1 (Taux de convergence) Soit {a,}, ., {bn}.—, deux suites de nom-

\an—a\

[bn—b] -

bres réels qui convergent vers a et b respectivement, et supposons qu’il existe | = lim
n—oo

1. Sil =0, alors on dit que {a,},., converge plus vite vers a que {b,},-, vers b.
2. Si0 <l < oo, alors on dit que {a, },-, et {b,} ~, ont le méme taux de convergence.

3. Sil= o0, {b,} -, converge plus fortement que {a,} .

Supposons que pour deux itérations de points fixes, {u,} ., et {v,}, ., convergent

vers le méme point fixe p, les estimations d’erreur suivantes sont disponibles
lun, — || < an, n=0,1,2,.. (3.0.1)

et

lvn — pl| < bn, n=0,1,2,.. (3.0.2)

Ou {a,} -, et {b,},—, sont des suites de nombres positifs (toutes les deux convergent

vers 0).
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3.1. Itération de Picard

Définition 3.0.2 Soit {a,} -, , {bn},—, deux procédures d’itérations de points fizes qui

convergent vers le méme point fixe p, de sorte que (3.0.1) et (3.0.2) sont satisfaites.

o0

Si {an},., converge plus vite que {b,},—,

alors on dit que {u,},-, converge plus

rapidement que{v,}. -, ou simplement, que {u,} -, est meilleure que {v,} ~ .

3.1 Itération de Picard

L’un des processus itératifs les plus connus est le processus itératif de Picard.

Définition 3.1.1 Soit (X, d) un espace métrique, K C X un sous ensemble ferrmé de X
et T:K — K une application possédant au moins un point fire p € Fr. Pour tout

zg € X donné, la suite d’itérations {x,} -, donnée par
Ty =T (xp_1) =T" (20), n=12.. (3.1.1)

est appelée la suite des approxrimations successives avec valeur initiale xq, on

Uappelle aussi l’itération de Picard.

Nous sommes intéréssés par I'obtention des conditions (supplémentaires) sur 7', K et
X aussi général que possible, et qui devrait garantir la convergence (forte) des itérations

{x,},>, au point fixe de T en K.

3.2 Itération de Kransnoselskii
Nous la définissons dans un espace normé réel (X, ||.||) .

Définition 3.2.1 Soit T:X — X wune application, xyo € X et A € [0,1]. La suite

{xn},2, donnée par
Tpyr = (1 = A) zp, + ATz, n=0,1,2,.. (3.2.1)
est appelée Uitération de Krasnoselskii. Elle est notée par IC,, (o, \,T) .

A partir de Pégalité (3.2.1) lorsque A = 1, litération de Krasnoselskii se réduit a
Iitération de Picard. Dans ce travail, I'itération de Picard est étudiée en relation avec

un type de contractivité stricte tandis que celle de Krasnoselskii, elle est associée a des
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3.2. Itération de Kransnoselskii

conditions de type lipschitzien et pseudo contractif. Les théorémes énoncés dans cette
partie sont faits pour montrer I'existence de points fixes pour les processus itératifs de
Picard et de Krasnoselskii.

Nous avons déja énoncé le principe de 'application contractante. Ceci est reformulé
ici sous une forme étendue. Ce résultat fondamental dans la théorie métrique du point
fixe est généralement appelé théoréeme de Banach ou théoréme de Picard-Cacccioppoli ou

encore théoréme de I’application contractante (principe).

Théoréme 3.2.1 (Principe de lapplication contractante) Soit (X,d) un espace
métrique complet et soit T :X — X une a-contraction, qui est un opérateur sat-
isfaisant

d(Tx,Ty) < ad(z,y), pour tout x,y € X (3.2.2)
avec a € [0, 1] fizé. Alors
1. T admet un unique point fize, tel que Fr = {x*};
2. L’itération de Picard associée & T’ i.e. la suite {x,}, , définie par
Ty =T (xp_1) =T" (20) n=12 .. (3.2.3)
converge vers x*, pour toute estimation initiale xo € X;

3. Les estimations d’erreur a priori et a posteriori sont respectivement données par

an

1—a

d(x,,z") < d(xg,r1), n=0,1,2,.. (3.2.4)

a
l1—a

d(zp,x*) < d(xp_1,2,), n=12 . (3.2.5)
4. Le taux de convergence est donné par

d(zn,z") <ad(Tp—1,2,), n=12 . (3.2.6)

Preuve. Il y a au plus un point fixe, c’est-a-dire, Fr < 1. En effet, en supposant que

¥, y* € Fr, o* # y*, nous obtenons la contradiction

d(z*,y") =d(Tx",Ty") <ad(z*,y") <d(z*,y"), dées que 0 < a < 1.
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3.2. Itération de Kransnoselskii

Pour prouver 'existence d’un point fixe. Nous montrerons que, pour tout xq € X donné,

l'itération de Picard est une suite de Cauchy. Notez que par I'inégalité (3.1.1) nous avons
d(zg,x1) = d(Tw1, Txo) < ad(x1,x0),

et par induction

d(Tpi1,Tn) < a"d(z1,10), n=012.. (3.2.7)

Ainsi, pour tout n,p € N, p > 0, nous avons

n+p—1 n+p—1 n

a
d(Tpqp, Tn) < Z d(@pqr1, 1) < Z a*.d (z1,70) <
k=n k=n

. a.d (21, 20) - (3.2.8)

Lorque 0 < a < 1, Il en résulte que a,, — 0 (quand n — o0), qui avec I'inégalité (3.2.8)
montre que {x,} -, est une suite de Cauchy. Mais (X, d) est un espace métrique complet.
Pour cela, la suite {x,}, ., converge vers un certain z* € X.

D’autre part, toute application lipschitzienne est continue. On a donc

limz, = 2%,
n—oo
on trouve
= limz,y = limT (x,) =T ( lim xn> =Ta",
n=oo n—oo n—oo
qui donne z* = Tx*, i.e. x* est un point fixe de T.

Cela montre que pour tout xy € X, l'itération de Picard converge en X et sa limite
est un point fixe de T'.

Puisque T" a au plus un point fixe, on déduit que, pour chaque choix de zy € X,
I’itération de Picard converge vers la méme valeur z*, ¢’est-a-dire vers le point fixe unique
de T'. Donc, nous avons prouvé (1) et (2).

Pour montrer (3) on utilise I'inégalité (3.2.8)

aTL

1—a

d (Tptp, Tn) < d(xg,z1), pour tout p € N*,

et la continuité de la métrique et donc, en laissant p — oo, on trouve

n

d(zy,2") =d(x",x,) = Im d (2, 1p, x,) < .
n—00 —Qa

d(xg,z1), n>0

Et donc l'inégalité (3.2.8) est démontrée.

Pour obtenir I'estimation a posteriori (4) , faisons remarquer que par (1) nous avons

d(xn-i-la In) S a d(xnvxn—l)
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3.2. Itération de Kransnoselskii

et par induction

d (xn—‘rk:a xn—i—k—l) S akd (l‘n, xn—l) ke N*

alors
a

d (Tntp, Tn) < (a +a’ ..+ ap) d(zp,Tpq) < d(Tp, Tp_1)

1—a

En laissant p — oo dans la derniére inégalité, nous obtenons exactement (4). =

Remarque 3.2.1 Il est facile de voir que Uitération {x,} >, de Krasnoselskii est exacte-

ment [itération de Picard correspondant a l’opérateur associé
Tn=(1—=XN) 1+ T, I estlopérateur identité,
de plus, nous avons
Fix (T) = Fiz (Ty), pour tout X € ]0,1].

On sait que si T est supposé étre une application non expansive, alors l’itération de Picard
{T"x0} 5o ne doit plus converger (vers un point fize de T'). En fait, en général, il ne faut
pas avoir de point fixe. Pour notre travail, l’itération de Krasnoselskii sera principalement
associée o l'approrimation des points fizes pour les opérateurs non expansifs. Ce type de
résultat est obtenu en imposant certaines conditions supplémentaires sur 'opérateur T,
simultanément ou non, sur l’espace ambiant lui-méme, et pour considérer une combinai-
son convexe de deux termes successifs de l'itération de Picard, qui a défini l’itération de

Krasnoselski.

Le résultat suivant qui est le théoréme du point fixe de Browder-Gohde-Kirk,
est connu d’étre un résultat d’existence de base de point fixe pour les opérateurs non

expansifs.

Théoréme 3.2.2 (Théoréme du point fire de Browder-Gohde-Kirk) Soit K un
sous ensemble convexe, borné et fermé d’un espace de Hilbert H et soit T: K — K

un opérateur non expansif. Alors, T admet au moins un point fize.

Preuve. Pour I’élément de point fixe vy de K et un nombre s avec 0 < s < 1, on note

Us () = (1 —8)vg + sT (), r e K.
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3.2. Itération de Kransnoselskii

Puisque K est convexe et fermé, on déduit que U, : K — K est une s—contraction et
admet un point fixe unique uy (d’apres le principe de 'application contractante). D’autre
part, puisque K est fermé, convexe et borné dans un espace de Hilbert H, il est faiblement
compact. Par conséquent, nous pouvons trouver une suite {s;} dans |0, 1] telle que s; — 1
(j — o0) et u; — u,; converge faiblement vers un élément p de H.
Puisque K est fermé, p se trouve en K. Nous prouverons que p est un point fixe de 7'.
Si u est un point arbitraire dans H, nous avons

2 2 2 2
luj = ull” = [(u; =p) + (0 = W)[” = llug = plI" + llp = ull” + 2 (u; =p,p =),

ou

2(u;j —p,p—u) —0 (quand j — 00),
Puisque (u; — p) converge faiblement vers zéro dans H. De plus, puisque s; — 1 et

Usjuj = u;, nous avons
TUj — Uj = [SjTUj + (1 — Sj) Uo] — Uj + (]. — Sj) [TUJ — U()]

= (Usuy —uy) + (1 = 5) (Tuj — o)

= 0+ (1—s5)(Tuj —vy) — 0 (quand j — o0)
Définissons u = T'p ci-dessus, nous obtenons

. 2 2 2

lim (|l = Tp|" = llu; = pII%) = llp = Tp]".
D’autre part, puisque 7' est non-expansif, on obtient
[Tw; = Tpl| < [lu; — pll
et donc
Juj = Tpl < [luj — Tuyl| + [ Tw; — Tp|| < [Ju; — Tuyl| + |u; — Tpl|
Ainsi
limsup (Jluj — Tp[| — [lu; — pll) < lim [lu; — Tul| = 0

Et, en raison de la bornitude de K, nous avons également
. 2 2 .
limsup (||u; — Tp||” — [[u; — p[|") = limsup ([Ju; — Tpl| = [l = pll) (lu; — Tpl + [lu; — pl}) <0

ce qui donne

lp — Tp||> =0

C’est-a-dire p est un point fixe de 7. m
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3.2. Itération de Kransnoselskii

Théoréme 3.2.3 (Opérateur non expansif et demi compact) Soit K un sous en-
semble convexe, fermé et borné d’un espace de Hilbert H et T : K — K un opérateur
non expansif et demi compact. Alors, 'ensemble FixT est un ensemble convexe non vide,
et pour tout xo donné de K et un nombre fize A avec 0 < A < 1, l'itération de Krasnoselskii

{xn}.2, converge (fortement) vers un point fize de T

Preuve. Puisque T est non expansif, par le théoréeme 3.2.2, T" a un point fixe dans K,
c’est-a~dire Fr # &. En outre, Fr est convexe, c¢’est-a-dire lorsque =,y € Fr et A € [0,1],
nous avons

uy=(1—-Nx+ Ay € Fr

En effet, nous avons
[Tux — 2| = |Tux = T|| < flux —=f] et [[Tux =yl < llux—yll,
Ce qui implique que
[z =yl <z = Turll + | Tur —yll < [l =yl
Cela montre que pour certains a, b avec 0 < a, b < 1, nous avons
x—Tuy=a(r—uy) et y—Tuy =b(y — uy)

D’ou il en résulte que Tuy = uy € Fr.
Pour tout zy € K, la suite {z,,} -, donnée par (3.2.1) se trouve dans K et est bornée.

Soit p un point fixe de T', et donc de U, donné par
Uy=(1—=XNI+ X' (I ="application identité). (3.2.9)
On montre d’abord que la suite {T'u,, — uy}, oy converge fortement vers zéro. En effet
Tpi1—p=1=Nx,+ Tz, —p=(1-XN)(x, —p) + ATz, — p.
ensuite
|20 = pI* = (1= 2" llzn = plI* + A [Tz = pl” +2X (1 = A) (T = p, 20 — p)
et

@® ||z, — Taul* = a® || — plI* + @® | T2y — pl* — 20* (T, — p, 2 — p)
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3.3. Itération de Mann

Par conséquent, en ajoutant les cotés correspondants des deux inégalités précédentes et

en utilisant le fait que 7" est non expansif et T’p = p, on obtient
|2 = pl*+a® lzn — Taa||* < [20° + X + (1 = A)°] e = plP+2 [A (1 = ) = @®] (T — p, 20 — p)
Si on choisit a tel que a® < X (1 — \) alors d’apres I'inégalité précédente, nous obtenons
|21 — plI* + a2 [2n — Taal> < (202 + 22+ (1= N>+ 20 (1= A) — a?) ||z, — |
= |lzn —pl”
On utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz
(Tt = p,2 = p) < [Tz = p| 20 = pl| < [l — pl|*
Laissant a®> = XA (1 — \) > 0 et en additionnant I'inégalité obtenue
0* ||t = Tan||* < 2 = plI* = 201 — 2l
Pour n =0 & n = N on obtient
N N
AL=N)Y o =Tzal* < Y [llwn = pll* = llzas1 — plI’]
n=0 n=0
= o = plI” = llon = pl* < 2o — plI”

qui montre que 32 ||, — Ta,||* < oo et donc ||z, — T,|| — 0, quand n — oc.
Comme T' est demi compact, il en résulte qu’il existe une sous-suite fortement conver-

gente {x,;} telle que x,; — p € Fr; Puisque T est non expansif, Tz,; — Tp et Tp — p.
La convergence de toute suite {z,} -, vers p découle de l'inégalité |z,+1 —p| <

|zn — p||, qui est déduite du fait que T" est non expansif et est valable pour chaque n. m

3.3 Itération de Mann

Pour obtenir des points fixes pour certaines cartes pour lesquelles l'itération de Picard
échoue, un nombre de procédures d’itération de point fixe ont été développé, comme la

méthode d’itération de Mann développée en 1953.

Définition 3.3.1 Pour zy € K et {a,}, ., une suite dans [0, 1], la suite {x,} -, définie
par

Tpr1 = (1 — ap)x, + a, Ty, n=0,1,2,..
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3.3. Itération de Mann

est appelée itération de Mann. Elle est notée par M, (zo, ay,T).

Si on considére

T.=1—-a,)I+a,T,

alors nous avons Fix (T') = Fix (T,), pour tout a, € ]0,1].

Remarque 3.3.1 Si la suite a, = X\ (const), alors la procédure itérative de Mann se

rédutt évidemment o Uitération de Krasnoselskii.

Il existe beaucoup de littérature sur la convergence de l'itération de Mann pour dif-

férentes classes d’opérateurs considérées dans différents espaces.

Théoréme 3.3.1 (Opérateurs pseudo contractifs généralisés) Soit K un sous en-
semble convexe fermé non vide d’un espace de Hilbert H et soit T : K — K un opéra-
teur pseudo contractif généralisé lipschitzien avec les constantes correspondantes L > 0 et
r > 0 satisfaisant

O<r<letr<L. (3.3.1)

Alors
(i) T a un unique point fize p dans K;

(ii) L’%tération de Krasnoselskij {xz,} ~, = I, (0, A, T') converge fortement vers un point
fixe p, pour tout zg € K et YA €10,a[N]0,1[, ou

2(1—r)

= ..2
R (3.3.2)

Théoréme 3.3.2 Soit H un espace Hilbert et K un sous ensemble convexe fermé non
vide de H, soit T : K — K un opérateur pseudo contractif généralisé lipschitzien avec
les constantes correspondantes L > 1 et r > 0. Soit {a,}. -, une suite croissante dans

0, 1] telle que

ian = 00 (3.3.3)

n=0

Alors
(1) T a un unique point fixe p dans K;
(i) Litération de Mann {x,},— o = My(Yo,an,T) converge fortement vers un point

fixe p, pour tout yo € K et ¥Vt € 10, a| satisfaisant

0<(1—t)?—2t(1—t)yr +1?L* < 1
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3.3. Itération de Mann

Ou
2(1 —
g 21-7)
1—2r+ L2
Remarque 3.3.2 Le théoréme 3.3.1 a été obtenu sous les hypothéses r < 1 et L > 1.

Ainsi dans ce qui suit nous supposerons que la constante de lipschitz r et la constante de

la pseudo contractivité généralisée L remplissent les conditions
O<r<letr<L.

Proposition 3.3.1 (Opérateur fortement pseudo contractif) Soit X un espace de
Banach, K un sous ensemble de X, et T: K — K un opérateur fortement pseudo

contractif, alors il existe un nombre t > 1 tel que ["inégalité
lz =yl < | +r)(z—y) —rt(Tz - Ty)] (3.3.4)
eziste pour tout x,y € K et r > 0.

On a déja déclaré précédemment, qu'une application est fortement pseudo contractive
si (I —T) est une application fortement accrétive,i.e. il existe j (r —y) € J (z — y) et un

nombre positif £ tel que
(I=T)z—(I=T)y,j(x—y)>k|z—y|* (3.3.5)

e —yll <lle—y+r{(l =T —-k)x—(I-T=kI)y| (3.3.6)

équivalent au fait que la prochaine inégalité existe pour tout z,y € K et pour tout r > 0

(ou k= %) .
En fonction de la forme (3.3.6) de la forte propriété de pseudo contractivité, on peut
prouver que le processus d’itération de Mann converge fortement vers le point fixe unique

d’un opérateur lipschitzien et fortement pseudo contratif.

Théoréme 3.3.3 Soit X un espace de Banach et K un sous ensemble non vide, fermé,
conveze et borné de X. St T : K — K est un opérateur fortement pseudo contractif
lipschitzien tel que l’ensemble de points fives de T, Fr est non vide, alors l'itération de

Mann {x,} C K générée par x1 € K et la suite {a,} C]0,1], avec {a,} satisfaisant

(i) ilan = 00
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3.3. Itération de Mann

(ii) a, — 0 (quand n — o),
converge fortement vers un unique point fize de T.

Preuve. Soit p un point fixe de T'. Puisqu’il s’agit d’une application pseudo contrac-
tive, (I —T') est fortement accretive, c’est-a-dire que I'inégalité (3.3.6) est valable pour

tout z,y € K et r > 0. Soit L > 0 la constante de lipschitz. Alors, de la définition de

{2}

Tpi1 = (1 —ay) zp + a, T zp, n=12,.. (3.3.7)

et donc nous avons

Ty = Tpi1+ Gn Ty —a, T x,
= (I+a))zp1+a, (1 =T —FkI) xpi1 —(2—Fk)an Tpi1 + an o+ ay, (Txpy — Txy)

= l—-an)wpi1+a, (1 =T —kI) pp1 — (2—Fk)a, [(1 —an) zp + a, T x,] + ap x, +

(

(

+an, (Trpy — Txy)
= (I+a) o +an(1—T—FkI) 2pp1 — (1 —k)a, v, + (2—k) a2 (z, — T z,) +
)

+a, (Txp — Txy) .
Comme T'p = p, nous avons

Ip —P = (1+an)($n+1_p)+an(1_T_kI) (xn—&—l_p)_(l_k)an (:En—p)+

+©2—k)a (zn—T z,) + an (Txpq — Ty,)
En utilisant I'inégalité (3.3.6) , on obtient
1z = pll = (14 an) 201 = pll=(1 = k) an [lzn = pll=(2 = k) ag |20 — T @nll=an [|T20s1 — Tl
Puisque T est lipschitzien, il s’ensuit que

[Twnsy — Tl < Lllensg — znll < L(L+1) an [lzn —pll,

et alors
1z = pll = (14 an) 2y = pll=(1 = &) an [|ons1 = pl—(2 = k) ag |20 = T @l =L (L + 1) ay [lza — pl|
Par conséquent

|z =pl < [+ (L= K)an] (1 +an) 2w —pll + (2 = k) @} (14 an) " o — Tay|| +
L(L+1)ay (1+an) [l —pll

< [+ (=K a] (1—an+a2) + LEL+1)a o —p]
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3.3. Itération de Mann

et nous obtenons

101 = pll < (1= kan) |20 — pll + Mas,

Pour une constante M > 0, compte tenu du fait que K est borné.

En utilisant la partie (#7) du lemme précédent, il s’ensuit que la suite {||x, — p[/}
converge vers 0, c’est-a-dire que {z,,} converge fortement vers le point fixe (unique) p de
T m

Une classe importante d’applications quasi contractives, qui est indépendante de la
classe des applications strictement pseudo contractives, est la classe des applications de
Zamfirescu.

Nous avons prouvé que, pour toute les applications de Zamfirescu 1" considérées sur
un espace métrique complet, l'itération de Picard converge vers le point fixe unique de T'.

Nous montrons maintenant que dans un espace ambiant plus particulier, I'itération de

Mann converge également.

Théoréme 3.3.4 (Opérateurs de type quasi contractifs) Soit X un espace de Ba-
nach uniformément convexe, K un sous ensemble convexe fermé de X et T : K — K

une application de Zamfirescu. Ensuite, l'itération de Mann {x,},
Tor1 = (L —ap)xy +a, T zp, n=12,.. (3.3.8)
avec {a,} satisfaisant aux conditions
(i) a,=1;
(ii) 0 <a, <1, pour tout n > 1 et
(iii) > a, (1 —a,) = oo,
converge vers le point fixe de T.

Preuve. T a un point fixe unique dans K. On le note p.

Pour tout z; € K, nous avons
[#nt1 —pll < (1= an) [|2n = pll + an | T2n — pl|-
Comme toute application de Zamfirescu est quasi contractive, nous en déduisons que

[Tn = pll <l = pll,
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3.3. Itération de Mann

Ce qui montre que la suite {||z,, — p||} décroit. Nous avons aussi

[0 = Tanll = (20 — p) = (Tzn = p)|| < 2|[(zn = )|

Maintenant, supposons qu’il existe un nombre a > 0 tel que ||z, — p|| > a pour tout n.
Supposons que {||z, — Tx,|},~, ne converge pas vers zéro. Ensuite, il existe deux

possibilités: soit il existe un € > 0 tel que ||z, — Tx,| > ¢ ou liminf ||z, — Tx,| = 0.

1. Dans le premier cas, en utilisant le lemme de Groetsch avec b = 20 (ng—_po, nous

obtenons

IN

(1= an (1 = an) b)) lzn — pl|

21 = pll = @ns (1 = an1) bz = pll = ban (1 = an) [l2n — pl|

241 — P

IN

<z = pll = blan (1= ana) + an (1 = an)] |20 — p

Par induction on obtient

n
a < |[@ner = pll < llwo = pll =0 ar (1= ar) |z — |
k=1

A cet effet

a

1+b> ap(1— ak)] < ||z —p||, ce qui contredit (iii)
k=1

Dans le second cas, il existe une sous suite {z,, } telle que
klirgo |en, —Txp, || =0 (3.3.9)

Si x,,, x,, satisfont (z;), c’est-a-dire

T, = T, || < o, — x|l
ainsi

[T wn, = T, || < lllzn, = T, || + (1T w0, = Ton, || + |70, — ]
et donc
|T20, = Tan || < (1= ) (ln, — Tn, |l + 1 Tan, — @]

et si x,,, T, satisfont (z), alors

||T'Tnk - T‘TTLLH < 5 [”xnk - Txnk” + ||xnz - Tflfan] :

37



3.3. Itération de Mann

et si x,,, x,, satisfont (z3), alors

1
T2, — Tan,|| < vlllen, = Ton, || + (|20, — Tz, |]
Ce qui donne
-1
||Txnk - T?IIMH < Y (1 - 27) [||$nk - Tx”k” + ||xnz - Txm H] )

Par conséquent, dans tous les cas, {Tx,, } est une suite de Cauchy et donc conver-

gente.
Soit u sa limite. De (3.3.9), il en résulte

lmz,, = limTx, =u
k k

k—o00 k—oo

De plus,
Ju = Tull < llu—zn, || + 20, = Ton,l| + T2, — Tull.

Nous montrerons que u = T'u, c’est-a-dire, u est un point fixe de 7". En effet, si z,,, u
satisfont (z7), alors

[Tp, — Tull < aflzn, —ull.
Si x,,, u satisfont (z7), alors
[Ty, — Tull < Bllzn, = Tn, |l + llu—Tul]

qui conduit a

lu = Tul] < [llu— 2|+ 1+ B) [2n, = Tan, ]/ (1=5)
et, finalement, si x,, , u satisfont (z3), alors

[Twn, = Tull < vyllen, = Tull + [lu = T, ]

< lllen, = Tull + | T2n, = Tul| + [Ju = Ta,,|]

ou

-1
[ T2, — Tull <7y (L =7)" [z, = Ton, || + [lu = Ta, ]

Par conséquent u = T'u.
Puisque p est 'unique point fixe de T, il en résulte que p = u, et donc les deux
conditions lim x,, =u = p et {||z,, — p||} décroient par rapport A n et limz, =p. m
n—oo

n—0oo
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Remarques 3.3.3 .

1. En considérant que toute application de Kannan est une application de Zamfirescu,
du théoréme 3.3.4, nous obtenons la convergence de [litération de Mann, dans la

classe des applications de Kannan;

2. Comme les deux itérations Picard et celle de Krasnoselskii convergent dans la classe
des applications de Zamfirescu, il est naturel d’essayer de comparer ces méthodes
pour savoir laquelle converge plus rapidement vers le point fixe (unique) de T.

Cependant, ces résultats n’ont pas été réalisés dans ce travail.

Théoréme 3.3.5 Soit H un espace de Hilbert réel et K un sous ensemble convexe fermé
non vide de H. Soit T un opérateur pseudo contratif généralisé lipschitzien avec des
constantes correspondantes L > 1 et 0 <r <1

Alors :

1. T admet un unique point fize p dans K;

2. Pour tout xy € K et A € |0,a] ou a est donné par (3.3.2), l'itération de Krasnoselskii

{xn )2y =K, (20, N\, T) converge fortement vers p;

3. Pour tout yo € K et {a,},., dans [0,1] satisfaisant (3.3.3), Uitération de Mann

{zn )"0 = My (Yo, an, T) converge fortement vers p;

4. Pour toute itération de Mann convergeant vers p, avec 0 < a,, < b < 1, il existe une

itération de Krasnoselskit qui converge plus vite vers p.

Preuve. .

1) — 2) Pour tout A € [0, 1], on considére 'opérateur Ty sur K donné par
Nwae=1-XNz+ Xz, zekK (3.3.10)

Comme K est convexe, nous avons Ty (K) C K, pour tout A € [0, 1].

Des conditions pseudo contractives et lipschitziennes généralisées sur 1" et

1T = Tyll* = [[(1=A) (& —y) + A (T2, Ty)|"

= (L=A [z =) I” +2A(1 =X (Tw = Ty, — y) + N | Tz — Ty|”
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on trouve que
ITae = Tayll® < [(1 = A + 20 (1= N7+ X°L?] |z = p)II°,

alors

IThe — Thy|| <0.]lz —y||, pourtout z,y dans K, (3.3.11)
ou
1
0<f=[1-N*+221-Nr+XL*% <1, A<a.

Puisque K est un sous ensemble fermé d’un espace de Hilbert, Kest un espace métrique
complet. Ensuite, par le principe de contraction de Banach, T a un point fixe unique ¢

en K et l'itération de Picard associée & T)
Tyl = Thiy, n >0, (3.3.12)

converge fortement en ¢, pour tout xy € K.

En utilisant maintenant le fait que {z, } -, donnée par (3.2.1) est exactement l'itération
de Krasnoselskii associée a T', d’une part, et le fait que F' (T") = F' (1)), pour tout A € |0, 1],
c’est p = ¢ le point fixe unique de T', d’autre part, nous obtenons 1) et 2).

3) Soit {y, }-, litération de Mann avec {a,}. -, C [0, 1] satisfaisant (3.3.3).

On considére t, 0 < t < 1, et notons a,, = %an, n=20,1,2,..

Ensuite, I'itération de Mann sera donnée par
Ynt1 = (1 —tay) yn + ta,Ty,, n=0,1,2, ...
nous avons

[Ynt1 =2l = (1= an) Yo + an [(1 — 1) yn + tTys] — pl| (3.3.13)

< (U =an) [lyn = pll + an [[(1 = 1) (yn = p) + (Tyn = Tp)|

En utilisant les propriétés de T' on trouve que

1t (Tyn — Tp) + (L =) (yn — P)I* = (L = ) [lgn — pI*+2t (1 = 1) . (T = P,y — p)+1* | Ty — pI?
(3.3.14)

Par (3.3.13) et (3.3.14) on aura

1
Y1 —pl| < [1—an+an [(1—t)2_|_2t(1—t)7“—|—t2[/2}2}.||yn—p||

= (1-(1-0)an).|lyn —pll
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<
k

(1= (1 =0)ax)-[lys — 1l (3.3.15)

1

n

ol

1
0<0=[1-t)+2t(1—t)r+1*L*]% <1,

pour tout ¢ tel que 0 <t < %
Puisque par (3.3.3) > «, diverge, il ’ensuit que > a, diverge, aussi, et en vue de
n=0 n=0

f < 1, nous obtenons cela

n

lim [J(1-1-60)a) =0,
k=1

qui par (3.3.15) montre que y, converge fortement en p.

4) Prenons = = x,, y = y, dans (3.3.11) pour obtenir
[£n41 = 2| < O |2n — 2
qui produit inductivement
[Zn41 = znll < 0" [l21 — o
Et donc par I'inégalité triangulaire, nous obtenons
[Zngp — Tl SO (1404 ..+ 677Y) |21 — 2o, (3.3.16)

valable pour tout n,p € N*

en passant a la limite p — oo dans (3.3.16) et en utilisant la partie 2), nous obtenons

en
|z, — 2*|| = 0 |x1 — x| (3.3.17)

Par conséquent, en vue de (3.3.15) et (3.3.17), afin de comparer les itérations de Kras-

noselskii et de Mann, nous devons comparer
0" et [T(1—(1-06)a)
k=1

. o0 . “ . 00 . .
Soit {yn}, -, une certaine itération de Mann convergeant vers p, avec {a,},_, satisfaisant

0 < o, <b< 1. Ensuite, a5 < % (notons % = b) et pour tout m, 0 < m < 1, on trouve

- (2)

1-0

0 €10, 1] tel que

b <
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3.4. Itération d’Ishikawa

m(1-b)

En effet, a cette fin, il suffit de prendre 0 < 5 5—.

En utilisant le fait que a, < b, il en résulte

0
— < m<1
I—(1—0)as — =7
qui montre que
0
lim — < limm"™ =0,
[1[1—(1—0)a

k=1

L’itération de Krasnoselskii {z,, } -, = K,, (2o, 0, T) converge plus rapidement que l'itération
de Mann considérée, {y,} -, = My (Yo, an, T).

Pour terminer,nous devons encore montrer que les intervalles |0, a[ avec a donné par

(3.3.2) et }0, ml(i;nb) [ ont une intersection non vide. Mais c’est immédiat, puisque % >
Det0<a= 13(217:22 < 1, sous les hypotheéses du théoréme de 'opérateur pseudo contractif

généralisé lipschitzien. m

3.4 Itération d’Ishikawa

Ishikawa a développé une autre méthode d’itération en 1974.
Définition 3.4.1 Pour xo € K, la suite {x,}, -, définie par
Tpi1 = (1 —ay) zy, +a,T[(1—by)xy + b, Txy] n=0,1,2,.. (3.4.1)

ot {an} o, et {bn}.o, sont des suites réels satisfaisants 0 < an, b, < 1 , est appelée

itération d’Ishikawa. FElle est notée par I(xo, a,,b,, T).

L’équation (3.4.1) peut étre réécrite sous forme d’un systéme

n=(1—05b,)x, +b,Tx, n=20,1,2,..
= (1= bn) (3.4.2)
Topr1 = (1 —ap) xp + an.Tyn n=0,1,2,..

Remarques 3.4.1 .
1. La partie 4) dans le théoréme 3.3.5 montre que, pour approximer les points fizes d’un
opérateur lipschitzien et pseudo contratif T, il est toujours plus commode d’utiliser

une certaine itération de Krasnoselskii dans la famille (2.4) avec A € |0, a[ et a est

donné par (3.3.2).
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3.4. Itération d’Ishikawa

2. De plus, parmi les itérations de Krasnoselskit {x,} -, il en existe une qui est la

plus rapide dans cette famille au sens de la définition 3.0.2.

Théoréme 3.4.1 Soit K un sous ensemble compact d’un hilbert H, T : K — K une
application lipschitzienne et pseudo contractive et x1 € K. Alors litération d’Ishikawa

{z,}, v = Z(x1,a0,b,,T), i.e. la suite définie par
Tpr1 = (1 —ap) z, + a, T[(1—by) 2y + by Ty n=20,1,2,..
Ou {an}, {bn} sont des suites de nombres positifs satisfaisant
() 0<a,<b, <1, n>1,;

(ii) limb, = 0;

(iii) ianbn = 0.
n=1
converge fortement vers un point fixe p de T.
Preuve. Puisque T est pseudo contractive, pour tout z,y € K nous avons
Tz = Ty|* < llz = y|* + |(I = )z — (I = T)y|* (3.4.3)

Ou [ est Iapplication identité .

En supposant queT est lipschizienne, alors il existe un nombre positif L tel que
[Te —Ty| < Lllz—yl, Ve,yek (3.4.4)

Puisque K est un ensemble compact convexe et que 1" est continue (étant lipschitizienne)
grace au théoréme du point fixe de Schauder, on obtient que ’ensemble des points fixes
de T, F(T) est non vide.

Pour tout z,y, 2z dans un espace de Hilbert H et pour tout réel A, nous avons
e+ (1 =Ny =2l =AMz =2+ Q=N fly = 2" = AL =N [l —y|*  (3.45)

En utilisant (3.4.5) nous obtenons les trois égalités suivantes

|Znsr — 0l = |1 = an) Tp + anT [(1 — bp) 2n + by Tx,]  — pl? (3.4.6)
= ap |[|[T[(X = bn) zn + bp.Tp]|| + (1 —an) [lzn — p||2 -

—an (1 —a,) | T[(1 = by) xp + by Tay] — xn||2
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3.4. Itération d’Ishikawa

H(l —bn) T + bp Ty — p||2 = by, ”T'rn - p||2+(1_bn) ”xn - p‘|2_(1_an)_bn(1_bn) ”Txn - an2
(3.4.7)

Et respectivement

11 = ba) @+ 0T = T[(1 =) w4+ b Tl = by [T = T[(1 = bo) 2 + b T4 )
+(1 = by)
= ||#n = T[ba T + (1= b)) —

—bn(1 = by) | T2y — 2|
En appliquant (3.4.3), nous déduisons les deux inégalités suivantes

(1 = bp) zn + by Ty —pl|*> = [|(1 = by) 2+ bp.Tx, — Tp|?
< (1 =bp) @y + by Tx, — p|” +

+ 10T + (1= bo)w — T (1 = by)  + b T |*

et
| Tz, — plI* = T — Tpl* < |lwn — plI* + 20 — T

Apres les calculs, on obtient

[ p||2 < lwn — pH2 — apbn (1= 2b,) | T, — a:n||2 + ayb, | T2 — T[b,Tx, + (1 — bn):z:n]H2 —

—ap(by — an) |2n — T[0Tz, + (1 — by)a,]||> Et donc,
en vue de (i), il s’ensuit que

e, — p||2 < lxn — p||2 — apb, (1 —2b,) [|[Tx, — xn||2 + (3.4.9)

tanby | Tzp — Tba Tz, + (1 — by)T2,]|)?
Puisque T est lipschizienne, nous avons
| Tz, — T[by T, + (1 = by)x,]|| < Lb, || T, — 24| (3.4.10)
Et donc, de (3.4.9) et (3.4.10) nous en déduisons

[ @1 — p”2 < s — sz — apbp(1 = 2b, — LB} | Ty — anQ (3.4.11)
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3.4. Itération d’Ishikawa

En additionnant (3.4.11) pour n € {m,m + 1,...,n} nous obtenons

n
lzasr = pl* < llwn = pl* = D arbi(l — 20 — L2B) | Ty — |

k=m
Qui peut étre écrit comme

n

Y arbi( = 2b — L20) | Ty, — | < Nl = p|* = s — pl?

k=m

En exploitant 'hypothése (ii) on déduit qu’il existe un entier positif N tel que
272 _ 1 -
2b, + L7by, < 3 pour tout entier k£ > N.

Alors, pour %m > N nous obtenons

1 n
3 > arb | T, — 2 < [T — pl* = | Twnis — pl? (3.4.12)
k=m

Puisque K est borné, la quantité du coté droit dans (3.4.12) est borné. Cela signifie que

la série du coté gauche converge, par (i7), il en résulte
liminf ||T'z,, — z|| = 0,
n

Ce qui implique (K est compact) qu’il existe une sous-suite {z,, },-, qui converge vers
certains points ¢ de F(T').

q est un point fixe deT’, et de (3.4.11), nous obtenons pour n > N

H$n+1 - QH < Hxn - QH

C’est-a-dire que la suite {||z, — ¢||} décroit
Etant donné qu’il y a une sous suite {||z,, — ¢||} convergeant & zéro, il en résulte que

{z,} converge vers ¢q. m

Théoréme 3.4.2 Soit X un espace de Banach, K un sous ensemble convexe fermé, et
T:K — K un opérateur de Zamfirescu.

Soit {x,},- I itération d’Ishikawa définie par
Tpr1 = (1 —ap) xy, +a, T[(1—0b,) xy + bp.Txy)

et vg € K, ou {ay} —, et {b,} —, sont des suites positives a valeurs dans [0,1] avec
{a,},", satisfaisant (i1), Uitération d’Ishikawa {x,},-, converge fortement vers un point

fixe de T.
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Preuve. On sait que 7" a un point fixe unique p dans K .
On considére z,y € K. Puisque T est un opérateur de Zamfirescu, au moins I'une des
conditions (z1), (z2) et (z3) est satisfaite, si (z2) est vérifie alors
[Te =Tyl < blllz =Tzl + ly = Tyl]
< bl =Tzl + [lly — zll + [lo = Tz| + | Tz — Ty|]]}
De plus
(1 =0) | Tz = Ty|| < bf|lz — yll + 2b [l — T[]

Qui produit (en utilisant le fait que 0 < b < 1)

2b

T —Ty| < — T 4.1

T2~ Tyl < 2 lle —yll + oo |l — T (34.13)
De méme si (z3) est vérifié, nous obtenons

72 = Tyl < = o =yl + T llo = Tz (3.4.14)

g =g =y 1—c' . o

b c

= — . 4.1

) max{a,l_b,l_c} (3.4.15)

ensuite nous avons 0 < § < 1 et, en vue de (z), en résulte que I'inégalité
[Tz = Ty|| < dlz —yl| + 20 [|lo — Tz|| (3.4.16)

pour tout z,y € K

Soit {z,}, -, litération d’Ishikawa et z, € K, alors

|21 —pll = (1= an) 20+ anTyn — (1 = an + a,)p|| (3.4.17)
= [[(1 = an)(@n —p) + an(Ty, —p)||

< (A =an)|l(z=p)l + an | Tyn — 1l
Avec x = p et y = y,, d’aprés (3.4.16) nous obtenons
1Ty — pll < 0 llyn — pll (3.4.18)
Ou ¢ est donné dans(3.4.18). Nous avons encore

lyn —pll = 1I(1 = bn)2p + b T — (1 = by + b)p| (3.4.19)
= (1 =bn)(xn = p) + bp (T = p)|

S (1 - bn) ||<xn _p>|| + bn ||Tl'n _pH :
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a nouveau par (3.4.16), cette fois avec x = p; y = x,,, on trouve que
[Tz — pll < 0 l|l2n — pl| (3.4.20)
et donc, par(3.4.17) -(3.4.20) on obtient
l2n = pll < [1 = (1 =08)an(l = 6bn)] [lzn —pll
I'inegalité
1—(1=0)an(1—0b,) <1—(1—0)an,
implique

|Zpsr —pl| <[1— (1 —=08)2an]||zn —p . n=0,1,2, .. (3.4.21)

Par(3.4.21) nous obtenons inductivement

s — pll < [ = (1 = 8)%ai] e — p n=01,2.. (3422
k=0

En utilisant le fait que 0 < § < 1, ay,b, € [0,1] et Zan = 00, par (i1) on déduit que

n=0
lim [J[1 - (1 - 6)*a] =0
d’apreés (3.4.22)
lim [z = pll =0,

ie. {z,} , converge vers P. m

Corollaire 3.4.1 Soit X un espace de Banach, K un sous-ensemble conveze fermé de X
et T : K — K un opérateur de Kannan.
Soit {x,}. >, Vitération d’Ishikawa et xo € K, avec {a,}, {b,} C [0,1] satisfaisant (it).

Alors {x,}22, converge fortement vers le point fize de T

Corollaire 3.4.2 Soit X un espace Banach, K un sous ensemble convexe fermé de X,

etT: K — K est un opérateur de Chatterjea , c’est-a-dire un opérateur satisfaisant
d(Tz,Ty) < cld(z,Ty) + d(y, Tz)| pour tout x,y € X

Soit {x,}2, Uitération d’Ishikawa et xo € K, avec {a,},{b,} C [0,1] satisfaisant (ii).

Alors {x,}22, converge fortement vers le point fize de T.
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Lemme 3.4.1 Soit (a,)nen une suite non négative qui satisfait l'inégalité suivante
Gp+1 S (1 - /\n)an + o5

Ou A\, € [0,1], Yn > nyg, Z A = 00, et g, = o(\,). Alors

n=0

lim a, = 0.

n—oo
Théoréme 3.4.3 Soit X un espace normé , D un sous ensemble non vide, convexe
et fermé de X et T :D — D wun opérateur satisfait au moins l'une des conditions

(21), (22) et (z3). Siug =z € D, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) Uitération de Mann converge vers x*;

(17) litération d’Ishikawa converge vers x*.

*

Preuve. Nous allons prouver limplication (i) = (i1). Supposons que lim u, = z*.

n—oo
En utilisant
lim ||z, —uy|| =0 (3.4.23)
n—oo
et
0 <|lz — 2ol < flun — 2| + [J2n — ua|
on a
lim z,, = z*
n—oo

La preuwve est compléte si nous prouvons la relation (3.4.23).
En utilisant Uitération de Mann, d’Ishikawa et (3.4.16) avec x = Uy, Yy = Yn,

nous avons

tuni1 — Tl <11 = an)(un — 20) + an(Tu, — Ty || (3.4.24)
< (1= ap)up — xp + ay || Ty — Ty, ||
< (1= ap) Jun — 2ull + @nd [|[Un — Ynll + 2600 |Jtun, — Tuy ||

En utilisant (3.4.16) avec © = u,, y = y,, nous obtenons

[t = yull < ([ = 0n)(un — @n) + bn(tn — T)| (3.4.25)
< (L =bp) [Jun = zpll + b flun — T
< (1 =by) [Jun — ul| + by || — Tup|| + bn || Twy, — Ty ||
<

(1—0,)
(1 = bp) [|un — xp|| + by ||t — Tun|| + 020 ||tn, — x| + 280, ||wn — Tuy||
(1 = bn(

1—=0,(1=9)) ||un — zp|| + by ||t — Tuy| (1 + 20).
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Les relations (3.4.25) et (3.4.24) conduisent a

|1 — o1l < (1= an) ||un — 2ol + and(1 = bp(1 = 9)) Juy — x| + (3.4.26)
+anbnd ||ty — Tug|| (1 4+ 20) + and ||ty — Yall

= (1—a,(1 =01 —=0,(1=9)))) ||tn — znl|| + @nd ||t — Ty || (b (1 + 26) + 20).
Notons

an = |[up — 20|
A = a,(1—=0(1=0,(1-9))) C(0,1),

On = 0 ||tun — Tuy|| (bn(1 + 20) 4 26)

Puisque lim ||u, — 2*|| = 0, T satisfait la condition Z et x* € F(T), de (3.4.16) nous

obtenons
0 < lun = Tunll < flup — 2™ + |7 — Tun|
< (6+1)[Ju, — z¥]] — 0 quand n — oo
Par conséquent, lim |u, — Tu,|| = 0; C’est-a-dire o, = o(\,). Le lemme précédent
conduit a
lim |u, — .|| = 0.

Nous allons prouver que si litération d’Ishikawa converge, alors il en est de méme
pour litération de Mann. En utilisant (3.4.16) avec x = yp, y = Uy,

on obtient

[Znt1 — sl < (1= an)(@n — wn) + an(Tyn — Tuy)|| (3.4.27)
< (1= an) |70 = unll + an [Ty — Tuy||
< (1-ay) Hxn - un” + a,d ”yn — Uy || + 20,0 Hyn - TynH

La relation suivante existe

[Yn = wnll < (1= bn) (20 — un) + bp (T2 — un)| (3.4.28)
< (T =bn) [lzn = unll + b | Tn — un]
< (L=bn) llon = unll + 0 ([T — @l + bn 20 — ua
< lwn = wnll + 00 [T — ]
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En remplagant (3.4.27) en (3.4.28), on obtient

[Zn1 — gl < (1= an) |20 — wnll + and(|zn — wnll + b ([T — 2 )) + (3.4.29)
+ 2a,90 Hyn - TynH

< (1= =0)ay) [|xn — unl| + anbpd [|Txn — || + 2000 ||yn — Tyn|

Notons
an = |lzn — un
A = a,(1—0)C(0,1)
On = Gpbp0 || Ty, — x| + 20,6 ||y — Ty -,
Puisque lim ||z, — x*|| = 0, T' satisfait la condition Z et x* € F(T), nous obtenons

0 < |lwp — Tan|| < ||wp —2¥|| + ||2* = Tn]| < 6+ 1) ||z — 2¥]| — 0 quand n — oo

et
0 < lyn =Tyl
< lyn — 27| + ll2" = Tyl
< (0+1) [lyn — 27|
< 0+ D[ = bn) lzn — 2™ + bn | Tzn — 2]
< (04 DI = bn) lzn — ]| 4 b [l — 27|
< 0+ =b,(1=9))|lxn —x*|| = 0 quand n — oo

Par conséquent, lim ||z, — Tx,[| =0 et lim ||y, — Ty,|| =0, c’est-a-dire 0, = o(\,). Le

n—oo

lemme précédent et (3.4.29) ménent ¢ lim ||z, — u,|| = 0. Ainsi, on obtient
n—oo

[o" = un|| < llen = unll + [l — 27 = 0

Remarques 3.4.2 .

o [l est évident que, pour A\ = 1 ["itération de Krasnoselskii se réduit a ['itération de
Picard, tandis que pour a, = X(const), litération de Mann se réduit & la méthode

de Krasnoselskii.
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3.5. Programmes d’applications sous logiciel Matlab

e Encore une fois, l’équation (3.4.2) peut étre considérée comme une sorte d’itération

double avec deux suites de paramétres différents.

e Le processus d’Ishikawa peut étre considéré comme un double processus itératif de

Mann.

o Malgré cette apparente similitude et le fait, pour b = 0 l’itération d’Ishikawa se
réduit a l'itération de Mann, il n’y a pas de dépendence générale entre les résultats

de la convergence pour litération de Mann et ["itération d’Ishikawa .

3.5 Programmes d’applications sous logiciel Matlab

Programmel :
function [X| = Krasoselskii(n, A, 20)
format short
fori=1:n—-1
X1)=1=XN)*20+ A% (1—-20)"6;
X(@i4+1)=(1=-XN)*X(@)+A*(1—X())"6;
end
plot(X,’+’ 'markerSize’,12)
title("Ttération de Krasnoselskii’)
end
Programme 2 :
function [X]| =mann(n, x0)
format short
fori=1:14+n
a=1/i;
X(1)=(1—-a)*x2z04+ax (1 —20)"6;
X(@i4+1)=(1—a)*X(i)+ax(1—X())"6;
end
plot(X,’x’ 'markerSize’,12)
title("Ttération de Mann’)

end
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3.6. Exemples d’application

3.6 Exemples d’application
Soit X =[0,1] et T:X — X donné par
Ty =(1-2)°
alors T" admet deux points fixes p; et po, ou
p1 = 0,2219 et py = 2.1347.

L’itération de Krasnoselskii :
Pour zyp =2 et A = 0,5, on obtient
x1=1,5; 29 = 0,757; 3 = 0,379; x4 = 0,2181; x5 = 0,2322 et x5 = 0, 2214.

L’itération de Mann :

1

+—7» on obtient

Pour xg =2 et a, =
r1 = 1,0, x9 = 0,5, z3 = 0,338, x4 = 0,2748, x5 = 0,2489 et g = 0,2378...x50 =
0,2219.

Commentaires

e L’itération de Krasnoselskii converge plus rapidement que l'itération de Mann. Le

fait est plus clairement illustré si nous choisissons x¢ = p».

e La procédure itérative de Krasneselskii se rapproche du point fixe p; et donne
re¢ = 0,2214.alors que les procédures itératives de Mann donne zg = 0,2378, la
convergence de la procédure d’itération de Mann est en effet trés lente dans ce cas

aprés 50 itérations on obtient x50 = 0,2219.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons abordé la théorie du point fixe en insistant sur certains
théorémes :Banach, Brouwer, Schauder et Krasnoselskii. Nous nous sommes penchés sur
I’aspect pratique en donnant les algorithmes qui sont associés a certains d’entre eux.
L’aspect numérique a été abordé a travers un exemple concret d’une fonction sur laquelle
nous avons appliqué des méthodes itératives différentes, ce qui nous a permis de comparer
les vitesses de convergence de chacunes et de constater que dans ce cas précisément, la
méthode de krasnoselskii est plus performante que celle de Mann.

Pour conclure, nous dirons que ce mémoire n’a pas la prétention de révolutionner la

théorie du point fixe, mais peut étre considéré comme un état de 'art de cette théorie 6

combien utile.
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