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Introduction générale

La théorie de l�estimation est une des préoccupations majeures des statisticiens. Ainsi

l�estimation non paramétrique réelle a reçu un intérêt croissant tant sur le plan théorique

que pratique. Cette branche de la statistique ne se résume pas à l�estimation d�un nombre

�ni de paramètres réels associés à la loi de l�échantillon (comme cela est le cas pour la

théorie de l�estimation paramétrique), elle consiste généralement à estimer à partir des

observations une fonction inconnue, élément d�une certaine classe fonctionnelle (espaces

fonctionnels, de dimension in�nie), telle que la fonction de densité, la fonction de répar-

tition, la fonction de régression, ...etc.

Parmi les méthodes les plus basiques de la statistique non paramétriques dédiée à

l�estimateur de la fonction de densité de probabilité, on cite la méthode d�histogramme

dont l�origine est attribuée à John Grant XVII ème siècle. Les propriétés des estimateurs

par histogramme ont été initialement étudiées par Ge¤roy (1974) [22] et Abou-Jaoude

(1976) [2]. Cette méthode d�estimation est naturelle très rependue car elle est facilement

implémentable. Cependant, l�estimateur de densité obtenu par cette méthode ne peut

pas être adapté à la situation assez courante où nous disposons d�une information à priori

sur la régularité de la densité à estimer. Plus précisément, si l�on sait par avance que la

densité de l�échantillon observé est, par exemple, deux fois continûment di¤érentiable, on

aurait naturellement envie d�estimer cette densité par une fonction qui, elle aussi, est deux

fois continûment di¤érentiable. Or, les histogrammes sont des fonctions qui ne sont même

pas continus. L�idée de lisser les histogrammes a donné naissance à la classe d�estimateurs

dite la classes des estimateurs à noyaux, introduite par Rosenblatt (1956) [37] et Parzen

(1962) [36] pour une densité univariée. L�estimateur obtenu par cette méthode dépend

1



Introduction

d�une fonction noyau et d�un paramètre de lissage. Une méthode alternative est donnée

par la méthode des fonctions orthogonalesappelée aussi méthode des séries orthogonale

ou encore méthode des polynômes orthogonaux.

Dans ce mémoire, nous nous intéressons à la méthode des fonctions orthogonales pour

l�estimation du taux de hasard.

Cette méthode a été développée à partir des travaux de Cencov (1962) [11] pour

l0estimation de la densité. L�intérêt de cette méthode réside dans le caractère global de

l�estimateur. Pour peu que le développement d�une fonction par rapport à une base or-

thogonale converge rapidement, en ramenant l�estimation de cette dernière à celle des pre-

miers coe¢ cients de ce développement, on obtiendra, une approximation globale de cette

fonction qui reste satisfaisante même dans les zones où sont apparues peu d�observations,

puisqu�on estime les coe¢ cients du développement par l�ensemble de l�échantillon (pour

plus de détails voir ([39] ; [50] ; [26] ; [27] ; [56] ; [28])). Il est intéressant de noter que les

développements de la densité en série relativement à une base orthogonale sont beaucoup

plus anciens que les travaux de Cencov, notamment pour les développements d�Edgeworth

[18] et Gram-Charlier [9] . La di¤érence essentielle entre la théorie moderne et la théorie

anciennes réside dans le fait que ces dernières utilisaient la méthode des moments pour

les estimations des coe¢ cients. Concernant l�estimation de la fonction de répartition

par la méthode des fonctions orthogonales plusieurs études ont été e¤ectuées à savoir les

études de Bosq et Lecoutre [4], les estimateurs par ondelettes, les méthodes combinatoires,

développées par Devroye et Lugosi [24], apportent un regard nouveau sur le choix e¢ cace

d�estimateurs non paramétriques.

Le taux de défaillance est l�une des mesures largement étudiés dans plusieurs do-

maines à savoir : Statistique, mécanique, électronique. . . etc. L�estimation du taux de

défaillance, de part les variétés de ses possibilités d�application, de nombreuses études ont

été e¤ectuées sur l�utilisation du taux défaillance, on peut citer les travaux de : Ferraty,

Rabhi, Vieu et Al (1981) [19], Los, Mack et Wang (1989) [15],Yazourh [57] et Nassiri [35].

Dans les travaux concernant le taux de défaillance quelques études ont néanmoins déjà

utilisé la méthode alternative des fonctions orthogonales[57]:

2



Introduction

L�objectif de ce travail est d�appliquer la méthode des fonctions orthogonales pour

estimer le taux de défaillance. Pour cela, nous nous utilisons deux estimateurs di¤érents

à savoir l�estimateur de la densité et celui de la fonction de répartition relativement à

base de Dirichlet. Ces deux derniers seront combinés a�n d�estimer la fonction du taux

de hasard (taux de defaillance).

Ce mémoire est composé d�une introduction générale, de trois chapitres et d�une con-

clusion générale.

Le premier chapitre sera consacré aux principales caractéristiques probabilistes de la

�abilité et du taux de défaillance.

Le second chapitre aborde les di¤érentes méthodes d�estimation non paramètrique de

la densité f et de la fonction de répartition F , et mes l�accent sur la méthode des séries

orthogonales.

Dans le dernier chapitre, nous proposons d�appliquer la base de Dirichlet. Nous présen-

tons en�n les résultats de calcul par simulation de la �abilité et du taux de défaillance.

Ce document se termine sur une conclusion qui mentionne les objectifs atteints et

ouvre des prospectives à notre travail.

3



CHAPITRE

1 Principales

caractéristiques

probabilistes de la

�abilité

1.1 Introduction

La �abilité est l�une des composantes essentielles de la qualité d�un produit et elle est

retenue en tant que critère fondamental pour leur élaboration. Elle est prise en consid-

ération dès le stade de la conception.

La performance d�une entreprisse est dépendante de la �abilité de son système, ce

dernier subit une défaillance quand il ne peut plus délivrer le service attendu, alors la

panne est l�état du système résultant d�une défaillance, qui se produit de façon aléatoire.

Il est logique alors, de faire appel au calcul de probabilités pour étudier les problèmes

de �abilité. Ainsi, nous dé�nissons la �abilité d�un dispositif comme étant sa probabilité

de fonctionner correctement pendant une durée donnée. Autrement dit la probabilité

qu�aucune défaillance ne se produise pendant cette durée. Dans ce qui suit nous donnons

un petit aperçu sur les principaux éléments de la théorie de �abilité ainsi que sur leur

propriétés, parcticulierement "le taux de défaillance".

4



1.2. Objectifs et intérêts de la �abilité

1.2 Objectifs et intérêts de la �abilité

L�analyse de la �abilité constitue une phase indispensable dans toute étude de sûreté

de fonctionnement. A l�origine, la �abilité concernait les systèmes à haute technologie

(centrales nucléaires, aérospatial). Aujourd�hui, la �abilité est devenue un paramètre clé

de la qualité et d�aide à la décision, dans l�étude de la plupart des composants, produits

et processus "grand public": Transport, énergie, bâtiments, composants électroniques,

composants mécaniques. . . .

De nombreux industriels travaillent dans l�évaluation et l�amélioration de la �abilité

de leurs produits au cours de leur cycle de développement, de la conception à la mise en

service (conception, fabrication et exploitation) a�n de développer leurs connaissances sur

le rapport Coût/Fiabilité et maîtriser les sources de défaillance [53].

1.3 Fonction de défaillance

Soit T la v.a représentant la durée de vie d�un dispositif (i.e, le temps qui sépare la

mise en service et la défaillance). On note par f(t) la densité de probabilité de la v.a T et

F (t) sa fonction de répartition. La densité de probabilité de la v.a T est appelée densité

de défaillance ou probabilté de panne de l�élément à l�instant t [29]. Cette derniére est

donnée par l�équation suivantes :

f(t) = lim
dt!0

�
F (t+ dt)� F (t)

dt

�
: (1.1)

La fonction de défaillance notée F (t) représente la fonction de répartition de la v.a T .

C�est la probabilité qu�un dispositif prélevé au hasard dans la population considérée ait

une défaillance avant l�instant t. Elle est dé�nie par l�équation suivante :

F (t) = P (T � t) =

Z t

0

f(t)dt pour t � 0: (1.2)

Tels que : 0 � F (t) � 1 et t 2 [0;+1[:
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1.4 Fonction de �abilité ou fonction de survie

La �abilité d�un système non réparable est la fonction du temps R, représentant la

probabilité qu�un dispositif prélevé au hasard dans la population considérée n�ait pas de

défaillance avant l�instant t. Elle est dé�nie par :

R(t) = P (T > t) = 1� P (T � t) = 1� F (t): (1.3)

Soit R une fonction de �abilité, alors nous avons les propriétés suivantes :

1) R(0) = 1:

2) lim
t!1

R(t) = 0:

3) P (t1 � T � t2) = F (t2)� F (t1) = R(t1)�R(t2):

De plus, la présentation graphiques de cette fonction est donnée dans la �gures (1.1)

FIG:1:1 Courbe de survie ou de fiabilit�e:

1.5 Taux de défaillance (taux de hasard)

Le taux de défaillance appelé aussi taux de hasard ou taux de panne est la fréquence avec

laquelle un système ou un composant défaillant est exprimé par exemple "en pannes par

heure". Il est souvent indiqué par la lettre grecque � (lambda) et il est d�une importance

cruciale dans la théorie de la �abilité.
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1.6. Calcul du taux défaillance

Le taux de défaillance est une fonction de temps qui dépend d�un corollaire intuitif.

Autrement dit, le taux de défaillance change au �l du temps par rapport au cycle de vie

attendu d�un système.

Le taux de défaillance � (t) est la probabilité que l�équipement fonctionne encore après

t unité de temps et tombe en panne durant les dt unités supplémentaires. C�est donc la

probabilité conditionnelle que l�équipement tombe en panne entre t et t+dt, sachant qu�il

a fonctionné sans défaillance entre 0 et t:

1.6 Calcul du taux défaillance

Le taux de défaillance d�un système non réparable est la fonction du temps � dé�nie

par :

�(t) = lim
dt!0

1

dt
P (t < T � t+ dtjT > t); 8t � 0 :

L�interprétation du taux de défaillance est liée à celle de la densité de la façon suivante

[19] :

f(t) = F 0(t) = lim
dt!0

F (t+ dt)� F (t)

dt

= lim
dt!0

1

dt
[P (T � t+ dt)� P (T � t)]

= lim
dt!0

1

dt
P (t � T � t+ dt); t > 0:

On a donc, pour un dt assez petit :

f(t)dt � P (t � T � t+ dt):

D�où,

�(t)dt = P (t < T � t+ dtjT > t):

Il est facile d�établir les liens entre le taux de défaillance et la �abilité :

7



1.6. Calcul du taux défaillance

�(t) = lim
dt!0

1

dt
P (t < T � t+ dtjT > t) = lim

dt!0

1

dt

P (t < T � t+ dt)

P (T > t)

=
1

R(t)
lim
dt!0

1

dt
[F (t+ dt)� F (t)] =

f(t)

R(t)
:

D�où

�(t) =
�R0(t)
R(t)

= � @

@t
lnR(t); t > 0: (1.4)

En intégrant et en prenant comme condition initiale R(0) = 1 (on suuppose que le

système fonctionne à l�instant initial), on obtient la formule d�exponentiation :

R(x) = e(�
R x
0 �(t)dt); x > 0: (1.5)

Le taux de défaillance cumulé

Le taux de défaillance cumulé ou taux de hasard cumulé d�un système non réparable

est la fonction du temps H; dé�nie par :

8x � 0; H(x) =
Z x

0

�(t)dt = � ln (R(x)) : (1.6)

À partir des relation précédentes, on peut facilement montrer que :

- la �abilité R(x) = e(�H(x)); t > 0;

- la fonction densité f(x) = �(x)e(�
R
�(x)dx); t > 0;

- la fonction de répartition F (x) = 1� e(�H(x)); t > 0:

La coube en baignoire

La courbe en baignoire (voir la �gure (1.2) ci dessous), donne l�évolution du taux de

défaillance �(t) en fonction de l�âge du matériel. Elle comprend trois phases, chacunes

avec un sens de variation di¤érent [20].

� La période de jeunesse : elle est caractérisée par des pannes précoces (défauts de

conception et surproduction), dans laquelle �(t) est décrsoissant .

� La vie utile : pendant cette période, les défaillances sont purement accidentelles, et

�(t) est pratiquement constant .

8



1.7. Principales lois de �abilité

� Le vieillissement : �(t) se remet à croitre car le risque de défaillance va �nir par

augmenter à cause de l�usure du système.

FIG:1:2 Courbe du taux de d�efaillance en baignoire:

Remarque 1.6.1 Lorsque la période de maturité (la vie utile) est négligeable la courbe

en baignoire ce transforme en courbe de parabole (voir la �gure (1.3)).

FIG:1:3 Courbe du taux de d�efaillance en parabole:

1.7 Principales lois de �abilité

La �abilité nécessite la connaissance des distributions de durée de vie a�n de l�estimer.

Dans cette section nous présentons quelques lois de vie qui interviennent le plus fréquem-

9
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ment dans l�analyse de la �abilité et leur principales propriétés, ainsi que les fonctions de

survie (Fiabilité) et les taux de défaillance associées à ces dernières ( pour plus de détail

voir [20] ; [21] ; [32]):

1.6.1 Loi exponentielle exp(�)

Cette loi a de nombreuses applications dans plusieurs domaines. C�est une loi simple,

très utilisée en �abilité dont le taux de défaillance est constant. Elle décrit la vie des

matériels qui subissent des défaillances brutales.

Une variable aléatoire T est de loi exponentielle de paramètre � > 0, notée exp (�) ,

si et seulement si :

* La fonction de répartition est : F (t) = 1� e(��t); t � 0:

* La densité est : f(t) = �e(��t); t � 0:

* La �abilité est : R(t) = 1� F (t) = e(��t); t � 0:

* Le taux de défaillance est : �(t) = �; t � 0:

Le taux de défaillance est donc constant, ce qui signi�e que la loi exponentielle modélise

les durées de vie du systèmes qui ne s�usent pas et qui ne s�améliorent pas.

Remarque 1.7.1 La loi exponentielle est la loi la plus utilisée en raison de sa simplicité,

elle ne permet de modéliser ni l�usure, ni le rajeunissement. En �abilité, il y a lieu

d�utiliser la loi de Weibull.

1.6.2 Loi de Weibull W(�; �)

La loi la plus utilisé en �abilité est la loi Weibull. Elle est dé�ni avec un paramètre

d�échelle � > 0 et un paramètre de forme � > 0. Elle est souvent utilisée aussi bien en

électronique qu�en mécanique, elle caractérise mieux le comportement du produit dans

les trois phases de vie selon le paramétre de la forme � : période de jeunesse (� < 1),

période de vie utile (� = 1) et période d�usure ou vieillissement (� > 1). Les principales

propriétés de cette loi sont données comme suit :

* La fonction de répartition est : F (t) = 1� e

�
�( t� )

�
�
; t � 0:

* La densité est : f(t) = �
�

�
t
�

���1
e

�
�( t� )

�
�
; x � 0:

10



1.7. Principales lois de �abilité

* La �abilité est : R(t) = e

�
�( t� )

�
�
; t � 0:

* Le taux de défaillance est : �(t) = �
�

�
t
�

���1
; t � 0:

Dans le cas ou � = 1 on trouve la loi exponentielle de paramètre
1

�
:

Remarque 1.7.2 Le modéle Weibull est un modèle naturel pour des systèmes constitués

d�un très grand nombre de composants et dont la panne survient dès qu�un composant est

défaillant [34].

1.6.3 Loi log-normale LogN (�; �2)

Une variable aléatoire continue et positive T est distribuée selon une loi log-normale

si son logarithme est distribué suivant une loi normale. Cette distribution est utilisée en

�abilité pour modéliser les défaillances par fatigue. La loi log-normale à deux paramètres

� 2 R et �2 > 0, véri�e les propriétés suivantes :

* La densité est : f(t) = 1
�t
p
2�
e

�
� 1
2(

ln(t)��
� )

2�
; t � 0:

* La �abilité est : R(t) = 1� �
�
ln(t)��
�

�
; t � 0:

* Le taux de défaillance est : � (t) =
e
� 1
2

0@ ln(t)� �

�

1A2

t�
p
2�
�
1� �

�
ln(t)��
�

�� ; t � 0:
Où � est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

1.6.4 Loi Gamma G (�; �)

La loi Gamma est dé�nie par un paramètre de forme � > 0 et un paramètre d�échelle

� > 0: Elle est utilisée pour modéliser le temps de défaillance d�un composant. La densité,

la �abilité et le taux de défaillance de cette dérnière sont données par :

* La densité est : f(t) =
1

��� (�)
t��1e

0@� t
�

1A
; t � 0:

* La �abilité est : R(t) =
R +1
t

1

��� (�)
x��1e

 
�
x

�

!
dx; t � 0:

* Le taux de défaillance est : � (t) =
t��1e

0@� t
�

1A
��
R +1
t

�(�)f(x)dx
; t � 0:
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1.8. Fiabilité des systèmes

Où � est la fonction gamma d�Euler, dé�nie par: �(a) =
R +1
0

ta�1e(�t)dt:

En particulier : �(a) = (a� 1)! pout tout a 2 N�:

La fonction de répartition de la loi Gamma n�a pas d�expression explicite, ce qui est

de même pour la �abilité.

Pour � = 1 et � =
1

�
on retrouve la loi exponentielle de paramètre �:

1.6.6 Loi Béta B (�; �)

Cette loi représente, en particulier, la probabilité pour qu�un matériel survive jusqu�à

un instant t, quand on essaie n matériels. D�où son intérêt dans l�évaluation de la durée

des essais de �abilité. Les di¤érentes propriétés de la loi Bêta a deux paramètres � et �

sont données par :

* La densité est : f(t) =
� (�+ �)

� (�) � (�)
t��1(1� t)��1; t � 0:

* La �abilité est : R(t) =
R +1
t

� (�+ �)

� (�) � (�)
x��1(1� x)��1dx; t � 0:

* Le taux de défaillance est : �(t) = �(�+�)t��1(1�t)��1

�(�)�(�)
R+1
t

�(�+�)
�(�)�(�)

x��1(1�x)��1dx
; t � 0:

Où �(�) =
R +1
0

ta�1e(�t)dt:

Remarque 1.7.3 Il est important de noter qu�il existe d�autres lois de �abilité comme la

loi Normale, la loi Birnbaum-Saunders,la loi Pareto, la loi binômiale, la loi de Poisson,

la loi hypergéométrique,...

Après avoir donné les propriétés de quelques lois de probabilité qui interviennent dans

l�analyse de la �abilité, nous nous intéressons dans ce qui suit à la �abilité des systèmes.

1.8 Fiabilité des systèmes

Nous pouvons calculer la �abilité d�un système par le biais du calcul de la �abilité

par stucture (ou architecture). Le principe est de considérer qu�un système est constitué

de composants élémentaires, et que sa �abilité dépend à la fois de la �abilité de ses

composants et de la façon dont le bon fonctionnement ou la panne de chaque composant

in�ue sur le bon fonctionnement ou la panne du système tout entier [20] :

12



1.8. Fiabilité des systèmes

1.7.1 Système en série

Un système en série est un système qui ne fonctionne que si tout ses composants

fonctionnent (voir la �gure (1.4)).

FIG:1:4 Diagramme de �aibilité d�un système en série.

La durée de vie du systéme est : T = min
i=1;:::;n

Ti où Ti est la durée de vie du composant i:

La �abilité du système est alors :

RS(t) = P (T > t) = P

�
min
i=1;:::;n

Ti > t

�
= P (8i; Ti > t) =

nY
i=1

P (Ti > t) =
nY
i=1

Ri(t):

(1.7)

1.7.2 Système en parallèle

Un système en parallèle est un système tel qu�il su¢ t qu�un seul de ses composants

fonctionne pour qu�il fonctionne (voir la �gure (1.5)).

FIG:1:5 Diagramme de �aibilité d�un système en parallèle.

La durée de vie du systéme sera alors : T = max
i=1;:::;n

Ti:

Avec, Ti est la durée de vie du composant i:

La �abilité du systéme est alors :

13



1.9. Conclusion

RS(t) = P (T > t) = P

�
max
i=1;:::;n

Ti > t

�
= 1� P

�
max
i=1;:::;n

Ti � t

�
= 1� P (8i; Ti � t)

= 1�
nY
i=1

P (Ti � t) = 1�
nY
i=1

(1� P (Ti > t)) = 1�
nY
i=1

(1�Ri(t)): (1.9)

1.7.3 Système k parmi n (k=n)

Un systéme k=n est un systéme qui ne fonctionne que si au moins k composants parmi

n fonctionnent.

En particuliers

1) Le cas k = 1 correspond à un système en parallèle.

2) Le cas k = 0 correspond à un système série.

3) Si tous les composants sont indépendantes et identiques, et de même �abilité R(t),

alors :

RS(t) =
nX
j=k

CjnR
j(t)(1�R(t))n�j; t > 0 (1.10)

Remarque 1.8.1 Il existe d�autres systèmes, tels que les systèmes mixtes qui sont obtenus

en combinant des systèmes séries et des systèmes parallèles.

1.9 Conclusion

Dans cette section, nous avons rappelé quelques notions de base liées à la théorie de la

�abilité ainsi que quelques propriétés de la fonction du taux de défaillance. Nous avons

mis l�accent sur les lois de probabilité qui seront utilisées pour l�estimation de la �abilité

et du taux de défaillance. Dans le chapitre suivant, nous donnons quelques méthodes

d�estimation de la densité et de la fonction de répartition.
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CHAPITRE

2 Estimation non

paramétrique

2.1 Introduction

Un problème récurrent en statistique est celui de l�estimation non paramétrique d�une

densité f et d�une fonction de répartition F d�une v:a X à partir d�un échantillon de v:a:r

X1; X2; :::; Xn i:i:d [47]. De nombreux estimateurs de la fonction densité ont été dé�nis

(voir [3] ; [37] ; [14]), étudiés et comparés. Nous citons les estimateurs : par Histogramme,

par la méthode du noyau, par Histogramme modi�és, à base de splines et par des séries

orthogonales, ...etc.

Dans ce chapitre, nous présentons les di¤érentes méthodes d�estimation de la densité

f et de la fonction de répartition F , en particulier la méthode des séries orthogonales.

2.2 Critères d�erreurs et dé�nitions

Dans ce qui suit, nous donnons une liste des erreurs et leurs dé�nitions mathématiques :

Critères d�erreurs

- L�erreur quadratique intégrée ISE (Integrated Square Error)
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2.2. Critères d�erreurs et dé�nitions

ISE
�
f̂(x)

�
=

Z h
f(x)� f̂(x)

i2
dx =

Z h
f(x)2 + f̂(x)2 � 2f(x)f̂(x)

i
dx:

- L�erreur quadratique moyenne MSE (Mean Square Error)

MSE
�
f̂(x)

�
= E

h
f(x)� f̂(x)

i2
=
h
biaisf̂(x)

i2
+ V ar

�
f̂(x)

�
:

- L�erreur quadratique moyenne intégrée MISE ( Mean Integrated Square Error)

MISE
�
f̂
�
=

Z
MSE

�
f̂(x)

�
dx =

Z h
biaisf̂(x)

i2
dx+

Z
V ar

�
f̂(x)

�
dx:

Quelques dé�nitions

1) On dit qu�un estimateur �f de f est sans biais si :

E(f̂(x)) = f(x):

2) On dit qu�un estimateur �f de f est est asymptotiquement sans biais si :

lim
n!1

E
�
f̂(x)

�
= f (x) en tout point x pour le quel la densité f est continue.

3) On dit qu�un estimateur �f de f est est asymptotiquement uniformément sans biais

si :

lim
n�!1

sup
x
jE
�
f̂(x)

�
� f(x)j = 0:

4) On dit qu�un estimateur �f de f est ponctuellement consistant en moyenne quadra-

tique si :

lim
n!1

MSE(f(x); f̂(x)) = 0:

5) On dit qu�un estimateur �f de f est uniformément consistant en moyenne quadra-

tique intégré si :
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2.3. Estimation par Histogramme

lim
n�!1

MISE(f; f̂) = 0:

6) On dit qu�un estimateur �f de f est asymptotiquement normale si :

f̂
cv loi�! N(E(f̂(x)); V ar(f̂(x))):

2.3 Estimation par Histogramme

� Principe de la méthode

Soit X 1,X 2,. . . ,X n des v:a:i:i:d, de densité f inconnue dé�ni sur un intervalle [a, b[.

Le principe de la méthode d�histogramme est d�approcher f par une fonction en escalier.

On découpe l�intervalle [a, b[ en k classes (Ij)j=0;1;:::;k�1 avec (Ij) =]aj�1; aj] de largeur h,

h est appelé le paramétre de lissage.

� Estimation de la densité

L�estimateur de la densité au point x sur l�intervalle ]aj�1; aj] est dé�ni par :

f̂h(x) =
nj
nh

; x 2 ]aj�1; aj] : (2.1)

nj : nombre d�observations dans l�intervalle ]aj�1; aj] :

n : nombre d�échantillon.

Les propriétés asymptotiques de cet estimateur (voir [4] ; [42] ; [30]) sont données

par :

MSE(f̂h) =
f(x)

nh
+
f 0(x)2

4
[h� 2(x� aj)]

2 + o(h3) + o(n�1): (2.2)

MISE(f̂h) =
1

nh
+
h2
R
f 0(x)2dx

12
+ o(h3) + o(n�1): (2.3)

Ces deux quantités tendent vers zéro, lorsque h! 0 et nh!1.
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2.4. Estimation par la méthode du noyau

En paratique, on choisit h en fonction de n. Les règles les plus utilisées sont : règle

de Sturges [40], règle de scott [41] et règle de Freedman-Diaconis [19].

Remarque 2.3.1 La plus grande qualité de l�Histogramme est sa simplicité. Parmi

ses inconvénients, citons celui d�être trop peu sensible aux propriétés locales de f. On

outre, alors que la plupart des fonctions de densité ne sont pas des fonctions en escalier,

l�histogramme est un estimateur toujours de cette forme. L�application de certaines opéra-

tions sur l�éstimé comme par exemple une dérivée, ou une intégration, devient alors im-

possible ou trés di¢ cile à e¤ectuer.

2.4 Estimation par la méthode du noyau

� Principe le la méthode

Cette méthode généralise astucieusement la méthode d�estimation par histogramme.

L�idée de l�estimation par la méthode du noyau consiste à évaluer la densité f(x) au point

x en comptant le nombre d�observations �gurant dans un certain voisinage de x sur R: Par

dé�nition, la densité de probabilité f est égale à la dérivée de la fonction de répartition

F (si cette dérivée existe).

� Estimation de la densité

L�estimateur à noyau de la densité a été introduit par Parzen [36] et Rosenblatt [37],

depuis il est devenu un objet classique, utilisé par des statisticiens et des probabilistes.

Cet estimateur est adapté aux variables aléatoires continues. Considérons X 1, X 2,..., X n

un échantillon de v:a:i:i:d de densité f .

L�estimateur à noyau de la fonction de densité f; appelé estimateur de Parzen-Rosenblatt,

notée f̂(x) est dé�ni par :

f̂(x) =
1

n

nX
i=1

1

h
K

�
x�Xi

h

�
: (2.4)

Où, K : R! R est une fonction noyau intégrable positive, telle que, K(u) = K(�u);R +1
�1 K(u)du = 1 et

R +1
�1 K2(u)du <1 et h le paramétre de lissage.
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2.4. Estimation par la méthode du noyau

Sous les conditions suivantes :R
R xK(x)dx = 0 et �

2
K =

R
R x

2K(x)dx < 1 et h ! 1; nh ! 1 quand n ! 1, on

obtient les propriétés suivantes :

- Le biais de l�estimateur

Biais
�
f̂(x)

�
=
h2

2
f 00(x)�2K + o(h2): (2.5)

Où, f 00 est la deuxième dérivée de f:

-La variance de l�estimateur

V ar
�
f̂(x)

�
=
1

n
f (x)R(K) + o

�
1

nh

�
: (2.6)

Où : R(g) =
R +1
�1 g2(y)dy et f 00 est la deuxième dérivée de f:

- L�erreur quadratique moyenne (MSE)

MSE
�
f̂n(x)

�
=
1

4
h4�4K(f

00(x))2 +
1

nh
f (x)R(K) + o

�
h4 +

1

nh

�
: (2.7)

- L�erreur quadratique moyenne intégrée (MISE)

MISE(f̂n) =
1

4
h4�4K

Z
(f 00(x))2dx+

1

nh
R(K) + o

�
h4 +

1

nh

�
: (2.8)

� Estimation de la fonction de répartition

On dé�nit l�estimateur F̂n à noyau de F par :

F̂n(x) =
1

n

nX
i=1

H

�
x�Xi

h

�
; H (w) =

Z w

�1
K(u)du où w =

x�Xi

h
: (2.9)

Comme K(u) a une forme d�une fonction de densité, H (w) est de la forme d�une

fonction de répartiton.

Pour avoir l�analogie avec la fonction de répartiton enpirique Fn; rappelons que Fn(x)

est la moyenne des indicatrices 1]�1;x](xi):
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2.4. Estimation par la méthode du noyau

1]�1;x](xi) = 1]�1;x](xi � x)

= 1]0;+1](
xi � x

h
)

=

8<: 0 si x < xi

1 sinon.

F̂ est donc de la forme de Fn; avec unre fonction H(w) trés particulière, donnont le

saut brutale de 0 à 1 en y = 0. Lapport d�une fonction plus souple répond au même

principe général de lissage que celui appliqué à la densité. Puisque H est une primitive

de K, donc elle est continu, alors F̂ est égalment continue.

Nous avons ;

H

�
x�Xi

h

�
=

8>>><>>>:
0 si x�Xi

h
� �1

1
2
(x�Xi

h
+ 1) si � 1 < x�Xi

h
< 1

1 si x�Xi
h
� 1

Alors,

H

�
x�Xi

h

�
=

8>>><>>>:
0 si x+ h � Xi

1
2
(x�Xi

h
+ 1) si x� h < Xi < x+ h

1 si x� h � Xi

Soit le noyau K veri�ant les conditions suivantes :R 1
�1K(u)du = 1;

R 1
�1 uK(u)du = �1K = 0;

R 1
�1 u

2K(u)du = �2K <1 et
R 1
�1 u

3K(u)du =

�3K = 0:

Nous pouvons montrer que [16]:

Z 1

�1
uiH(u)du =

1

i+ 1

�
1� �i+1K

�
; i = 0; 1; 2; 3:

AlorsR 1
�1H(u)du = 1;

R 1
�1 uH(u)du =

1

2
(1� �2K) = 0;

R 1
�1 u

2H(u)du =
1

3
:
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2.4. Estimation par la méthode du noyau

En utilisant les conditions précédantes, les propriété de l�estimateur à noyau de la

fonction de répartition F sont :

- Biais de l�estimateur

Biais(F̂n(x)) = E(F̂n(x)� F (x)) =
h2

2
f 0(x)�2K + o(h2): (2.10)

- Variance de l�estimateur

V (F̂n(x)) =
1

n
F (x)(1� F (x)) +

h

n
f(x)

�Z 1

�1
H(t)dt� 1

�
+ o(h): (2.11)

- Erreur quadratique moyenne (MSE)

MSE(F̂n(x)) =
h4

4
f 02(x)�4K + o(h2) +

1

n
F (x)(1� F (x)) +

h

n
f(x)

�Z 1

�1
H(t)dt� 1

�
+ o(h): (2.12)

Quand n!1 pour h! 0 : �2K <1 et
R 1
�1H(t)dt <1 alors MSE(F̂n(x))! 0:

L�estimateur F̂n(x) est convergent en moyenne quadratique vers F (x):

- Erreur quadratique moyenne intégrée (MISE)

MISE(F̂n) =

Z
R

�
h4

4
f 02(x)�4K +

1

n
F (x)(1� F (x)) +

h

n
f(x)

�Z 1

�1
H(t)dt� 1

��
dx

+o(h2) + o(h): (2.12)

Quand n!1 pour h! 0 : �2K <1 et
R 1
�1H(t)dt <1 alors MISE(F̂n(x))! 0:

L�estimateur F̂n(x) est convergent en moyenne quadratique intégrée vers F (x):

� Choix du noyau K

Les premiers noyaux introduit dans l�estimation de la densité sont des noyaux symétriques

(voir le tableau (1.1)) :
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2.4. Estimation par la méthode du noyau

Noyau K(u)

Uniforme 1
2
I[�1;1](u):

Triangulaire (1� juj) I[�1;1](u):

Gaussien 1p
2�
e�

u2

2 , u 2 R:

Epanechnikov 3
4
p
5

�
1� u2

5

�
I
[�
p
5;
p
5]
(u):

Biweight 15
16
(1� u2)

2
I[�1;1](u):

Triweight 35
32
(1� u2)

3
I[�1;1](u):

Cosine �
4
cos
�
�u
2

�
I[�1;1](u):

Silverman 1
2
exp

�
� jujp

2

�
sin
�
jujp
2
+ �

4

�
, u > 0:

TAB:1:1 Noyaux usuels.

Lorsque nous déterminons l�estimateur de la densité de probabilité d�une v:a à support

borné [0; 1] ou semi-borné [0;+1[, l�inconvénient principal de ce type de noyaux est qu�il

assigne un poids à l�extérieur du support quand le lissage est pris en compte près du bord.

Cela cause le problème du biais de bordure et donne un estimateur non consistant. La

solution consiste alors à utiliser des noyaux asymétriques continus.

Nous citons les noyaux Beta [12] ;Gamma[13], Gaussien-inverse (GI) et Gaussien-

inverse-réciproque (GIR) [49] :

Noyau Gamma :

La première classe des noyaux gamma est :

KGam( x
h
+1;h)(t) =

t
x
h e�

t
h

�
�
x
h
+ 1
�
h
x
h
+1
; t 2 [0;+1[:

La deuxième classe est dé�nit par :

KGam(�h(x);h)(t) =
x�(1� x)�

B(�; �)
; x 2 [0; 1[:

Noyau Beta :

Le nayau beta est donné comme suit :
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2.5. Estimation par des fonctions orthogonales

KBeta(x; �; �) =
x�e�

t
h

� (�h(x))h�h(x)
; t 2 [0;+1[:

Avec, B(�; �) = �(�;�)
�(�)�(�)

et �(�) =
R +1
0

x��1e�xdx; 8� > 0:

� Choix théorique optimal du paramètre de lissage:

Il existe plusieurs méthodes pour choisir le paramètre de lissage, considérons trois

grandes classes :

� La classe des méthodes de validations croisées :

- La méthode de validation croisée biaisée[43].

- La méthode de validation croisée non biaisée ([5]; [38]).

- La méthode de validation croisée lissée[24].

� La classe des méthodes plug-in (ré-injection) :

- La règle du pouce (rule of Thumb)[44].

- Surlissage (Oversmoothing)[43].

- Plug-in itéré[41].

- Estimation optimal du paramètre de lissage[51].

� La classe des méthodes de bootstrap ([52]; [8]).

2.5 Estimation par des fonctions orthogonales

2.5.1 Principe de la méthode

Il est souvent possible d�approcher un pramètre fonctionnel g de dimension in�nie sur

un espace de dimension �nie. Si ce nouveau paramètre est facile à estimer on obtient un

estimateur de g. Le cas le plus simple est celui où g prend ses valeurs dans un espace

de Hilbert, on peut alors l�approcher par sa projection orthogonale sur un espace de

dimension �nie, convenablement choisi.
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2.5. Estimation par des fonctions orthogonales

2.5.2 Estimation de la densité

Soit (Xn; n 2 N) une suite de v.a i.i.d dé�nies sur un même espace de probabilité, de

densité de probabilité inconnue f par rapport à la mesure de Lebesgue sur R. Il s�agit

d�estimer f à partir de l�échantillon X1; :::; Xn:

Pour cela on suppose que:

� L�espace de Hilbert L2 est de dimension in�nie muni de sa norme usuelle k :k et

de son produit scalaire h:; :i ;

� fek; k 2 Ng est une base orthonormée dans L2;

� f 2 L2 tel que :

f(x) =

1X
k=0

akek(x); x 2 R: (2.13)

Avec, ak; k 2 N sont les coe¢ cients de Fourier associés à f véri�ant :

ak =

Z
R
ek(x)f(x)dx = E [ek(x)] ; k = : (2.14)

� Le développement à l�ordre dn de f(x) est donné par :

fdn(x) =
dnX
k=0

akek(x); x 2 R: (2.15)

Avec, dn !1 lorsque n!1:

âk =
1

n

nX
i=1

ek(Xi):

Par la méthode des moments, on peut estimer ak par la moyenne empirique. Ainsi,

fdn(x) peut être estimé par :

f̂dn(x) =

dnX
k=0

âkek(x); x 2 R =
1

n

dnX
k=0

nX
i=1

ek(Xi)ek(x) =
1

n

nX
i=1

Kdn (x; Xi) : (2.16)

Avec, Kdn (x; X) =
dnP
k=0

ek(X)ek (x) est le noyau de l�estimateur et dn le paramètre de

lissage.
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Remarque 2.5.1 L�expression de l�estimateur f̂dn(x) montre que l�estimateur par la

méthode des fonctions orthogonales appartient à la classe des estimateurs à noyaux et

peut donc s�exprimer sous la forme d�une somme pondérée de la variable aléatoire in-

dépendantes. En conséquence, l�étude de l�estimateur f̂dn(x) peut être faite à partir des

théorèmes généraux régissant l�estimateur à noyau.

� Propriétés des estimateurs

Les coe¢ cients âk véri�ent :

E (âk) = E

 
1

n

nX
i=1

ek (Xi)

!
=
1

n

nX
i=1

E (ek (Xi)) = E (ek (X)) = ak; 8k = 0; :::; dn:

V ar(âk) = V ar

 
1

n

nX
i=1

ek(Xi)

!
=
1

n
V ar(ek(X)); 8k = 0; :::; dn:

Théorème 2.5.1 Soient (âk)k�N les estimateurs des coe¢ cients de Fourier associés à f

, alors :

lim
n!+1

V ar(âk) = 0; 8k = 0; :::; dn:

Théorème 2.5.2 Soient (âk)k�N les estimateurs des coe¢ cients de Fourier associés à f

, alors :

lim
n!+1

E [âk � ak]
2 = 0; 8k = 0; :::; dn:

Les estimateurs (âk) sont alors asymptotiquement convergent et véri�ant la conver-

gence en moyenne quadratique.

L�estimateur f̂dn(x) est :

- Le biais est donné par

Biais
�
f̂dn(x)

�
= E

�
f̂dn(x)

�
� f(x) =

dnX
k=0

âk ek(x)� f(x) = fdn(x)� f(x) (2.17)

25



2.5. Estimation par des fonctions orthogonales

Ce qui implique que f̂dn(x) est un estimateur biaisé de f(x):

- L�erreur quadratique moyenne intégrée (MISE)

Théorème 2.5.3 (Kronmal-Tarter [26])

Si
R
f 2(x)dx <1; alors :

MISE
�
f̂dn

�
=

Z
f 2(x)dx�

dnX
k=0

a2k +

dnX
k=0

V ar(âk ): (2.18)

Les principaux résultats relatifs à la convergence de l�estimateur suivant divers modes

stochastiques sont donnés par [33].

Convergence en écart quadratique intégrée

Théorème 2.5.4 (Mizahmedov-Hasimov[31])

Supposons que :

1) sup
k
kekk1 <1 et (dn)n2N une suite d�entiers positifs avec limn!1

dn =1;

2)
P
k

dn exp
h
�kb
d2n

i
<1 , 8b >0 alors :P1

k=0 a
2
k <1 =)

R h
f̂dn(x)� f(x)

i2
dx! 0; quand n!1:

Convergence uniforme

Théorème 2.5.5 (Mizahmedov-Hasimov[31])

Si :

1)
1P
k=0

jakj k� <1; � >0;

2)
P
n

dn exp
h

�n�
(dn)

2+2�

i
<1; 8� >0, alors :

lim
n!1

d�nsup
x

h
f̂dn(x)� f(x)

i
= 0: (2.19)

Soit d la distance de la convergence uniforme sur R dé�nie par :

d
�
f̂dn; f

�
= sup

x

���f̂dn(x)� f(x)
��� : (2.20)
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2.5. Estimation par des fonctions orthogonales

Convergence uniforme presque compléte

Théorème 2.5.6 (Bosq-Lecoutre[4])

Si M = sup
j; x
jej(x)j <1 et d

�
f̂dn ; f

�
! 0; alors :

8
 > 0;
P
n

dn exp
h
�
 n

d2n

i
<1 =) d

�
f̂dn ; f

�
p:co! 0; quand n!1:

� Choix pratique du paramètre de lissage

Pour une base �xée, le choix du paramètre de lissage dn est e¤ectué en minimisant

l�erreur quadratique moyenne intégre MISE(f̂dn): Il existe plusieurs méthodes pour le

choix du paramètre de lissage. Dans ce qui suit nous nous contentons par donner deux

de ces méthodes à savoir la méthode de Kronmal-Tarter et la méthode de Bosq.

Méthode de Kronmal-Tarter [46]

L�emploi de f̂dn(x) pour estimer f(x) n�est possible qu�après avoir déterminé le nombre

optimum de termes dn de la somme. Il est naturel de choisir dn de sorte que l�erreur

quadratique intégrée MISE(f̂dn) soit minimum. La règle adoptée pour déterminer la

valeur optimum dn repose sur l�algorithme suivant :

A partir de dn = 1 on augmente la valeur de dn d�une unité jusqu�à ce queMISE(f̂dn)

augmente. On donne alors à dn la valeur qui précède juste l�augmentation duMISE(f̂dn).

On ajoutera donc à la somme le d�emen terme si et seulement si :

�dn =MISE(f̂dn)�MISE(f̂dn�1) � 0: (2.21)

En tenant compte des propriétés statistiques de l�estimateur, �dnse met sous la forme:

�dn =MISE(f̂dn(x))�MISE(f̂dn�1(x))

=

Z
f 2(x)dx+

dnX
k=0

�
V ar(bak)� a2k

�
�
"Z

f 2(x)dx+
dnX
k=0

�
V ar(bak)� a2k

�#

=
(n+ 1)

n
V ar(edn(X))� E(edn(X)

2):
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2.5. Estimation par des fonctions orthogonales

Posons alors �i = edn(Xi); i = 1; :::; n et � =
1

n

nX
i=1

�i:

On peut alors dé�nir un estimateur symétrique sans biais de �dn donné par :

b�dn =
1

n

"
n+ 1

n� 1

nX
i=1

(�i � �)2 �
nX
i=1

�2i

#
: (2.22)

L�optimum d� est alors de la forme :

d� =

8<: inf fdn ; 1 � dn � Dg b�d > 0

D sinon.

Méthode de Bosq

Bosq [18] a proposé un estimateur du paramètre de lissage dn donné par :

bdn = max fj : 0 � j � dn; jbajj � 
ng ; (2.23)

Avec


n = c

r
log n

n
; c > 0:

Proposition [18]

1) Si dn
n
! 0 on a : MISE(f̂dn)! 0:

2) Si
P

n jajj <1 et
P

n dn exp
h
� n
d2n
a
i
<1; a > 0;

Alors

sup
x�E

���f̂dn(x)� f(x)
��� p:s! 0:

2.5.3 Estimation de la fonction de répartition

Soit (Xn; n 2 N) une suite de v.a i.i.d dé�nies sur un même espace de probabilité, de

densité de probabilité inconnue f(x) et de fonction de répartition F (x) sur [a; b] : Il s�agit

d�estimer F (x) à partir de l�échantillon X1; :::; Xn:

Pour cela on suppose que:
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2.5. Estimation par des fonctions orthogonales

� L�espace de Hilbert L2 est de dimension in�nie muni de sa norme usuelle k :k et

de son produit scalaire h:; :i ;

� fek; k 2 Ng est une base orthonormée dans L2 ([a; b]) ;

� F 2 L2 tel que :

Fdn(x) =

+1X
k=0

Akek(x); x 2 [a; b] : (2.24)

Avec, Ak; k 2 N sont les coe¢ cients de Fourier associés à f véri�ant :

Ak =

Z b

a

ek(x)F (x)dx; k 2 N: (2.25)

� Le dévloppement à l�ordre dn de F (x) est donné par :

Fdn(x) =
dnX
k=0

Akek(x); x 2 [a; b] : (2.26)

Supposons que
+1P
k=0

Akek(x) uniformément convergente sur [a; b], et chaque fonction

ek(x) est continue. Pour tout x 2 [a; b], l�estimateur de est donné par :

F̂dn(x) =
dnX
k=0

Âkek(x); x 2 [a; b] : (2.27)

Avec, dn !1 lorsque n!1 ,et

pour k = 0; :::; dn Âk =
1

n

nX
i=1

	k(Xi) et 	k(y) =
Z b

a

ek(x)1x�y�0dx:

Où, 1B(x) = 1 si x 2 B et 1B(x) = 0 si x =2 B:

D�où

Âk =
1

n

nX
i=1

Z b

Xi

ek(x)dx; x 2 [0; b] et k = 0; :::; dn: (2.28)

� Propriétés des estimateurs

Les coe¢ cients Âk véri�ent :

E
�
Âk

�
= E

 
1

n

nX
i=1

Z b

Xi

ek(x)dx

!
=
1

n

nX
i=1

E

�Z b

Xi

ek(x)dx

�
; 8k = 0; :::; dn:

V ar(âk) = V ar

 
1

n

nX
i=1

Z b

Xi

ek(x)dx

!
=
1

n2

nX
i=1

V ar

�Z b

Xi

ek(x)dx

�
; 8k = 0; :::; dn:
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2.5. Estimation par des fonctions orthogonales

Les deux théorèmes suivants nous donnent le comportement asymptotique de la

variance et de l�erreur quadratique de l�estimateur.

Théorème 2.5.7 Soient (Âk)k�N les estimateurs des coe¢ cients de Fourier associés à F ,

alors :

lim
n!+1

V ar(Âk) = 0; 8k = 0; 1; :::

Théorème 2.5.8 Soient (Âk)k�N les estimateurs des coe¢ cients de Fourier associés à F ,

alors :

lim
n!+1

E
h
Âk � Ak

i2
= 0; 8k = 0; 1; :::

Les estimateurs (Âk) sont alors asymptotiquement convergent et véri�ant la conver-

gence en moyenne quadratique.

Propriétés de l�estimateur F̂dn(x)

- Le biais est donné par

Biais
�
F̂dn(x)

�
= E

 
dnX
k=0

Âkek(x)

!
�

dnX
k=0

Akek(x) = �
1X

k=dn+1

Akek(x) (2.29)

Ce qui implique que F̂dn(x) est un estimateur biaisé de Fdn(x):

- La variance de F̂dn(x) est donné par :

V ar(F̂dn(x)) = V ar

 
dnX
k=0

Âkek(x)

!
=

dnX
k=0

e2k(x)V ar
�
Âk

�
+

dnX
k 6=j

Cov
�
Âk; Âj

�
ek(x)ej(x)

(2.30)

- L�erreur quadratique moyenne intégrée (MISE)

MISE
�
F̂dn

�
=

dnX
k=dn+1

Â2k +
dnX
k=0

V ar(Âk): (2.31)
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2.5. Estimation par des fonctions orthogonales

� Choix pratique du paramètre de lissage

Méthode Kronmal et Tarter

Il est naturel de choisir dn de sorte que l�erreur quadratique moyenne intégréeMISE(F̂dn)

soit minimum. La règle adoptée pour déterminer la valeur optimum dn repose sur

l�algorithme suivant :

Algorithme

A partir de dn = 1 on augmente la valeur de dn d�une unité jusqu�à ce que MISE

augmente on donne alors à dn la valeur qui précède juste l�augmentation MISE. On

ajoutera donc à la somme (2.27) le di�emeterme si et seulement si

�dn =MISE(F̂dn)�MISE(F̂dn�1) � 0:

Notons que l�expression (2.31) est en fonction des coe¢ cient de Fourier associés à la

densité de probabilité f(x). Donc le signe de
h
MISE(F̂dn)�MISE(F̂dn�1)

i
est égale

au signe de
h
MISE(f̂dn)�MISE(f̂dn�1)

i
.Par conséquent, le paramètre de lissage qui

minimise l�erreur quadratique moyenne intégrée associée à la fonction de répartition est

donnée par :

d� =

8<: inf fdn ; 1 � dn � dg b�d > 0

d sinon.
(2.32)

Où, b�dn =
1
n

�
n+1
n�1

Pn
i=1(�i � �)2 �

Pn
i=1 �

2
i

�
; avec �i =

R b
Xi
edn(x)dx et � =

1

n

nP
i=1

�i:

Méthode de Saadi et Adjabi [45]

La valeur de dn optimale etant celle qui minimise le MISE, alors par intégration par

partie on obtient :

MISE(F̂dn) =

Z b

a

F (x)2dx+
dnX
k=0

h
var(Âk)� A2k

i
= b�2E(XF (X))+

dnX
k=0

h
var(Âk)� A2k

i
:

Le paramètre de lissage optimal d�est obtenu en minimisant un estimateur duMISE(F̂dn).

Il est donné par :
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2.5. Estimation par des fonctions orthogonales

d� = Argmin
0�d�dn

"
b� 2

n

nX
i=0

 �i;d(Xi) +

dnX
k=0

1

n

 
nX
i=0

n+ 1

n� 1(#i;k �
�#k)

2 � #2i;k

!#
; (2.33)

Où, #i;k =
R b
Xi
ek(x)dx; �# =

1
n

nP
i=0

#i;k et  �i;k(x) = 1
n�1

nP
j=0j 6=i

dnP
k=1

#j;kxek(x):

2.5.4 Choix pratique de la base

Le choix primaire de la base dépend du support de la fonction à estimer. En général

lorsque le support est la droite réelle ]-1;+1[ ou la demi droite réelle [0;+1[, alors les

fonctions d�Hermite et Laguerre sont recommandées voir [54]. Dans le cas où nous n�avons

aucune information sur le support, on peut utiliser les fonctions d�Hermite. Les fonctions

d�Hermite donnent de bons résultats au voisinage de la loi normale réduite pour la densité

puisque le premier élément de la base e0(x) = ��
1
2 exp(�x2

2
) est la densité d�une v.a de

loi normale centrée réduite N(0; 1). Au voisinage d�une loi normale quelconque on peut

considérer des fonctions d�Hermite modi�ées.

e1j(x) = ej

�
x� �X

Sn

�
; j 2 N: (2.34)

O�u : �X = 1
n

nP
i=1

Xi; et S2n =
1
n

nP
i=1

�
Xi � �X

�2
:

Si le support de f est un intervalle compact, tel que [0; 1], alors les fonctions trigonométriques

et séries de Fourier sont recommandées. En particulier, la base cosinus [17] est aussi con-

venable puisqu�elle se rapproche bien des densités apériodiques. Une discussion sur la

base trigonométrique peut être trouvée dans [9]. Les polynômes orthogonaux, y compris

Legendre, Gegenbauer, Jacobi et Chebyshev sont souvent choisis ([54]; [10] ; [7]). Les bases

d�ondelettes sont d�une grande opportunité. Une complication technique dans l�utilisation

d�ondelettes pour l�estimation de la densité est qu�aucune formule achevée n�est disponible.

En�n, notons que, dans de nombreux cas, le choix entre un support compact contre un

support in�ni peut être compliqué voir ([55]; [23]). Wahba suggère que «Dans de nom-

breuse applications, il pourrait être préférable de présumer que la vraie densité est à

support compact et mettre à l�échelle les données à l�intérieur de l�intervalle [0; 1]» .
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On constate qu�il n�y a pas de solution évidente qui ce dégage. En e¤et, les systéme

orthonormaux sont trés variés, et il n�existe pas de théorème qui permet de conseiller un

systèmes particulier.

2.5.5 Exemples d�estimateurs

Nous allons présenter dans cette partie quelques estimateurs particuliers pour la fonction

densité.

� Estimteurs associés aux fonctions trigonométriques

Estimateur de Dirichlet [57]

I = [��; + �] est un intervalle de R: La base orthonormale est dé�nie par:

e1 =
1p
2�
; e2k =

cos(kx)p
�

; e2k+1 =
sin(kx)p

�
; x 2 [��; + �] ; k = 1; 2; :::

L�estimateur de Dirichlet est donné par:

f̂dn(x) =
1

2n �

nX
i=1

sin

��
Xi � x

2

��
2

�
dn
2

�
+ 1

��
sin

�
Xi � x

2

� ; x 2 [��; �] pour x 6= Xi .

Estimateur de Fejer [46]

Soit f une fonction nulle en dehors de I = [a; b], un intervalle de R. On considère les

systèmes orthogonaux suivants :

fcos k�
�
x� a

b� a

�
, k = 0; 1; :::g;

fsin k�
�
x� a

b� a

�
, k = 0; 1; :::g et

fcos k�
�
x� a

b� a

�
, sin k�

�
x� a

b� a

�
, k = 0; 1; :::g:

Kronmal et Tarter [26] estiment f(x) à partir d�un développement en série de Fourier.

Ils proposent respectivement trois estimateurs :
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f̂dn(x) =
c0
2
+

dnX
k=1

ck cos k�

�
x� a

b� a

�
;

f̂ 1dn(x) =
dnX
k=1

sk sin k�

�
x� a

b� a

�
f̂ 2dn(x) =

f̂ 1dn(x) + f̂dn(x)

2
:

Dans ces formules ck et sk représentent les moments trigonométriques de l�échantillon.

C�est - à- dire :

ck =
c0
n

dnX
k=1

cos k�

�
Xi � a

b� a

�
, sk =

c0
n

dnX
k=1

sin k�

�
Xi � a

b� a

�
; c0 =

2

b� a
:

Où a et b sont deux constantes arbitraire telles que : a � b:

Remarque 2.5.2 L�inconvénient essentiel de ce type d�estimateur réside dans le fait que

les fonctions f̂dn(x); f̂
1
dn
(x); f̂ 2dn(x) peuvent prendre des valeurs négatives sur [a; b]. Cet

inconvénient, signalé par Kronmal et Tarter, se produit très rarement en pratique dés

que n est su¢ samment grand mais sa probabilité d�apparition augmente, plus ou moins

suivant f(x), lorsque n diminu. Cette possible négativité de f̂dn(x) limite pratiquement

l�emploi de ces estimateurs à l�étude de trés grand échantillons. On peut contourner cette

di¢ cultée en remplaçant la série de Fourier par celle de Fejer. En e¤et, la somme de

Fejer correspondante est toujours positive ou nulle sur l�intervalle [a; b] considéré, quelle

que soit la taille de l�échantillon. Dans ce cas, L�estimateur de f(x) est alors dé�ni par :

gdn(x) =
c0
n
+

dnX
k=1

�
1� k

dn + 1

�
[ck cos(kz(x)) + sk sin(kz(x))] ; x 2 [a; b]

Où, z(x) = 2�(x�a)
b�a ;
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ck =
c0
n

nX
i=1

cos(kz(Xi)) est l0estimateur sans biais de ck = c0

Z a

b

f(x) cos(kz(x))dt ,

sk =
c0
n

nX
i=1

sin(kz(Xi)) est l�estimateur sans biais de sk = c0

Z a

b

f(x) sin(kz(x))dt ,

et c0 = 2
b�a

Théorème 2.5.9 (Asselin de Beauville [1])

gdn(x) est toujours positif ou nul, il peut s�écrire sous la forme :

gdn(x) =
c0

2n(dn + 1)

nX
i=1

2664sin(dn + 1)
vi(x)

2

sin

�
vi(x)

2

�
3775
2

; vi(x) =
2�(Xi � x)

b� a
;Xi 6= x et x 2 [a; b]:

Estimateur de Saadi et Adjabi [45]

La base proposés par Saadi et Adjaibi est donnée par:

ek(x) =
1p
2�
(cos (kx) + sin (kx)) 1[��; +�](x); k = 0; 1; :::

L�estimateur de la densté associé à la base trigonométrique est de la forme:

f̂dn(x) =
1

4�n

nX
i=1

24sin (2dn+1)(Xi�x)2

sin (Xi�x)
2

+
sin

(2dn+1)(�2�(Xi+x))
2

sin
�
2
�(Xi+x)
2

35 ; Xi 6= x et x 2 [��; �]:

� Estimateur associé au fonctions d�Hermite [25]

Les fonctions d�Hermite sont données par les formules suivantes :

ej(x) = (2
jj!�

1
2 )

�1
2 Qj(x) exp(�

x2

2
); x 2 R; j = 0; 1; :::

Où, Qj(x) est le ji�eme polynôme d�Hermite dé�ni par :

Qj(x) = (�1)j exp(�x2)
dj

dxj
exp(x2); x 2 R; j = 0; 1; :::

Le noyau d�Hermite est dé�ni par :
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Kdn(X; x) =
dn + 1

2

�
Qdn+1(X)Qdn(x)�Qdn(X)Qdn+1(x)

X � x

�
; X 6= x

L�estimateur de f(x) est de la forme :

f̂dn(x) =
dn + 1

2n

nX
i=1

�
Qdn+1(Xi)Qdn(x)�Qdn(Xi)Qdn+1(x)

Xi � x

�
; x 2 R:

� Estimateur associé au fonction de Laguerre [46]

Les fonctions de Laguerre sont dé�nies par :

Li(x) =

�
�(dn + 1)

�(dn + 1 + �)
x�� exp(x)

� 1
2 1

i!

di

dxi
(xi+� exp(�x)); i � 0; x � 0:

Où, �(:) est la fonction gamma d�Euler, dé�nie pour tout réel positif a par :

�(a) =

Z 1

0

xa�1e�xdx:

Le noyau de Laguerre associé est dé�ni par :

Kdn(X; x) =
�(dn + 1)

�(dn + 1 + �)

�
Ldn+1(X)Ldn(x)� Ldn(X)Ldn+1(x)

X � x

�
; X 6= x:

L�estimateur de f(x) est de la forme :

f̂dn(x) =
�(dn + 1)

n�(dn + 1 + �)

nX
i=1

�
Ldn+1(Xi)Ldn(x)� Ldn(Xi)Ldn+1(x)

Xi � x

�
; x � 0:

� Estimateur associé aux pôlynomes de Legendre [33]

Les fonctions de Legendre sont dé�nies par :

pi(x) =

r
2i+ 1

2

1

2ii!

di

dxi
((x2 � 1)i); x 2 [�1; 1]; i � 0:

Le noyau associé est dé�ni par :
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2.6. Conclusion

Kdn(X; x) =

dnX
i=1

pi(X)pi(x)

=
dn + 1p

2dn + 1
p
2dn + 3

�
pdn(X)Ldn+1(x)� pdn+1(X)Ldn(x)

x�X

�
; X 6= x

L�estimateur de f(x) est de la forme :

f̂dn(x) =
dn + 1

n
p
2dn + 1

p
2dn + 3

nX
i=1

�
pdn(Xi)Ldn+1(x)� pdn+1(Xi)Ldn(x)

x�Xi

�
; x 2 [�1; 1]:

2.6 Conclusion

Nous avons mis en �uvre dans ce chapitre di¤érentes méthodes d�estimations non

paramétriques de la densité ainsi que la fonction de répartition, en particulier la méthode

des fonctions orthogonale. Nous avons donné les principales propriétés de cette méthode

et quelques estimateurs basés sur des systèmes orthonormaux particuliers.
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CHAPITRE

3 Estimation du taux de

défaillance: application à

base de Dirichlet

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons les estimateurs des fonctions de densité et de

répartition par la méthode des fonctions orthogonales, relativement à la base de Dirichlet

pour l�estimation du taux de défaillance. Une simulation est e¤ectuée pour connaitre le

comportement des estimateurs.

Soit X1; X2; :::; Xn une suite de variable aléatoires indépendantes et identiquement

distribuées de la densité de probabilité inconnue f sur [��; �]. Il s�agit d�estimer f(x) à

partir des observations x1; x2; :::; xn:

La base de Dirichlet est dé�nie par :

e1(x) =
1p
2�
; e2k(x) =

cos(kx)p
�

; e2k+1(x) =
sin(kx)p

�
pour x 2 [��; �] et k � 1:

Les donnés de �abilité étant positive, nous considérons un intervalle [0; b] ; b > 0:

La base de Dirichlet sur [0; b] est alors :

e1(x) =
1p
b
; e2k(x) =

r
2

b
cos

�
2k�

b

�
x� b

2

��
; e2k+1(x) =

r
2

b
sin

�
2k�

b

�
x� b

2

��
:

(3.1)
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3.2. Estimation de la densité

Avec x 2 [0; b] et k � 1:

3.2 Estimation de la densité

En utilisant les relations (2.13) à (2.15) et les notations suivantes :

Pour, �k = E

�
sin

�
2k�

b

�
X � b

2

���
et 
k = E

�
cos

�
2k�

b

�
X � b

2

���
:

On obtient :

� Les coe¢ cients de fourier sont donnés par :

ak = E [ek(X)] , k = 1; :::; dn: (3.2)

a1 =
1p
b
, k = 1; :::; dn:

a2k =

r
2

b

k , k = 1; :::; dn: (3.3)

a2k+1 =

r
2

b
�k , k = 1; :::; dn:

Les estimateurs des coe¢ cients par la méthode des moments sont données par :

âk =
1

n

nX
i=1

ek(Xi) , k = 1; :::; dn: (3.4)

â2k =

r
2

b

̂k: (3.5)

â2k+1 =

r
2

b
�̂k: (3.6)

Où, 
̂k =
1

n

nP
i=1

cos

�
2k�

b

�
x� b

2

��
et �̂k =

1

n

nP
i=1

sin

�
2k�

b

�
x� b

2

��
:


̂k et �̂k sont des estimateurs sans biais de 
k et �k, respectivement.

� L�estimation de la densité est alors donné par :
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3.2. Estimation de la densité

f̂dn(x) =

dnX
k=1

âkek(x)

=
1

b
+
2

nb

nX
i=1

MnX
k=1

cos

�
2k�

b
(Xi � x)

�
; x 2 [0; b]

Où : Mn =

�
dn
2

�
et
�
dn
2

�
est la partie entière de

dn
2
:

En utilisant le fait que :
mP
k=0

cos(k y) =

sin

��
m+ 1

2

�
y

�
cos

�
my

2

�
sin

�
y

2

� :

On obtient :

f̂dn(x) =
1

b
+
2

nb

nX
i=1

MnX
k=1

cos (ky) ; avec y =
2k�

b
(Xi � x)

=
1

b
+
2

nb

nX
i=1

 
MnX
k=0

cos (ky)� 1
!
; avec y =

2k�

b
(Xi � x)

= �1
b
+
2

nb

nX
i=1

2664sin
�
Mn + 1

2
y

�
cos

�
Mn

2
y

�
sin
�y
2

�
3775 ; avec y =

2k�

b
(Xi � x)

= �1
b
+
2

nb

nX
i=1

2664
1

2
sin

�
(2Mn + 1)

2
y

�
sin
�y
2

� +
1

2

3775 ; avec y =
2k�

b
(Xi � x)

D�où,

f̂dn(x) =
1

nb

nX
i=1

24sin
��
b
(2Mn + 1) (Xi � x)

�
sin
��
b
(Xi � x)

�
35 ; Xi 6= x ; x 2 [0; b] : (3.7)

3.2.1 Propriétés des (âk)k�N

Les propriétés statistiques des (âk)k�N seront très utiles pour établir les propriétés

statistiques de l�estimateur f̂dn(x) qui seront données dans la section suivantes.
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3.2. Estimation de la densité

� Propriétés statistique

Théorème 3.2.1 Soient (âk)k�N les estimateurs des coe¢ cients de Fourier associés à

f , alors :

1�= E(âk) = ak ; k = 1; :::; dn: (3.8)

2�= V (â2k) =
1

nb

�
1 + 
2k � 2
2k

�
: (3.9)

V (â2k+1) =
1

nb

�
1� 
2k � 2�2k

�
: (3.10)

3�= Cov(â2k0 ; â2j0) =
2

nb

�
1

2
(
k0+j0 + 
k0�j0)� 
k0
j0

�
: (3.11)

Cov(â2k0 ; â2j0+1) =
2

nb

�
1

2
(�k0+j0 � �k0�j0)� 
k0�j0

�
: (3.12)

Cov(â2k0+1; â2j0+1) =
2

nb

�
1

2
(
k0�j0 � 
k0+j0)� �k0�j0

�
: (3.13)

Preuve

1�= On a

E(â2k) =

r
2

b

k = a2k:

E(â2k+1) =

r
2

b
�k = a2k+1:

D�où, â2k et â2k+1 sont des estimateurs sans biais de a2k et a2k+1; respectivement.

2�= On a

V ar(âk) =
1

n
V ar(ek(X))

V ar(â2k) = V ar

 r
2

b

̂k

!
=
2

b
V ar (
̂k) =

2

nb
V ar

�
cos

�
2k�

b

�
X � b

2

���
=
2

nb

�
E

�
cos2

�
2k�

b

�
X � b

2

���
� 
2k

�
:
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3.2. Estimation de la densité

Où, E
�
cos2

�
2k�

b

�
X � b

2

���
= E

26641 + cos
4k�

b

�
X � b

2

�
2

3775 = 1

2
+
1

2

2k:

D�où : V ar(â2k) =
1

nb

�
1 + 
2k � 2
2k

�
:

On appliquons les même étapes précédentes ont trouve

V ar(â2k+1) =
1

nb

�
1� 
2k � 2�2k

�
:

3) On a

Cov(âk; âj) = E [âkâj]� akaj:

On a trois cas possibles :

1�emecas : k pair et j pair, k = 2k0, j = 2j0

Cov(e2k0(X); e2j0(X)) = E [â2k0 â2j0 ]� a2k0a2j0 :

Où : E [â2k0 â2j0 ] = E

�
2

b

̂k0 
̂j0

�
=
2

b
E [
̂k0 
̂j0 ] :

E [â2k0 â2j0 ] =
2

b

"
E

 
1

n2

nX
i=1

cos

�
2k0�

b

�
Xi �

b

2

�� nX
l=1

cos

�
2j0�

b

�
Xl �

b

2

��!#

=
2

b

�
1

n
E

�
cos

�
2k0�

b

�
Xi �

b

2

��
cos

�
2j0�

b

�
Xl �

b

2

���
+
n� 1
n


k0
j0

�
=
2

b

�
1

2n
(
k0+j0 + 
k0�j0) +

n� 1
n


k0
j0

�
:

D�où : Cov(â2k0 ; â2j0) =
2

nb

�
1

2
(
k0+j0 + 
k0�j0)� 
k0
j0

�
:

2�emecas :k pair et j impair, k = 2k0, j = 2j0 + 1

Cov(e2k0(X); e2j0+1(X)) = E [â2k0 â2j0+1]� a2k0a2j0+1:

Où : E [â2k0 â2j0+1] = E

�
2

b

̂k0 �̂j0

�
=
2

b
E
h

̂k0 �̂j0

i
:
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3.2. Estimation de la densité

E [â2k0 â2j0+1] =
2

b

"
E

 
1

n2

nX
i=1

cos

�
2k0�

b

�
Xi �

b

2

�� nX
l=1

sin

�
2j0�

b

�
Xl �

b

2

��!#

=
2

b

�
1

n
E

�
cos

�
2k0�

b

�
Xi �

b

2

��
sin

�
2j0�

b

�
Xl �

b

2

���
+
n� 1
n


k0�j0

�
E [â2k0 â2j0+1] =

2

b

�
1

2n
(�k0+j0 � �k0�j0) +

n� 1
n


k0�j0

�
:

D�où : Cov(â2k0 ; â2j0+1) =
2

nb

�
1

2
(�k0+j0 � �k0�j0)� 
k0�j0

�
:

3�emecas :k impair et j impair, k = 2k0 + 1, j = 2j0 + 1

Cov(e2k0+1(X); e2j0+1(X)) = E [â2k0+1â2j0+1]� a2k0+1a2j0+1:

Où : E [â2k0+1â2j0+1] = E

�
2

b
�̂k0 �̂j0

�
=
2

b
E
h
�̂k0 �̂j0

i
:

E [â2k0+1â2j0+1] =
2

b

"
E

 
1

n2

nX
i=1

sin

�
2k0�

b

�
Xi �

b

2

�� nX
l=1

sin

�
2j0�

b

�
Xl �

b

2

��!#

=
2

b

�
1

n
E

�
sin

�
2k0�

b

�
Xi �

b

2

��
sin

�
2j0�

b

�
Xl �

b

2

���
+
n� 1
n

�k0�j0

�
E [â2k0+1â2j0+1] =

2

b

�
1

2n
(
k0�j0 � 
k0+j0) +

n� 1
n

�k0�j0

�
:

D�où : Cov(â2k0+1; â2j0+1) =
2

nb

�
1

2
(
k0�j0 � 
k0+j0)� �k0�j0

�
:
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3.2. Estimation de la densité

3.2.2 Propriétés de f̂dn

� Propriétés Statistiques

Biais de l�estimateur

Biais(f̂dn(x)) =
1

�
X

k=dn+1

akek(x)

=

1

�
X

2k�dn+1

a2ke2k(x)�
1X

2k+1�dn+1

ak+1ek+1(x)

=

1

�
X

k�Mn+1

a2ke2k(x)�
1X
k��

a2k+1e2k+1(x)

= �
1X

k�Mn+1


k cos

�
2k�

b

�
Xi �

b

2

��
�

1X
k��

�k sin

�
2k�

b

�
Xi �

b

2

��
; x 2 [0; b] :

Où, Mn =

�
dn
2

�
et � =

8<: Mn + 1 si dn est impair:

Mn si dn est pair.
.

D�où, on conclue que l�estimateur f̂ de f est un estimateur biaisé.

Variance de l�estimateur

V ar(f̂dn(x)) = V ar

 
dnX
k=1

âkek(x)

!
=

dnX
k=1

e2k(x)V ar (âk) +
dnX
k 6=j

Cov (âk; âj) ek(x)ej(x)

=
1

n

"
MnX
k=1

2

nb2
cos2

�
2�k

b

�
x� b

2

���
1 + 
2k � 2
2k

�
+

MnX
k=1

2

nb2
sin2

�
2�k

b

�
x� b

2

���
1 + 
2k � 2�2k

�
+

MnX
k0 6=j0

4

nb2
cos

�
2�k0

b

�
x� b

2

��
cos

�
2�j0

b

�
x� b

2

���
1

2
(
k0+j0 + 
k0�j0)� 
k0
j0

�

+
MnX
k0 6=j0

4

nb2
sin

�
(2k0 + 1) �

b

�
x� b

2

��
sin

�
(2j0 + 1) �

b

�
x� b

2

��
�
1

2
(
k0�j0 � 
k0+j0)� �k0�j0

�
+

MnX
k0 6=j0

4

nb2
cos

�
2k0�

b

�
x� b

2

��
sin

�
(2j0 + 1) �

b

�
x� b

2

���
1

2
(�k0+j0 � �k0�j0)� 
k0�j0

��
:
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3.2. Estimation de la densité

Avec, Mn =

�
dn
2

�
:

Erreur quadratique moyenne

MSE(f̂dn(x)) = V ar(f̂dn(x)) +Biais
2(f̂dn(x)):

Erreur quadratique moyenne intégrée

MISE(f̂dn) =

Z b

0

E
h
f̂dn(X)� f (X)

i2
dx =

Z b

0

f 2(x)dx+

dnX
k=0

�
V ar (âk)� a2k

�
=

Z b

0

f 2(x)dx� 1
b
+
1

nb

MnX
k�1

�
2� 2 (1 + n)

�

2k + �2k

��
:

� Popriétés Asymptotiques

Biais asymptotique

Théorème 3.2.2 Si dn ! 1 quand n ! 1, l�estimateur f̂dn(x) est esymptotiquement

sans biais.

Variance asymptotique

Théorème 3.2.3 Si dn est d�ordre inférieur à
p
n c.à.d(dn = o(

p
n)) ; alors :

lim
n!1

V (f̂dn(x)) = 0:

Convergence en moyenne quadratique

Théorème 3.2.4 Si dn est d�ordre inférieur à
p
n c.à.d(dn = o(

p
n)) ; et dn !1 quand

n!1. L�estimateur f̂dn(x) est alors un estimateur convergent en moyenne quadratique.

C�est-à-dire :

lim
n!1

MSE(f̂dn(x)) = lim
n!1

E
h
f̂dn(x)� f(x)

i2
= 0:

45



3.3. La fonction de répartition

Convergence en moyenne quadratique intégrée

Théorème 3.2.5 (Bleuez et Bosq [6])

Si f 2 L2, pour que E
�R b

0

���f̂dn(x)� f(x)
���2 dx�! 0; il faut et il su¢ t que

dn
n
! 0:

3.3 La fonction de répartition

Soit X1; X2; :::; Xn une suite de v:a:i:i:d de la densité inconnue f(x) et d�une fonction

de répartition F (x) dé�nie sur [0; b]. Il s�agit d�estimer F (x) à partir des observations

x1; x2; :::; xn:

Les coe¢ cients de Fourier :

Ak =

Z b

0

ekF (x)dx , k = 1; :::; dn: (3.14)

Sont donnés par :

A1 =
1p
b
(b� �) ; � = E [X] ; (3.15)

A2k =
b

k�

h
(�1)k+1 + 
k

i
; 
k = E

�
cos

2k�

b

�
X � b

2

��
, (3.16)

et A2k+1 = �
1

k�

r
b

2
�k; �k = E

�
sin
2k�

b

�
X � b

2

��
, k � 1: (3.17)

Les estimateurs des (Ak)k2N sont donnés on utilisant la méthode des moments par :

Âk =
1

n

nX
1=1

Z b

Xi

ek(x)dx; x 2 [0; b] ; k = 1; :::; dn: (3.18)

Â1 =
1p
b

�
b� �X

�
, �X =

1

n

nX
i=1

Xi: (3.19)

Â2k =
1

k�

r
b

2

h
(�1)k+1 + 
̂k

i
; 
̂k =

1

n

nX
i=1

cos

�
2k�

b

�
Xi �

b

2

��
, (3.20)

Â2k+1 = �
1

k�

r
b

2
�̂k; �̂k =

1

n

nX
i=1

sin

�
2k�

b

�
Xi �

b

2

��
. (3.21)
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3.3. La fonction de répartition

Où, �̂k et 
̂k sont les estimateurs de �k et 
k respectivement.

En utilisant les même étapes que la fonction de densité, l�estimateur F̂dn(x) de Fdn(x)

est donné par :

F̂dn(x) =

�
1�

�X

b

�
� 2
n

nX
i=1

MnX
k�1

1

k�

�
sin

�
k�Xi

2

�
cos

�
k�(2x�Xi)

2

��
; Xi 6= x et x 2 [0; b] :

(3.22)

3.3.1 Propriétés de F̂dn

� Propriétés statistiques

Biais de l�estimateurs

Biais
�
F̂dn(x)

�
= �

X
k�Mn+1

1

k�

h
(�1)k+1 + 
̂k

i
sin

�
2k�

b

�
x� b

2

��
�
X
k��

1

k�
�̂k cos

�
2k�

b

�
x� b

2

��
:

Où, � =

8<: Mn + 1 si dn est impair:

Mn si dn est pair.
(1)

Avec, Biais
�
F̂dn(x)

�
! 0; n! +1:

Variance de l�estimateur

V ar
�
F̂dn(x)

�
=

�2

nb2
+

MnX
k=1

�
1

2n (k�) 2

��
1� 
2k � �2k

�
+
�

2k � �2k + 
2k

�
cos

�
4k�

b

�
x� b

2

����

+
MnX
k=1

1

2nk�

�
ak sin

�
2k�

b

�
x� b

2

��
+ bk cos

�
2k�

b

�
x� b

2

���

�
MnX
k=1

1

2n�2

�
ck sin

�
2k�

b

�
x� b

2

��
cos

�
2k�

b

�
x� b

2

���

�
MnX
k=1

MnX
j=1

k 6=j

1

2n�2

�
dk sin

�
2�

b
(k � j)

�
x� b

2

��
� gk cos

�
2�

b
(k + j)

�
x� b

2

���
:
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3.3. La fonction de répartition

Où :

8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

ak = E

�
X cos

�
2k�

b

�
x� b

2

���
+ �
k:

bk = E

�
X sin

�
2k�

b

�
x� b

2

���
� ��k:

ck =
�k+j � �k�j

2
� �k�j:

dk = 
k�j � 
k
j � �k�j:

gk = 
k+j � 
k
j � �k�j:

Erreur quadratique moyenne

MSE(F̂dn(x)) = V ar(F̂dn(x)) +Biais
2(F̂dn(x)):

Erreur quadratique moyenne intégrée

MISE(F̂dn) =
�2

nb
+

MnX
k=1

b

2n (k�) 2
�
1� 
2k � �2k

�
+

X
k�Mn+1

b

2k�

h
(�1)k+1 + 
̂k

i
+
X
k��

1

k�
�̂2k :

Où, � véri�e (1) :

� Propriétés asymptotiques

Biais asymptotique

Théorème 3.3.1 Si dn ! 1 lorsque n! 1, l�estimateur F̂dn(x) est asymptotiquement

sans biais.

Variance asymptotique

Théorème 3.3.2 Si dn = o (
p
n) et dn !1 lorsque n!1, alors :

lim
n!1

V ar
�
F̂dn(x)

�
= 0:

Convergence en moyenne quadratique

Théorème 3.3.3 Si dn = o (
p
n) et dn !1 lorsque n!1, alors :

lim
n!1

MSE
�
F̂dn(x)

�
= lim

n!1
E
h
F̂dn(x)� F (x)

i2
= 0:
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3.4. Estimation de la �abilité et du taux défaillance

Convergence en moyenne quadratique intégrée

Théorème 3.3.4 Si dn = o (
p
n) et dn !1 lorsque n!1, alors :

lim
n!1

MISE
�
F̂dn(x)

�
= lim

n!1
E

Z b

0

h
F̂dn(x)� F (x)

i2
dx = 0:

3.4 Estimation de la �abilité et du taux défaillance

L�estimateur de la �abilité peut être obtenu à partir de l�estimateur de la fonction de

répartition assicié à la base de Dirichlet dé�nit dans (3.22)

R̂dn(x) = 1� F̂dn(x) (3.23)

L�estimateur du taux de défaillance est alors donné par :

�̂dn(x) =
f̂dn(x)

R̂dn(x)
; x > 0: (3.24)

Où, f̂dn(x) est l�estimateur associé à la base Dirichlet de la fonction densité dé�nie

dans la formule (3:6) :

3.5 Simulation

3.5.1 Position du problème

Soit une variable aléatoire X qui représente la durée de vie d�un élément (durée de bon

fonctionnement jusqu�à l�apparition de la premiere panne). Dans la pratique, nous nous

intéressons à calculer la �abilité et le taux de défaillance pour des valeurs de x positifs,

on peut donc considérés un intervalle [0; b]; b > 0 et utiliser les estimatteurs dé�nis dans

(3:23) et (3:24):

On est alors amené à utilisé les fonctions suivantes :

considérons x 2 [0; b], b > 0;

R�(x) = 1� F �(x) et ��(x) =
f �(x)

1� F �(x)
pour x 2 [0; b] :
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3.5. Simulation

Où

F �(x) =
F (x)

F (b)
et f �(x) =

f(x)

F (b)
pour x 2 [0; b] :

D�où, les estimateurs :

R̂�dn(x) = 1� F̂ �dn(x) et �̂
�
dn(x) =

f̂ �dn(x)

1� F̂ �dn(x)
pour x 2 [0; b] :

Où, f̂ �dnet F̂
�
dn
sont les estimateurs de la densité et de la fonction de répartition obtenus

par la méthode des fonctions orthogonales.

Pour cela on se �xe les paramètre suivants :

Base orthogonormée : La base de Dirichlet sur l�intervalle [0; b].

Le paramètre de lissage : Le paramètre de lissage dn obtenu par la méthode de

Kronmal Tarter.

Lois de �abilités : Nous construisons les échantillons simulés à partir des densités

cibles suivantes :

La loi Beta(�; �) :

La loi Gamma(�; �).

La loi Weibull(�; �):

La loi Log-Normale(�; �2).

Pour les calculs et les représentations graphiques, nous avons utilisé le logiciel de

statistique R dans lequel nous avons programmé les di¤érents estimateurs.

3.5.2 Algorithme de simulation

A�n de visualiser l�allure de la �abilité, nous suivons les étapes suivantes :

1. Fixé la valeur de b et la taille de l�échantillons n.

2. Générer les durées de vie suivants les lois usuelles en �abilité (Beta, Gamma,

Log-normale).

3. Utilisé la base de Dirichlet,et la fenêtre de lissage dn par la méthode de Kronmal-

Tarter.

4. Introduire les points cibles x.

5. Calculer la valeur théorique de la fonction densité f(x) et son estimateur f̂ �dn(x).
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3.5. Simulation

6. Calculer la valeur théorique de la fonction de répartition F (x) et son estimateur

F̂ �dn(x).

7. Calculer la valeur théorique de la �abilité R(x) et son estimateur R̂�dn(x).

8. Calculer la valeur théorique du taux de hasard �(x) et son estimateur �̂�dn(x).

9. Calculer le ISE de la �abilité et du taux de hasard, tel que :

ISE =

Z �
f̂ �dn(x)� f(x)

�2
dx

10. Tracer les courbes correspondantes à f(x); R(x); �(x) et leurs estimateurs f̂ �dn(x);

R̂�dn(x); �̂
�
dn
(x) .

En se basant sur l�algorithme décrit ci-dessus, nous simulons les lois usuelles de �abilité

citées auparavant pour n = (100; 500; 5000).

Les résultats obtenus par la simulation sont donnés sous forme de tableaux et graphiques.

Ce qui nous permet de visualiser le comportement et l�allure des fonctions densité, ré-

partition, �abilité et le taux de hasard qui di¤ère selon la loi retenue. Les graphiques

permettent de faire une comparaison entre les résultats théoriques et les résultats obtenus

par estimation.

3.5.3 Résultats de simulation

Les résultats obtenus pas la simulation sont donnés sous forme de tableaux voir[(3:1); (3:2) et (3:3)]

et graphiques voir [(3:1) à (3:12)]. Ce qui nous permet de visualiser le comportement de

l�allure des courbes des fonctions densite de défaillance, répartition, �abilité et celle du

taux de hasard. Les courbes correspondantes aux fonctions théoriques sont en couleur

noire et celles correspondantes aux fonctions estimés sont en couleur rouge.
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3.5. Simulation

� Loi Beta(3,5)

TAB:3:1 Résultats de simulation de la loi Beta(3,5).

TAB:3:2 Résultats du ISE de la loi Beta (3,5).
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3.5. Simulation

FIG:3:1 Densite, Fonction de répartition,Fiabilité et Taux de hasard associés à la loi

Beta (3,5) pour n est à 100.

FIG:3:1 Densite, Fonction de répartition,Fiabilité et Taux de hasard associés à la loi

Beta (3,5) pour n est à 500.
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3.5. Simulation

FIG:3:3 Densite, Fonction de répartition,Fiabilité et Taux de hasard associés à la loi

Beta (3,5) pour n est à 5000.

� Loi Gamma (7.8,6.75)

TAB:3:3 Résultats de simulation de la loi Gamma (7.8,6.75).
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3.5. Simulation

TAB:3:4 Résultats du ISE de la loi Gamma (7.8,6.75).

FIG:3:4 Densite, Fonction de répartition,Fiabilité et Taux de hasard associés à la loi

Gamma (7.8,6.75) pour n est à 100.
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3.5. Simulation

FIG:3:5 Densite, Fonction de répartition,Fiabilité et Taux de hasard associés à la loi

Gamma (7.8,6.75) pour n est à 500.

FIG:3:6 Densite, Fonction de répartition,Fiabilité et Taux de hasard associés à la loi

Gamma (7.8,6.75) pour n est à 5000.
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3.5. Simulation

� Loi Weibull W (4.8,3)

TAB:3:5 Résultats de simulation de la loi Weibull (4.8,3).

TAB:3:6 Résultats du ISE de la loi Weibull (4.8,3).

57



3.5. Simulation

FIG:3:8 Densite, Fonction de répartition,Fiabilité et Taux de hasard associés à la loi

Weibull (4.8,3) pour n est à 100.

FIG:3:8 Densite, Fonction de répartition,Fiabilité et Taux de hasard associés à la loi

Weibull (4.8,3) pour n est à 500.
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3.5. Simulation

FIG:3:9 Densite, Fonction de répartition,Fiabilité et Taux de hasard associés à la loi

Weibull (4.8,3) pour n est à 5000.

� Loi log-normal log-N (0.7,0.35)

TAB:3:7 Résultats de simulation de la loi Log-normal(0.7,0.35).
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3.5. Simulation

TAB:3:8 Résultats du ISE de la loi Log-normal(0.7,0.35).

FIG:3:10 Densite, Fonction de répartition,Fiabilité et Taux de hasard associés à la loi

Log-normale (0.7,0.35) n est à 100.
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3.5. Simulation

FIG:3:11 Densite, Fonction de répartition,Fiabilité et Taux de hasard associés à la loi

Log-normale (0.7,0.35) n est à 500.

FIG:3:12 Densite, Fonction de répartition,Fiabilité et Taux de hasard associés à la loi

Log-normale (0.7,0.35) n est à 5000 .
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3.5. Simulation

3.5.4 Interprétation des résultats

L�intérprétation et l�analyse des di¤érents résultats obtenus des di¤érentes lois par la

simulation sont résumées ci-dessous :

� Loi Beta : b=1

Les résultats de simulation sont satisfaisants. D�après les graphes (3:1), (3:2) et (3:3).

Nous remarquons que lorsque la taille de l�échantillon augmente, nous obtenons une

meilleure estimation pour la densité, fonctions de répartition, �abilité et taux de dé-

faillance. Ceci est con�rmé par les résultats du ISE calculés dans le tableau (3:2) qui

diminuent à mesure que la taille d�échantillons augmente.

� Loi Gamma : b=2

Nous remarquons que l�allure des courbes estimées se rapproche de celles des courbes

théoriques (voir (3:4), (3:5), (3:6)) à mesure que nous augmentons la taille de l�échantillon.

Ceci est con�rmé par les résultats du ISE calculés dans le tableau (3:4) qui diminuent à

mesure que la taille de l�échantillon augmente.

� Loi Weibull : b=5

Les résultats graphiques (voir(3:7), (3:8), (3:9))montrent : Pour la fonction du taux de

défaillance, un écart un peu important entre la fonction théorique et estimée, une légère

amélioration est constatée avec l�augmentation du de la taille de l�échantillon. Quant aux

autres fonctions les courbes des fonctions théoriques et estimées sont presque comparables

à mesure que la taille de l�échantillon augmente. Nous con�rmons ceci avec les résultats

du ISE qui diminue avec l�augmentation de la taille de l�échantillon voire le tableau (3:6) :

Remarque 3.5.1 Dans le cas où le paramètre d�échelle (� < 1) et (� = 1) les résultats

de simulation n�aboutissent pas à un résultat meilleur, en e¤et, les courbes des fonctions

estimés sont très éloignées de celles des courbes théoriques au point ou les courbes des

fonctions estimés disparaissent dans l�intervalle [0; 5].

62



3.6. Conclusion

� Loi Log-Normale : b=3

L�allure des courbes estimées par la méthode des fonctions orthogonale se raprroche des

courbes théoriques graphes (3:10) ; (3:11); (3:12) à mesure que nous augmentons la taille

de l�echantillon, ce qui est con�rmé par les résultats numériques obtenus dans le tableau

(3:7).

Remarque 3.5.2 Pour la loi exponentielle, une simulation été e¤ectué mais les résultats

obtenus sont non satisfaisant.Cela est dû au fait que l�écart entre la courbe théorique et

estimées est trés impotrant.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons estimé la densité de probabilité et la fonction de répartition

par la méthode des fonctions orthogonales relativement à la base de Dirichlet et déterminé

les propriétés de ces estimateurs. Les résultats obtenus sont utilisés pour l�estimation de

la fonction de �abilité et du taux de défaillance.

Les résultats de simulations e¤ectuées pour l�estimation du taux de défaillance par la

méthode des fonctions orthogonales sont appréciables pour les lois de �abilité paramétriques

utilisées, à savoir : Beta, Gamma, Log-normale et Weibull.

Les résultats sont meilleurs pour une taille d�échantillon grande.
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Conclusion générale

On s�est intéressé dans ce mémoire au problème d�estimation du taux de défaillance

par la méthode des fonctions orthogonales.

Nous avons considéré la base de Dirichlet dé�nie sur un support positif [0, b], b>0, et

di¤érentes lois de �abilité à savoir : Beta, Gamma, Log-normale et Weibull.

L�estimation du taux de défaillance est obtenue à partir des estimations de la fonction

de densité et de la fonction de répartition. Ces derniers ont été dé�ni dans le chapitre trois.

Pour étudier le comportement de ces estimateurs, nous avons e¤ectué des simulations.

Les résultats des simulations nous permettent de con�rmer que la méthode des fonctions

orthogonales peut être appliquée en �abilité. Ces résultats sont d�autant meilleurs que la

taille de l�échantillon est grande.

Comme perspectives, nous pouvons envisager :

1. Utiliser d�autres lois de �abilité telles que : Pareto, Birnbaum-Saunders,. . . .

2. Appliquer d�autre bases : Polynomiales (Laguerre, Legendre,. . . ) ou Trigonométrique

(Cosine, Fejer,. . . ),. . .

3. E¤ectuer des comparaisons avec d�autres estimateurs.

4. Utilisé la méthode de Saadi et Adjabi pour le choix du paramètre de lissage
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