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INTRODUCTION GENERALE

Le concept d’indépendance pour les systemes d’événements ou pour les collections de variables
aléatoires est parmi les concepts principaux en théorie des probabilités. Il existe de nombreux
résultats établis pour les variables aléatoires indépendantes. On peut dire que de tels résultats
forment un noyau de la théorie moderne des probabilités. Particulierement au XXe siecle dont
I’émergence des modele stochastiques et des variables aléatoires dépendantes était frappante.
Les phénomeénes étudiés dans la physique, la chimie, la biologie, I’économie et la fiabilité étaient
des sources principales pour ces modeles. Ainsi, la théorie des processus stochastiques et champs
aléatoires a émergé et évoluée intensivement. Ce qui a fait que le contréle de la dépendance entre
variables aléatoires a toujours été un sujet d’intérét et de préoccupation pour les probabilistes
et les statisticiens. Plusieurs facons de controle cette dépendance ont été introduites et ce travail
concerne la notion d’association de variables aléatoires. L’association et quelques autres notions
de dépendance positive ont été introduites dans les années 1960. Lehman [14] a introduit la
notion de dépendance positive par quadrants entre deux variables aléatoires, par suite Esary et
Proschan Walkup[5] ont généralisé cette notion et ont introduit la notion d’association.
L’intérét sur ces notions de dépendance est venu des modeles ou des transformations monotones
ont été considérées. Au début, cette notion a recu peu d’attention de la communauté probabi-
liste et statistique, mais l'intérét a augmenté ces dernieres années dii & leur applicabilités dans
différentes sciences de 'ingénieur. En mécanique statistique, les modeles de ferromagnétisme
sont tous associés, c.-a-d., ils vérifient I'inégalité Fortuin, Kasteleyn et Ginibre (inégalité FKG) ;
I’exemple le plus célebre est celui des modeles d’Ising. Rappelons qu’un des objets de la méca-
nique statistique est de présenter sous une forme simplifiée l'interaction des électrons dans un
atome. Pour les modeles de ferromagnétisme, une signification de 'inégalité FKG est la suivante :
deux électrons voisins ont une probabilité plus élevée d’étre orientés de la méme maniére que
dans des sens opposés, autrement dit I'interaction entre les électrons est attractive. Newman [16]
a démontré le théoreme central limite pour les champs aléatoires satisfaisant 1'inégalité FKG. Il
a appliqué ces résultats pour des champs aléatoires importants pris de la théorie de la percola-
tion et de la mécanique statistique. D’autre part, Cox et Grimmett [8] ont donné des exemples
des champs aléatoires associés pris de la théorie de la percolation. En fiabilité et I'analyse de
survie, les variables aléatoires de durée de vie des composantes ne sont pas indépendantes, mais
associées. Le livre de Barlow et Proschan [2] indique clairement I'intérét de ’association dans ce
domaine.

un des problémes habituellement rencontrés en statistique est celui de ’estimation non paramé-
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trique telles que 'estimation de la fonction densité. Il s’agit d’un probléme fondamental qui a
connu, ces derniere années, des développements théoriques et pratiques a la fois rapides et nom-
breux. L’estimation non paramétrique de la densité trouve ses application dans divers domaines,
comme par exemples : la physique, la biologie, la psycologie, ect. Le probléeme de I’estimation
de la densité est intéressant pour plusieurs raisons.

on pourra facilement avoir, grace & cette estimation, des informations sur la symétrie au choix
d’un modele approprié pour les données.

Il existe plusieurs méthodes d’estimation non paramétrique de la fonction de densité, nous ci-
tons par exemple la méthode de noyau qui a rencontré beaucoup plus de succé aupres de la
communauté.

L’estimation non paramétrique sous des données associées est largement étudiées dans la litté-
rature dans les cas uni et multidimensionnel. Les premieres études pour des données associées
ont été faites au début des années soixantes par Harris pour des processus de percolation, puis
par Lehmenn (1966) pour des données dépendantes.

Divers propriétés asymptotiques pour des sommes variables aléatoires associées ont été étudiées
par Newman (1980, 1984) et Birkel (1988) et plusieurs autres auteurs. Ils ont observé que, dans
toute propriété asymptotique des variables aléatoires associés, la structure de covariance joue
un role fondamental.

Bagai et Prakasa Rao (1995) ont étudié 'estimation de la densité pour un processus associé sta-
tionnaire, en utilisant des propriétés précédemment citées. Ils ont étudié la convergence uniforme
de l'estimateur a noyau, sans vitesse de convergence. Des rappels sur I’association (positive ou
négative) et ces applications en statistique peuvent étre trouvés dans Roussas (1999, 2000, 2001),
Cai et Roussas (1999a, 1999b). Des résultats importants sur le théoréme limite pour des don-
nées associées, en particulier négativement associées ont été obtenu par Bozorgnia et al. (1996),
Patterson et Taylor (1997), Taylor et Patterson (1997), Taylor et al. (1999a, b), et la normalité
asymptotique dans Roussas (1994).

Bulinski (1996) ainsi Doukhan et Louhichi (1999) ont établi une inégalité pour des données

négativement associées et gaussiennes respectivement.[20]

Ce mémoire comporte trois chapitres, une conclusion, une bibliographie .
Le premier chapitre comporte une présentation des variables aléatoires associées. nous rappelons
la définition de la notion de 'association (et ses formes) des variables aléatoires, nous donnons
quelques théoremes, propriétés et exemples concernant ces variables dépendantes.

Dans le chapitre deux, nous avons traiter des notions de I’estimation de la densité par la méthode
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du noyau et la convergence presque complete de ce estimateur dans les deux cas indépendant et
dépendant.

Dans le troisieme chapitre, nous proposons une étude numérique, a ’aide du logiciel R, pour
illustrer nos résultats de deuxiéme chapitre concernant 1’estimation de la densité pour les va-

riables quasi-associées.




cHAPITRE 1

VARIABLES ALEATOIRES ASSOCIEES

Introduction

Ces dernieres années la notion d’association trouve beaucoup d’applications en divers do-
maines scientifiques et industrielles a savoir la physique, la chimie, la biologie, I’économie et la
fiabilité. Ainsi, la théorie des processus stochastiques et champs aléatoires a émergé et évoluée
intensivement. Ce qui a fait que le controle de la dépendence entre variables aléatoires a toujours
été un sujet d’intérét et de préoccupation pour les probabilistes et les statisticiens.

Dans ce chapitre, nous rappelons la définition de la notion de l’association (et ses formes) des
variables aléatoires, nous donnons quelques théoremes, propriétés et exemples concernant ces

variables dépendantes.

1.1 Variable aléatoires positivement dépendantes par quadrants

Dans tout ce qui suit, I’hypotheése d’existence de la covariance et de moyenne seront systé-
matiquement sous entendues.

Hoeffding [12] et lehmann [14] ont démontré le théoréme suivant.

Théoréme 1.1.1 (formule de hoeffding)

Soient X et Y deux variables aléatoire de carré intégrables, alors

—+o00 —+o00
cov(X,Y) = / H(, y)dudy (1.1)

o0
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Ou

H(z,y) = P{X>zY >y} -P{X >z}P{Y >y}

= P{X <a,Y <y} -P{X <a}P{Y <y}

Démonstration [12]

soient (X1, Y2) et (X2, Y2) deux vecteurs indépendants ayant la méme distribution que le vecteur

(X,Y). Alors,

E(GY1) - B(X0E(Y) = SE(X1 — Xa)(%i — )

= SE([ [ X0) - 1 )]0, V) ~ 1(y, Ya)ldedy)
R2

Ou 1(z,a) = 1si z < a et 0 sinon. Comme ces variables aléatoire sont de carré intégrables, le

théoréme de Fubbini nous donne

ECOYD) - B(EMY) = [ E(1(s X015, %)) — B(1(z, X1)1(5, Y2))
2 ).

_ /RQIP’{X>x,Y>y}—]P){X>:c}IP{Y>y}

Dans le cas dépendant, Lehman [14] a introduit la notion de dépendance positive par qua-

drants entre deux variables aléatoire comme suit.

Définition 1.1.1

Deux variables aléatoires X et Y sont dites positivement dépendantes par quadrants (PDQ)si
P{X >z,Y >y} >P{X > 2}P{Y >y} Vz,yeR

Ou d’une maniere équivalente

H(z,y) >0 (1.2)

Corollary 1.1.2
soient X etY deux variables aléatoires PDQ, alors X et Y sont indépendantes ssi cov(X,Y) = 0.

L’identité Hofding a été généralisée par Newman [16] comme suit.
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Théoréme 1.1.3[16]
Soient h et g deux fonctions de dérivées bornées. Si X et Y sont deux variables aléatoires

satisfaisant E[h(X)]? < co et E[g(Y)]? < oo, alors

conlh(v) o) = [ [ W@ @) e, y)dsdy

Corollary 1.1.4

la condition (1.2) est équivalents a
cov(h(X),g(Y)) >0

Ou g et h deux fonctions croissantes ou décroissantes.

1.2 Variables aléatoires associées

L’inconvénient de la dépendance positive par quadrants est dii a sa nature bidimensionnelle.
En fait, il ressort clairement de la définition que cette dépendance concerne deux variables aléa-
toires données et ne permet pas toute manipulation concernant les suites de variables aléatoires,
a moins de le faire par paires. Sachant que cela nous conduira rapidement a des difficultés
lorsqu’on traite plus de deux variables. Il existe plusieurs facons d’étendre la notion de dépen-
dance positive par quadrants, dont quelques-unes ont recu un certain intérét dans la littérature.
L’extension qui s’est révélé étre la plus efficace est la notion d’association introduite par Esary,

Proschan et Walkup [5], définit comme suit.

Définition 1.2.1
la suit de variables aléatoires X1, Xo, ..., X}, est dite faiblement associée ou bien positivement
associée si pour tous sous-ensemble disjoints I et J de {1,...n} et toutes fonctions croissantes
fetgona:

Cov(f(Xi,iel),9(X;,jeJ)) >0, (1.3)

lorsque cette covariance existe.
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De méme, cette suite est dite associée si les sous-ensemble I et J ne sont pas forcément
disjoints.
Une suite infinie de variables aléatoires est dite positivement associée (resp. associée) si toute
sous-suite finie est positivement associée (resp. associée).

Naturellement, on peut remplacer les fonctions croissantes par des fonctions décroissantes.

1.2.1 Caractérisation et propriétés constructives

On présente les propriétés caractéristiques les plus importantes des variables aléatoires as-
sociées, ce qui va nous permettre de construire des exemples de celles-ci. Pour la démonstration

de ces propriétés, (voir [5])

1. Tout sous ensemble d’un ensemble fini de variables aléatoires réelles associées est encore

associé.

2. Si deux ensembles de variables associées sont indépendants I’'un de l'autre, leur union est

un ensemble associé.
3. Tout singleton formé d’une variable aléatoire réelle X est associé.

4. Si X = (Xy,....,X},) est associé et si fi,...., fr. sont des fonctions monotones de R* dans

R, alors le vecteur Y = (f1(X), ...., fr(X)) est associé.

5. Si Xk = (ka), ....,Xflk)) est associé pour toutk, et si X*) converge en loi vers X =

(X1, ..., Xg) lorque k tend vers +oo , alors X est associé.

Théoréme 1.2.1 [5]

Dans la définition précédente de I’association, les fonctions f et g peuvent etre prises dans
I'une des classes suivantes :

1. Ensemble des fonctions binaires croissantes.

2. Ensemble des fonctions continues, croissantes et bornées.

3. Ensemble des fonctions croissantes bornées possédand des premieres dirivées partielles

bornées.
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1.2.2 Exemples de variables aléatoires associées [10]

a_

Statistique d’ordre
Si X = (X, ...., X;,) est un vecteur associé, alors le vecteur (X1, ...., Xpn) de la statistique

d’ordre engendré par X est aussi associé.

Processus linéaire
Soit (€;)iez une suite de variables aléatoires indépendantes ou associées et (a;);cz une suite

de réels. Pour tout n € Z et N > 1, on pose X, v = Z ;€n—i. Supposons qu’il existe
[i|<N
une variable aléatoire X, telle que

lim X, yn =X, ps. |Xy| <400 ps. VnelZ

N+—oo

(X, )nez est un processus linéaire défini pour tout n € Z par

Xn = Z AiEn—i
i€EZ
Si les termes de la suite (a;);ecz sont positifs, alors le processus linéaire (X,,) ez est associé.

En effet, pour tout N > 1, la suite (X, n)nez est associée. Par conséquent, 1’association

de la suite (X, )nez-

Processus autorégressif d’ordre p
Soient f : RP — R et (5, )nez une suite de variables aléatoires indépendantes. On considére

le processus autoregressif (X,,)nez défini pour tout n € Z par
Xn = f(Xn—1,...., Xn—p) + €n.

On suppose que le vecteur (Xo, ...., X1—p) est associé et indépendant de la suite (ey,)nez.
Si f est une fonction croissante sur R, alors la suite (X, ),>—, est associée.
En effet, X, est une fonction croissante des variables aléatoires associées (X, ...., X1_p),

€1,....,€n. Par conséquent 'association de la suite (X;,)n>—p.

Variables aléatoires binaires
Un vecteur aléatoire (Xi, X2) de variables binaires (qui prennent les valeurs 0 ou 1) est

associé si et seulement si sa covariance Cov(X1, X2) > 0.

Processus gaussien

Tout vecteur gaussien (X1, ...., X;) est associé si et seulement si Cov(X;, X;) > 0.
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1.3 Variables aléatoires négativement associées

Concernant la dépendance négative, Ghosh (1981) a démontré que ce type de dépendace
est vérifié pour les lois multivariées. Block al.(1982) ont entrepris une étude systématique de la
dépendance négative en présentant les relations qui lient les différents concepts de cette dépen-
dance. Alam et Saxena (1983) ont ensuite introduit la notion d’association négative, Joag-Dev
et Prochan (1980) ont donné des propriétés fondamentales et quelques exemples d’applications.
Cette notion a un avantage par rapport aux autres types connus de dépendance négative, qui
est la stabilités sous des transformations avec des fonctions croissantes ou décroissantes. Il a
été montré que les propriétés symptotiques des variables aléatoires négativement associées sont

presque les mémes que celles des variables indépendantes.[1]

Définition 1.3.1
On dit que les variables aléatoires X et Y sont négativement dépendantes par quadrants (NDQ)
si

P{X >zY >y} <P{X >z}P{Y >y} Vz,yeR

ou d’une maniere équivalente

H(z,y) <0

Définition 1.3.2[10]
Soit X;,7 = 1,...,n une suite de variables aléatoires. Cette suite est dite négativement associée
si pour touts fonctions croissantes (ou décroissantes) f et g et tous sous-ensembles disjoints [

et J de 1,...,n, I'inégalité de covariance suivante est satisfaite
cov(f(Xs,iel),9(X;,j€J)) <0.
dans le cas d’une suite infinie, elle est dite négativement associée si toute sous-suite finie ’est.

1.3.1 Exemples de variables aléatoires négativement associées [10]

a- Distributions multivariées ayant la propriété d’association négative

e Si(Xy,..., Xp) est un vecteur de variables aléatoires suivant une loi multinomiale, une loi
hypergéométrique multivariée ou une loi de Dirichlet, alors (X7, ..., X,,) est négativement
associé.

e Soit X = (X1,..., X}) une suite de k nombres réels. La distribution jointe du vecteur
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(X1, ..., X)) est appelée permutation si (X7, ..., Xx) prend comme valeurs les permuta-
tions de X avec une probabilité 1/k!, k > 1.
Si la distribution d’un vecteur (X7, ..., X)) de variables aléatoires est une permutation

alors (X7, ..., Xj) est négativement associé.

b- Processus gaussien
Un vecteur gaussien (X7, ..., X,,) est négativement associé si et seulement si

Cov(X;, X;) <0 pour tous 7,5 € [1,n].

1.4 Quelques propriétés et inégalités Probabilistes

Théoréme 1.4.1[5]
Pour A, B C {1,...,n} et x;(i € AU B) réels, définissons

HA,B = P{Xi>$i,i€AUB}—P{Xj >.CI}j,j€A}P{Xk>$k,k’EB}

Hjp = Hjp=coo(lixsay xsa)-

Si X = (Xq,..., Xn) est associé, alors

0<Hap<> > Hji
jEAkeR
Théoréme 1.4.2][5]

Si X = (Xy,..., X;,) est associé. Alors, pour tout A C 1,...,n on a

OP{X; > a,i€ Ay > [[P{Xi>ai}
€A
[ P{xXi <=}

1€A

(ZZ)P{Xz < .Q?Z',i S A}

IA

1.4.1 Inégalités de Covariances

Soit CZ(R?) I'ensemble des fonctions définies de R? & valeurs dans R possédant des déri-

0% f(s,t
vées partielles secondes bornées. Notons M(f) = sup ]L\ L’inégalité donnée dans le
(s,)er2 020y

théoréme suivant généralise celle de Hoeffding.[1]

10
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Théoréme 1.4.3([17]
Soit X,Y,U et Z des variables aléatoires de carré intégrables.
Supposons que X et Y sont identiquement distribuées ainsi que Y et Z. De plus, on suppose

que Y et Z sont indépendantes. Alors, pour toute fonction f € CbQ(RQ), on a

400  p4oo 2
E[f(X,Y)] - E[f(U, 2)] / / ;xay (u,0) Hy.y(u,v)dudv

Hxy(z,y) =P{X >z, Y >y} —P{X > 2}P{Y >y}

Si X et Y sont associées, alors

Newman a montré I'inégalité suivante de covariance pour deux variables aléatoires associées.

Théoréme 1.4.4 (Inégalité de Newman)[16]
Soient X et Y deux variables aléatoires associées. Soit f et g deux fonctions de dérivées bornées.

Alors
[cov(f(X), g(Y)| < sup |f' ()] sup g’ (z)]cov(X,Y)

Cette inégalité a été généralisée par Bulinski [4].

Théoréme 1.4.5[4]
Soient X et Y deux variables aléatoires associées. Soient f et g deux fonctions lipschitziennes.

Alors,
lcov(f(X),g(Y))| < Lip(f)Lip(g)cov(X,Y)

Lip(f) = Sl;pw

Théoréme 1.4.6[4]
Soit (X;)i=1nune suit de variables aléatoires associées. Alors, pour tous sous-ensembles disjoints

Iet Jde{l,.,n},ona

cov(h(X;,i€1),9(X;,je€J)) < ZZL@pz )Lip;(g)cov(X;, X;) (1.4)
i€l jed

11
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Remarque

Si les variables aléatoires sont négativement associées, les cov(.,.) sont remplacées par |cov(.,.)|
[5] dans l'inégalité (1.4). Ce qui a donné naissance a une nouvelle notion d’association qui
contient les variables positivement associées et négativement associées appelée quasi-association

introduite par Bulinski [4].

1.4.1.1 Quasi-association

Définition 1.4.1[10]
Une famille de variables aléatoires {X;,1 < i < n} est dite quasi-associée si pour tous sous-

ensembles disjoints I et J de {1,...,n} et toutes fonctions lipschitziennes g et h, on a

|cov(g(Xiyi € 1), M(Xj, 5 € )| < DY Lipi(g) Lipj(h)|cov(Xy, X;))|
icl jeJ
Ou les constantes de lipschitz Lip;(g) sont telles que, pour tout x = (x;,i € I), y = (y;,1 € I)
dansRH,
l9(z) — g(y)| < Lipi(g)|zi — vil
iel
1.4.2 Lois fortes des grands nombres

Les lois forts des grands nombre pour les variables associées ont été obtenues par Newman
[17] dans le cas des variables stationnaires et dans le cas non stationnaire. les résultats sur la
convergence presque sir avaient naturellement un intérét pour la littérature statistique basée
sur des échantillons associés. L’intérét principal a été mis sur I'estimation de la densité lorsque

les échantillons sont constitués des variables aléatoires associées.[17]

Théoréme 1.4.7[17]

Soit {X,,,n > 1} une suite stationnaire de variables aléatoires associées telles que E(X?) < oo.

Sion a

1 n

— Z cov(X1,X;) =0

n

k=1

Alors,

1

—(S, —ES,) =0 p.s (1.5)
avec

12



Chapitre 1 Variables aléatoires associées

Théoréme 1.4.8[1]
Soit X,,,n > 1 une suit de variables aléatoires associées telles que que E(X?2) < co. Supposons

que

=1
> —cov(Xy, Sk) —
2 )
ok
Alors,

1
ﬁ(Sn —ES,) =0 p.s

Ce théoreme a été ensuite généralisé aux variables aléatoires qui sont fonctions de variables

associées.

Théoréme 1.4.9[1]
Soit { Xy, n > 1} une suite stationnare de variables aléatoires associées. Posons S ,, Z fn(Xk)

Ou f,, est dérivable telle que sup sup|f,,(x)| < co. Supposons que E[f,,(Xo)] = 0 et Var[fn(Xo)]
oo, de plus

1
72 X07Xk)

oo
>
k=1

Alors,

S,
50 ps

1.4.3 Théoréme limites pour les variables aléatoires associées

Les théoremes central limite sont au coeur de chaque modele de probabilité, il est donc pas
surprenant que ce probléeme a été 'un des premiers a étre abordées dans la littérature pour
des variables aléatoires associées. En effet, apres les premies dévloppements, principalement
concernés par la structure de dépendance elle-méme, le premier résultat asymptotique était un
théoréme central limite et un principe d’invariance prouvé dans Newman et Wright [17] pour les
variables aléatoires associées et stationnaires.

Pour montrer que la somme d’une suite strictement stationnaire (X,,)nen associée converge en

loi vers la loi normale deés que la série des covariances converge, on utulise le theoreme suivant :

Théoréme 1.4.10[9]
Soit (X, )nen une suite associée strictement stationnaire de variables aléatoires réelles de carré

intégrable vérifiant

oo
= Z cov(xg, xp) < 00
k=0

Alors,

13



Chapitre 1 Variables aléatoires associées

Sn

o\/1n

- N(0,1)

Et on peut démontré le méme résultat pour les suites associées non stationnaires sous les condi-

tions suivantes :

}2§Xaz > 0, sup E(|X;[*) < oo.
JjeEN

Et

u(r) = sup Z cov(Xj, Xy) = o(1), u(0) < oo

keN . S
N jilk—j|>r

Ce résultat a été en suite étendu aux suites négativement associées par le théoreme suivant :

Théoreme 1.4.11[1]
Soit (X, )nen une suite stationnaire centrée de variables aléatoires réelles de carré intégrable
vérifiant :

i) supE(]X;|*") < 0o pour un certain § > 0;
JeN

o0
i) o2 = Z cov(Xp, X;) < oo si la suite (X,,) est associée;
7=0

o0
iii) z cov(Xo, X;) > 0 si la suite (X,,) est négativement associée .
=0
Alors,

Sn
ay/n

Pour étudier la vitesse de convergence dans le théoréme central limite, il faut donner des majo-

—£ N(0,1)

rations du type Berry-Essen [4], soit un ordre de grandeur de la quantité
Ty, = sug |P(Sn/VvarS, < x)—1(z)|,
Tre
ou ¥ (x) désigne la fonction de répartition d’une loi normale centrée réduite.
Dans le cadre des suites de variables aléatoires associées, Birkel (1988c) a montré que m, =
O(n~2logn), proche de I'ordre optimal n'/2, sous les conditions suivantes : u(n) = O(e*")
pour tout A > 0, inf VarS,/n > 0 et supE|X;|* < co.
neN jeN
Pour démontrer le principe d’invariance pour des suites de variables aléatoires réelles sta-

tionnaires associées vérifiant la sommabilité des covariances on utilise le théoréme suivant :

14



Chapitre 1 Variables aléatoires associées

Théoreme 1.4.12[9]
Soit (X, )nen une suite de variables strictement stationnaires, centrées et associées telle que
oo
o? =Var(X,) + 2ZCOU(X1,XZ') < 0.
i=1

Alors,
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CHAPITRE 2

ESTIMATION DE LA FONCTION DE DENSITE DES VARIABLES
ALEATOIRES QUASI ASSOCIEES

Introduction

La théorie de lestimation est une des préoccupations majeures des statisticiens. Ainsi 'es-
timation non paramétrique réelle a regu un intérét croissant tant sur le plan théorique que
pratique. Cette branche de la statistique ne se résume pas a l'estimation d’un nombre fini de
parametres réels associés & la loi de ’échantillon (comme cela est le cas pour la théorie de 1es-
timation paramétrique), elle consiste généralement & estimer a partir des observations d’une
fonction inconnue, élément d’une certaine classe fonctionnelle, telle que la fonction de densité.
les estimateurs non paramétriques des fonctions de la densité par la méthode du noyau a été
largement utilisée dans de nombreux travaux.

Dans ce chapitre on traitera des notions de ’estimation de la densité par la méthode du noyau et
la convergence presque compléte de ce estimateur dans les deux cas indépendant et dépendant,

et le type de dépendance traité est le quasi-associée.

2.1 De la fonction de répartition a la densité

Supposons que nous observons n variables aléatoires indépendantes X7i,..., X,, de densité
de probabilité par rapport a une fonction inconnue f de R. L’objectif de notre étude est la
construction d’un estimateur de f , ¢’est-a-dire une fonction f,(x) = fo(x, X1,..., Xn) .

Notons F(z) = P(X; < x) la fonction de répartition de la loi de X; et considérons la fonction

16



ChapitreEstimation de la fonction de densité des variables aléatoires quasi associées

de répartition empirique

A 1 &
Fo(w) =~ > 1ix<up, Vo €R. (2.1)
=1

La loi forte des grands nombres permet d’affirmer que F, est un estimateur de F. Il est méme
possible d’obtenir des intervalles de confiance et de tester 'adéquation des données a différentes
lois. Néanmoins, il n’est pas évident d’utiliser E, pour estimer f .

Une des premiéres idées intuitives est de considérer pour h > 0 petit

R Ey(x+h)—E(z—h) 1 &
n = == 1 _ p—1 .
fn(z) oh onh 12::1 {—h<X;—z<h}

Cet estimateur peut encore s’écrire :

n

p 1o hax,—a<n}
fu(z) = Z Py
= 2nh

1 n
= guh 2ty

1 " XZ‘—.%'
= Y K
th; o)

Avec

1
Ko(u) = 51{71<u<1}'

pour mesuré la qualité de cet estimateur, en calculant son biais et sa variance, donnés respecti-

vement par :

Efu(e) — f(2) = 5E(Bu(e+h)— Bula— b))~ f(a)
1
= S (F@h) = e =) = f(2)
Et par
varlfa(e)] = o [(F G+ ha) (U= Bl + o) + (F(@ ~ ha)(1 = F(z — h))]
_ 4nth RF(inf((z — hn), (x + hy))) +2F(z + hy) F(x — hy)]

Nous remarquons que si hy, — 0 et nh,, — co quand n — co, on a :

A

lim E[fn(2)] = f(x)

n—oo

17
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et

lim Var[f,(x)] = 0.

n—oo

Cet estimateur, appelé estimateur de Rosenblatt (1956), est le premier exemple d’estimateur a

noyau construit a ’aide du noyau K (u) = %1{—1§u§1}7 notion que nous allons étudier mainte-

nant.

2.2 Noyaux

Définissions maintenant plus généralement la notion d’estimateur a noyau :

Définition 2.2.1 [3]

On appelle noyau une fonction intégrable telle que [p K(u)du = 1. Pour tout n € N*, on

appelle h,, > 0 la fenétre et fn Iestimateur a noyau de f, défini pour tout x € R par

falw) = -3 KT, (22)
no_1 n

Un noyau est dit positif si K > 0 : 'estimateur a noyau est alors une densité quelles que soient

les valeurs des observations Xi, ..., X;;. Un noyau est dit symétrique si, pour tout v dans son

ensemble de définition, K (u) = K(—u).

2.2.1 Exemple de noyaux K

Les noyaux K les plus utilisés dans l’estimation de la densité [19] :

e Noyau rectangulaire :
e Noyau triangulaire :

e Noyau d’Epanechnikov ou parabolique :

Ky(a) = (1—22), sizel[-1,1];

S W

sinon.

18
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e Noyau quadratique :
B —22)? size[-1,1];
K4(ac) _ 16
0, sinon.
e Noyau cubique :
321 — 223, sixe[-1,1];
K5(.CL') _ 32
0, sinon.
e Noyau gaussien :
1 -1
Kg(z) = —exp(—2? ,x € R.
o(x) = —s=erp(o?)
e Noyau sinus :
1 sin(%) 2 .
== (—= , sixz#0;
Kr(z) = =7
ﬁ, sixz=0.
e Noyau cosinus :
Teos(%E), si—1<x<1;
Kg(x) =4 * 2
0, sinon.
e Noyau de Silverman :
1 ) us
Ko(w) = Seap(~lal /V2)sin(|z|/V2 + ),z € R
Remarque

L’estimateur de Parzen-Rosenblatt a connu un trés grand succes parmi les estimateurs non
paramétriques, ceci est di a sa simplicité et sa convergence vers la densité f pour tous les modes
(convergence dans L1, presque siire, en probabilité en moyenne quadratique et presque compléte)

et il nous laisse aussi le choix sur le noyau K .

Théoréme 2.2.1 [15]

Si K est positive et [ K (u)du = 1, alors f,,(x) est une densité de probabilité. De plus, f, est
continue si K est continue.
Démonstration du théoréme 2.2.1

L’estimateur & noyau est positive et continue car la somme des fonctions positives et continues

est elle-méme une fonction positive et continue. Il faut donc vérifier que 'intégrale de fn(a:) vaut
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un. En effet,

On voit donc que l'estimateur & noyau est une densité de probabilité.

2.2.2 Propriétés de ’estimateur

Les premiers résultats de la convergence de cet estimateur est le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.2 [7]

Soit K : (R™, ™) — (R, 3) une fonction mesurable, ot SP est la tribu borélienne de RP,

vérifiant :
M (constante) telle que , Vz € R™,|K(z)| < M,
/ K (2)|dz < oo,
et
|21 K (2)] = 0 quand |[z]| — o0

Par ailleurs, soit

g: (R™ ™) — (R, ) une fonction telle que

[ la=)ldz < oo,
Rm

Sig est continue, et si 0 < h,, — 0, quand n — oo alors

im [ K(Z)glx— 2)dz = (@) [ K(2)de. (2.3)

n—o0 h;n Rm hn RmM

Si g est uniformément continue alors la convergence ci dessus est uniforme.

2.2.3 La consistance de 'estimateur

L’estimateur a noyau de la densité dépend de deux parameétres la fenétre h et le noyau K.

Le noyau K établit ’aspect du voisinage de x et h controle la taille de ce voisinage, donc h est
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le parametre prédominant pour avoir de bonnes propriétés asymptotiques, néanmoins le noyau
K ne doit pas étre négligé, comme le montre le travail de Parzen (1962) cité ci dessous sur la
consistance de cet estimateur. Cette derniére est obtenue, en se basant sur ’étude asymptotique

du biais, de la variance et de la décomposition suivante [11] :

A

Elfa(x) = f(@)]? = Var[fu(2)] + [biais fu(x)].

Dans la suite, nous supposons que K est un noyau vérifiant les conditions suivantes :

2.2.3.1 Conditions de K

(K.1) K est bornée, c’est a dire sup,er|K(x)| < oo,
(K.2) Jim |z| K (z) = 0, quand |z| — oo,
(K.3) K € Li(R), c’est a dire [ |K(x)|dx < oo,
(K.4) [g K(z)dz =1.

2.2.4 Etude du biais

Proposition 2.2.1 [3]

Sous les hypotheses [(K.1),(K.2),(K.3) et (K.4)], et si f est continue alors

Vo €R, lim E[fn(2)] = f(z). (2.4)
En effet,
R 1 & x—X;
E(fn(z)) = E[nhnz 1 ( ™ )]
1 .CL‘—Xi
= anE[K( I )]
= o [ s

En posant £ —t = z , on arrive a :
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Comme K et f vérifient les conditions du théoréme de Bochner, et ILm h, =0,n — 00, on a
n oo

nhﬁng(}—/K x_t t:f(a:)/RK(z)dz

lim E[f,(2)] = f(2).

n—oo

alors

d’out

Nous constatons que le biais de I’estimateur converge vers zéro quand la fenétre tend vers zéro,
de plus vu son expression, on constate qu’il ne dépend pas du nombre des variables, il dépend
surtout du noyau K.

2.2.5 Etude de la variance de f,(z) :

Proposition 2.2.2 [3]

Sous les conditions [(K.1),(K.2),(K.3) et (K.4)], et si f est continue en tout point = de R,

alors :
Jim Var|fu(z)] = 0.
En effet
var[fu(z)] = E[fu(z)]? = [Efn(z)]?
< E[fn(x)]Q

< LELCK( P
< n}l RSO
< o [ KA -2

nh2 hn,

Remarquons que (K.1) et (K.3) impliquent que le noyau est de carré intégrable et les hypotheéses

sur h,, K et f assurent que :

7 [ KA e = 2~ = fla) [ K@)

2
nhz
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d’ou
Jim. var[fu(z)] =0 quand nh, — co.

Ces deux propositions impliquent la convergence en moyenne quadratique et donc, a fortiori, la

consistance de 'estimateur.

2.3 La convergence presque complete

Nous allons commencer par donner un résultat de convergence presque complete sous le
modele non paramétrique.
Définition 2.3.1[3]
On dit que la suite de variables aléatoires réelles (X, ),cn converge presque complétement vers

une variable aléatoire X lorsque n — oo (et on note li_>m X, = X p.co), si et seulement si :
n o

V6>0,ZP[|Xn—X| > €] < 00
neN
Définition 2.3.2[3]
On dit que la vitesse de convergence presque complete de la suite de variables aléatoires réelles
(Xn)nen vers X est d’ordre (Uy) ((U,) étant une suite numérique déterministe), et on note

X, = O(Uy)p-co, si et seulement si :

Jeo >0, > P[|Xpn — X| > €Uy < o0
neN

Notons que la convergence presque compléte entraine a la fois la convergence presque stire et la

convergence en probabilité.

2.3.1 Convergence presque complete dans le cas indépendant

Nous allons donner deux versions des inégalités exponentielles de type Bernstein qui nous

serons utiles pour 1’établissement des résultats que nous avons choisi de reprendre.

Enégalités exponentielles
Nous supposons que X7, Xo, ..., X, est une suite de variables aléatoires réelles, indépendantes et

centrées.
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Corollaire 2.3.1[21]

a) Si pour tout m > 2, il existe un réel C,, strictement positif et une constante a positive,
tels que :
E|X™| < Cpa™1),

Alors on a

—€2n

n

i=1
b) Supposons que les (X;)i<i<n, dépendent de n(X; = X; ).
Si pour tout m > 2, il existe un réel C), strictement positif et une suite (a,) de réels
positifs, tels que :

E|X™| < Cpa™=),

Et si
U, = n_la%logn, vérifie nh_{rgo U, =0, alors on a

1 n
- Z X; = O(vUy,)a.co
i=1

Tandisque que ce résultat s’applique a des variables dont on a majoré les moments d’ordre
m, le corollaire suivant est donné pour des variables identiquement distribuées et bornées.
Proposition 2.3.1

On a l'inégalité de Crammer suivante :

Si
|
vm > 2, [E(X)] < (5) (@),
Alors,
n 2
Ve > 0,P[) |X;| > €Ay] <2exp ———
; 201+ %)
Ou

(ai)1<i<n sont des réels positifs, b € R" et A2 = a3 + a3 + ... + a2.

Démonstration du Corollaire 2.3.1
a) En remplacant b = a? et A,, = a\/n dans la proposition précédente, on aboutit a a) .

b) En posant € = €9y/U,, dans a) et comme U,, tend vers zéro , pour une certaine constante C’
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on a :

1, & —e2logn
PI— Y X;| > €U, 2exp —
%'; > eln] = P+ «ovTn)

v
< 2n Ceg.

A

D’ou, pour un choix convenable de ¢y on déduit que
1 n
=3 X, =0(/Uy)
n -
=1
Corollaire 2.3.2[21]

a) S’il existe une constante positive M < oo, telle que :
| X1 <M

Alors on a,

—€2n

202(1 4+ M)

(e

Ve > O,IP’HZ| > en| < 2exp

=1

o =EX3

b) Supposons que les (X;)i<i<p dépendent de n et que o2 = IEXZ?, s’il existe M = M,, < oo

telle que :
| X1 < M,
Et
g/é <(C <o
Et si

U, = n~to2logn, vérifie nh_)rgo U, =0, Alors on a

% ZXi = O0(\Uy,).a.co
i=1

Démonstration du Corollaire 2.3.2

a) En appliquant la proposition (2.3.1) & a? = 02, A2 = no? et b= M on aboutit & a).

b) Comme A{T Un tend vers zéro, il suffit de reprendre le résultat a) pour € = €\/Up,, on arrive
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donc a Dexistence d’une constante C’ telle que :

R —edl
PI—| 3 Xi| > eUn] < 2exp—— 000
nis 2(1 + €0/ 55z*)

el
< 2n Ceg.

Maintenant, nous introduisons les hypothéses de base permettant de donner un théoréme

général sur la convergence presque complete.

2.3.2 Hypothéses [11]

(H.1) f est continue au voisinage de x, un point fixé de R

(H.2) Le parametre de lissage h,, est tel que

l
ogn _

lim h, =0 et lim
n—o0 n—o0 nh,

(H.3) Le noyau K est tel que

K est d’ordre k£ au sens de Gasser c’est & dire :
REKHdt=0 Vj=1,2,...k—1 et 0<|[pt*K(t)dt| <o

et

(K.5) K est borné, intégrable et a support compact.

Théoréme 2.3.1 [11]

Si les conditions (K.5),(H.1) et (H.2) sont vérifiées alors :

lim fn(z) = f(z).a.co (2.6)

n—oQ

Démenstration du théoréme 2.3.1

La démonstration de ce théoréme est basée sur la décomposition suivante :

Le résultat du théoreme découle alors des deux lemmes suivants.
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Lemme 2.3.1

Si les conditions (K.5),(H.1) et (H.2) sont vérifiées on a :

Elfn(2)] = f(z). (2.8)

Preuve de Lemme 2.3.1
par équidistribution des X; nous avons :

x—t

b,

Elfu(r)] = T EXK(

)dt

En conditionnant par rapport a X on arrive a

Bl = - [ K s

Le calcule de cette intégrale se fait en posons z = %4 pour arriver a
n

E[fu(@)] = [ K(2)f(x = zhi)d

La continuité uniforme de f sur le support compact de K entraine
f(z — zhy,) — f(z), uniformément en z.
D’ou

lim E[f, ()] = f(x).

n—oo

Lemme 2.3.2

Sous les hypotheses (K.5),(H.1) et (H.2) on a :

. ) I
Fulw) = Elfa@)] = 0G50 (2.9)
Preuve de Lemme 2.3.2
Nous avons,
. " 1 & X Xi
Fuw) ~ Elfa(e)] = 53 o UK (=) ~ K (=)
1 n
= Eizzlri
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ou

En utilisant ’hypothese (K.5) on a :
c

I <
| Z| hn

D’autre part le changement de variable z = Ih—_t, nous donne

X—=z —9

)=

hlER K2 i
[ ( hn R hn

Comme K est bornée et f est continue sur le support compact de K, on a ’existence d’une

constante C telle que :
C
EI? < —
i hn

On obtient alors, en appliquant le corollaire (1.1.2) de I'inégalité exponentielle de type Bernstein,

N logn

fnl(x) — Efn(x) = O( ) (2.10)

nhy,

Ce résultat est plus fort que le résultat demandé. En remplacant I’hypothése (H.1) par :
(h.4) f est k fois contintiment dérivable autour du point z.
On obtient une vitesse de convergence presque complete ponctuelle de I'estimateur a noyau.

Théoréme 2.3.2 [11]

Sous les conditions (K.5),(H.2) et (H.4) on a :

N logn

falx) = f(z) = O(hy;) + O(

) (2.11)

nhy,

Démonstration du Théoréme 2.3.2

En reprenant la décomposition de la preuve précédente, le résultat du théoréme sera établi

par les lemmes précédent et suivant :

Lemme 2.3.3

Sous les conditions (H.2),(H.3) et (H.4) on a :

Efn(z) — f(z) = O(hy) (2.12)
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Preuve du Lemme 2.3.3

On a :

T

Bfu(@) = [ KGO,

En posant z = ””h—*t on obtient :

Efo(x) = / K(2)f(x — h)d=. (2.13)
R
La condition (H.4) nous permet de développer f au voisinage de .

E=1 @) (zp )0 — 1D (zh YK
f(z —zh) = f(z) + Z Mf(l) (z) + (Dli!h")f(k)(ez).

!
i=1 L

ou 6, entre x et x — zhy,. D’autre part la condition (H.3) sur 'ordre de K au sens de Gasser et

Miiller nous donne :

(k)
Bhu(e) = )+ CL [ 08 190, )a
k! R

La compacité du support de K et la condition de (H.4) impliquent la convergence uniforme en

z de f¥)(2) vers f¥)(z), Aot :

Bfale) — §() = ()W [ 0K ()] 2@ 1 o),

Cette relation permet d’achever la preuve du théoreme. Le résultat du théoreme précédent peut
étre établi uniformément. Il suffit de conserver toutes les hypotheses et de donner une autre

version de 'hypothese (H.4).

2.4 Estimation de la densité dans le cas quasi-associée

La littérature sur I’estimation de la fonction de densité pour des variables indépendantes est
trés vaste. L’hypothése d’indépendance n’étant pas vérifiée par certains modeéles de variables
aléatoires, plusieurs travaux ont traité diverses méthodes d’estimation non paramétrique sous
des conditions de dépendance. Pour des variables mélangeantes, nous pouvons nous référer par
exemple aux travaux de Roussas (1988), Tran (1990a), Ango Nzé et Rios (1995), Liebscher
(1996), Bosq (1998). Récemment, plusieurs auteurs se sont intéressés a ’étude des propriétés
asymptotiques de I'estimateur a noyau de la densité pour les variables associées ou négativement

associées (quasi-associée). Citons par exemple a cet égard les travaux de Roussas (1991, 1995,
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2000), Cai et Roussas (1998, 1999) et Masry (2002). Les principaux résultats de cette section
portent sur la convergence presque complete de 'estimateur a noyau de la fonction de densité
pour des variables quasi-associées a valeurs dans R sous certaines conditions.

Une famille de variables aléatoires {X;,1 < ¢ < n} est dite quasi-associée si pour tous

sous-ensembles disjoints I et J de {1,...,n} et toutes fonctions lipschitziennes g et h, on a

|cov(g(Xi,i € 1), h(Xj,5 € )| <> Lip(g) Lip(h)|cov(X;, X;)]
i€l jeJ
Ou les constantes de lipschitz Lip(g) sont telles que, pour tout z = (z;,1 € I), y = (y;,7 € I)
dansRI,

lg(x) — g(y)| < Lip(g)|xi — yil
iel

Maintenant, nous introduisons les hypotheéses de base permettant de donner un théoréme

général sur la convergence presque complete.

2.4.1 Notations et hypothéses [9]

Notons 6, le coefficient de covariance défini par

0, = sup Z |cov(X;, X5)|, Vr >1,

S EL

2.4.1.1 Hypotheses

(H.1) K est lipschitzien borné;
(H’.2) Le noyau K est est d’ordre k au sens de Gasser (Hypothese (H.3) dans le cas indé-

pendant)
(H.3) 0, < ape™™ a9 >0, a > 0.
hy,
(H.4) lim L NS

n—00 log5 (n)

2.4.2 Convergence presque compléete dans le cas quasi-associée

Afin de démontré la convergence presque compléte dans le cas quasi-associée nous proposons
I'inégalité exponentielle suivante :
inégalité exponentielle [13]
soit X1, ..., X, des variables aléatoires réelles telles que EXi = 0 et P(|X; < M|) = 1, pour tout
i=1,..,n, M < oco. Soit 62 = Var(X; + ... + X,,).

Supposons qu'il existe K < oo et 5 > 0 telles que pour tous u-uplets (Si,...,S,) et v-uplets
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(L1, .oy ty) avec S1 < ... <8, <8y <ty <o < ty,
ov T fve o
’C (X817 7X8u7Xt17 7Xtv)‘ S KzMu+v 2 Blti=su)

Alors,
t2/2

15
i=1 A, + Bits

)

Olt A, < 02 et By = (02 )20V

Théoréme 2.4.1]9]
Si les conditions (H1),(H”2) et (H”.4) sont vérifiées alors :

N logn

fa(x) = f(z) = O(h*) + O

. ) p-co.

Démonstration du Théoréme 2.4.1

La démonstration de ce théoréeme découle de la décomposition suivant

fo(x) = f(z) = (fulz) — E[fn(2)]) — (f(z) = E[fn(2)]). (2.14)

Et les deux lemmes suivants

Lemme 2.4.1

Si les conditions (H”.1) et (H”4) sont vérifiées on a :

A

E(fu(z)] — f(z) = O(h")

Preuve Lemme 2.4.1(voir preuve de Lemme(2.3.3) de cas indépendant)

Lemme 2.4.1

Supposons que les hypotheses (H.1), (H.3) et (H’4) sont vérifiées, alors, pour ¢ > 0 et b > 0,

o) ~ )] = 0|2 c (215)

Démonstration du Lemme 2.4.1

Soit
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A

. 1 &
fa(z) =Efp(z) = ——> g(Xi).
nhy, i=1
La fonction g satisfait

~ Lip(K)
lg| < 2|K| et Lip(g) <27~

n

Soient (S1, ..., Sy) et (t1,...,t,) tellesque 1 <57 < ... < S, <t < ... <ty <n.Sir=t1—5, >0

, par quasi-association des variables X1,..., Xn, on a

|cov(9(Xs,)9(Xs,) 9(Xey)g(Xe, )| < |gl" P72 (Lip(9))? Y Y leov(Xs,, Xy, (2.16)
i=1j=1
< C"Th 2 (u A ), (2.17)
Si f Continus et borné
|cov(g(X1)--9(Xs,)s 9(Xey)--9(Xe,)| < CUH0R3 (2.18)
En multipliant (2.16) par 1 et (2.17) par 2, nous obtenons
lcov(9(X,)--9( X)) 9(X1y)og(X1,)| < CF 0By (w Aw)e 5" (2.19)
Sir=0,
|cov(g(Xs,)--9(Xs,), 9(Xe,)..g(Xe,))] < C* TPy,
apres on a
Var(3_ (X)) = (nh)*Var fu(a) = nha(f () | K*(u)du -+ o(1)).
i=1 R

En appliquant I'inégalité exponentielle, sous la condition (H’4), on a

n

log(n)

B(lfa(@) = Efa(@)l >/ =5=2) = B( Y g(X:)| > n(nhalog(n))?)
n i=1
i°log(n)
= 2 ) o K2 (wdu(1 + (1)
Pour 1 > 2(f(x) fg K?(u)du)'/?, on a
S Pl 21 fule) ~BA (o) > ) < 00 ¢ fulo) = Bfole) = O 20%)  (2:20)
n=1 n
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CHAPITRE 3

SIMULATION

Introduction

Dans cette section, nous proposons une étude numérique, a ’aide du logiciel R, pour illustrer

nos résultats précédents concernant ’estimation de la densité pour les variables quasi-associées.

3.1 simulation

Soit (X¢)iez le processus autorégressif réel d’ordre 1 défini par
X =3+05X1+¢,teZ.

ol (€)tez est une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi gaussienne centrée
réduite (e; ~ N(0,1), t € Z). Le processus (X¢)ez est également gaussien tel que E(X;) = 6 et
Var(X;) = 4/3. Considérons le processus (Y;)iez défini par

Vi=(1+W)Xy, teZ

ou (Wy)iez est une suite de variables aléatoires indépendantes distribuer, de méme loi de Ber-
noulli de parametre 1/2 telle que (P(W; = 1) = P(W; = 0)) = 1/2, et indépendante de la suite
(Xt)tez.

Le processus (Y;)iez est associé (transformation croissante des suites associées (Xi)iez et
(We)iez)- Sa loi est une mélange de deux lois gaussiennes de densité f définie , pour tout z € R,

par
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En effet

ona X ~ N(6,3) et W~ B(3), telle que X indépendant de W.
on cherche a trouver la loi de Y telle que Y = (W + 1) X.

On a
Fy(y) =P(W+1)X <y)

on distingue deux cas

1) Le premier cas si W =0
Fy(y) = 3P(X <)

2) Le deuxieme cas si W =1

d’out

Fe(y) = LB(X<y)+ BRX <y)

1 1 Y
= ZF ZFyv(2
SFx(y) + 5 Fx(Y)

= S(Fxl) + Fx(Y)

On conclut que la loi de Y est une mélange de deux lois gaussiennes dont sa fonction de densité

est la suivante

Fe(w) = 5(x ) + (L)

Avec
V3
fx(y) = 5 Tﬂe:cp 5 (y=6)
Et
Y V3 = (y—12)?
fx(2) 2\/%61']) 32
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Chapitre 3 Simulation
Dans nos simulations, nous utilisons le noyau d’Epanachnikov, défini par
3 2
K(z) = (1 = 2%)1a1<1
Et une fenétre h,, = 0.4.
n=1500 =500
o] o]
i o
o ]
.................... m
0 | 2]
- \ — | = —
) [
T s 0
c c T I
g 0 i 0 !
T T Il
2- ‘\ 8- H
o =]
8 8. v
@ \ \ \ \ \ T T e T T \ T T T T
il 0 il il 1 | 10 il 0 il il 1 | i
J )
n=1000
]
o 4
0
S Y T
0
9
0 2]
c .
o 0
T
1 /
Q -
0
0
g .
g \ \ T \
0 il 4 0
J

FI1GURE 3.1 — Fonction de densité et sa fonction estimé par la méthode de noyau.

La fonction f et son estimateur pour les tailles de 1’échantillon n = 500, 1000, 1500 sont

présentées dans les figures ci-dessus. En conclusion, on constate que l'estimateur est proche de

sa fonction théorique.
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CONCLUSION GENERALE ET PERSPECTIVES

Conclusion

Dans ce memoire, nous avons rappelés la définition de la notion de 'association (et ses formes)
des variables aléatoires, nous donnons quelques théoremes, propriétés et exemples concernant
ces variables dépendantes.

Nous avons introduit un nouveau concept de dependence appelé quasi-association, pour étudier
certains champs aléatoires. Rappelons que cette classe contient en plus des variables associées
et négativement associées.

Nous avons établi la convergence ponctuelle presque complete de la fonction de densité vers
son estimateur a noyau dans les deux cas, le cas indépendant et le quasi-associé. Ces résultats
sont obtenus sous des conditions standard en statistique non paramétrique.

Enfin, nous avons validé nos résultas théoriques par une simulation.
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Résumé

L’objectif de ce mémoire est ’étude de quelques notions d’association, quelques théoremes li-

mites et propriétés des variables dépendantes. Nous nous introduisons un nouveau concept de
dependance appelé quasi-association, pour étudier certains champs aléatoires. Rappelons que
cette classe contient en plus des variables associées et négativement associées.

Nous introduisons ’estimation de la fonction de densité par la méthode de noyau. Nous trai-
tons les propriétés asymptotiques de cet estimateur dans le cas indépendant et dépendant.La
dépendance est modélisée via la corrélation quasi-associée. La vitesse de convergence ponctuelle
presque compleéte d’estimateur & noyau de la fonction citées au dessus ont été établies. Afin de
valider les résultats théoriques obtenus, Une simulation a été réalisée a cet effet.

Mots clés

L’association, Quasi-association , L’estimation a noyau, Convergence presque complete , Simu-

Abstract

The objective of this work is to study some notion of association, some limits theorem and

lation.

properties of dependant random variables.

We introduce a new concept of dependence called quasi associated variable, to study some
random fields. Recall that this class contains the associate and negatively associated random
variable.

We will interest to the kernel density estimation. We trait the asymptotic properties of this
estimator in the dependant and independent case. We modelize the later via the quasi-associated.
We establish the pointwise almost complete convergence(with the rate) of the estimates of those
models. A simulation is given to illustrate the good behavior in the practice of our methodology.

Keywords

Association, Quasi association, Kernel estimation, convergence almost complete, Simulation.
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