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Introduction générale

La théorie des files d’attente, ou des queues, est I'un des outils analytiques le plus
puissant pour la modélisation de systemes de logistiques et de communication. Cette
théorie a pour objet I'étude des systemes et réseaux ou des entités, appelées clients,
qui cherchent a accéder a des ressources, généralement limitées, afin d’en obtenir un
service. L’analyse théorique de tels systemes permet d’établir a ’avance les performances
de I'ensemble, d’identifier les éléments critiques, ou encore, d’appréhender les effets d’une
modification des conditions de fonctionnement.

Les origines du formalisme des files d’attente datent du début du X X" siecle et
principalement des travaux de deux mathématiciens : le danois Erlang et le russe Markov.
C’est en 1909 que Erlang en a posé les bases dans ses recherches sur le trafic téléphonique,
depuis les travaux de Erlang, les modeles de files d’attente sont reconnus largement comme
outils puissants pour l'analyse et 'optimisation des performances des systemes a flux
discret, tels que les systemes informatiques, les réseaux de transmission et les systemes de
transports, etc. En outre, I'analyse stochastique donne une structure conventionnelle de
formulation et résolution des modeles de files d’attente.

La théorie des files d’attente classique offre deux possibilités pour résoudre le conflit
qui apparait lorsqu’un client arrive dans le systeme a serveur unique et trouve le serveur
occupé : Soit il quitte le systéme sans recevoir le service (modele d’Erlang & demande
refusée), soit il prend place dans une file d’attente. Une possibilité alternative est que le
client qui ne peut étre servi, libere I'espace du serveur mais apres une durée de temps
aléatoire revient au systeme pour répéter sa demande de service.

La théorie classique des files d’attente ne permettait pas d’expliquer ce comportement

de répétition de demandes de service jusqu’a satisfaction, qu’on trouve dans les systemes
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téléphoniques. Ceci a poussé certains chercheurs a éttendre le modele d’attente classique
a celui dit avec rappels [21, 22, 49]. Cependant, I'influence de ces phénomeéme a été long-
temps négligée durant les décennies suivantes. Ce n’est que vers les années 1970 — 1980
qu’on a constaté un regain d’intérét pour cette catégorie de modeles, en raison de nou-
veaux développements technologiques des systemes de télécommunication.

Les systemes avec rappels permettent en effet, de mieux modéliser des protocoles spécifiques
de communication, tels que CSMA (Carrier Sense Multiple Access ) ou encore les disci-
plines Ring-back-when-free, Repeat-last-number, Auto-repeat [2]. Les progres récents dans
ce domaine sont résumés dans les articles de syntheses de Yang et Templeton (1987) [51] et
de Falin (1990) [27], parus dans la revue (Queueing Systems : Theory and Applications),
ainsi que dans la monographie de Falin et Templeton (1997) [27] et Artalejo et Gomez
(2008) [13]. Une classification bibliographie a été réalisée récement par Artalejo (2010)
[14]. L’importance et I'actualité de ce domaine est également confirmée par I'organisa-
tion périodique d’une conférence internationale sur les systemes d’attente avec rappels
(International Workshop on Retrial Queues) : Madrid (Spain) (1998), Minsk (Belarus)
(1999), Amsterdam (Netherlands) (2000), Cochin (India) (2002), Seoul (Korea) (2004),
Miraflores de la Sierra (Spain) (2006), Athens (Greece) (2008), Beijing (China) (2010),
Seville (Spain) (2012), Tokyo (Japan) (2014), Amsterdam (Pays-Bas) (2016).

Dans les systemes informatiques et les réseaux de télécommunication, I'unité de temps
de base est un code binaire, C’est a dire les bits, les paquets, le temps de cycle de la
machine, etc. Pour modéliser ce type de systemes, on est contraint de discrétiser ’echelle
temporelle. Ainsi, les passages d'un état vers un autre état ne peuvent se produire qu’a
des instants déterminés a l’avance, et la durée d’un service suit une loi de probabilité
discrete. On parle alors de phénomenes d’attente a temps discret. La motivation pour
investiguer dans les systemes d’attente a temps discret est qu’ils sont plus appropriés que
leurs analogues en temps continu. En pratique, le systeme d’attente a temps discret peut-
étre utilisé comme approximation du systeme correspondant en temps continu.

Le premier travail sur les files d’attente & temps discret, a été présenté par Meisling [43].
Récemment, en raison du progres rapide des nouvelles technologies des réseaux informa-

tiques et de télécommunication, les modeles de files d’attente a temps discret ont recu plus



Introduction générale

d’attention de la part des chercheurs. En raison de leurs applications, il y’a une littérature
abandante sur les systemes d’attente en discret. Les lecteurs intérésssé peuvent se référer
aux livres suivantes [3, 18, 36, 46, 50].

Dans le passé, I’étude des files d’attente avec rappels, est focalisée sur le cas continu

et récement les chercheurs se sont intéressés a I’analyse des systemes avec rappels a temps
discret, ceci est dii a leurs applications dans I’étude de problemes pratiques survenants
dans les systemes téléphonique et des réseaux informatiques.
Le premier travail sur I'analyse des systemes d’attente avec rappels en temps discret,
revient a Yang et Li (1995) [52]. Néanmoins, il existe moins de publications sur les systemes
d’attente avec rappels a temps discret comparant avec le nombre d’articles existants dans
le cas continu (voir les articles de Li et Yang (1999)[41], Attencia et Moreno (2004) [15],
Wang et Zhao (2007, 2009) [47], Aboul Hassan et Rabia (2008, 2009) [1] et Wang (2012)
[48]). Ces articles traitent plusieurs types de modeles avec rappels a temps discret a
savoir (systemes avec rappels et vacation, avec rappels généraux, avec rappels et serveur
non fiable, avec rappels et arrivées par groupe). La majorité de ces publications considere
les temps des inter-rappels distribués selon une loi géométrique qui est I'unique loi sans
mémoire dans le cas discret.

Dans notre travail, nous nous intéressons a I’analyse sthochastique des systemes de files
d’attente avec rappels a temps discret, (en particulier le systeme Geo/G/1 avec rappels
généraux [15]) pour lequel on a mis en évidence les résultats obtenus dans la litérature et
on s’est intéressé en suite a I’étude de la relation avec le systéeme correspondant en temps
continu, qui est le systeme M/G/1 avec rappels généraux [33].

Ce mémoire est constitué d’une introduction générale, de deux chapitres, d’une conclu-
sion générale et d'une bibliographie.

Dans le premier chapitre, nous présentons les principaux résultats et téchniques obtenus
dans la litérature sur les modeles de files d’attente avec rappels tout en définissant les
modeles markoviens et non markoviens et quelques exemples d’application. Une atten-
tion particuliere est consacrée au systeme M /G/1 avec rappels et M/G/1 avec rappels

généraux.
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Le second chapitre est consacré aux systemes d’attente avec rappels a temps dis-
cret. Dans un premier temps, nous nous sommes intéressées a l’analyse stochastique des
systemes d’attente classiques a temps discret plus présisement, le systéme Geo/Geo/1 clas-
sique. Dans un second temps, nous nous sommes intéressées au systeme Geo/G/1 avec
rappels généraux. Apres la description du modele et 'obtention de la condition nécessaire
et suffisante d’érgodicité de la chaine de Markove associée, la fonction génératrice du
systeme est établie, ainsi que les mesures de performances du systéeme sont obtenues.
Enfin une étude numérique pour illustrer l'effet d'un parametre r sur les mesures de per-

formances de ce systeme a été élaborée sous MATLAB 7.1.

Dans la conclusion nous présentons quelques perspectives qui découlent de notre tra-

vail.



Chapitre 1

Systemes de files d’attente avec

rappels

1.1 Introduction

La théorie des files d’attentes consiste en ’étude de systemes ot des clients se présentent
a un dispositif de service, appelé serveur. Puisqu'un client occupe le serveur pendant un
certain temps, les autres clients doivent attendre avant d’étre servis, formant ainsi une
file d’attente.
Cette théorie constitue un outil théorique et pratique pour la modélisation stochastique,
I'évaluation des performances et le controle de différents types de systemes concrets (tels
que les systemes de production, les systemes informatiques, ...). Les systemes de files
d’attente sont tres étudiés et une littérature abondante couvre ce sujet (voir Kleinrock
[40], Gross et Harris [35]). L’évolution rapide des systémes informatiques et des réseaux
de télécommunication ont montré les limites de la théorie des files d’attente classique
qui ne permettent pas d’expliquer le comportement stochastique de certains systemes
complexes ou le client répete sans cesse sa demande jusqu’a obtention du service désiré,
ce qui a conduit certains chercheurs a développer d’autres modeles plus élaborés qu’on
appelle généralement files d’attente avec rappels. Dans ce chapitre, apres la description
et I'analyse mathématique d'un systeme d’attente classique, nous allons passer en revue

les principaux résultats et techniques obtenus dans la littérature sur les modeles de files
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d’attente avec rappels.

1.2 Systemes de files d’attente classiques

Les files d’attente peuvent étre considérées comme un phénomene caractéristique de
la vie contemporaine. On les rencontre dans les domaines d’activités les plus divers (gui-
chets de poste, trafic routier, centrale téléphonique, atelier de réparation, etc.) L’étude
mathématique des phénomenes d’attente constitue un champ d’application important des
processus stochastiques.

On parle de files d’attente a chaque fois que certaines unités appelées clients se présentent
d’une maniere aléatoire a des stations afin de recevoir un service dont la durée est
générelement aléatoire. Une représentetion graphique d’une file d’attente classique est

donnée par la Figure 1.1.

Arrivée Départ
— —( Station de service )————»
des clients des clients

Espace d'attente

FI1GURE 1.1 — Systeme classique de files d’attente

1.3 Analyse mathématique d’un systeme de files d’at-
tente

L’étude mathématique d’un systeme de files d’attente se fait généralement par I'intro-
duction d’un processus stochastique, défini de facon appropriée. On s’intéresse principa-
lement au nombre de clients X () se trouvant dans le systéme a 'instant ¢ (¢t > 0).

En fonction des quantités qui définissent le systeme, on cherche a déterminer :
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e Les probabilités d’état P,(t) = P(X(¢t) = n), qui définissent le régime transitoire
du processus stochastique {X(t),t > 0}. Il est évident que les fonctions P, (t)
dépendent de I’état initial ou de la distribution initiale du processus.

e Le régime stationnaire du processus stochastique qui est défini par :
P, = tlim P,(t)=P(X =n),n=0,1,2,...
—00

(P,)n>0 est appelée distribution stationnaire du processus {X(¢),t > 0}
Le calcul explicite du régime transitoire s’avere généralement pénible, voire impossible,

pour la plupart des modeles donnés. On se contente donc d’analyser le régime stationnaire.

1.3.1 Modeles markoviens

[ls caractérisent les systemes dans lesquels les deux quantités stochastiques principales
qui sont le temps des inter-arrivées et la durée de service sont des variables aléatoires
indépendantes exponentiellement distribuées. Le systeme le plus simple est le modele noté
par M/M/1, son étude est basée sur le processus {X(¢),¢ > 0} qui est un processus de

naissance et de mort, markovien grace a la propriété sans mémoire de la loi exponentielle.

1.3.2 Modeles non markoviens

Lorsque les deux quantités stochastiques : le temps des inter-arrivées et la durée de
service sont des variables aléatoires de distribution générales (non exponentielles), le pro-
cessus {X(t),t > 0}, représentant le nombre de clients dans le systeme a linstant ¢
n’est plus markovien. De nombreuses méthodes ont été développées pour les étudier. Les
méthodes les plus utilisées sont :

Méthode des variables auxiliaires : qui consiste a considérer le processus bidimen-
sionnel (X (), R(t)):>0 ou R(t) est le temps service (écoulé ou résiduel) du client qui est
en train d’étre servi.

Méthode de la chaine de Markov induite : Cette méthode, consiste a considérer le
processus {X(t),t > 0} aux instants particuliers ty,ts,...,t, telle que la chaine induite

{X,, = X(t,),n > 1}, soit markovienne et homogene.
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D’autres méthodes d’analyse de systemes non markoviens existent, telle que 'approche

par les martingales, les méthodes d’approximation, la simulation, ...

1.4 Caractéristiques d’un systeme de files d’attente

Soit A le taux des arrivées vers un systeme d’attente et i la durée moyenne de service. A
partir de la distribution stationaire de processsus { X (t),¢ > 0}, on peut calculer d’autres
valeurs caractéristiques d’un systeme d’attente telles que :

e [ =[E(X) : nombre moyen de clients dans le systeme,

e L, : nombre moyen de clients dans la file d’attente,

e W : temps moyen de séjour d'un client dans le systeme,

o IV, : temps moyen d’attente d'un client.
Ces valeurs ne sont pas indépendantes les unes des autres, mais sont liées par les relations
suivantes qui sont vérifiées sous la condition de stabilité du systeme (ﬁ <1):

o L=\W

o Ly= AW,
° W:Wq—i—ﬁ
° L:Lq—i—%,

ol A, est le taux d’entrée des clients dans le systeme. Si la capacité du systeme est illimitée,
on a A\, = A, dans le cas contraire, certains clients doivent s’en aller sans étre servi d’ou
Ae < A. Ces quatres relations sont valables dans les conditions assez générales c’est a dire
pour le systéme d’attente G/G/s/N. Les deux premiéres quantités sont appelées ”formules

de Little”.

1.5 Systemes d’attente avec rappels

Les systemes de files d’attente avec rappels ou avec répétition d’appels (Retrial Queues
dans la terminologie anglo-saxonne) sont caractérisés par la propriété suivante : un client
arrivant dans le systeme et qui trouve tous les serveurs occupés, quitte le systeme définitivement,
ou rappelle ultérieurement a des instants aléatoires. Un client qui attend pour rappeler

est dit "en orbite”.
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Le modele d’attente avec rappels occupe une situation intermédiaire entre le modele
d’Erlang avec refus et le modele classique avec attente FIFO, qui en constituent les modeles
limites dans les cas de faible et forte intensité de rappels.

Les progres récents dans ce domaine sont résumés dans les monographies de Falin et
Templeton (1997)[30], Artalejo et Gomez (2008) [13] et une classification bibliographique

sur les systemes avec rappels est donnée par Artalejo (2010) [12].

1.6 Description d’un systeme d’attente avec rappels

Un systeme de files d’attente avec rappels est un systéme composé de s serveurs iden-
tiques et indépendants s > 1, d'un espace d’attente ayant N — s (N > s) positions
d’attente et d'une orbite de capacité O.

A T'arrivée d’un client primaire, s’il y a un ou plusieurs serveurs libres, le client sera servi
immédiatement puis quittera le systeme a la fin de son service. Sinon, s’il y a une position
d’attente libre, le client rejoint la file d’attente. Lorsque tous les serveurs et les positions
d’attente sont occupés, le client quitte le systeme, soit définitivement avec une probabilité
1— H, ou bien entre en orbite avec une probabilité H et rappelle ultérieurement et devient
une source d’appels répétés et tentera sa chance apres une durée de temps aléatoire. La
capacité O de 'orbite peut-étre finie ou infinie. Dans le cas ou O est finie et si 'orbite
est pleine, le client trouvant tous les serveurs et les positions d’attente du buffer occupés,

sera obligé de quitter le systeme définitivement sans étre servi.

Chaque client de l'orbite appelé aussi client secondaire est supposé rappeler pour le
service a des intervalles de temps suivant une loi de probabilité et avec une intensité
de rappels bien définie (rappels constants, rappels classiques, ou bien rappels linéaires).
Chacun de ces clients secondaires est traité de la méme maniere qu’un client primaire
c’est a dire un nouveau client qui arrive de I'extérieure du systeme, s’il trouve le serveur
libre, il recoit son service puis quittera le systeme, sinon, s’il y a des positions d’attente
disponibles dans le systeme, il le rejoindra. Par contre, si tous les serveurs et les positions
d’attentes sont occupés, le client quittera le systéme avec une probabilité 1 — Hj, (s'il s’agit

de la k°™° tentative échouée) o bien entre en orbite avec une probabilité Hj, si I'orbite

9
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n’est pas plien.

Le schéma général d’un systeme de file d’attente avec rappels est donné dans la Figure

1.2 :

Départs sans senvice (1- Hi)

Rappeles Clients blogués (Hx)

Arrivée primaire Systéme | clients servis ou perdus
(serveur+salle d'attente ) I

FIGURE 1.2 — Le schéma général d’un systeme d’attente avec rappels

L

Notation de Kendall :
Pour noter un modele de files d’attente, on utilise la notation de Kendall suivante
A/B/s/N/K/H.
La signification de chacun de ces symboles est :
e A :décrit la distribution des temps des inter-arrivées des clients ;
e B :décrit la distribution du temps de service;
e s :représente nombre de serveurs identiques et indépendants dans le systeme;
e N :capacité du systeme;
e K :taille de la population (source) de clients;
e H :estla fonction de persévérance qui permet de definir le comportement du client
devant une situation de blockage (serveurs occupés);
H peut étre décrite par un vecteur H = (Hy ,Hy,Hs..,Hy..), ou Hy, est la probabilité
qu’apres la k°m° tentative échouée, un abonné rappelle pour la (k + 1)®™° fois .
Lorsque les trois derniers éléments ne sont pas mentionnés, il est sous-entendu que la
capacité du systeme et la source de clients (la taille de la population) sont infinis et que

H; =1 pour tout j.

10
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Dans la description des processus des arrivées et de service, les valeurs classiques prises
par les parametres A et B peuvent étre :
e M :loi exponentiele (Memoryless) ;

e Fr :loi d’Erlang;

G :loi Générale;

D :loi déterministe (temps inter-arrivées ou service constant).

1.7 Quelques exemples de systemes d’attente avec
rappels

Il existe aujourd’hui une litérature abandante sur les systeme avec rappels ou des
exemples concret, ont été cités nous présentons quelques exemples ( extraits de l'article

de Yang et Templeton 1987 [51]).

1.7.1 Réseaux de communication par paquet

Considérons un réseau de communications d’ordinateurs dans lequel on trouve un en-
semble d’interfaces IMPs (Interface Message Processors) reliées entre elles par des cables.
Un ordinateur principal est connecté a I'une de ces interfaces. Si 'ordinateur veut envoyer
un message a un autre ordinateur principal, il doit en premier lieu envoyer le message
avec ’adresse de destination a l'interface a laquelle il est connecté. L’interface a son tour
envoie le message a l'ordinateur destinataire directement si elle y est connectée, ou in-
directement via d’autres interfaces. Considérons une interface a laquelle un ordinateur
principal est connecté. Les messages arrivent de l'extérieur selon un processus aléatoire.
Apres la réception du message, l'ordinateur ’envoie immédiatement a son interface. S’il
y a un tampon libre, le message est accepté. Dans le cas contraire, le message est rejeté
et I'ordinateur doit réessayer une autre fois apres une période de temps. S’il existe des
tampons libres, le message rejeté sera stocké dans un tampon de 'ordinateur principal.
Dans le cas contraire, le message est considéré comme perdu. On peut poser les questions

suivantes :
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Quelles sont les probabilités pour qu'un message soit rejeté par 'interface et par

I'ordinateur principal 7

Quel est le nombre moyen de messages dans le tampon de IMP 7

uel est le nombre moyen de messages dans le tampon de 'ordinateur principal ?
y g p p p

Quel est le temps d’attente d’'un message dans le tampon de 'ordinateur principal ?
Le probleme présenté peut étre modélisé comme un systeme avec rappels a serveur unique
(interface IMP) possédant des tampons (positions d’attente). Le nombre de tampons de

I'ordinateur principal constitue la capacité de l'orbite.

1.7.2 Reéseaux Locaux : CSMA

Dans les réseaux locaux se partageant un bus unique, I'un des protocoles de com-

munication est appelé non-persistant CSMA (Carrier Sense Multiple Access). C’est une
méthode d’acces a un réseau local.
Supposons que ce réseau possede n stations (ou processeurs) connectés par un seul bus.
La communication entre les stations est réalisée au moyen de ce bus. Des messages de
longueurs variables arrivent a la station du monde extérieur. En recevant le message, la sta-
tion le découpe en un nombre fini de paquets de longueur fixe et consulte immédiatement
le bus pour voir s’il est occupé. Si le bus est libre, I'un de ces paquets est transmis via ce
bus a la station de destination, et les autres paquets sont stockés dans le tampon pour une
transmission ultérieure. Si par contre, le bus n’est pas libre, tous les paquets sont stockés
dans le buffer et la station peut consulter le bus apres une certaine période aléatoire. Ce
probleme peut étre modélisé comme un systeme avec rappels ‘a un seul serveur, qui est
le bus et les buffers des stations représentent 1’orbite.

ce systeme est décrit dans la Figure 1.3
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Bus

Paquet J Tampon J Paquet

Buffer
“ @ “

l ‘ Pagquet
Station
Tampon T

Buffer Tampon
Buffer

Message Extérieur

FIGURE 1.3 — Schéma d’un réseau local

1.8 Le modele M/G/1 avec rappels

Le modele M/G/1 avec rappels est le modele le plus étudié par les spécialistes et il
existe une littérature abondante sur ses diverses propriétés (voir par exemple [12], [5] [24]).

Soit A, le taux du flot poissonnien des appels primaires. La durée de service 7 est de
loi générale, de moyenne i, de distribution B et de transformée de Laplace-Stieltjes B (s).
La durée entre deux rappels successifs d’'une méme source secondaire est exponentielle de
parametre . La description du systéme est la suivante : On suppose que le (i —1)*¢ appel
termine son service a l'instant 7;_; (les appels sont numérotés dans l'ordre de service) et
le serveur devient libre. Méme s’il y a des clients dans le systeme, ils ne peuvent occuper
le service immédiatement. Donc le i appel suivant, n’entre en service qu’aprés un
intervalle de temps R; durant lequel le canal est libre, bien qu’en général il y ait des
clients qui attendent. A I'instant & = n;_; + R;, le i*™° client débute le service durant un

temps S;. Tous les rappels qui arrivent durant ce temps de service n’influent pas sur le

processus. Alors a I'instant n; = &+ 5;, le i°™° client acheéve son service et le canal devient

13
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encore libre et ainsi de suite.

1.8.1 Meéthode de la variable supplémentaire

Le premier résultat sur le systeme M/G/1 avec rappels a été obtenu par Cozzolino.
[23] et Alexandrov [2], en utilisant la méthode de la variable auxiliaire. Ils ont obtenu les
probabilités d’états et les fonctions génératrices du nombre de clients dans le systeme.

L’état du systeme peut-étre décrit par le processus
N(t), si C(t) =0,
{C@),N@), @)}, st Ct) = 1.
O, £(t) est une variable aléatoire a valeurs dans RT, et désignant :
— La durée de service écoulée a la date t [23].

— La durée de service résiduelle a la date t [2].

Notons

Poi(t) =P(C(t) = 0,N(t) = j),

et
Pi(t,z) =P(C(t) = 1,N(t) = j,x < £&(t) < x + da), j > 0.

Si p=A/p <1, le systeme est stable. La fonction génératrice du nombre de clients dans

le systeme est donnée par

_ (1=p)(1 = 2B~ X2) ¢(2)
=) = B\ —\z2) — z o(1)’ 1)

—\ [*1—DBO\ - )
o) = el [T ),

ou

On aura alors,

(1—p)(1—2)B\—\2) )\/Z 1— B(\—\z)

=) = B\ —\z) —z exp{—g z— B\ — \x)

dx}. (1.2)

Cette formule est appelé décomposition stochastique, signifie que le nombre de clients dans
le systeme M /G /1 avec rappels s’écrit comme somme de deux variable aléatoire, 'une est
le nombre de clients dans le systeme M /G/1 classique et 'autre est le nombre de clients

dans le systeme M /G/1 avec rappels étant donné que le serveur est libre.
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1.8.2 Méthode de la chaine de Markov induite

La méthode de la chaine de Markov induite a été utilisée pour la premiere fois par Choo
et Conolly (1979) [20] : Soit (X;) la chaine de Markov induite aux instants de départs, ou
X; = X (n;) représente le nombre de clients dans le systéme apres le i départ.

Il est clair que (X;) est une chaine de Markov et
Xip1 = X —0x, + Aiq

ol A, est le nombre d’appels primaires durant le service du i*™° client. La variable aléatoire
A1 ne dépend pas des événements qui se sont produits avant l'instant &4 du début de
service du (i + 1)™° client.

La distribution de A; est la suivante :

()"
k!

P(A; = k) = Py = /0 " exp(—a) 2L B

La variable dx, est une variable aléatoire de Bernoulli

5 1 sile (i + 1) client servi provient de l'orbite ,
X, =

3

0 sinon .

Elle a pour distribution

no
Plox, =1/Xi=n) =0
et
P(0x, = 0/X; =n) = A
R W

Les probabilités de transition en un pas s’écrivent alors :

i A
P.=——" P _ 2 p. .
YN+ ]l+1+)\+i9 I
En posant .
n(z) = (1-— p)(l — 2)B(A — \2)
BA—Xz)—z
I'équation (1.1) s’écrira
¢(2)
2) =7(2)—=
Q) = ()55
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On trouve encore la formule “décomposition stochastique” du systeme M/G/1 avec
rappels [7].

Si on note par 75 le nombre moyen de clients dans le systeme, alors 1y = fio, + E(/3),

ou [ est la variable aléatoire de fonction génératrice %, et N est le nombre moyen de

clients dans le systeme M/G/1 classique avec .

1—p)BO\ = Az)(1 —

ry— L=PBO A0 =)
BA—=Xz)—=z

qui n’est autre que la formule de ”Pollaczek-Khintchine” pour le nombre de clients dans

le systeme M/G/1 (FIFO, o).

Cette décomposition a déja été observée pour les systémes avec vacance (caractérisés par
le fait que le temps libre du serveur peut-étre utilisé pour d’autres taches extérieures [9]).
Sa validité a été prouvé pour certaines classes de modeles avec rappels. A titre d’exemple,
Yang et Templeton ont montré que cette décomposition est valable pour un systeme a loi
d’arrivées générale [51]. Artalejo et Falin ont donné diverses applications de cette propriété
de décomposition [7]. En particulier, ils ont obtenu :
a) Des relations explicites pour les moments factoriels de la taille de I'orbite et du
nombre de clients dans le systeme de files d’attente sans rappels.
b) La vitesse de convergence du systeme M /G /1 avec rappels vers le systeme M/G/1
classique quand le taux des rappels tend vers l'infini.
¢) La mesure de proximité entre les deux systémes.
Artalejo a obtenu la décomposition de la distribution stationnaire en trois compo-
santes liées a la discipline de vacation, les rappels et la distribution de la taille du systeme
M /G/1 ordinaire (sans rappels et sans vacation) [9]. Falin, Artalejo et Martin ont obtenu

la décomposition stochastique pour les systemes avec rappels et priorité [29].

Les caractéristiques du systeme M /G/1 avec rappels sont données dans [29] par :

Nombre moyen de clients dans le systeme :

A2E(72) Ap

n=p+ + : (1.3)
2(1—p) 0(1—0p)
Nombre moyen de clients dans 1’orbite : D’apres les formules de Little, on a
AN E(7? A
o—n—p AET) A (1.4)

21—p) O(1—p)
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Temps d’attente et nombre de rappels : Le temps d’attente d'un client est mesuré
a partir du temps d’entrée dans le systeme jusqu’'au temps du commencement du service.

Pour trouver le temps moyen d’attente w, on utilise la formule de Little n = wA. On aura

AE(7?) p

w = 1.5
21—p)  6(1—p) (15)
Une fois w obtenu, il est aisé de déduire 7, le nombre moyen de rappels par client :
NIE(72
n=0w= ) P (1.6)

20—=p) 1-p

1.9 Modele d’attente avec rappels généraux

Un modele plus généralisé des files d’attente classique et avec rappels (exponentiels)
est celui dans lequel les temps entre rappels successifs du méme client sont distribués
selon une distribution générale.

L’analyse de ce type de modeles s’inspire de 'observation des phénomenes de rappels
dans les systemes informatiques, téléphoniques et les réseaux de télécommunication ou les
temps de rappels peuvent difficilement étre modélisés par une distribution exponentielle.
La recherche dans ce domaine reste tres limitée. Le premier a s’y étre intéressé fut Kapyrin
(1977) [38] qui a essayé de déduire une solution analytique exacte pour la file M/G/1 avec
rappels généraux. Cette méthode se révéla incorrecte voir Falin (1986) [26]. Plutard, en
se basant sur la propriété de la décomposition stochastique (le nombre de clients dans
le systeme est la contribution de deux variables aléatoires indépendantes : le nombre de
clients dans la file classique M/G/1 et le nombre de clients dans la file M/G/1 avec rappels
exponentiels sachant que le serveur est libre) Yang et al. proposent une méthode pour les
applications pratiques. Gémez-Corral (1999) [33] développe une analyse exhaustive pour
I’analyse du systeme M/G/1 avec rappels non exponentiels.

Le flot des arrivées primaires est poissonien de taux A > 0. Si le serveur est libre, le client
commence son service immediatement, sinon, il entre en orbite et rappelle ultérieurement
selon la discipline FIC'F'S. Les durées de rappels sont distribuées selon une loi générale de
distribution F' de Transformée de Laplace F*. Les durées de services sont indépendantes
de distribution commune générale B, de transformée de Laplace B et de moment d’ordre

k donné par [ = (—l)k(ﬁ’)(’f)(O). De plus, les temps inter-arrivées, les temps de rappels
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et les durées de service sont supposées indépendantes.
Gomez-Corral [33] a montré dans son article que sous la condition d’ergodicité
ABy < F*(X), la fonction génératrice du nombre de clients dans le systeme est donnée par

la formule :

K(z) = _ i . (1.7)

[F(\) = ABi](1 = 2)B(A = A2)
F*(A\)(1—=2)B(A—=Az) — z2(1 = B(A— \z))

1.10 Disciplines de rappels

La politique la plus utilisée dans la théorie classique des files d’attente avec rappels est
la politique de rappels classiques dans laquelle chaque source dans I'orbite rappelle apres
un temps exponentiellement distribué avec un parametre 6. Dongc, il y a une probabilité
jOdt + o(dt) d'un nouveau rappel dans le prochain intervalle (¢,¢ + dt) sachant que j
clients sont en orbite a l'instant ¢. Néanmoins, il y a d’autres situations ou le taux de
rappels est indépendant du nombre de clients dans 1'orbite, c¢’est-a-dire que le taux de
rappels est égal a 0 si I'obite n’est pas vide au temps t et égal a zéro si elle est vide.
Cette deuxieme politique est appelée la discipline de rappels constants. Dans ce cas, la
probabilité d’'un rappel durant (¢, ¢+ dt), sachant que 'orbite est non vide, est vdt+ o(dt).
Le premier travail dans cette direction est celui de Fayolle [31]. La combinaison de ces
deux situations de rappels, est appelée discipline de rappels linéaires pour laquelle la
probabilité d’un rappel durant (¢,¢ + dt) sachant que j client sont en orbite a I'instant ¢
est [(v(1 — 6o;) + 76)]dt + o(dt) ou dy; est la fonction de Kronecker. On mentionne aussi

'existence d’'une autre politique dite politique de rappels quadratiques [12].

1.11 Autres modeéles

Les systemes a arrivées par groupes ont été étudiés par Falin (1990) [27], et Yang et
Templeton (1987)[52]. Les systemes avec multi-classes de clients par Grishechkin (1992),
et ceux avec deux types de clients impatients par Martin et Artalejo.

Les modeles avec priorité par Falin and al. (1993)[29]. Yang and al. ont étudié les systemes

a flot des arrivées non markovien (Coxien d’ordre a)(1992) .
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Langaris et Moutzoukis (1995) ont étudié le systeme M /G /1 avec rappels a arrivées
par groupe, deux types de clients, (prioritaires et non prioritaires) et avec vacation du
serveur et ils ont obtenu la distribution stationnaire du systeme. Les mémes auteurs ont
étudié le systeme informatisé ” Lecture-écriture” (1997) qui est un modele a N serveur et
deux classes de clients lecture et écriture. Falin et Artalejo [7] ont étudié les systemes avec
rappels a source finie et ils ont fait ’analyse de la distribution des arrivées, la période
d’occupation et le temps d’attente (1998).

Les systemes de files d’attente avec rappels et arrivées négatives sont largement étudiés
dans la littérature voir ([6, 8, 11, 17]).

En théorie des systemes de files d’attente avec rappels, il est souvent supposé que le
flot des arrivées primaires est poissonnien. Néanmoins, Artalejo considere des systemes
avec rappels [14], population homogene et suppose qu’on a un nombre K fini de sources

identiques produisant un flot d’entrée quasi-aléatoire [10] .

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons rappelé et présenté les concepts et techniques de base
de la théorie de files d’attente (classiques et avec rappels). Notons que les systémes avec
rappels sont utilisés pour modéliser et évaluer les performances de différents systemes
réels. Durant ces deux derniere décennies les chercheurs s’intéressent a modéliser les
systemes téléphoniques et les réseaux informatiques en temps discret. Dans ce chapitre
nous avons effectué une analyse de performance sur les systémes de files d’attente avec
rappels (en particulier les systémes M/M/1 et M/G/1 avec rappels), Nous avons obtenu
les caractéristiques essentielles, telles que : le nombre moyen de clients dans le systeme,
le nombre moyen de clients en orbite, le temps moyen d’attente et le nombre moyen de
rappels par client. Ces modeles de files d’attente avec rappels en temps discret feront

I'objet du chapitre suivant.
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Chapitre 2

Systemes de files d’attente avec

rappels en temps discret

Introduction

Les phénomenes d’attente en temps discret sont utilisés pour analyser les systemes de
télécommunication et les réseaux informatiques, en raison que l'unité de temps de base
dans ces systemes est le code binaire.

Dans le passé, I'étude des systemes avec rappels était focalisée sur le cas continu, durant
les deux dernieres décenies plusieurs travaux sont apparus sur les systemes d’attente en
temps discret voir [1, 15, 42, 41, 47, 48, 51].

L’objectif de ce chapitre est 'analyse des systemes d’attente avec rappels a temps
discret, passant d’abord par le systéme classique Geo/Geo/1, puis 'analyse de systeme
d’attente Geo/G/1 avec rappels généraux pour lequel on a mis en évidence les résulatats
obtenu dans la litérature a savoir ( la condition d’érgodicité de la chaine de Markov
associée et les mesures de performance de ce modele ) ensuite I’étude de la relation avec le
modele correspondant dans le cas continu, enfin une application numérique pour ilustrer

I'effet des parametres sur les mesures de performances de ce systeme.
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2.1 Systemes de files d’attente classiques en temps
discret

Dans cette section, nous présentons les méthodes utilisées pour I'analyse du systeme

classique markovien en temps discret.

2.1.1 Processus de naissance et de mort

Les processus de naissance et de mort (N-M) sont des processus dans lesquels une seule
naissance peut se produire a tout moment et le taux de naissance dépend du nombre de
clients dans le systeme. De méme, un seul déces peut se produire a tout moment et le
taux de mortalité dépend du nombre de clients dans le systeme et ils sont markoviens.

Il sera remarqué plus tard qu'un processus de naissance et de mort ne peut qu’accroitre
la population ou la diminuer d’une unité a la fois, donc sa chaine de Markov est de type
tridiagonale. Le processus de naissance et de mort est tres fondamental dans la théorie
de file d’attente.

Le processus de naissance et de mort a temps discret n’a pas regu beaucoup d’attention
dans la littérature. Ceci est en partie parce qu’il n’a pas la structure simple qui le rend
tres général pour une classe de files d’attente en tant que contre partie de temps continu.
Nous supposons que le processus de naissance a temps discret est un processus qui suit une
distribution géométrique dépendante de 1’état et le processus de déces suit une distribution
géométrique dépendante de I'état. Dans ce qui suit, nous développons le modele de maniere

plus explicite.

2.1.2 Processus de naissance et de mort en temps discret

le processus de naissance est un processus de Bernoulli, tandis que le processus de mort
suit la loi géométrique. Soit p; = P( qu'une naissance se produise ), p; = 1 —p; i > 0, et
soit § = P(qu'une mort se produise), s; = 1 — 5;, i > 0.
Si nous définissons maintenant une chaine de Markov avec 'espace d’état 7, 7 =0, ou ¢
est le nombre de clients dans le systeme, la matrice de transition P de cette chaine est

donnée comme suit :
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Do Do 0 0
p_ D151 p1S1 + piSi P151 0
0 D252 D2S2 + P2S2 P2Sa 0

Soit m;(n) la probabilité qu'il y ait i clients dans le systeme a Uinstant n, et  m(n) =

[mo(n), m1(n), ...], et nous avons :

m(n+1)=7n(n)P, ou w(n+1)=mr(0)P"t.

Si P est irréductible et récurrente positive, il existe un vecteur invariant, ce qui est équivaut
également a la distribution limite, lim w(n) = 7, d’ou :
n—o0
TP =m.

Posons 7 = [mg, 71, T, ...], d’ol les équations de balance sont définies par :

Ty = PoTo + P1S1771,
m = pomo + (D151 + p151)T1 + PaSama,
T = Pic1Si—1Tim1 + (DiSi + DiS)Ti + Pit15i41Tit1, 1> 2.

De la premiere équation on aura :

S .
Wi:HpU—UWO, 1> 1.

v=0 ]51;+1 =§v+1

o0
En utilisant la condition de normalisation ) m; = 1, on obtient :
i=0

oo i—1 -1
| ] |

To = —
3
im1 peo Pvt15v+1

Pour la stabilité du systeme, il faut que la quantité :

co 1—1

To = Z H(pvsv)[ﬁv-i-lgv-ﬁ—l]_l < Q.

i=1 v=0

Remarque 2.1. Le processus de naissance et de mort est un cas particulier des processus
quasi naissance et mort (QNM)[3], ot la matrice de transition est constituée de matrices

blocs au liew des scalaires.
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2.1.3 Analyse du systeme Geo/Geo/1 classique

Nous considérons un systeme d’attente Geo/Geo/1 classique a un seul serveur en temps
discret ou ’axe du temps est divisé en sous intervalles de longueur égale, appelées "slots”,
et toutes les activités du systeme se produisent aux extrémités des ”slots”. Supposons que

I’axe du temps soit marqué par 0,1,2,....m, ....

Dans les files d’attente en temps continu, la probabilité qu’une arrivée et un départ
(fin de service) se produisent simultanément est nulle, ce qui n’est pas le cas pour les
files d’attente en temps discret, ou plusieurs activitées peuvent se produire a la fois. Pour
résoudre le conflit, on utilise la discipline Early Arrivals System (EAS) ou un départ
précede une arrivée (departure first), on suppose alors que les départs se produisent dans
(m~,m) et les arrivées dans (m, m™) (voir la Figure 2.1).

Les clients arrivent au systéme selon un processus géométrique de parametre p (0 < p <

o (m!H)+

[ Instant de départ.

QO Instant d'arrivée,

FIGURE 2.1 — L’axe du temps d’un systeme Geo/Geo/1 classique

1), p=1— p. Les temps de service sont géométriquement distribués de parametre s, ou
s = 1 — 5 est la probabilité que le service n’est pas terminé dans le slot. On suppose de

plus que les processus des arrivées et de service sont indépendants.
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2.1.4 Chaine de Markov

Les files d’attente de type Geo/Geo/1 peuvent-étre, comme un cas particulier du pro-
cessus de naissance et de mort.
En effet, dans le cas d'une file d’attente Geo/Geo/1, on suppose que p; = p, V i > 0 et
5,=5VY i>0.
Dans ce cas les fonctions génératrices des lois des inter-arrivées et des durées de service
sont données respictivement par, p(z) = 1 —p+zp et § = 1 —5+2z5. Nous définissons main-
tenant une chaine de Markov (X,,)men avec l'espace d’état (i,k), i =0 ou 1, k>0,
ol ¢ est le nombre de clients dans le systeme. La matrice de transition P de cette chaine

est donnée par :

D p 0 0
P5  Ps + ps ps 0
P=1]0 PS5 ps+ps  ps 0
0 0 ps ps + ps DS 0

Il existe plusieurs méthodes pour analyser cette chaine de Markov. On cite I'approche
algébrique standard, l'approche des fonctions génératrices et l'approche des matrices

géométriques.

L’approche algébrique

La chaine (X,,)men étant irréductible, récurrente positive, donc elle admet une distri-
bution stationnaire unique m = (7o, 71, ...) vérifiant 7 = 7 P.

D’ou on a les équations de balance suivantes :

Ty = Pmo -+ Psm, (2.1)
T = pmo+ (Ps + ps)m + psma, (2.2)
m = psmi_1 + (PS + pS)m; + PSS, 1> 2. (2.3)
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Soit p= g—;, on aura :

i
™ = gﬂ'o, 1 Z 1.

En utilisant la condition de normalisation :

00
E T, = 1,
=0

on aura :

S_
My = gp, avec p <1

p <1 <= p < 5 est la condition de stabilité.

2.1.5 L’approche des fonctions génératrices

o0
Soit f(z) = Z 72", | 2 |< 1, la fonction géneratrice de la distribution stationnaire 7

=0
En multipliant les équations (2.1)-(2.3) par 2%, 21, 2% respectivement, on obtient :

Ty = PTo+ pSTy,

pzmo + (Ps + p38)zmy + pszme,

w
A
I

Zim; = ps2'mi_y + (Ps + p3) 2w + paRi iy, P> 2
En sommant sur ¢ on obtient la derniere équation :
DS

_ _ DS _ _ _
f(z) = f(2)[ps + p5s + ~ + psz] + [p + pz — ps — p5 — = — psz]mo.

Aprés tout calcul fait

5(pz+p)(z — 1)

&)= Gs—pen)=) ™
_ Spz+p)
(ps —psz)

En utilisant f(z)|,—1 = 1 on aura :

§—Pp
Ty = —.

5
Comme 7y > 0, on aura la condition de stabilité p < s
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2.1.6 L’approche des matrices géométriques

Nous pouvons exprimer les probabilités de transition ci-dessus du processus (X,,)men
sous la forme de matrice-bloc suivante, appelée matrice des probabilités de transition quas:
naissance et mort (QNM) dépendante du niveau du processus voir [3]( section 2.9.7.1).
la matrice de transition est donnée par :

La matrice P sous forme blocs est alors comme suit :

By Bn 0 0
BlO Bll AO 0

P=10 Bxn A Ag 0
0 0 A A

Sous forme matricielle le systeme d’équations (2.1)-(2.3) si dessus est donné par :

o

To = Z m; Big
i=0
o0

T = Z T Bi
i=0
oo

T, = Zﬂ—jJrvflAv Jj=1
v=0

Dans le cas général et pour B;j, A,, sont des matrices, la matrice de transition sera une

matrice dite matrice géométrique.

Dans notre cas on a Ay = ps, Ay = (ps+ps), Ay =ps, A,=0, Vi>3.
By =p, Bio=ps, Bn =p, Bii=ps+ps, Bn=ps, Bj=0pouri=>3, j=>2

Comme les composants de la matrice P sont des scalaires on se ramene donc aux deux

premieres approches.
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Caractéristiques du systeme

¢ Le nombre moyen de clients dans le systeme est donné par :
oo

L= g im; est obtenu comme suit :
i=0

L= (s5)""(5—p)[p+ 200" +3p° + ...

= (s8) (5 —p)p[l +2pp +3p" + ...]

d(l1—p)~!
— (s5) (s - ™
d’ot :
L=-"12
§—=Dp

Remarque 2.2. Ce méme résultat peut étre déterminée, en régime stationnaire,

en utilisant la relation :
dm(z)

L= -
dZ |—>1

e Le nombre moyen de clients dans la file est :

Z i—1)m — p. (2.4)

D’ou :

Ly=L—

Cm_l’ts

La capacité du systeme est illimité donc p, = p avec p.”le taux d’entrée réel dans
le systeme”.

En utilisant les formules de Little, on obtient :

e Le temps moyen de séjour dans le systeme :
W = Ljp
P
5—p

e Le temps moyen d’attente dans la file :

L
W, = =2
p

pSs

5(5 —p)
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2.2 Systéme d’attente Geo/G/1 avec rappels généraux

2.2.1 Description de systeme

Considérons un systeme de files d’attente Geo/G/1 avec rappels a un seul serveur en
temps discret. Supposons que 'axe du temps soit marqué par 0,1,2,...,m,... et que les
départs se produisent dans (m~,m), les rappels et les arrivées dans (m,m™). L’axe de

temps du systeme Geo/Geo/1 avec rappels est répresenté dans la figure suivante :

L 1l

(mtl)

O-— —{ 00—

l |

[0 Instant de départ. @ [nstant de rappel.

O Instant d'arrivée.

FIGURE 2.2 — L’axe de temps du systeme Geo/Geo/1 avec rappels

Les clients primaires arrivent selon un processus géométrique de parametre p (0 <
p < 1), p=1—p. Sile serveur est inactif, le client arrivé commence immédiatement
son service. Sinon, il entre en orbite et devient source d’appels répétés et tentera sa
chance apres une durée de temps aléatoire, jusqu’a ce qu’il trouve le serveur libre. On
supposera qu’uniquement le client en téte de 'orbite est autorisé a acceder au serveur.
On suppose aussi que les rappels et les services ne peuvent se produire qu’autour des
extrémités des slot. Le temps des inter-rappels sont distribués selon une loi générale de

oo

distribution ()32, et de fonction génératrice A(z) = Z rix'. Les durées de services sont

=0
indépendantes et identiquement de distribués selon une loi générale (s;)°,, de fonction

génératrice S(x) = Z 5w, et de n®™ moment factoriel 3, = S™(1). De plus, les temps

i=1
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inter-arrivées, les temps de rappels et les durées de service sont supposées indépendantes.

L’intensité de trafic du systeme est donnée par p = pfS;.

2.2.2 Chaine de Markov

A Tinstant m™( immédiatement apres 'instant m), le systéme peut étre décrit par le

processus
Ym:<Cma 50,7717 517m7 Nm)

Ou C,, représente 1'état du serveur (0 ou 1 selon que le serveur est libre ou occupé,
respectivement) et IV, est le nombre de clients dans l'orbit. Si Cy,, =0 et Ny, > 0, &om
représente le temps résiduel de rappels. Si C,,, = 1, &, représente le temps résiduel de
service de client en cours de service.

La chaine {Y,,, m € N} est une chaine Markov, dont l'espace des états est :
{(0,0); (0,i,k):i>1, k>1; (1,i,k): ¢ >1, k>0}.

Notre objectif est de déterminer les fonctions génératrices de la distribution stationnaire

de la chaine de Markov {(Y,,, m € N)} c-a-d.

To0 = lim P[Om = 0, Nm = 0],
m—>r00
To,i,k — lim P[Cm = O, gﬂ,m = i, Nm = k’], 1 Z 1, k Z 1.
m—r00
ik — lim P[szl, él,m:ia Nm:k‘], 221, kZO
m—r00
Les probabilités de transition en une étape P,y = PY,41 = ¥ \ym = y|, sont

données par les formules suivantes :
P(O,O)(O,O) = D
P(l,l,O)(O,O) = D

Sii>1, k>1
P(O,z’—i—l,k)(o,i,k) = D

Puakyoik = DPris
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Sit>1, k=0
P(O,O)(l,i,k) = DS,

Poik+1)aik) = DSi

sii>1, j>1et k>1
Pojmaik = DPSi

Paimaik = DPSi,

Puksnaik = DSiTo,

sii>1, k>1
Puivie-nik) = D
Puiivimair = D

Oup=(1-p).

Les équations de Chapman Kolmogorov de la distribution stationnaire sont :

To0 = PTo,0 1+ PT1,1,0s (2.5)
ok = DPToit1k T PriTi1k; i>1, k>1 (2.6)
o
Tk = OokDSiTo,0 + PSiTo1k+1 + (1 — Ook)ps; Z 0,5,k T PSiT1,1,k
=1

+  prosimiger + (1 — Sok)pm1iv1 k-1 + Privrp; @ > 1, k> 0. (2.7)

Ou dor est la fonction de Kronecker.

Avec la condition de normalisation :

To,0 + Z Z 0,5,k + Z Zﬂ-l’i’k =1.

i=1 k=1 i=1 k=0

30



Chapitre 2. Systemes de files d’attente avec rappels en temps discret

Pour résoudre les équations (2.5)-(2.7) on introduit les fonctions génératrices suivantes :

wolz,2) = ZZWolkxz

i=1 k=1
oo o0
o1(x,2) = E E Tt 2",
=1 k=0
Et les fonctions génératrices auxiliaires :
oo
k .
poi(2) = Y moinzt, i>1,
k=1
oo
k .
pri(z) = E T1ikZ 1> 1.
k=0

En multipliant (2.6)-(2.7) par 2* et en sommant sur k, les équations deviennent :

©0,i(2) = Poi+1(z) +pripia(z) —primae, @ > 1, (2.8)
_ ]37’1' +pz
01i(2) = (P+p2)priri(2) +psivo(l, 2) + ———sip1.1(2)
_ o |
+ gSiSOO,l(Z) — Z%Sﬂfl,l,o + psimo0, 1> 1. (2.9)
En remplagant 'équations (2.5) dans (2.8) et (2.9) on aura :
©0,i(2) = PPoi+1 T DTig1,1 — Primo,0, 1>1, (2.10)
_ ﬁ?"i —I—pz
01i(2) = P+ p2)priv +psivo(l, z) + ———sip1.1(2)
p Z—T .
+ gSigO()’l(Z) + Z%Siﬂ'o’g, (3 Z 1. (211)

Puis en multipliant les équations (2.10)-(2.11) par 2 et en sommant sur 7, on obtient :

r—p

po(w,2) = plA(z) — role11(2) — Ppoa(z) — plA(x) — ro]mo,, (2.12)
TR ) = | P ) (5t )| era(2) + DS(ag0a (2) 4 S ()
+ Sl 2) + EEZT) gy (213)

z

31



Chapitre 2. Systemes de files d’attente avec rappels en temps discret

En rempagant = par 1 dans (2.12) on aura :

peo(l,2) = p(1 —ro)p11(2) — Ppo(z) — p(1 —19)mo0

Et en remplagant I’équation ci-dessus dans (2.13), on obtient :

x_ﬁfgﬁwma@ = Z+@§1_@5@%ﬁp+m)wu@> (2.14)
p(l —2)

~ Dot - L= (0ym

+

Posons z = p dans (2.12) et = = p + pz dans (2.14), on obtient les équations suivantes :

plA(P —ro)lmo0 = PIA(P) — role1.1(2) — Pro(2),

PTO(Z— —Z)S(ﬁ+pz)7ro,o = |7 +p7’(;(1 - Z)S(P+Pz) — (P +p2)| p1.(2)
+ P2 654 s (2).

A partir du systeme d’équations, On obtient les fonctions génératrices ¢11(2) et po1(2) :

_ PAGI(1 — )50+ p?) ]
p1a) = AT 9SG +pe) — At e —SG e 0 (1Y)

__ plA@) =l pe) = SEpI) o
Pl = AU SG e - A - see p

En remplagant (2.15), (2.16) dans (2.12) et (2.14), respectivement on obtient les fonc-

tions génératrices suivantes :

wo(z,2) = Alz) — Alp) prz[(p + pz) — S(p + pz)]moo
o T—p ﬁA(ﬁ)(l_Z)S<p+pz)_Z[<p+p2)—5(ﬁ—|—pz)]’
e1(z,2) = S(z) — S(p +p2) prAP)(1 — 2)(p+ pz)moo

r— (p+pz) PAPD)(L—2)S(P+pz) — 2[(p+pz) — S+ p2)]

En utilisant la condition de normalisation o + ¢o(1,1) + ¢1(1,1) = 1, on aura :

p+pA(p) —p

T0 = Ap) (2.17)
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D’apres (2.17), comme 7o > 0, on obtient la condition d’ergodicité de la chaine de

Markov :

p < p+pAD).
Cette condition peut étre écrite comme p(8; — 1) < pA(p) out le premier membre est
le nombre moyen de clients primaire arrivant durant l'intervalle de service et le second

membre représente le nombre moyen de clients secondaire (rappels) entrant en service a

I'instant de début de service.

Remarque 2.3. Cette condition indique que les clients primaire doivent arriver plus
lentement que les clients qui rappellent (en moyenne). Si la condition p < p + pA(p) est

verifie, le systéeme est stable.
Les résultats ci-dessus sont résumés dans le théoreme suivant :

Théoréme 2.1. [15] La chaine de Markov {Y,,; m € N} est ergodique si et seulement

s%
p <p+PpA(p).
Les fonctions génératrices de la distribution stationnaire de la chaine sont données
par :
po(r.2) = A(z) — A(p) pxz[(p + pz) — S(P + p2)|mo0
’ r—p  PAP)L—2)S(p+pz) = 2[(p+p2) = S+ p2)]
o(z.2) = S(x) — S(p+pz) prA(p)(1 = 2)(p+ pz)mo0
’ v—(p+pz) PAP)L—2)S(p+pz) — 2[(p+pz) — S(p+p2)]
o
g = PEPAD) —p
’ A(p)

Corollaire 2.1. [15]
e La fonction génératrice du nombre de clients dans ['orbite étant donné que le ser-

veur est libre est donnée par :

A(P) (P + p2)[S(P + p2) — 2lmoo
PAP)(1 = 2)S(P+pz) — 2[(p+pz) — S +p2)]

o0 + po(l,2) =
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e La fonction génératrice du nombre de clients dans ['orbite étant donné que le ser-
veur occupé est donnée par :

A(P)(p + pz)[1 = S(p + pz)]moo
PAMD)(1 = 2)S(Pp+pz) — 2[(p +pz) — S(P+ p2)]

901(17 Z) =
e La fonction génératrice du nombre de clients dans l'orbite est donnée par :
Y(z) = moo+o(l,2) +¢i(l,2)

AP)(1 = 2)(p + pz)mop
PAMP)(1 = 2)S(p+ pz) — 2[(p+pz) — S(p+p2)]

e [a fonction genératrice du nombre de clients dans le systeme est :

#(z) = moo+ wo(l,2)+ 2p1(1, 2)

A(p)(1 — 2)(p + pz)S(p + pz)mop
PAMP)(1 = 2)S(p+pz) — 2[(p +pz) — S(p+ p2)]

2.2.3 Caractéristiques du systeme

Le systeme d’attente Geo/G/1 avec rappels peut étre caractérisé par les mesures de

performance suivantes :

e La probabilité que le systeme soit inoccupé :
_ p+pA(D) —p
To0 = — 7~ -
A(p)
e La probabilité que le systeme soit occupé :
p— [l — AD)]
9001,1 ‘I’SOI 1,1 = —
L)+ =E i

La probabilité que le serveur soit libre :

mo0 +wo(1,1) =1 —p.

La probabilité que le serveur soit occupé :
p1(1,1) = p.
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Le nombre moyen de clients dans le systeme :

2p(p — p)[1 — A(p)] + p*Bo
2[p + pA(p) — pl ‘

Le nombre moyen de clients dans 'orbite :

L=4¢'(1)=p+

2p(p — p)[1 — A(p)] + p* P2
2[p + pA(p) — p] '

a l'aide des formules de Little, on obtient :

N =y/(1) =

Le temps moyen de séjour d'un client dans le systeme est donné par :

L
w o= =
p

= B+

2p(B1 — D[ — A(p)] + pp
2[p + pA(p) — p] '

Le temps moyen d’attente d’un client en 'orbite :

W, — Y
p
2p(B1 — p)[1 — A(p)] + pBa
2[p+pA() —p]

Remarque 2.4. La distribution stationnaire de [’état du serveur est donnée par :

70,0 + 900(17 1) =1- P, @1(17 1) =p.

dépend seulement de la distribution du temps du service a travers sa moyenne 31 et

non pas de la distribution du temps des inter-rappels.

Remarque 2.5. (Cas spécial) quand ro = 1, ¢(z) est réduite a :

(I =p)(1=2)S(p+pz)
Pz) = Sp+pz)—z

Laquelle est la probabilité de la fonction génératrice du nombre de clients dans le
systéme de file d’attente Geo/G/1/oo ([36]). Ce résultat n’est pas étonnant car quand
ro = 1, le client en téte de l'orbite commence immédiatement son service lorsque le serveur

est libre.
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2.3 La décomposition stochastique

cette section concerne I'analyse de la propriété de la décomposition stochastique de la
distribution du nombre de clients dans le systeme.
La fonction génératrice de nombre de clients dans le systeme ¢(z) peut étre exprimé

sous la forme :

. o0 + po(1, 2)

P(2) = Q( )WOM%O ik (2.18)

ou (=) est la fonction génératrice du nombre de clients dans le systeme d’attente Geo/G/1 /00

[36] qui est donnée par :

Q) = E g 219

et

1
2) = Toot ol 2). (2.20)
To,0 + ¢o(1,1)

ol w(z) représente la fonction génératrice du nombre de clients dans 'orbite étant donné

que le serveur est libre.

En effet I'expression (2.18) est la propriété de la décomposition stochastique pour notre
systeme ; c-a-d, le nombre total de clients dans le systéeme peut étre représenté comme la
somme de deux variables aléatoires indépendantes; 1'une est le nombre total de clients
dans le systeme Geo/G/1/cco classique [36] et l'autre est le nombre de clients dans le

systeme Geo/G /1 avec rappels étant donné que le serveur est libre.

2.4 Comparaison avec le systeme de files d’attente
en temps continu

Cette section concerne ’analyse de la relation entre le systeme en temps continu et le
systéme en temps discret. Nous montrerons qu’ on peut approximer le systeme M/G/1

avec rappels généraux en temps continu par le systeme correspondant en temps discret.
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Considérons alors le systeme de file d’attente M/G/1 avec rappels généraux voir cha-
pitre 1 section(1.7), ou les clients arrivent selon un processus poissonnien de taux A > 0.
Les temps inter-rappels sont des variables aléatoires indépendantes identiquement dis-
tribuées selon une loi générale F'(x) et de Transformée de Laplace F*. Les durées de ser-
vice sont des variables aléatoires indépendantes de distribution commune générale B(x)
de moyenne finie ;1! et de transformée de Laplace B. Sion supposons que 'axe du temps
est subdivisé en slots de longueur A, on peut approximer le systeme en temps continu par
le systeme correspondant en temps discret pour lequel :

(i+1)A iA
p=AA, ri:/ dF(xz), ©1>0 et Si:/A dB(x), i>1.
iA (i-1)A

Ou A est choisit suffisament petit de tels sorte que p est une probabilité.
L’objectif est de demontrer que, iig% ¢(2) est la fonction génératrice du nombre de clients
dans le systeme M/G/1 avec rappels généraux ( obtenu par Gomez-Corral [33]), voir
I'équation 1.7 (Chapitre 1)
En utilisant la définition de 'intégration Lebesgue on a :

_ A
limp = —,
A—0 )

lim A(p) = F*(\),

A—0

lim S(p+pz) = BA(1-2)).
A—0
Pour une démonstration rigoureuse de ces relations on peut se référer [52]. Si on prend en
considération les résultats précédent, nous obtenons la relation suivante :
1—2)(p D pA(p) —
lim 6(z) = lim — (1= 2)(p+p2)S(P + p2)lp + pAD) — ]
A0 A0 pA(P)(1 — 2)S(p + pz) — z[(p + p2) — S(p + pz)]

(1—2)1 = A1 = 2)A)S(@+ pz) MA + (1 = AA)A(p) — p)
A=0 (1 = AA)A(P)(1 — 2)S(p+pz) — 2[1 = A1 — 2)A = S(p + pz)]

N

- lp*(A) _ 2} (1—2)B(A(1 - 2))

~ ~ 9

Fx(A\)(1 = 2)B(M1 = 2)) — z[1 = B(A(1 — 2))]
Qui coincide avec la fonction génératrice du nombre de clients dans le systeme de file

d’attente M/G/1 avec rappels généraux (voir I’équation (1.7)).
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2.5 Application numérique

Dans cette partie, nous présentons quelques résultats numériques pour illustrer 1'effet
des parametres variables sur les principales mesures de performance de notre systeme
etudié Geo/G /1 avec rappels généraux. On a considéré deux situations tels que la premiere
situation concerne le modele Geo/Geo/1 avec rappels géométrique et la seconde le systeme
Geo/G /1 avec rappels généraux ol on a considéré deux cas ou dans le premier cas traite
les lois générales gouvernant le systeme sont Binomiales et dans le second cas les lois
générales sont de loi Poisson. Nous nous somme intéréssées aux mesures de performance
suivantes :

La probabilité que le systeme est vide

o _ P+ pAD) —p
" Alp)

Le nombre moyen de clients dans le systeme

2p(p — p)[1 = A(p)] + p* P2
2[p + pA(p) — pl '

Le nombre moyen de clients dans 1’orbite

2p(p — p)[1 — A(p)] + p*Pa
2[p + pA(p) — pl '

L=p+

N =

Les programmes sont élaborés sous logiciel MATLAB 7.1

2.5.1 Le systeme Geo/Geo/1 avec rappels

Considérons le systeme Geo/Geo/1 avec rappels en temps discret. Ce systeme est décrit
par le processus des arrivées géométriques de parametre p, les temps des inters-rappels sont
supposés géométrique de parametre 7 et sa fonction génératrice est A(z) = (1—r)/(1—rx).
Les durées de service sont indépendantes et identiquement distribuées suivant la loi
géométrique de parametre s, de premier et de second moment factoriel £, B2 respec-

tivement.

Dans la Figure 2.3, nous présentons trois graphes (a), (b) et (c). Dans cette situation

on fixe /1 =2et p=0.2, 0.3, 04.
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e Le graphe (a) concerne la variation de la probabilité que le systéme soit occupé
(1 —mpp) en fonction de r. On constate que la probabilité (1 —my o) augmente tend
vers 1 a chaque fois que la valeur de r est proche de 1, on remarque aussi qu’a
chaque fois que p augmente, la probabilité (1 — 7o) tend plus rapidement vers 1.

e Le graphe (b) illustre le comportement de L en fonction de r on a les mémes
remarques de plus on observe qu’a chaque fois que r est proche de 1, L tend vers
I’infini.

e le graphe (c) illustre le nombre moyen de clients dans l'orbite NV en fonction de la
variation de taux des rappels r, on constate que N augmente et tend vers l'infini
en fonction de p, a chaque fois que r est proche de 1, et pour des valeurs faibles de

r l'orbite est vide.

1-n (@) N (b)

0.4

—op=02
—p=03
—p=04

; ‘

02

0e 07 0.g 08

FIGURE 2.3 — (a)La probabilité que le systeme soit occupé en fonction de r. (b) le nombre

moyen de clients dans le systeme. (c¢) le nombre moyen de clients dans I'orbite

2.5.2 Le systeme d’attente Geo/G/1 avec rappels généraux

Considérons un systeme Geo/G/1 avec rappels en temps discret a un seul serveur. Ce

systeme est décrit par le processus des arrivées géométrique de parametre p, les inter-
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rappels sont supposés de loi générale, et les temps de service sont indépendants et iden-

tiquements distribués selon une loi générale.

Premier cas

On considere les inter-rappels sont de loi binomiale de parametres n et r (B(n,r)) de
fonction génératrice A(z) = (ra + 1 —r)", les durées de service sont indépendantes et
identiquement distribuées suivant la loi binomiale de parametre n et s (B(n,r)).

e Dans la Figure 2.4, nous présentons trois graphes (a), (b) et (c). nous avons fixé
p=0,2etn=1, 4, 6.
Le graphe (a) illustre la variation de la probabilité que le systéme soit occupé
(1 — mp) en fonction de 7, on remarque que cette probabilité et r sont propor-
tionnels et elle est constante pour n = 1 puis augmente et tend vers 1 lorsque n
augmente .
Le graphe (b) concerne la variation du nombre de clients dans systeme L, en fonc-
tion de 7, les mémes effets sont montrés, tel que le nombre moyen de clients dans
le systeme tend vers 'infini lorsque n augmente.
Les mémes effets sont constatés sur le graphe (c) a I’exception que Iorbite est vide

pour n = 1.
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1-ry (a) L (b

pE:1S sl n=4

0B B

04 ne

0.2r

n=1

n==6

FIGURE 2.4 — (a) La probabilité que le systeme est occupé en fonction de r. (b) le nombre

moyen de clients dans le systéme. (c¢) le nombre moyen de clients dans I'orbite

Deuxiéme cas

On considere les inter-rappels sont de loi de Poisson de parametres r, (P(r))
r > 0 de fonction génératrice A(x) = exp(—r(1 — x)), les durées de service sont
indépendantes et identiquement distribuées suivant la loi Poisson de parametre s

s>0.0On fixep=20.2, 0.3, 04.

e Dans la figure (2.5), nous présentons trois graphes (a), (b) et (c) .

le graphe (a) concerne la variation de la probabilité que le systeme soit occupé
(1 — 7o) en fonction r, la probabilité (1 — my) et r sont proportionnnels et aug-

mente lorsque p augmente et atteint 1 lorsque p = 0.4 et r tend vers U'infini.

Le graphe (b) illustre la variation du nombre de clients dans systeme L en fonction
de r qui sont proportionnels, on remarque que L est constant pour p = 0.2, 0.3.

Pour p = 0.4, et a partir de r = 0.8 L tend vers l'infini.
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Pour le nombre moyen de clients dans 'orbite N en fonction de r illustré dans le
graphe (c), on remarque que N est nul pour les petites valeurs de p et pour p = 0.4,

N augmente et tend vers l'infini, a partir de » = 0.8.

1-n (a) b
T 00 ml-' (b)
// —p=-02
0.8 gl |——p=03
—p=04
06 Bt
0.4 4+
——p=02
D2t p=03 2+
——p=04
0 L 1 L 1 L 1 L 1 L I 0 1 1 1 1 L L 1 1 1
1] 0.1 0z 03 04 05 0B 07 08 03 1 0 0.1 02 03 04 0s 08 07 0.8 09
r r
N (c)
10
—p=02
gl |—p=03
——p=04

FIGURE 2.5 — (a)La probabilité que le systeme est occupé en fonction de r.(b) le nombre

moyen de clients dans le systeme.(c) le nombre moyen de clients dans 'orbite

Conclusion

Dans ce chapitre on a analysé le systeme de files d’attente Geo/G/1 avec rappels
généraux en utilisant la méthode de variable aléatoire on a calculé les mesures de perfor-
mances de ce systeme. La durée de service générale n’influence en rien que par ses deux
premiers moment (1, fo par contre la loi générale des inter-rappels a un effet considerable

sur les caractéristiques du systeme par sa forme.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons d’abord rappelé et représenté quelques concepts et tech-
niques de base de la théorie de files d’attente avec rappels en particulier le systeme M /G/1
avec rappels.

Ensuite, nous avons présenté quelques systemes de files d’attentes (Geo/Geo/1) clas-
sique et (Geo/G/1) avec rappels en temps discret et nous nous somme intéressées a cet
effet aux mesures de performances de ces modeles.

Enfin, nous avons effectué une analyse numérique montrant l'effet de quelques pa-
rametres sur les mesures de performances (La probabilité que le systéme soit occupé, le
nombre moyen de clients dans le systéme et le nombre moyen de clients en orbite) de
quelques systemes de files d’attente a savoir (Geo/Geo/1 et Geo/G/1) avec rappels. Ce
travail ouvre quelques perspectives de recherche telles que :

e Analyse des systemes de files d’attente avec rappels a temps discret plus complexe.
e Modéliser des systemes concrets avec ce type de modele.
e Approximation des systemes d’attante avec rappels a temps continu par des modeles

appropriés a temps discret.
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