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Liste de quelques

notations

Espace des fonctions C'™ et a support compact dans ).
Espace des distributions sur €.
Espace des distributions sur €2 & support compact.
Norme.
Dérivée partielle d’ordre a.
Fonction exponentielle.

Crochet de dualité.



Introduction

Les équations aux dérivées partielles constituent le champ d’application le plus important
de la théorie des distributions. Historiquement, elles en ont été la motivation premiére.

La notion de solution élémentaire est d’une extréme importance. D’ailleurs, ces solu-
tions ont été depuis longtemps 1’objet de nombreuses études.

Parmi les mathématiciens attachés a I’étude de ces solutions, nous citons Bernard
Malgrange qui pour lui cette notion est un probléme extrémement surprenant. En effet,
on ne s’intéressait guére qu’aux équations elliptiques, paraboliques ou hyperboliques, mais
pas aux équations tout a fait générales, de ce fait, 'idée de trouver une solution élémentaire
lui a paru un peu farfelue. Puisqu’une telle solution E d’un opérateur différentiel a
coefficients constants P(D), est une distribution F € D'(RY) vérifiant P(D)E = ¢y dans
D' (RM).

En revanche, apreés nombreux travaux, Bernard Malgrange et en méme temps Léon
Ehrenpreis ont réussi & montrer en 1955-1956 que tout opérateur différentiel & coefficients
constants sur RY admet une solution élémentaire.

Sans nul doute, ce théoréme est 'un des résultats majeurs de la théorie générale des
équations aux dérivées partielles linéaires. De plus, il montre que la théorie des distribu-
tions fournit le bon cadre pour étudier les équations aux dérivées partielles linéaires.

Par ailleurs, la question qui se pose est: est-ce-que la connaissance d’une solution
élémentaire d'un opérateur différentiel & coefficients constants P(D) sur RV, permet de
calculer explicitement une solution de 1’équation P(D)u = f dans D'(RY) pour toute

distribution f & support compact.



Introduction

Pour répondre a cette question en plus de pouvoir obtenir des solutions élémentaires,
nous allons dans un premier temps, rappeler quelques résultats sur les distributions, puis
introduire la notion de la convolution ainsi que celle de la transformation de Fourier
qui sont les outils fondamentaux intervenant dans l'analyse des équations aux dérivées
partielles a coefficients constants.

Nous nous intéressons ensuite au calcul des solutions élémentaires des principaux
opérateurs de la physique mathématique, tels que le Laplacien, le D’ Alembertien, ’opérateur
de la chaleur et celui de Schrodinger. Enfin, nous présentons leur intérét et leur utilisation

dans la résolution de quelques équations aux dérivées partielles & coefficients constants.



CHAPITRE

Préliminaires

Dans toute la suite, ) désigne un ouvert de RY.
D(Q) est I'espace vectoriel des fonctions C*°, a support compact dans 2, muni de
sa topologie limite inductive stricte d’espaces de Fréchet Dy, (€2), et son dual D'(Q) est

I’espace des distributions sur €.

Proposition 1.0.1 (/4]) Une forme linéaire u sur D(S2) est une distribution sur ) si et
seulement si elle vérifie l'une des deux propriétés équivalentes suivantes:

(1) Si (Om)men est une suite qui converge vers 0 dans D(Q) alors u(p,,) converge vers 0

dans C.

(2) Pour tout compact K de €, il existe une constante cx > 0 et k € N tels que

Vi € Dk (Q), [u(@)] < ex. Y sup [0%p(w)] .

|a\§k$€K

k est appelé ordre de la distribution u sur le compact K. Et notons que u(yp) = (u, ).

Définition 1.0.1 Soit a € ). On appelle distribution ou masse de Dirac au point a la

forme linéaire sur D(Q2) définie par (04, ) = p(a),Vyo € D(Q).

Définition 1.0.2 Pour u € D'(Q2), le support de u, que l'on note Supp(u) est le sous-

ensemble fermé de Q0 défini par l'une des assertions équivalentes suivantes:



1. Préliminaires

(1) CoSupp(u) est le plus grand ouvert de Q sur lequel u est identiquement nulle.
(2) xo ¢ Supp(u) < Fv(xg), un voisinage ouvert de o tel que (u,p) = 0,V € D(v(xo)).
(3) xo € Supp(u) < Yu(xg), I € D(v(xo)), (u, p) # 0.

Définition 1.0.3 Soitu € D'(Q) et € NV, on définit 0%u par (0%u, ) = (=11 (u, d%p) .
Cette définition a un sens car si ¢ € D(), 0% € D(Q),Vp € D(Q).

Définition 1.0.4 Soit (u;)jen une suite de D'(2) et v € D'(Q2). On dit que (u;)jen
converge vers u dans D'(Q) (et on écrira (u;) — u) si .liIJZl (uj, ) = (u, ) Yo € D(Q).
j—too

Proposition 1.0.2 (/3]) Soit une suite (Uy,),>1 de distributions sur ) et une suite (¢y,)n>1
de fonctions de D(f).
Supposons que U, — u dans D'(Q) lorsque n — o0
et o, — p dans D(Q)lorsque n — oo
Alors

(Un, on) = (u, ) lorsque n — oo.
Définition 1.0.5 On note E'(Q) espace des distributions sur Q0 a support compact.

Théoréme 1.0.1 (/2]) a) Toute distribution u € E'(Y) est d’ordre fini.
b) Plus précisément, en notant p l'ordre de u, pour tout voisinage compact K de Supp(u),

il existe une constante C' telle que

Vo € D(), [{u, )| < C.sup[0%p(x)].

zeK
lo|<p

Théoréme 1.0.2 (/2]) (Dérivation sous le crochet)
Soit u € E'(RP) et soit ¢ € C°(RPFY). Alors la fonction y — (u(x), p(z,y)) est de classe

C° dans RY et on a



1. Préliminaires

Théoréme 1.0.3 (/2]) (Intégration sous le crochet)
Soient u € E'(RP) et p € C°(RPTY). Soit Q un pavé compact de R?. On a alors

Qmméw@w@>=4ammwmwm9

Corollaire 1.0.1 ([4]) Soit O un ouvert de RP, et v un élément de
D(O x Q). Soit u € D'(Q2). Alors

<u, /gp(t,.)dt> :/<u,gp(t,.)>dt.

Q Q

Théoréme 1.0.4 (/5]) (La formule des sauts)

Soit f une fonction de classe C* par morceauzx dans [a,b], et qui admet en tout point
ol elle n’est pas continue, une limite a droite et une limite a gauche, il existe aussi une
subdivision de [a,b] en intervalles [a, a1, |a;, a;i1[,]ais1, 0] telle que f soit de classe Ct sur
lai, ai1[, alors la dérivée au sens des distributions de f notée (uy) est donnée, & partir
de up (la distribution définie par f' sur chaque intervalle |a;,a;+1[) et des sauts de f, par

n+1

(wg) = up + Y (f(al) = fla )

Avec f(aj) et f(a;) sont les limites & droite et & gauche respectivement de f, et par

convention ag = @, dpy1 = b, f(a(;) =0, f(a’:;+1) = 0.

Proposition 1.0.3 (/3]) (Formule de Leibnitz dans D’)
Soit a € C*(Q) et u € D'(N).
Alors, pour tout multi-indice o« € NV, on a
0%(au) = Z (a) (0°7Pa)0Pu dans D'().
BLa 5

Théoréme 1.0.5 (/4]) Soit u € D'(Q2) et xy € Q. Supposons que Supp(u) = {xo}.

Il eziste alors un entier k et des nombres complexes a,, pour |a| < k, tels que

(u,0) = 3 aa0%p(0), Y € D(9).

| <k
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Définition 1.0.6 (Distribution homogéne de degré 3)

On dit qu’une distribution u € D'(Y) est homogéne de degré [ si, pour tout \ > 0,
wo My = Nu dans D'(Q)

ot My : RV — RY, est l’homothétie de RN de rapport \ € R*.

T — AT

Proposition 1.0.4 (/3]) Soit Q un céne ouwvert de RN et u une distribution homogéne
de degré B sur Q. Alors pour tout multi-indice o« € NV la distribution 0%u est homogéne

de degré B — |a .



CHAPITRE

Convolution

Le produit de convolution de deux fonctions f et g sur RY est défini par
h(z) = (f * 9)( / fl@ —y)g(y)dy,

chaque fois que f et g sont sommables et que I'intégrale qui définit h est convergente.

2.1 Convolution d’une distribution et d’une fonction
de D(RY)
Lorsque u est une fonction sommable et ¢ € D(RY), on a

(ux g)(x) = / ol — y)uly)dy = (u(y), oz — 9))

RN

Définition 2.1.1 Pour u € D'(RY) et ¢ € D(RY), on définit

ukp(z) = (u, 72(p)) = (u,p(x =)

ot ¢ est la fonction définie par () = p(—x)
et

f RN - C
y— 1(f) = fly—2).



2.1. Convolution d’une distribution et d’une fonction de D(RY)

Proposition 2.1.1 Pour u € D'(RY) et ¢ € D(RY), on a

Supp(u* @) C Supp(u) + Supp(p).

Démonstration. Si x € RY\(Supp(u) + Supp(p)) alors
Supp(p(z —.)) = {z} — Supp(p).

Donc Supp(eo(x —.)) N Supp(u) = 0.

D’apres la définition 1.0.2, u * p(x) = (u, p(z —.)) = 0.

Donc u* ¢ = 0 sur RV\ (Supp(u) + Supp(p)).

Ce qui montre que R\ (Supp(u) + Supp(¢)) C RV\ (Supp(u * ¢).

Par passage au complémentaire, on déduit que

Supp(u* @) C Supp(u) + Supp(p).

Proposition 2.1.2 Pour u € D'(RY) et ¢ € D(RY), le produit de convolution de u par

la fonction @, est de classe O sur RY, et on a
05 (u* ) = (O7u) * o = ux ;.
Démonstration. On a

(07 u) *p(x) = (0%, p(z =)
= (—1)" (u, 0" (o2 — )))
= (u, (8%¢)(z —.))

= u* 0% (x)

Car (=1)102(p(z — y)) = *p(x — y).

D’autre part, soit o € RY et y € D( RY), une fonction plateau telle que x = 1 sur
B(zo,1).

La fonction de classe C*, (x,y) — x(z)p(z — y) est a support dans Supp(x) +
(Supp(x) + Supp(p)).



2.1. Convolution d’une distribution et d’une fonction de D(RY)

D’aprés le théoréme de dérivation sous le crochet de dualité, la fonction
x— (u, x(z)p(x —.)) est de classe C™ sur RV,
et 0% (u, x(x)p(x —.)) = (u, 0%(x(z)p(z — .))) sur B(zg,1).
Cette fonction coincide avec u * . Ce qui montre que u * ¢ est de classe C*° sur
B(zo,1) et que pour tout « € B(xg,1), on a
ux 0%p(x) = (u, (0%(p))(z —.))
— (0, 82l — )
= 0" (u, p(x —.))
= 0%(u* ).

On conclut que ceci est vrai, Voo € RY. =

Théoréme 2.1.1 Soit u € D'(RY). Soit (£.).0 une suite régularisante, c’est a dire

T

E(r) =e7E(5)

€
avec £ € C°(RY), & support dans B(0,1), £ > 0 et /f(m)dm =1.
RN

Posons u, = ux&.. Alors u. € C®(RY) et u. — u dans D'(RY) lorsque e — 0.

Démonstration. D’aprés la proposition 2.1.2, u, € C®°(RY).

Ainsi, pour toute fonction p € D(RY) on a

(te, 0) = / us(2)p(z)dz

RN
— [{u&lo - ) pla)is
RN
= <u, /fs(:v - )(p(:c)d:v> , grace au théoréme 1.0.3.

Or /fg(m —y)e(x)dr = & * ¢(y), Yy € RN, de sorte que pour tout e €]0, 1],
RN

Supp(&. ) C K, ot K = {x € RY : dist(x, Supp(p)) < 1} est compact dans RY.
D’autre part, d’apres la proposition 2.1.2, 80‘(56 *x Q) = £« 0%p.

Ainsi, pour tout a € NV, 9%(&. % ) — 9% uniformément sur K, lorsque ¢ — 07.

10



2.2. Convolution d’une distribution a support compact et d’une fonction de D(R™Y)

Donc, pour toute suite €, — 0 quand n — oo et telle que ¢, €]0, 1[,Vn € N, on a
£, x ¢ — @ dans D'(RN).
Par conséquent

<Uana 90> = <Ua gen * 90> — <U, <,0> lorsque n — oo.
Comme ceci vaut pour tout ¢ € D(RY) et toute suite ¢, — 0 quand n — oo telle que

e, €]0,1[,¥n € N, on conclut que u. — u pour ¢ — 0" dans D'(RY). m

2.2 Convolution d’une distribution a4 support com-
pact et d’une fonction de D(RY)

Définition 2.2.1 Soient u € &'(RY) et ¢ € D(RY).

Leur produit de convolution est défini par
(ur@)(z) = (u(y), o(z —y)).

Théoréme 2.2.1 Soient u € E'(RY) et p € D(RY).

La fonction u* ¢ appartient & D(RY), et on a

O (ux @) =ux(9"p) = (0%u) x ¢,

Supp(ux ) C Supp(u) + Supp(p).

Démonstration. D’apreés le théoréme de la dérivation sous le crochet, on a

(u(y), p(x —y)) est de classe C*°, donc (u * ¢) est de classe C*°.

De plus

0% (uxp)(x) = 9" (uly), p(z - y))
= (u(y), p(r —y))

=ux0%p.

D’autre part, on remarque que 9%¢(z —y) = (—=1)*9%¢(z — y).

11



2.2. Convolution d’une distribution a support compact et d’une fonction de D(R™Y)

En utilisant la dérivation au sens des distributions, on obtient

((0%u) * @) () = (F7uly), e(z —y))
= (=) u(y), 93 o(x — y))
= (=) (u(y), (~1)"05e(z - y))
= (u(y), Oz —y))
— ux (07°9) = O (ux @),

Donc (0%u) x p = 0%(u* ¢).
Enfin, le support de u*p est compact. Plus précisément, il est contenu dans Supp(u)+
Supp(p). En effet, si x ¢ Supp(u) + Supp(p), les supports de u et de y — p(x — y) sont

disjoints. m
Théoréme 2.2.2 Soient u € E'(RY), ¢ et v € D(RY), on a alors

(ux @) x =ux(p*)

et
(ux @, v) = (u, ).

Démonstration. Pour u € &'(RY), p et » € D(RY), on a

(uxp)x = (u(y), (pxP)(z -y — 2))

= <U(y), /90(93 —y— Z)w(Z)dZ>

En utilisant le théoréme d’intégration sous le crochet, on obtient
(wrep) et = (ulo), [ola =y - D0
~ [t ola =y - 2) (e
— [wep)a -y - (e

= (uxp)* .

12



2.2. Convolution d’une distribution a support compact et d’une fonction de D(R™Y)

Notons d’abord que ¢(x — y) = p(y — z).

On a aussi

Convolution et translations

Le produit de convolution commute avec les translations. On a en effet, pour u € £'(RY)

et pour ¢ € D(RY)

(u(y), p(z = (a +y))) = (Tau(y), p(z = y)) (2.2.1)

ou encore
To(u* @) = (Tau) * o = ux* (Tap). (2.2.2)

Remarquons que (u* ¢)(0) = (u(y), (—y)), et donc en remplagant ¢ par @

(. 0) = (ur3)(0). (2.2.3)

Théoréme 2.2.3 Soit u € &'RY), soit U : D(RY) — D(RY) lopérateur défini par
Up=u*p. On a
VK compact, Vp € N,dL compact, 3¢ € N, 3C" > 0,

Vo € D(RY), sup [0%(Up)(x)| < Csup [0 ()| (2.2.4)
zeK €L
lo|<p 1B1<q

13



2.2. Convolution d’une distribution a support compact et d’une fonction de D(R™Y)

Démonstration. On a 0%(u* ¢)(x) = (u(y), (0%)(x — y))
Si r est 'ordre de u et si H est un voisinage compact du support de u alors d’apres le

théoreme 1.0.1, il existe une constante C' telle que

Vo € DRY) [(u(y), (0°¢)(z — y))| < leelg 0%p(z — y)|

[e| <7

Donc

sup [0° (ux @)(2)| < C sup |0%p(2)]
ek el

La propriété (2.2.4) découle directement avec L=K —Hetg=p+7r. =

Théoréme 2.2.4 Soit U : D(RY) — D(RY), qui commute avec les translations (ca.d
Utap = 1,Up) et qui posséde la propriété de continuité (2.2.4).

1l existe alors une unique distribution u o support compact telle que
Vo € D(RY),Up = u* .

Démonstration. Supposons que Ugp(0) = (u* ¢)(0) = (u, @) = (4, ¢) .

Il en résulte que la distribution % est donc elle méme .

Considérons maintenant la forme linéaire v sur D(RY) définie par (v, p) = Uyp(0).

En utilisant la propriété (2.2.4), pour p = 0, K = {0}, on obtient I'existence de ¢, L, C
tels que

Vo € D(RY), [{v,¢)| = [Up(0)] < CSIEIILD 0%p(z)] .

la|<q
Cela implique que v est une distribution et que Supp(v) C L.
Pour a € RY, la valeur de Uy au point a est égale & la valeur de 7_,Up = UT_,p &

lorigine. On a donc

Up(a) = (v, T_ap) = (0, Ta®) = (0(y), p(a —y))

AinsiUp=0xp. m

14



2.3. Convolution des distributions

2.3 Convolution des distributions

Dans cette partie, nous allons définir le produit de convolution de deux distributions, pas
deux distributions quelconques, mais deux distributions dont I'une est a support compact.

L’extention du produit de convolution au cas de deux distributions est absolument
fondamentale dans I’étude des équations aux dérivées partielles linéaires a coefficients
constants.

Pour toute distribution u € D'(RY) et ¢ € D(RY), on note

Définition 2.3.1 Soient u et v deux distributions sur RY. On appelle produit tensoriel

(ou produit direct) de u et v la distribution notée u @ v définie sur RY x RN par

(u(@) @ v(y), e(z,y)) = (u(x), (v(y), ¢(z,y))) , Ve € DRY x RY).

Définition 2.3.2 Soit u € D'(RY) , v € &'(RY).
On définit le produit de convolution de u et v comme étant la distribution notée

uxv € D'(RN) définie par
(uxv, ) = (u, %),V € D(RY).
Proposition 2.3.1 Pour tout u € D'(RY) et v € &'(RY), on a

Supp(u*v) C Supp(u) + Supp(v).

Démonstration. On a Supp(u) + Supp(v) est fermé dans RY puisque Supp(v) est
compact dans RY.

Soient O = RN\ (Supp(u) + Supp(v)) et p € C°(RY) a support dans I'ouvert O.

D’aprés la proposition 2.1.1 et 2.1.2, la fonction ¥x¢ est de classe C™ sur RY a support
dans Supp(0) + Supp(p) = {—x +y/z € Supp(v) et y € Supp(u)}.

Or Supp(u) N (Supp(v) + Supp(p)) = 0.

15



2.3. Convolution des distributions

Il existerait x € Supp(v) et y € Supp(p) tels que y € Supp(u) + {x} C Supp(u) +
Supp(v)

Ce qui contredit le fait que ¢ est & support dans O.

Comme 7 % ¢ est une fonction de classe C™ sur R¥a support compact ne rencontrant
pas Supp(u), on déduit de la définition 1.0.2 (2), que (uxv,p) = (u, v *x @) = 0.

Par conséquent u * v|p = 0.

D’ou Supp(u xv) C Supp(u) + Supp(v). m

Proposition 2.3.2 Soit u € D'(RY) et v € E'(RY). Alors
(a) Pour tout o € D(RY) (v, % ) = (u, 9% ) .
(b) Si on définit la distribution vxu par la formule (v u, @) = (v, U * ),V € D(RY),

alors vxu = ux0.

Démonstration. Soit £ € D(RY) telle que Supp(¢) C B(0,1),£ > 0, /f(x)dx =1

RN
On pose &,(x) = né(nz),x e RN et V,, = v« &, n > 1.

D’apres le théoréme 1.0.3, on a

D’apres le théoréme 2.1.1, V,, — v dans D'(RY) pour n — oo
et Supp(V,,) C Supp(v) + B(0,1),Vn > 1.
Soit d’une part y € D(RY), égale 4 1 sur un voisinage ouvert du compact Supp(V') +

B(0,1). Alors (V,,, 0% ) = (Vi,, x(i* ) — (v, x(@*¢)) = (v, % * p) lorsque n — oo.
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2.3. Convolution des distributions

D’autre part

Supp(V,, % p) C K,¥n > 1 avec K = Supp(p) + Supp(v) + B(0,1) qui est compact
dans RY car il est fermé et borné.

De plus, pour tout o € NV, on a

O*(V, % p) = Vi, x (0%p) — 0 % (0%p) = 0°(¥ * ) uniformément sur K.

D’ou

Vi, x @ — 0% o dans D'(RYN), lorsque n — +oo.
Ainsi, <u, Vi, x <,0> — (u, V% ¢) quand n — oo.
D’ou le résultat (a).

(b) est une conséquence de (a). m

Théoréme 2.3.1 Soient u € D'(RY) et v € E'(RY). Alors, pour tout multi-indice o €
NV on a

0% (uxv) = (0%) xv = ux 0.
Démonstration. Soit p € D(RY), alors

(0%(u*v),p) = —1)“"| (uxwv,0%)

—1) (54 0%)

(
(
= (=) (u, 0*(9 % ¢)) d’apreés la proposition 2.1.2
(
(

= (u, (0%0)" % )

= (u* 0%, ) .

D’ou le résultat. =
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2.3. Convolution des distributions

Théoréme 2.3.2 Pour toute distribution u sur RY, on a

do*u=1u
Og * U = ToU

(0%g) * u = 0%u.

Démonstration. Pour ¢ € D(RY),d, x ¢ = 7,.
En effet, on a
(00 * @) () = (da(y), p(z — y)) -
D’apres (2.2.1), on a
(ux0q, 0) = (u, -0 % )
= (U, T_atp)
= (Tau, ) .
Cela montre que, d, * u = T,u, et en particulier, pour a = 0, on obtient, dy x u = w.
On a de méme (9%6y) x ¢ = 0%p.
En effet, on a
((0%00) x @)(x) = <3°‘5o( ) o(z —y))
1)1 {do(y), Oy p(z — y))
D Go(y), (1) 105 ¢(z — 1))

= <5o(y), 97z —y))

= 0%(do * )

= 0%p(x).
On déduit de (2.2.1) que
(ux (0°0), o) = (=1)"* {u, (0°0) * )

= (=1)*{u,0%)
= (0%u, ) .

Ce qui montre que u * (0%%) = 0“u. m

Théoréme 2.3.3 Soit des suites (Uy,)p>1 de D'(RY) et (V;)n>1 de E'(RY) telles que
U, — u et V, = v dans D'(RY) lorsque n — ooc.

Soit un compact K C RY fixé, tel que Supp(V,,) C K,¥n > 1.
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2.3. Convolution des distributions

Alors

Un xV,, = uxv dans D'(R™) lorsque n — oo.

Démonstration. Soit ¢ € D(RY).

On écrit (U, x Vi, 0) = (Up, Vi x 0) .

On a, pour tout n > 1

Supp(Vy, x ) C Supp(V,) + Supp(p) C Supp(p) — K, d’aprés la proposition 2.3.1.

On rappelle que

A-B={r—y/r e Aetyec B} et A— B est fermé (lorsque A et B sont compacts)
et borné sur RY.

Comme

0*(Voxp) = (0°Vy, ) xp — (0°0) % p = 0%(0x ) uniformément sur RY quand n — oc.

Autrement dit V,, x ¢ — @ % ¢ dans D(RY).

Alors, d’apreés la proposition 1.0.3

(Unx Vi 0) = (Up, Vi x ) — (u, 9% ) = (u* v, ) quand n — oc.

On déduit que

U, *V, — uxv dans D'(R") quand n — co. m
Proposition 2.3.3 Pour u € D'(RY) et v,w € &'(RY), on a
ux(Vrkw) = (uxv)*w.

Démonstration. En utilisant la commutativité, on peut toujours se ramener au cas
ol v et u sont a support compact.

En prend R > 0 assez grand, on suppose que Supp(v), Supp(u) C B(0, R).

Soit £ € D(RY) telle que Supp(§) C B(0,1), £ >0, /S(x)dx = 1.

RN
Pour tout n > 1, on définit &, par la formule £(z) = n™V¢(nx).

Veérifions que R+ (V,, xU,) = (R*V,,) * U, n > 1.
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2.3. Convolution des distributions

En effet,

Rx (Vo xUy,)(x) = (R, V% Up(z —.))
= (R, V,(z — . — 2)U,(2)dz)
= / (R, Vp(x — . — 2)) Up(2)dz
= /R*Sn(m — 2)Un(2)dz

= (R V,) xU,(z) (D’apres le théoréme 1.0.3).

Par construction, pour tout n > 1, on a

Supp(V,) et Supp(U,) C B(0, R+1) et V,, — v, U, — u dans D'(RY) lorsque n — oo.
D’autre part, on démontre de méme que V,, x U, — v *u et

Supp(Vy, = Uy,) C Supp(V,,) + Supp(U,,) C B(0,2R + 2).

On déduit que

Rx (V,xU,) — R* (v*u) dans D'(RY) pour n — oo.

Ce qui entraine que

Rx (vxu) = (R*v)*u.

Remarque 2.3.1 Dans la proposition ci-dessus, [’hypothése que l'une des distributions
au plus n’est pas a support compact est importante.

Voici un exemple qui montre cette importance.

Exemple 2.3.1 On prend u = 1,v =), w = H
1stx>0

Ou H est la fonction de Heaviside, H(x) =
0 six <O.

u,w € D'(RY),v € &'"(RY), mais
(1x0))* H=0 car 1 x0y =1"x 6y = 0xdy = 0.
et 1x(0p*H) =1 car é,*H = dg*y = 0o et 1 xdp = 1.
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CHAPITRE

3 Transformée de Fourier

3.1 Transformée de Fourier dans S(R")

Définition 3.1.1 Soitu € S(RY) = {v € C®(RM),Va, 8 € NN,| lim }x"‘D%(m)! = 0}

z|——+o00

l’espace de Schwartz, on définit la transformée de Fourier de u par

(&) = Fu(é) = /u(m)e_wsdx,VQ“ € RY. (3.1.1)

RN

Exemple 3.1.1 Soit z € C tel que R(z) > 0 et soit u(z) = e On a

Théoréme 3.1.1 La transformée de Fourier F : S(RY) — S(RY) est une application

linéaire bijective d’inverse noté F et bicontinue, pour v € S(RY)

j—"v(m) = (2;)]\[/1}({)6“"5615.

RN

Démonstration. Montrons que F et F envoient S (RY) dans lui méme.
Comme .’/}v(x) = W}"v(—x), donc il suffit de le montrer pour F.

On a, si u € S(RY), Fu e C=(RY).
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3.1. Transformée de Fourier dans S(R™)

En effet, la fonction € — e~@<u(x) est C®(RY) et

af(e—w-fu(x))) = |(—iz)Pe " u(z)|

= |2%u(z)| € L'(R").

Done Fu € C(RY) et 8 Ful(€) = / e~ (—iz)Pu(z)dz

RN
En intégrant par parties, on obtient pour a, 3 € NV,

€200 Fu(g) = / (D) e =€) (—ix)Pulx))da

RN

= /e‘”'éDg‘((—ix)Bu(w))dw.

RN

Ainsi,
ol Ful(e)] < / D2 (Pu(x))| dr < +00,VE € RN

RN
Ce qui montre que Fu € S(RY), et que 'application u —Fu est continue de S(RY)

dans lui méme. =

Théoréme 3.1.2 Pour u,v € S(RY), on a
(i) uxv e SRY) et Fluxv) = i.0.
(i) @0 = (27) " Na * 0.

(iii) Dju = &;it, ot Dj = 3 52-.

Démonstration. (i) On a Vu € LY(RY), Vv € L®(RY),uxv = /u(y)v(:c —y)dy et

RN
I'intégrale converge absolument.

Ensuite, pour y fixé, la fonction z — u(y)v(z — y) est C°(RY) et

o°
A= (u@(x —y))| = [um) (@) (= — )|

< Mju(y)| € L'(RY).

Donc uxv € C®°(RY) et 9°(uxv) = uxd%v.
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3.1. Transformée de Fourier dans S(R™)

Comme 2% = (z —y +y)* = Z(:) (x —y)"y*7, on peut écrire
<«
0P (uxv)(x) = 2%(ux0Pv)(x) = Z(:) (2 Tu)x(x70°v) € L®(RY).
<«

Donc u v € S(RY).
D’autre part, la fonction (z,y) — u(y)v(z — y) est dans L' (R?Y).
On a

@O = [ [ 4u=yuio - y)dyds

RNRN

= //e_i(”y_y)'fu(y)v(x — y)dydz

RNRN
= /e_iy'gu(y)(/e_i(”_y)fv(m — y)dz)dy.
RN RN

Dot (uxv)(§) = a(€)-0(8).

(ii) Appliquons (i) & ¢ = 4,1 = 0.

On a ¢ = (2n)Na, ¢ = (2m)No.

F(pv) = F(u.0) = F(F(uxv)) = (2m)Nukv.

Ensuite,

Wh0@>=<u*vx—a=3/umﬁm—f—nwn

=@ﬂ2f/@—mw§+mm
:@me/ﬂmwg—mm

= (2m) 2V (@ %) (©).

(iii) Par intégration par parties, on peut écrire

el O 1[0 .
—tx.§ — —1x.§
/e Z,(%jju(ac)dac i/axj (e u(z)dz
RN RN

= £;u(§)

23



3.2. Transformée de Fourier dans S'(R")

RN
10 ,
= / — ga—gj(e_”f)u(x)dx
RN
_ li —ix.& _ ~
- c%j/ u(z)dx D;.a(§)

3.2 Transformée de Fourier dans S'(R")

Définition 3.2.1 L’espace des distributions tempérées S'(RY) est le dual topologique de

S(RYN), c’est a dire l’espace vectoriel des formes linéaires continues sur S(RY).

Définition 3.2.2 On définit la transformée de Fourier de toute distribution tempérée
u € S'(RY) par
(Fu, ) = (u, Fp) ,¥p € S(RY).

De méme la transformée de Fourier inverse de u € S'(RY) est donnée par
(Fu,¢) = (u,Fp) Yo € S(RY).

On déduit des propriétées de la transformée de Fourier sur S(RY) les propriétées

suivantes:

Théoréme 3.2.1 ([{/) Pour u € S'(RY) et o € S(RY), on a
(i) FFu = 2m)Nu on (0, 0) = (u, @) .
(i) F(Dju) = & Fu.
(1it) F(xju) = —D;Fu.

Définition 3.2.3 On dit qu’une suite u; d’éléments de S'(RY) converge vers u dans

S'(RN), si on aVy € S(RN)’]'EIE)O (uj, @) = (u, p) .

Théoréme 3.2.2 Siu; — u dans S'(RY), alors 4; — @ dans S'(RY).
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3.3. Transformée de Fourier des distributions a support compact

Démonstration. Pour tout ¢ € S(RY), on a (i, p) = (u;, @) .

<uj795> — (u, @) = (4, ¢) .
Donc (4, p) — (4, ¢) .

Alors 4; — i dans S'(RY). m

3.3 Transformée de Fourier des distributions a sup-
port compact

Théoréme 3.3.1 Siu € E'(RY) alors 4 est une fonction C* sur RN donnée par

(&) = (ug, e ™). (3.3.1)

De plus, 3k € N tel que
|020(8)| < call+ )", pour tout o € NV et tout & € RY.
Démonstration. Désignons par v(&) la fonction du membre de droite de (3.3.1), c’est
a dire v(€) = (ug, e %)
D’aprés le théoreme (1.0.2), v € C®(RY) et dgv (&) = (u, (—iz)*e <)

D’apres le théoréme (1.0.1), Ik € N, ¢ > 0 et K compact de RY tels que

02v(9)] < ) sup |0 (x| < (1 + [¢))F

18]<k

Il reste a prouver que v = 1.

Pour ¢ € D(RY), d’apreés le théoréme (1.0.3), on a

(v,0) = ((u(z),e7¢) )

/ (ulz), e p(€)) d
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3.3. Transformée de Fourier des distributions a support compact

Donci =v. m

Exemple 3.3.1 D’aprés le théoréme ci-dessus, on trouve que 50 =1 dans S'(RY) et plus

généralement que, pour tout a € RN, (F6,)(E) = e & € RV,

Exemple 3.3.2 Transformée de Fourier de la mesure de surface de la sphére.

Notons dor la mesure de surface de la sphére de rayon R dans R3.

On a dog(€) = / e" @ Edop

lz|=R
En passant aux coordonnées sphériques, on a

x1 = Rsinfcos
To = Rsinfsinp
13 = Rcosh, ot,0 < o <2m,0 <0 <7 et dop = R*sin0dfdy

On a alors

2T ™
dog(€) = / / eIl eos0 B2 sin gdOdy
0 0

= 27TR2/eiR§|C°SO sin 6d6
0

Posons t = cosf, on obtient

Doy donl&) _ sin(Rlg))

47R €]

26



3.4. Transformée de Fourier et convolution

3.4 Transformée de Fourier et convolution
Théoréme 3.4.1 Soit deuz distributions u € S'(RY) et v € E'(RY), alors
Fluxv) = Fu.Fv dans S'(RY).
Dans le cas particulier ot uw = uy avec f € S(RY), on a

Flox f)(€) = Fo(€).Ff(E), V§ € RY.

Démonstration. On commence par le cas particulier ot f € D(RY).

vx f € S(RY) alors

Flos f)(€) = / e (v, fla — ) da

RN

= <v, /e‘if'xf(x — )d;v> , d’apres le théoréme 1.0.3.

RN

Or/e‘ig'“"f(x —y)dz =F f(£)e %Y, donc
Fox [)(€) = (v, Ff(€)e™™)
= Ff(€) {v.e™)
= Ff(&)Fv(E), € e RY.

Montrons maintenant que F(u x v) =Fu.Fv dans S'(RY).

D’une part, uxv € S’'(RY), puisque u € S'(RY) et v € &'(RY).

Donc F(u*v) € S'(RV).

D’autre part, Fu.Fv € S'(RY) puisque Fu € S'(RY) et Fv est une fonction de classe

C> sur R & croissance polynomiale ainsi que toutes ses dérivées.
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3.5. Transformée de Fourier partielle

Pour tout ¢ € D(RY), on a

vk Flp e S(RY).
En posant ¢ = Ftp € S(RY), on a

FoxF o) = Fvx)
= FuoFy = pFv

de sorte que

(Fluxv),@) = (Fu,F(v+F 'p))
= (Fu, pFv)
= (Fu.Fv, )

Comme ceci vaut pour tout ¢ € D(RY), on déduit que F(uxv) =Fu.Fv, par densité
de D(RY) dans S(RY). m

3.5 Transformée de Fourier partielle
On note (¢, z) la variable de R? x RY ou t € R? et x € RY.

Définition 3.5.1 Pour p € S(R? xRY), on définit la transformation de Fourier partielle

en x par la formule:

Fo(t,&) = 3(t,) = / € (¢ 1) d.

RN
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3.5. Transformée de Fourier partielle

Alors F est bijective de S(RP x RY) dans lui-méme, d’inverse

Fh(t.) = (@m) [ém€u(t, 6. € S xBY)
RN
Définition 3.5.2 Soit u € S'(RP x RY), on définit la transformée de Fourier partielle en

x de la distribution u par la formule
<i—;u, g0> = <u,]A:;<,0> Vo € S(RP x RY).

Théoréme 3.5.1 (/3]) La transformation de Fourier partielle en x est un isomorphisme

de S'(R? x RY) sur lui-méme, dont linverse est donné par la formule
~ 1 ~ 1
(Fu ) = (w7 0) v e SR xRY).
La transformée de Fourier partielle vérifie les propriétées suivantes:

Proposition 3.5.1 (/3]) Pour tout u € S'(RP x RY), tous multi-indices o, 3 € NV et

neN, ona

(o a T . o o o 10

F(Dgu) = &*Fu, ot DY = D*..D2, D, = T

]?(mau) = (—Dg)aj-:u7

ﬁ<DtBu) = Dtﬁj—:u (3.5.1)

875"@?3’:% = (=) F (20 u)
F(Orotu) = il F(e2aru).

Exemple 3.5.1 Calculons Fbo.
On a

<f<50,<p> = <5o,fso> = F(0,0)

/ 2(0,)dE = (B0 © 1, 0).
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CHAPITRE

Solutions élémentaires de
quelques équations aux

dérivées partielles

Dans cette partie, nous présentons la notion de solution élémentaire pour les équations

aux dérivées partielles & coefficients constants.

4.1 Généralités

Définition 4.1.1 On appelle opérateur différentiel & coefficients constants sur RY , Uapplication
linéaire notée P(D) définie par
P(D): D'(RY) — D'(RM)

u— P(D)u = Z boa D% ot b, est réel ou compleze. (4.1.1)

o] <k

et D* = (D™, ..., Do),

Définition 4.1.2 On appelle "symbole complet de 'opérateur P(D)", le polynéme de N

variables &1, ..., En, & coefficients de classe C sur RY

O'(P)(f) = Zbaga'

lal<k
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4.2. Solutions élémentaires

On appelle "le symbole principal de l'opérateur P(D)", la composante homogéne de degré
k de o(P)

oq4(P)(§) = Zbaé’a ot k est le degré de o(P).
|ae|l=k

Définition 4.1.3 On appelle équation aux dérivées partielles linéaire a coefficients con-
stants, toute équation de la forme P(D)u = f ou P(D) est un opérateur différentiel sur

D'(RN), f € D'(RY) est donnée et u € D'(RN) est l'inconnue.

Exemple 4.1.1 Quelques exemples fondamentaux d’opérateurs différentiels:
N
(a) Le Laplacien défini sur RY par A = Z@i

k=1
(b) Le D’Alembertien défini sur Ry x RY par O, = 02 — A,.
(c) L'opérateur de la chaleur défini sur Ry x RY par P = 0; — /\,.
(d) L’opérateur de Schridinger défini sur Ry x RY par P = i0; + %Aw.

4.2 Solutions élémentaires

Définition 4.2.1 On dit qu’une distribution E € D'(RY) est une solution élémentaire

de (4.1.1) si P(D)E = 6.

Théoréme 4.2.1 ([6])Tout opérateur différentiel P(D) & coefficients constants admet

une solution élémentaire E.

Proposition 4.2.1 Soit P(D) un opérateur différentiel & coefficients constants sur RY.

Alors, pour tout u € S'(RY), on a

—

P(D)u = o(P)(&)a dans S'(RY).

Ainsi, si P(D) admet une solution élémentaire tempérée E € S'(RN) alors o(P)(€)E = 1

dans S'(RN) ou E désigne la transformée de Fourier de E.
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4.2. Solutions élémentaires

Démonstration. Pour tout v € S’'(RY), on a

F(Dyu) = &a dans S'(RY),Vk =1,..., N

Pour tout multi-indice a € NV on montre par récurrence sur |a| que
|F(D%u)| = €4 dans S'(RY).

On a, P(D) = Z bo D*.Alors

laj<n

F(P(D)u) = Y o
lal<n

= o(P)(&)a dans S'(RY).

La seconde formule en découle immédiatemment puisque dg = 1. =

Remarque 4.2.1 Pour détérminer une solution élémentaire d’un opérateur différentiel
a coefficients constants P(D) quelconque sur R, la proposition 4.2.2 suggére la stratégie
suivante:

(a) Résoudre l'équation d’inconnue E, o(P)(§)E =1 au sens des distributions sur RN .
(b) Une fois E connue, calculer E par transformation de Fourier inverse.

Cette stratégie n’est pas trés facile a mettre en oeuvre en général. Ou bien, utiliser les

symétries de l'opérateur (invariance par rotation, homogénéité).

4.2.1 Exemples de solutions élémentaires
Solution élémenaire du Laplacien

On cherche une distribution £ € D'(R") telle que —AE = dy dans D'(RY),VN > 1.

On note H la fonction d’Heaviside

H() 1siz>0
€T) =
Osiz <O

Pour le cas N = 1, il s’agit de trouver E € D'(R) telle que
—E" = §g dans D'(R).
Donc, E’ doit étre de la forme

E' =—H+cyco €R.
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4.2. Solutions élémentaires

D’ou, E est une fonction continue de la forme
E(x) = —zH(z) 4+ cox + ¢1,¢0,¢1 € R.
Le cas particulier ol ¢y = % et ¢; = 0 donne

E(z) = —xH(z) + 1:z:

2
= —% |z|, x € R.
On considére le cas N > 2 :
Si f e C*(R%), alors on a
A(f(el) = £"(el) + ~= (2. = € R \{o),

En notant r = |z|, on obtient 'expression suivante:

() = g (VT

On cherche la distribution £ en dehors de ’origine, on trouve que

N1 dE
T d_ est une constante.
T

Ce qui entraine, pour N > 3, que E est de la forme

E(z) = \IC% +oe1, 2 € RMN\{0}, co,c1 € R.
T
Lorsque N = 2, F est de la forme E(x) = ¢oln |z]| + ;.
Montrons que, pour N > 3, —AFE = d,.
La fonction x — 2?7V est continue sur RV\{0} et localement intégrable sur R".

Elle définit donc une distribution sur RV, qui est homogene de degré 2 — N sur RY,

car la fonction z — |z|*™" est homogene de degré 2 — N sur RN\ {0}.

Par conséquent A |m|27N est une distribution de degré — NV, et le calcul ci-dessus montre

que cette distribution est a support dans {0}.

D’aprés le théoreme 1.0.5 la distribution A |a:|2_N est une combinaison linéaire de

masse de Dirac dg et de ses dérivées.
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4.2. Solutions élémentaires

Or les dérivées de la masse de Dirac a l'origine sont des distributions homogeénes, pour
tout o € NV 9%§y est homogene de degré —N — |« .
Les distributions homogeénes de degrés différents sont linéairement indépendantes. On

déduit alors de ce qui précéde que
—A(|z]Y) = endy dans D'(RY), ey étant une constante a déterminer.

Pour le cas N =2, on a

/ In(A [2])0s, 6(x)dz — / In || 0y, () dz + / In A0, 6(z)dx

R2 R? R2
= /hl |z| O, @(x)dz, k = 1,2,V € D(R?).

RQ
Les distributions 0,, In |z| sont donc homogenes de degré -1 pour k = 1, 2, de sorte que

—AlIn |z| est une distribution homogene de degré -2 dans R?, d’autre part —Aln|z| = 0
pour tout x € R*\{0}.

On en déduit que —A In |z| = cydp dans D'(RY), otl ¢, est une constante & détérminer.

Théoréme 4.2.2 Posons

1
Biw) = 5 lal, v €R

1
Ey(w) = —5—Infe|, = € R*\{0},

1 1
CN |x]
Avec
N SN 1 27TN/2(N_ 2) N T 7 1 td C
== -2 n = > ) = 2=le™ .
en = ( )| | TIN/2) >3, ouI'(2) /t e 'dt,z €

0

Alors, pour tout N € N*| la distribution Ex est une solution élémentaire du Laplacien
dans RV :

~AEy = 0y dans D'(R").
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4.2. Solutions élémentaires

Démonstration. Le cas N = 1 est trivial (déja fait dans la partie précédente)
passons au cas N > 3
D’abord

N-2 «x

VEy (z) = — o ‘N,m e RM\{0}.

Et comme on sait que les composantes de VEy sont des distributions homogeénes
de degré 1 — N, la différence entre chaque membre de cette égalité est une distribution
homogene de degré 1 — N a support dans {0}, elle est donc nulle d’aprés le théoréme 1.0.5.

D’autre part, pour toute fonction test ¢ € D(RY) radiale, de la forme

o(z) = ®(|z|), pour tout x € RY,

Vo(x) = (ID’(|x|)£, pour tout z € RV\{0}.

|z]

Par conséquent

(=AEy,$) = (VEN, Vo) = /VEN ).Vo(x)dx

/VEN |a:])‘ | dx

2 r T

= —— &'(||)dx

ev J 2Nzl
N

N -2 [¥(f])
= — ~—1dx.
v J ]

RN

Par passage en coordonnées sphériques, on obtient

N =2 [®'(|z|)
ldx

<_AENa¢> = = N—
v J |l
RN

_ N-2 |SN’1| ' (r)dr
CN
0

= V=2 ov1) 4(0)

CN

On déduit le résultat pour le cas N > 3.
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4.2. Solutions élémentaires

Lorsque N = 2, on a

VEy; = —:- % dans D'(R?)

e

Pour toute fonction ¢ € C°°(R?), radiale de la forme
¢(x) = ®(|z[), Vo € R?,
On a

(=AEy, ¢) = (VEy, Vi)

N
= /VEQ(:U) o (x)mdx
RQ
1 r T _,
“or ) W Tal (lz|)da
R2
1 (o),
27 ||
R2
S Ex /@'(T)dr
2m
0
= ¢(0).

D’ou le résultat pour N =2. m

Solution élémentaire de 'opérateur de la Chaleur P = 0, — A,.

On cherche, pour tout N > 1 une distribution G € S'(R; x RY) telle que
(8t — Ax)GN = 5(t,m):(0,0) dans S/(Rt X Riv)

On a, PGy = 6y < F(PGy) = F(d)
En appliquant la transformée de Fourier partielle en la variable x & la distribution

tempérée G, on obtient

F(PGy) = F(0,Gn — AGN)
= 9,Gn + €]’ Gn
= (0, + |§|2)GN
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4.2. Solutions élémentaires

= F ()
= (St:() ® 1
Donc

(O + €1)GN = 61 @ 1 (4.2.1)

En dehors de t = 0, Gy est solution de
(0 + [€]))Gn =0 (4.2.2)
L’équation 4.2.2 admet des solutions de la forme

a(g)e—t\ﬁlf

On cherche & trouver une fonction a telle que Gy (t,€) = H(t)a(¢)e " soit solution
de (4.2.1).

En utilisant la formule des sauts pour calculer até ~, on obtient

0sit<O

(9,5@]\[ == )
1€ a(€)e 1’ 15, @ al¢) sit>0
= |¢)> H(t)a(€)e ™" + 6, @ a(€).

On voit qu’il suffit de prendre a(¢) = 1, clest a dire Gy (¢, &) = H(t)e 1.
Cette formule Gy (t,€) = H(t)e " € (R, x RY).

Comme FFu = (2r)Na alors on obtient
@m)NGy = H(t)Fe .

D’aprées 'exemple 3.1.1, on a

(2m)¥ Gy = H(t)(5) ¥ 5
Alors
G = HO(G)} e
H(t ||
- (zmi))f; ° "
= Gn(t9)



4.2. Solutions élémentaires

Théoréme 4.2.3 Pour tout N > 1, posons

H(t |2
7 i))N e~ 5, V(t, ) € RVH,
wt) 2

GN(t,I) =

Alors Gy est l'unique distribution tempérée sur R x RN vérifiant

(at — Ax)GN = 5(t,z):(0,0) dans S/<Rt X Riv)

et Supp(Gy) C R, x RY.

Sa transformée de Fourier partielle est la fonction
G (t,€) = H(t)e ¥ ¢ e RN,

Démonstration. Tout d’abord, la formule définissant Gy montre qu’il s’agit d’une

fonction continue sur Rf x RY 4 support dans R, x R, et telle que

/GN(t,a:)da: =1sit>0.

RN

La fonction G étant a valeurs positives ou nulles, on a

teR

sup/ |Gn(t,x)| dr < co.
RN

En particulier, ceci entraine que la fonction GG définit une distribution tempérée sur
R; x RY.

La transformée de Fourier partielle en = de G est définie par
G(t,€) = H(t)e "

D’aprés la formule de Leibnitz appliquée a la distribution H(t) ® 1 sur R x RY, et a
la fonction (¢, &) — e K° de classe C* sur R x RY, on a
(8, + [€))Cn = e PO, (H (1) @ 1)
= e P (6,02 1)
= 0;—0 ® 1 dans D'(R x RY).
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4.2. Solutions élémentaires

Or Gy € S'(R x RY), donc Gy € S'(R x RM).
Do, di—o ® 1 et (9, + |¢]*)Gx sont deux distributions tempérées sur R x RN
Comme D(R x RY) est dense dans S(R x RY), alors

(0, + |€])Gr = 0i—o ® 1 dans S"(R x RY).

En appliquant la transformée de Fourier inverse partielle et au sens des distributions,

on trouve

(0 — AN2)Gn = 61—0 ® 64— dans S’ (R x RY).
D’ou

(at — Am)GN = (5(,5736):(070) dans S,(R X RN).

et Supp(Gy) C Ry x RY,

Montrons maintenat I'unicité de Gy.

Supposons qu’il existe une autre distribution tempérée G’y vérifiant les mémes pro-
priétés que Gy, et notons

Fy = Gy — Gy, d’apres le lemme ci-dessous (0; — A,)Fy = 0 alors Fy =0

Dou Gy =Gy. m

Remarque 4.2.2 La condition de support sur Gy assure ['unicité de la solution élémen-

taire.
Lemme 4.2.1 Soit F € S'(R; x RY) telle que

(0, — Ng)F =0 dans S'(R x RY), Supp(F) C R x RY (4.2.3)
alors F' = 0.

Démonstration. On applique la transformée de Fourier F en les variables (¢, x) et
au sens des distributions a chaque membre de 'égalité 4.2.3, notons 7 la variable duale

de t et £ celle de x, on aura

(it + [€]))F(F) = 0 dans S'(R x RY) (4.2.4)
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4.2. Solutions élémentaires

En multipliant chaque membre de 'égalité 4.2.4 par la quantité —i7 4 |£|*, on obtient

la relation

(it + |€]*) (=i + |€]*)F(F) = 0 dans S'(R x RY)
(1% + ]£|4)f(F) =0 dans S"(R x RN).

Il en résulte que F(F)|rxr™\ (0,0} = 0

C’est a dire que F(F') est une distribution a support dans {(0,0)}.

Le théoréme 1.0.5, entraine que F(F) est une combinaison linéaire finie de la masse
de Dirac a l’origine et de ses dérivées.

Autrement dit, il existe une famille de complexes (a,, )qennv+1 nuls saufs pour un nombre

fini de multi-indices « telle que
F(F)= > aa(i2m)0p,600)- (4.2.5)
aeNN+1

En appliquant la transformée de Fourier inverse F & chaque membre de I’égalité 4.2.5,

on trouve que

— aQ .01 anN
F = E ant™ ity

aeNN+1

C’est a dire que F' est une fonction polynome.

Comme Supp(F) CR, x RY, c’est adire F=0pourt<0,ona F=0. m

Solution élémentaire de I'opérateur des ondes [J = 97 — A,

On cherche une distribution tempérée Ey € S'(R; x RY) a support dans I'ensemble

{(t,z),t > 0} vérifiant
OBy = (02 — A,)Ex = & dans S'(R x RY). (4.2.6)

Reésoudre Péquation 4.2.6 est équivalent a résoudre 'équation FOEy = Fé,.
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4.2. Solutions élémentaires

D’aprés les formules (3.5.1)
FOEy = F[0?Ex — N EX]
= F[6; En] — F[A.En]
= 8t2EN + |§|2 Ex
= (0 +I€P) v,
D’aprés Iexemple (3.5.1) Féy = dy—o @ 1.

Donc

(atz + |’£‘2)E~N = 0o ® 1. (4.2.7)

En dehors de ¢ = 0, on doit avoir (82 + |£|°)Ex = 0.
On cherche Ey sous la forme d’une fonction du type
- 0sit<O
a(&) cos(|€]t) + b(&) sin([&|t) sit >0
= H(t)(a(§) cos(|¢] ) 4 b(&) sin(|¢] 1))

oil les fonctions a et b sont & détérminer de sorte que Ey € S'(R, x RY) et soit solution
de I’équation 4.2.7.

En appliquant deux fois la formule des sauts pour 8t2E N, on obtient
~ (St:() X a(g) Si t < 0
O EN =
{€a@ﬂM€ﬂ+§b@aﬂﬁﬂ+&0®M8$t>0
= H(t) (= [€] a(&) sin([¢]?) + [€] b() cos([€] 1)) + di=o ® a(§).
Ainsi
0 By = H(0)— |¢I* [a(€) cos([€] 1) + b(E) sin(1€] )] + 31—y @ a(€) + oo @ €] (E).

D’ou

(07 + |€*) Ex = H(t)[— |€1* [a(€) cos(|€] ) + b(&) sin(|&] 1)]] + 0o ® a(€) + dr—o ® [€] b(E)+
H(t) 1€ [a(€) cos(|€]t) + b(€) sin(|€]¢)]
(07 + €1V En = 61—g ® a(€) + d1=0 ® |£] b(€).
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4.2. Solutions élémentaires

Pour que Ey soit solution de 4.2.7, il suffit de prendre a = 0 et b(£) = %'

C’est & dire, nous obtenons une fonction

0sit<O

sin(t[¢])
4

EN (tv f) =

sit>0

qui est une distribution tempérée de (R, x RY), telle que |Ey(t, f)‘ < max(t,0).

Par conséquent, on obtient une solution élémentaire Fy de [, définie par
. in(t
(En, @) = <EN, 90> = / /%gp(t,{)d{ dt,Yo € S(R x RY). (4.2.8)

0 RN

Théoréme 4.2.4 Soit N = 1,2,3, il existe une unique distribution tempérée Eyn €

S'(Ry x RY) telle que Supp(Ex) C Ry x RN et OEy = 4.

Démonstration. On va démontrer le cas N = 3.
oo

On a (E3, ) —/ (j[‘vsm(;f'ﬂ o(t, €)d5>

0

Comme ¢l = &2 donc (B, ) = / ot ) ) diet (42, p(t,2) ) = (32,3,
0

Onaalorsoo

(Es. @) = / = (1%, 6(t,2)) dt,Vp € S(R x RY)

En posant gé =1, on a

(E3,¢) = /w / W(t, x)doydt

0 |z|=t
S

_ / + / Ot tw)dwodt.

0 |w|:]_

Remarque 4.2.3 Pour N = 1, la solution élémentaire du D’Alembertien est

LH(x o).

Pour N = 2, elle s’écrit

1 x
Bt x) = — H(t)2L00@
27 t2 . |[L"2

Pour N =3, on a
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4.2. Solutions élémentaires

Solution élémentaire de 'opérateur de Schrédinger P = i0; + %Am

Pour tout N > 1, on cherche une distribution Ey € S’(R x RY) telle que

1
10, En + §AZEN = ié(tvw):(op) dans S,<R X RN)

avec Supp(Ey) C Ry x RY.
On effectue un changement de variables s = it, ce qui transforme I'opérateur de
Schrodinger 10, + %Am en lopérateur de la Chaleur 0, — %Ax, ceci suggére de prendre

H(t o|?
En(t,z) = ( >N67%.
2mit

Lemme 4.2.2 (/3]) Soit z € C telle que R(z) > 0. Posons

1 lz|? N
—xer ,c €R >0

(27z)

Gn(z,x) =

Alors, la transformée de Fourier de G est la fonction définie par la formule

Gn(z,6) = e3¢ e RV

Théoréme 4.2.5 Pour tout N > 1 et ¢ > 0, posons

H(t) I

e 2(c+it

EN(t,x) =
2m(e + i)t

pour tout (t,z) € RVFT!
Alors, (E%) converge vers Ex dans S'(R x RY) lorsque € — 0T,

ot En est l'unique distribution tempérée sur R x RN vérifiant

1
(z@t + EAQC)EN = Z.(S(t7x):(070) dans S/(R X RN)

Supp(Ex) C R, x RY.
Sa transformée de Fourier partielle est la fonction

En(t,€) = H(t)e 3¢ ¢ e RV,
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4.2. Solutions élémentaires

Démonstration. On applique & chaque membre de I’équation de Schrodinger la
transformation de Fourier partielle et on note f
la variable z de la distribution f € S'(R x RY).

D’apres la proposition 3.5.1, on a
o 1 L 1, =~
F(iOEx + §AxEN) =10 Fy + 3 I€|” En
= i0i—o ® 1 dans S'(R x RY).
En multipliant par la fonction (¢,&) — ezitlel’ qui est C'*° a croissance polynomiale
ainsi que toutes ses dérivées, on obtient
. 1 . . e
(i Ex + 5 €] Ex ez’ = i, (e2™eF Ey)
_ e%"“dz(i@:o ®1)
= (0o ® 1) dans S'(R x R").
En joignant la condition du support de Ey, on obtient

2P By = H(t) ® 1 dans S'(R x RY).

En multipliant maintenant chaque membre de cette égalité par la fonction
(t, &) — ezt qui est de classe C'*°, on conclut que 'unique solution du probléme

ci-dessus est la fonction donnée par
En(t,€) = H(t)e ™" (t,6) e R x RY.

Cette fonction est mesurable et bornée.

La distribution Ey est donc tempérée sur R x RY.

En appliquant la transformée de Fourier inverse partielle en la variable z dans (R; x RY)
A EN, on obtient une solution Ey.

Il reste & montrer que E5, — Ey pour € — 07.

__clzl?
e 22+t

H(t)
2 (e241)3 ¢

N
On déduit que /|E}':V(t,x)dx| = %H(t)
RN

Pour tout € > 0, on a |E5 (¢, z)| =
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4.3. Utilisation de la solution élémentaire pour la résolution de certaines équations aux

dérivées partielles

Donc, E5 € S'(R; x RY).
D’apres le lemme 4.2.2 | ENZSV(t,g) = H(t)e—%(fﬂ')t\ilQ_

Par suite, par convergence dominée, on a
(E%,) converge vers Ey dans S'(R; x RY) lorsque ¢ — 07. (4.2.9)

Or la transformation de Fourier inverse partielle en x est continue de S’(R; x Rév ) dans
S'(R; x RY), on déduit de la convergence 4.2.9 que E5, — Ey dans S’(R; x RY) quand

e—0". m

4.3 Utilisation de la solution élémentaire pour la ré-

solution de certaines équations aux dérivées par-
tielles

La connaissance d’une solution élémentaire d’un opérateur différentiel & coefficients con-
stants P(D) sur RY, peut nous permettre de calculer explicitement une solution de
'équation aux dérivées partielles P(D)u = f dans D'(RY) pour toute distribution f

a support compact dans RY.

Théoréme 4.3.1 Soit P(D) un opérateur différentiel & coefficient constants sur RY et
E € D'(RY) une solution élémentaire de P(D).

Soit une distribution a support compact f € E'(RYN), I’équation aux dérivées partielles
P(D)u = f dans D'(RY) d’inconnue u € D'(RY), admet au moins une solution donnée

par la formule

u=FExf.
Démonstration. On a

PD)(E /)= 3 baD*(Ex f)

|| <k

45



4.3. Utilisation de la solution élémentaire pour la résolution de certaines équations aux

dérivées partielles

=) bu(D°E)« f

|a| <k

= (D baDE)* f.
|| <K
Comme FE est une solution élémentaire alors on a

P(D)(Ex f) =60 f
—f
D’ou u = E * f est solution de P(D)u= f. m

Remarque 4.3.1 Si f n’est pas a support compact, le produit de convoltion fxE n’a pas

de sens, E et f ayant des supports non compacts.

Proposition 4.3.1 Soit E une solution élémentaire de P(D). Alors, pour tout f €
E'(RYN), il existe au plus une solution de P(D)u = f appartenant o &' (RY) et, s’il en

existe une, c’est E x f.
Démonstration. Si on suppose que u est a support compact alors

w =8 xu
= (P(D)E) xu
— P(D)(E *u)
— Ex (P(D)u)

=FEx*f

4.3.1 Equation de Poisson

On note r = (x,v, 2) le point courant de R3, et on pose q = |r|.

On s’intéresse a 1’équation de Poisson

Au = f. (4.3.1)
oll f est une distribution donnée & support compact dans R3.

46



4.3. Utilisation de la solution élémentaire pour la résolution de certaines équations aux

dérivées partielles

Pour cette équation, comme pour les autres équations aux dérivées partielles, on ne
cherche pas en général a obtenir toutes les solutions, mais on cherche & obtenir une solution
(si possible unique) satisfaisant a des conditions additionnelles (conditions aux limites, ou
a 'infini,...).

Nous demandons ici, guidés par 'interprétation physique (éléctrostatique par exemple)
que u tend vers 0 & 'infini.

Une solution élémentaire du Laplacien pour N = 3 est F3(z) =

—AFE3 =, dans D'(R3).

L. L qui vérifie
cs |z]

Théoréme 4.3.2 Soit f € £'(R?). La distribution uw = E3 x f est une solution de 4.5.1.

En dehors du support de f, c’est une fonction de classe C* qui tend vers 0 a linfini.

Démonstration. D’aprées le théoréeme 4.3.1, u = F5 % f est bien une solution de
I’équation 4.3.1.

Soit . une fonction de classe C'*°, égale a 1 hors de la boule B, de rayon & centrée &
I’origine, et égale & 0 au voisinage de 'origine.

La fonction E. = 0. FE3 est donc de classe C* dans R?, et on a Supp(Es — E.) C B..

Onau=FE.xf+(F—E.)*f.

Le terme E.* f est une fonction C* et (E— E.)« f est une distribution dont le support
est contenu dans Supp(f) + B-..

Sir = (z,y,2) est un point du complémentaire du support de f, et en choisissant &
égal a la moitié de la distance de r & Supp(f), on en déduit que u est de classe C* au
voisinage de r.

Soit m l'ordre de f.

Choisissant K un voisinage compact de Supp(f) et € > 0.

Ona (E.xf)(r) = (f(r'), E.(r —r")) et on peut majorer (E.* f)(r) d’apres le théoréme

1.0.1, par la borne supérieure sur K des dérivées d’ordre < m de la fonction r’ +— E3(r—r").

On a donc

(E-x f)(r)| <c¢ sup |0SE.(r—1"). (4.3.2)

r'eK,|a|<m

Des que la distance d(r, K) est supérieure a ¢, on a
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4.3. Utilisation de la solution élémentaire pour la résolution de certaines équations aux

dérivées partielles

lu(r)| <c¢ sup |0SE(r—r1")|.
r'eK,|a|<m
Il en résulte que le membre de droite de 4.3.2 est majoré par ¢ /d(r, K) et tend donc

vers 0 lorsque 7 tend vers l'infini. m

Corollaire 4.3.1 Soit Q un ouvert de R® et u une distribution sur Q vérifiant Au = 0.

Alors u est une fonction de classe C*.

Démonstration. Il suffit de prouver que u est de classe C'**° au voisinage de chaque
point rg € €.

Montrons que pour toute fonction ¢ € D(Q), égale & 1 au voisinage de 79, on a
pu € C'™ au voisinage de 7.

On a pu = E % (AJ) * (pu) = E* (A(pu)), deux des trois supports étant compacts.

D’autre part A(pu) = uNp+2Vp et les dérivées de ¢ étant nulles prés de rg, le point
ro ¢ Supp(L(pu)).

Le théoréme précédent assure alors que pu est de classe C'™ preés de ry. =

Corollaire 4.3.2 ([2]) Si u est une fonction harmonique dans R® qui tend vers 0 a

linfini, on a uw = 0.

Théoréme 4.3.3 Pour toute distribution f & support compact dans R3, il existe une
infinité de solution u € D'(R3) de I’équation Nu = f.

Toutes ces solutions sont de classe C™° en dehors du support de f.

Parmi celles-ci, il en existe une et une seule qui tend vers 0 a l’infini, et elle est donnée

par
1

—m)*f.

u=(

Démonstration. u * f est une solution C* en dehors de Supp(f) et tendant vers 0
a infini.

u est une autre solution de Au = f. Ce qui signifie que u x f est une distribution
harmonique, et d’aprés le corollaire 4.3.1, u x f est une fonction harmonique C*°. Si elle
tend vers 0 & U'infini, d’aprés le corollaire 4.3.2, elle est identiquement nulle.

Doy, u=FExf m
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons présenté la notion de solutions élémentaires des équations aux
dérivées partielles ayant attrait & la convolution des distributions.

De plus, nous avons traité quelques exemples d’équations intervenant en physique
mathématique, pour lesquelles, nous avons établi des formules explicites donnant les so-
lutions élémentaires et permettant d’étudier I'existence, I'unicité et certaines propriétés
qualitatives des autres solutions.

En outre, les notions de base du calcul des distributions ont été introduites, en premier
lieu, telles que le produit de convolution et la transformation de Fourier des distributions,
notions qui ont grandement facilité ’obtention des solutions élémentaires.

Il est intéressant d’envisager d’étudier les solutions élémentaires de certaines équations
aux dérivées partielles du type mixte, de la forme k(2)92+9? = 0, ot k(2) est une fonction

continue définie sur un intervalle I de la droite réelle comprenant le point z = 0.
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