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Introduction

L�objectif de ce mémoire est de présenter quelques théorèmes du point �xe, dans des

espaces de Banach partiellement ordonnés, en introduisant la théorie des cônes. Nous dis-

cutons l�existence et l�unicité du point �xe, ainsi que la convergence des suites itératives

vers le point �xe, pour certaines classes d�opérateurs non linéaires, notamment les opéra-

teurs croissants et les opérateurs décroissants. Comme applications de certains théorèmes

présentés dans ce mémoire, nous donnons de nombreux exemples qui montre l�existence

des solutions pour des équations intégrales, pour des problèmes de Cauchy ainsi que pour

des problèmes aux limites du second ordre.

En fait, la théorie des cônes, qui sont des sous-ensembles fermés convexes de l�espace

considéré, joue un rôle très important dans notre présentation. Ces cônes dé�nissent des

relations d�ordre au moyen desquelles certains éléments peuvent être mieux comparés, que

l�utilisation des estimations brutes en termes d�une norme. Donc l�utilisation des cônes

o¤re de meilleurs résultats lors de la résolution de plusieurs problèmes mathématiques

issus du monde réel. Ainsi, les problèmes non linéaires ont été largement étudiés par le

biais des cônes abstraits, puisque la notion de monotonicité a été étendue à des espaces

de Banach quelconque en utilisant la relation induite par un cône.

Une des motivations de la théorie du point �xe présentée dans ce travail, est le fait

que les lois de la nature prescrivent des limites dé�nitives pour des solutions de problèmes

du monde réel impliquant l�existence de solutions dans des segments coniques.

Dans le premier chapitre, nous introduisons d�abord le concept d�un cône dans les

espaces de Banach ainsi que quelques relations d�ordre induites par ce cône. Ensuite,

nous discutons certaines propriétés élémentaires de ce concept. Nous établissons certains

éléments nécessaires et su¢ sants pour que les conditions d�un cône normal soient sat-

isfaites. Nous dé�nissons les notions de la régularité et de la régularité complète, ainsi

que les notions de la minihedralité et de la forte minihedralité des cônes donnés, et nous
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Introduction

discutons des liens entre ces notions.

En�n, nous donnons également quelques exemples des cônes qui possèdent certaines ou

toutes ces propriétés.

Dans le deuxième et le troisième chapitres, nous discutons l�existence et l�unicité des

points �xes, l�existence des points �xes maximal et minimal et la convergence des suites

itératives vers des points �xes pour les opérateurs croissants et les opérateurs décrois-

sants. Comme application de certains théorèmes du point �xe présentés dans ces deux

chapitres, nous donnons de nombreux exemples pour montrer l�existence de solutions pour

des équations intégrales non linéaires et pour des équations di¤érentielles ordinaires non

linéaires. Ces exemples seront très utiles pour les lecteurs a�n de comprendre comment

appliquer des di¤érents théorèmes du point �xe pour montrer l�existence de solutions de

plusieurs types d�équations di¤érentielles et intégrales.
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CHAPITRE

1 Théorie des cônes et

relations d�ordre partiel

1.1 Les cônes

Dé�nition 1.1.1 Soient E un espace de Banach réel et P un sous ensemble non vide

fermé convexe de E. P est dit cône s�il satisfait les deux conditions suivantes :

(i) x 2 P; � � 0) �x 2 P ;

(ii) x 2 P , �x 2 P ) x = �, avec � est le zéro de E.

Remarque 1.1.1 Dans la dé�nition précédente, la convexité de P et la condition (i)

peuvent être remplacées par la condition suivante :

(x; y 2 P et a; b 2 R+)) ax+ by 2 P . (1)

* Si P est convexe et �P � P , 8� � 0, alors pour tout x; y 2 P , on a

x+ y = 2

�
1

2
x+

1

2
y

�
:

Pour � = 1
2
, la convexité de P entraîne que

x+ y = 2 (�x+ (1� �) y) 2 P:

Ainsi, pour tout x; y 2 P et a; b 2 R+, ax 2 P et by 2 P: D�où ax+ by 2 P:

* Si la condition (1) est satisfaite, alors pour tout a 2 [0; 1] et b = 1 � a on va avoir la

convexité de P , d�autre part, pour tout a 2 R+ et b = 0 on va avoir la condition (i) .
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1.1. Les cônes

� Un cône est dit solide s�il contient des éléments intérieurs, c�est-à-dire �P 6= ;.

� Un cône P est dit générateur si E = P � P , c�est-à-dire tout élément x 2 E peut

se représenter sous la forme x = u� v, où u; v 2 P .

� Tout cône P � E dé�nit une relation d�ordre partiel dans E donnée par :

x � y si et seulement si y � x 2 P: (1.1.1)

� On peut aussi dé�nir les relations d�ordre partiel suivantes :

� x < y , x � y et x 6= y.

� x� y , y � x 2 �P si �P 6= ;.

� Intervalle ordonné (segment conique) : on dé�nit un intervalle ordonné [x; y] d�un

cône par :

[x; y] = fz 2 P : x � z � yg .

Proposition 1.1.1 Soit P un cône sur un espace de Banach E.

Pour tout x, y, z et t dans P et a, b 2 R, on a

1. x � x,

2. (x � y et y � z) =) x � z,

3. (x � y et y � x) =) x = y,

4. (x � y et 0 � a � b) =) ax � by,

5. (x � y et t � z) =) x+ t � y + z,

6. (x� y et y � z) =) x� z,

7. (x� y et y < z) =) x� z,

8. (x � y et y � z) =) x� z,

9. (x� y et a > 0) =) ax� ay,

10. Soient (xn)n et (yn)n deux suites de E telle que :

8n 2 N, xn � yn =) lim
n!+1

xn � lim
n!+1

yn.
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1.1. Les cônes

Démonstration.

1. x � x() x� x = � 2 P .

2. On a x � y () y � x 2 P et y � z () z � y 2 P ,

alors y � x+ z � y 2 P c�est à dire z � x 2 P . Donc x � z.

3. On a x � y () y � x 2 P et y � x() x� y 2 P ,

alors x� y = �. Donc x = y.

4. On a x � y et 0 � a � b,

alors ax � ay et ay � by car a (y � x) 2 P et (b� a) y 2 P . Donc ax � by.

5. On a x � y () y � x 2 P et t � z () z � t 2 P ,

alors y � x+ z � t 2 P , c�est à dire (y + z)� (x+ t) 2 P . Donc x+ t � y + z.

6. On a x� y () y � x 2 �P et y � z () z � y 2 �P ,

alors y � x+ z � y 2 �P c�est à dire z � x 2 �P . Donc x� z.

7. On a x� y () y � x 2 �P et y < z () z � y 2 P avec z � y 6= � alors

y � x + (z � y) � (z � y) 2 P ce qui entraîne y � x + (z � y) 2 �P c�est à dire

z � x 2 �P .

8. On a x � y et y � z.

Si x = y on remplace y par x dans y � z, on trouve x� z.

Si x 6= y on obtient x < y et y � z donc d�après (7) on trouve x� z.

9. On a x� y () y � x 2 �P alors il existe ! 2 P � f�g tel que y � x� ! 2 P .

Ensuite les propriétés de P et a > 0 entrainent que : a (y � x)� a! 2 P .

Donc a (y � x) 2 �P , c�est à dire ax� ay.

10. Soient (xn)n et (yn)n deux suites de E.

On a xn � yn () yn � xn 2 P ,

comme P est fermé on obtient que lim
n!+1

yn � lim
n!+1

xn 2 P ,

c�est à dire lim
n!1

xn � lim
n!1

yn.
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1.2. Les cônes normaux

1.2 Les cônes normaux

Dé�nition 1.2.1 Un cône P � E est dit normal s�il existe une constante positive � tel

que kx+ yk � �, 8x, y 2 P .

Géométriquement, la normalité signi�e que l�angle entre deux vecteurs unitaires positifs

ne doit pas dépasser �.

Autrement dit, un cône normal ne peut être trop large.

Dé�nition 1.2.2 Soient X un espace normal, P � X un cône et " � " est une relation

d�ordre partiel de P . Alors

1. La norme k.k est dite monotone si � � x � y tel que kxk � kyk ;

2. La norme k.k est dite semi-monotone si � � x � y tel que kxk � � kyk pour un

certain � > 0.

Le théorème suivant nous donne d�autres dé�nitions d�un cône normal.

Théorème 1.2.1 ([1], page 2) Soit P un cône dans E, alors les assertions suivantes sont

équivalentes :

(i) P est normal.

(ii) Il existe une constante 
 > 0 telle que

kx+ yk � 
max fkxk ; kykg pour tout x; y 2 P .

(iii) Il existe une constante N > 0 telle que

� � x � y ) kxk � N kyk, c�est-à-dire, la norme k k est semi-monotone.

(iv) Il existe une norme équivalente k k1 sur E telle que

� � x � y ) kxk1 � kyk1, c�est-à-dire, norme k k1 est une norme monotone.

(v) Si xn � zn � yn, n � 1 et kxn � xk ! 0 quand n! +1, kyn � xk ! 0 alors

kzn � xk ! 0 quand n! +1 .

(vi) L�ensemble (B + P ) \ (B � P )est borné, où B = fx 2 E j kxk � 1g.

(vii) Tout intervalle ordonné [x; y] = fz 2 E j x � z � yg est borné.
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1.2. Les cônes normaux

Démonstration. (i)) (ii). En e¤et, supposons que kxk = 1 et 0 < kyk � 1.

D�une part, on a

1 = kxk � kx+ yk+ kyk ) kx+ yk � 1� kyk ,

et d�autre part, on a

kx+ yk =





x+ y

kyk �
1� kyk
kyk y






=





x+ y

kyk +
�(1� kyk)

kyk y






�





x+ y

kyk





� 



 y

kyk � y






�





x+ y

kyk





� 1 + kyk .
Donc

2 kx+ yk �




x+ y

kyk





� 1 + kyk+ 1� kyk ,
d�où

kx+ yk � 1

2





x+ y

kyk





 � 1

2
�.

Par conséquent,

kx+ yk � 
max fkxk ; kykg ,

où 
 = �
2
.

(ii) ) (iii). En e¤et, supposons que (iii) n�est pas vraie. Alors 9xn, yn 2 P tel que

� � xn � yn et kxnk > n kynk n 2 N�. Posons

un =
xn
kxnk

+
yn

n kynk
, vn = �

xn
kxnk

+
yn

n kynk
n 2 N�,

il est clair que un et vn 2 P et

kunk � 1�
1

n
, kvnk � 1�

1

n
,

donc, en vertu de (ii),

2

n
= kun + vnk � 


�
1� 1

n

�
, n 2 N�,

ce qui est impossible.

(iii)) (iv). En e¤et, posons

kxk1 = inf
u�x

kuk+ inf
v�x
kvk . (1.2.1)
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1.2. Les cônes normaux

Nous prouvons que k k1 est une norme sur E. Il est clair que k�k1 = 0.

Supposons que kxk1 = 0 et montrons que x = �.

On a

8" > 0; 9u; v 2 E telque u � x � v et kuk � "; kvk � ";

donc de (iii),

kxk � kx� uk+ kuk � N kv � uk+ kuk < (2N + 1) ":

Comme " > 0 est arbitraire, nous obtenons x = �.

L�égalité k�xk1 = j�j kxk1 est évidente pour tout x 2 E et � 2 R.

Supposons maintenant x; y 2 E et montrons que kx+ yk1 � kxk1 + kyk1.

On a

8" > 0;9u1; u2; v1; v2 2 E telque u1 � x � v1; u2 � y � v2

et

ku1k+ kv1k < kxk1 + "; ku2k+ kv2k < kyk1 + ":

De u1 + u2 � x+ y � v1 + v2, nous avons

ku1 + u2k+ kv1 + v2k � kx+ yk1 ;

et donc

kx+ yk1 � ku1k+ kv1k+ ku2k+ kv2k � kxk1 + kyk1 + 2",

comme " > 0 est arbitraire, ceci implique que kx+ yk1 � kxk1 + kyk1.

Donc k k1 est une norme sur E.

Montrons que k k1 est monotone.

Soient x; y 2 P tels que � � x � y alors inf
u�x

kuk= inf
u�y

kuk=0 et donc

kxk1 = infv�x
kvk�inf

v�y
kvk = kyk1 .

En�n, nous démontrons que k k et k k1 sont équivalentes.

Évidemment kxk1 � 2 kxk.

D�autre part, pour tout u � x � v, nous avons

kxk � kx� uk+ kuk � N kv � uk+ kuk � (N + 1) (kuk+ kvk) :

8



1.2. Les cônes normaux

Par conséquent, kxk � (N + 1) kxk1.

(iv)) (v). En e¤et, de � � zn � xn � yn � xn, nous trouvons kzn � xnk1 � kyn � xnk1.

Comme m kxk � kxk1 � M kxk pour tout x 2 E, où M > m > 0 sont deux constantes,

on obtient

kzn � xnk �
1

m
kzn � xnk1 �

1

m
kyn � xnk1 �

M

m
kyn � xnk ! 0, quand n! +1.

Ce qui implique que

kzn � xk � kzn � xnk+ kxn � xk ! 0, quand n! +1.

(v) ) (vi). En e¤et, on raisonne par l�absurde, supposons que (B + P ) \ (B � P ) n�est

pas borné, c�est à dire

9 (zn) � (B + P ) \ (B � P ) telle que kznk ! +1:

D�autre part, zn 2 (B + P ) \ (B � P ) entraîne l�existence de deux suites (xn) et (yn) de

B telles que

xn � zn � yn, 8n.

Posons

un =
xn
kznk

, vn =
yn
kznk

et wn =
zn
kznk

,

on aura un � wn � vn et un ! �, vn ! �, mais wn 6= � (car kwnk = 1), ce qui contredit

(v).

(vi)) (vii). En e¤et, supposons que (B + P ) \ (B � P ) � B (�; �), où � > 0,

posons r = max fkxk ; kykg, et montrons quez
r
2 (B + P )\ (B � P ) pour tout z 2 [x; y],

par suite
z

r
2 B (�; �), donc [x; y] � B (�; r�).

(vii)) (i). En e¤et, on raisonne par l�absurde,

supposons que (i) n�est pas vraie, alors il existe (xn) � P et (yn) � P tel que

kxnk = kynk = 1 et kxn + ynk <
1

4n
n 2 N�:

Posons

un =
xnp

kxn + ynk
, vn =

xn + ynp
kxn + ynk

n 2 N�.

Nous avons � � un � vn, de plus,

1X
n=1

kvnk �
1X
n=1

1

2n
< +1.

9



1.2. Les cônes normaux

La série
1P
n=1

vn est donc convergente à un certain élément v 2 E.

Évidemment, � � un � vn < v et

kunk =
1p

kxn + ynk
> 2n n 2 N�.

Par conséquent, l�intervalle ordonné [�; v] est non borné, ce qui contredit (vi).

Remarque 1.2.1 Plusieurs auteurs utilisent l�assertion (iii) comme dé�nition de la nor-

malité d�un cône P , et appellent le plus petit nombre N "la constante de normalité de P".

Exemple 1.2.1 Soient E = Rn et P1 =
�
x = (x1; x2; � � � ; xn) 2 Rn : xi � 0; i = 1; n

	
.

� P1 est un cône solide car P1 contient des éléments intérieurs tel que

�P1 =
�
x = (x1; x2; � � � ; xn) 2 Rn : xi > 0; i = 1; n

	
.

� P1 est un cône générateur car 8X = (x1; x2; � � � ; xn) 2 Rn, 9U = (u1; u2; � � � ; un),

V = (v1; v2; � � � ; vn) 2 P1 tels que X = U � V .

� P1 est normal et sa constante de normalité N = 1 car toutes les normes sur Rn sont

monotones. Alors

8x; y 2 Rn; � � x � y ) kxk � kyk .

Exemple 1.2.2 Soient G un ensemble borné fermé dans Rn et E = C (G) l�espace des

fonctions continues dé�nies sur G à valeurs réelles muni de la norme kxk = sup
x2G

jx (t)j.

Soit

P2 = fx 2 C (G) : x (t) � 0, pour tout t 2 Gg .

� P2 est un cône solide dans C (G) car P2 contient des éléments intérieurs tel que
�P2 = fx 2 C (G) : x (t) > 0, pour tout t 2 Gg.

� On a x � y () x (t) � y (t) pour tout t 2 G, donc la norme est monotone. Alors

P2 est normal et sa constante de normalité est N = 1.

Exemple 1.2.3 Soient E = Lp (
), où 
 � Rn, 0 < mes 
 <1 et 1 � p <1 muni de

la norme kxk =

0@Z



jx (t)jP dt

1A 1
P

et P3 = fx 2 Lp (
) : x (t) � 0, p.p dans 
g :

� P3 est un cône générateur dans Lp (
).

10



1.3. Les cônes réguliers et les cônes complètement réguliers

� De x � y () x (t) � y (t) p.p. t 2 
, il s�ensuit que la norme est monotone et

donc P3 est un cône normal et sa constante de normalité est N = 1.

� P3 n�est pas un cône solide car �P3 = ;.

Exemple 1.2.4 Soit E = C1 ([0; 2�]) l�espace des fonctions continument dérivables sur

[0; 2�] muni de la norme

kxk = max
0�t�2�

jx(t)j+ max
0�t�2�

���x0(t)��� ,
et soit

P4 =
�
x 2 C1 [0; 2�] j x(t) � 0, 0 � t � 2�

	
.

� P4 est un cône solide dans C1 [0; 2�].

� P4 est générateur, puisque chaque x 2 C1 [0; 2�] peut s�écrire sous la forme

x(t) = y(t)� z(t), 8t 2 [0; 2�] ,

où y(t) �M > 0 et z(t) =M�x(t), avec M > max
0�t�2�

x(t), il est clair que y; z 2 P4.

� P4 n�est pas normale. En e¤et, si P4 est normale, alors, par le théorème 1.2.1, (iii),

il existe un N > 0 tel que, si � � x � y alors kxk � N kyk.

Soient xn(t) = 1�cosnt et yn(t) � 2 pour n 2 N�. On a � � xn � yn, kxnk = 2+n,

et kynk = 2.

Par conséquent, 2 + n � 2N , n 2 N�, ce qui est impossible (car N n�est pas borné).

Donc P4 n�est pas un cône normal.

1.3 Les cônes réguliers et les cônes complètement

réguliers

Dé�nition 1.3.1 Soit (X;�) un ensemble partiellement ordonné et M � X.

� Pour tout x; y 2 M , si x � y ou y � x, alors nous disons que M est un ensemble

totalement ordonné.

� Si x� 2 X est tel que y � x� pour tout y 2M , alors x� est dit majorant de M .
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1.3. Les cônes réguliers et les cônes complètement réguliers

� Si x� 2 X est tel que x� � y pour tout y 2M , alors x� est dit minorant de M .

� Si x0 2 X tel que x0 � y pour un certain y 2 X et y = x0, alors x0 est l�élément

maximal de X.

� Si x0 2 X tel que y � x0 pour un certain y 2 X et x0 = y, alors x0 est l�élément

minimal de X.

� On dit qu�un ensemble D � E est majoré s�il existe un élément � 2 E tel que x � �

pour tout x 2 D.

� On dit qu�un ensemble D � E est minoré s�il existe un élément ! 2 E tel que x � !

pour tout x 2 D.

Dé�nition 1.3.2 (Cône régulier) On dit qu�un cône P � E est régulier si toute suite

croissante et majorée dans E a une limite, c�est-à-dire si (xn) � E et y 2 E véri�ant

x1 � x2 � x3 � � � � � xn � � � � � y, (1.3.1)

alors il existe x� 2 E tel que kxn � x�k ! 0, quand n! +1.

Il est clair que le cône P est régulier si et seulement si toute suite décroissante et minorée

dans E a une limite.

Dé�nition 1.3.3 (Cône complètement régulier) On dit qu�un cône P � E est com-

plètement régulier si toute suite croissante et bornée en norme dans E a une limite,

c�est-à-dire si (xn) � E véri�ant

x1 � x2 � x3 � � � � � xn � � � � ; avec M := sup
n
kxnk < +1; (1.3.2)

alors il existe x� 2 E tel que kxn � x�k ! 0 quand n! +1.

Il est clair que le cône P est complètement régulier si et seulement si toute suite décrois-

sante et bornée en norme dans E a une limite.

Théorème 1.3.1 ([2], page 32) Soit P un cône d�un espace de Banach E.

P est complètement régulier =) P est régulier =) P est normal.

Démonstration. Nous prouvons d�abord que si P n�est pas normal, alors P n�est

régulier et n�est pas complètement régulier.

12



1.3. Les cônes réguliers et les cônes complètement réguliers

Supposons que P n�est pas normal, d�après le théorème 1.2.1, (iii), il existe (xn) � P et

(yn) � P telles que

� � xn � yn et kxnk > 2n kynk n 2 N�. (1.3.3)

Posons zn = xn
kxnk et vn =

yn
2nkynk n 2 N

� puis, par (1:3:3),

� < zn �
xn

2n kynk
� yn
2n kynk

= vn n 2 N�, (1.3.4)

et
1X
n=1

kvnk =
1X
n=1

1

2n
= 1 < +1: (1.3.5)

Donc la série
1X
n=1

vn converge vers certain élément v 2 E, i.e.,

1X
n=1

vn = v: (1.3.6)

Maintenant nous dé�nissons

wn =

8<: v1 + v2 + � � �+ v2m, quand n = 2m, m 2 N�

v1 + v2 + � � �+ v2m + z2m+1, quand n = 2m+ 1, m 2 N�.

Il est facile de montrer à partir de (1:3:4), (1:3:5) et (1:3:6) que

� < w2 � w3 � w4 � � � � � v (1.3.7)

et

sup
n
kwnk � 2 < +1: (1.3.8)

Mais la suite (wn) n�est pas convergente, puisque kw2m+1 � w2mk = kz2m+1k = 1.

Donc P n�est pas régulier et n�est pas complètement régulier.

En�n, montrons que la régularité complète de P implique la régularité de P .

Supposons que P soit complètement régulier et (1:3:1) soit satisfaite. Alors, par la con-

clusion mentionnée ci-dessus, P est normal.

Il résulte donc du théorème 1.2.1 et du fait que � � y � xn � y � x1, n 2 N� que

ky � xnk � N ky � x1k n 2 N�.

Donc sup
n
kxnk <1, et ceci entraîne que la suite (xn)n est convergente.
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1.3. Les cônes réguliers et les cônes complètement réguliers

Exemple 1.3.1 Soient E = Lp (
), où 
 � Rn, 0 < mes 
 <1 et 1 � p <1, et

P1 = fx 2 Lp (
) : x (t) � 0, p.p dans 
g

Nous prouvons que le cône P1 est complètement régulier, donc, par le théorème 1.3.1, il

est régulier. Supposons (1:3:2) est satisfaite, i.e.

x1 (t) � x2 (t) � � � � � xn (t) � � � � ; et
Z



jxn (t)jP dt �MP n 2 N�.

Par conséquent, par le lemme de Fatou,
R


jx� (t)jP dt �MP , i.e., x� 2 LP (
),

où x� (t) = lim
n!1

xn (t). Il découle facilement de

0 � x� (t)� xn (t) � x� (t)� x1 (t) n 2 N�,

et du théorème de la convergence dominée de Lebesgue que

kx� � xnkPLP =
Z



jx� (t)� xn (t)jP dt! 0, quand n!1.

La régularité complète de P1 est donc prouvée.

Exemple 1.3.2 � Soient E = c0 =

�
x = (x1; x2; � � � ; xk; � � � ) j lim

k!+1
xk = 0

�
muni

de la norme kxk = sup
k
jxkj et

P2 = fx = (x1; x2; � � � ; xk; � � � ) 2 c0 j xk � 0; k 2 N�g :

Si x(n) =
�
x
(n)
1 ; x

(n)
2 ; � � � ; x(n)k ; � � �

�
2 c0, y = (y1; y2; � � � ; yk; � � � ) 2 c0 tels que

x(1) � x(2) � � � � � x(n) � � � � � y,

il est facile de voir que


x(n) � x�



 �! 0 quand n!1, où

x� = (x�1; x
�
2; � � � ; x�k; � � � ) et x�k = lim

n!1
x
(n)
k .

Donc P2 est régulier. D�autre part, posons z(n) =
�
z
(n)
1 ; z

(n)
2 ; � � � ; z(n)k ; � � �

�
, où

z
(n)
k =

8<: 1; k � n;

0; k > n:

Nous voyons que

z(n) 2 c0, z(1) � z(2) � � � � � z(n) � � � � et


z(n)

 = 1 n 2 N�;

mais
�
z(n)
�
ne converge pas dans c0 et donc P2 n�est pas complètement régulier.
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1.3. Les cônes réguliers et les cônes complètement réguliers

� De même, on peut prouver que le cône P3 = fx 2 C0 ([a;+1[) j x (t) � 0g de l�espace

de Banach C0 ([a;+1[) =
�
x 2 C ([a;+1[) j lim

t!+1
x (t) = 0

�
muni de la norme

kxk = sup
a�t�+1

jx (t)j

est régulier, mais n�est pas complètement régulier.

Théorème 1.3.2 ([1], page 10) Si E est ré�exif et P est un cône dans E, alors les as-

sertions suivantes sont équivalentes :

(i) P est normal ;

(ii) P est régulier ;

(iii) P est complètement régulier.

15



1.4. Les cônes minihedrals et les cônes fortement minihedralsal.

1.4 Les cônes minihedrals et les cônes fortement mini-

hedralsal.

Dé�nition 1.4.1 Un élément z 2 E est appelé la borne supérieure (c�est-à-dire supre-

mum) de l�ensemble D � E, s�il satisfait les deux conditions suivantes :

(i) x � z pour toute x 2 D ;

(ii) x � y; x 2 D implique z � y; pour tout y 2 E.

Nous désignons la borne supérieure de D par supD, c�est-à-dire, z = supD.

La borne inférieure de D, infD est dé�nie de façon analogue.

Lemme 1.4.1 ([2], page 39) Supposons que P est un cône régulier dans un espace de

Banach E. Alors

1. Tout ensemble majoré et totalement ordonné dans E a un supremum.

2. Tout ensemble minoré et totalement ordonné dans E a un in�mum.

Lemme 1.4.2 (Lemme de Zorn) ([2], page 24) Soit X un ensemble partiellement or-

donné. Alors

1. Si tout sous-ensemble totalement ordonné de X a un majorant, alors X a un élément

maximal.

2. Si tout sous-ensemble totalement ordonné de X a un minorant, alors X a un élément

minimal.

Dé�nition 1.4.2 (Cône minihedral) Le cône P est dit minihedral si sup fx; yg existe

pour tout couple (x; y).

Il est évident, que P est minihedral si et seulement si inf fx; yg existe pour tout couple (x; y) .

Il est facile de montrer que si P est minihedral, alors supD existe pour tout ensemble �ni

D = fx1; x2; � � � ; xng � E, qui est un ensemble majoré. Par ailleurs, l�égalité suivante

est valable :

sup fx1; x2; � � � ; xng = sup fx1; sup fx2; � � � ; xngg .
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1.4. Les cônes minihedrals et les cônes fortement minihedralsal.

Dé�nition 1.4.3 (Cône fortement minihedral) Le cône P est dit fortement minihe-

dral si supD existe pour tout ensemble majoré de D � E.

Il est évident que P est fortement minihedral si et seulement si infD existe pour tout

ensemble minoré de D � E.

Par dé�nition, il est clair que la forte minihedralité d�un cône P implique la minihe-

dralité de P .

Exemple 1.4.1 Soit G un ensemble borné fermé dans Rn. Pour E = C (G) le cône

P1 = fx 2 C (G) : x (t) � 0; t 2 Gg

est minihedral, puisque pour tout x, y 2 C(G), on a

sup fx; yg = z; où z(t) = max fx(t); y(t)g 2 R;8t 2 G:

Exemple 1.4.2 � Pour E = C1 ([0; 2�]) ; le cône

P2 =
�
x 2 C1 [0; 2�] j x (t) � 0, 0 � t � 2�

	
n�est pas minihedral, puisque sup fx; yg n�existe pas pour

x(t) = t, 0 � t � 2� et y(t) = 2� � t, 0 � t � 2�.

Car si on suppose que sup fx; yg = z, alors z (t) =

8<: 2� � t si 0 � t � �

t si � � t � 2�
mais z =2 C1 ([0; 2�]).

Il est évident que x � z, y � z, où z(t) = 2�, 0 � t � 2�.

� Pour E = c0, le cône P3 = fx = (x1; x2; � � � ; xk; � � � ) 2 c0 j xk � 0; k 2 N�g est forte-

ment minihedral.

En e¤et, pour tout sous ensemble majoré D de c0,

supD = z 2 c0, où z = (z1; z2; � � � ; zk; � � � )

avec

zk = sup fxk j x = (x1; x2; � � � ; xk; � � � ) 2 Dg , k 2 N�.

Théorème 1.4.1 ([1], page 15) Si E est séparable et le cône P � E est régulier et mini-

hedral, alors P est fortement minihedral.
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1.4. Les cônes minihedrals et les cônes fortement minihedralsal.

Démonstration. Supposons D � E et il existe un z 2 E tel que x � z, 8x 2 D.

PuisqueE est séparable, il existe un ensemble dénombrable M = fx1; x2; � � � ; xn; � � � g � D ,

qui est dense dans D.

Posons yn = sup fx1; x2; � � � ; xng n 2 N�, qui existent en vertu de la minihedralité de P .

Évidemment,

y1 � y2 � � � � � yn � � � � � z.

Il découle de la régularité de P que yn ! x� 2 E c�est-à-dire, kyn � x�k ! 0 quand

n! +1.

Maintenant, on prouve que x� = supD. D�abord, on remarque que

xn � x� n 2 N�. (1.4.1)

Pour tout x 2 D, il existe une suite dans M , qui converge vers x. D�après (1:4:1), on

obtient x � x�, donc x� est un majorant de D. D�autre part, si v 2 E est un majorant

de D, alors

yn � v n 2 N�

et donc x� � v.

Corollaire 1.4.1 Si E est séparable et ré�exif et le cône P � E est normal et minihedral,

alors P est fortement minihedral.

Démonstration. Le résultat de ce corollaire découle directement des théorèmes 1.3.2

et 1.4.1.

Exemple 1.4.3 Pour E = Lp (
) où 
 � Rn; le cône P4 = fx 2 Lp (
) : x (t) � 0 p.p dans 
g

est minihedral, car sup fx; yg = z existe pour tout x, y 2 Lp (
) (p � 1), où

z(t) = max fx(t), y(t)g p.p. t 2 
:

Observons que Lp (
) est séparable et P4 est régulier, (résultat démontré dans l�exemple

1.3.1), il résulte du théorème 1.4.1 que P4 est fortement minihedral.

Exemple 1.4.4 � Pour E = C1 [0; 2�] ; le cône P2 = fx 2 C1 [0; 2�] j x (t) � 0; 0 � t � 2�g

n�est ni minihedral ni normal.
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1.4. Les cônes minihedrals et les cônes fortement minihedralsal.

� Nous donnons un exemple d�un cône qui est minihedral, mais n�est pas normal.

Supposons que E = `2 =

�
x = (x1; x2; � � � ; xi; � � � ) j

1P
i=1

x2i <1
�
, muni de la norme

kxk =
 1X
i=1

x2i

! 1
2

, x = (x1; x2; � � � ; xi; � � � ) 2 `2.

Soit

P5 =
�
x = (x1; x2; � � � ; xi; � � � ) 2 `2 j x1 � 0, xi � x1, i = 2; 3; � � �

	
.

Évidemment, P5 est un cône dans `2.

Pour toute pair d�éléments x = (x1; x2; � � � ; xi; � � � ) 2 `2 et

y = (y1; y2; � � � ; yi; � � � ) 2 `2, il est facile de véri�er que sup fx; yg = z,

où z = (z1; z2; � � � ; zi; � � � ),

z1 = max fx1; y1g ,

zi = min fz1 � x1 + xi, z1 � y1 + yig , i = 2; 3; � � � .

Dans le cas z1 = x1, on a zi = xi ou yi � zi � xi, et dans le cas où z1 = y1, on a

zi = yi ou xi � zi � yi ; Il faut donc avoir z 2 `2, et la minihedralité de P5 a été

prouvée.

Maintenant, supposons que u =
�
1; 1

2
; 1
3
; � � � ; 1

i
; � � �

�
, � = (0; 0; � � � ; 0; � � � ),

et x(n) =
�
x
(n)
1 ; x

(n)
2 ; � � � ; x(n)i ; � � �

�
, où

x
(n)
i =

8<: 1
2
, i � n ;

0, i > n.

Il est facile de voir que � � x(n) � u n 2 N�,


x(n)

 = p

n
2
! +1, et donc [�; u]

est non borné.

Par conséquent, par le théorème 1.2.1, (vii), P5 n�est pas normal.

� Nous pouvons aussi donner un simple exemple d�un cône qui est fortement minihe-

dral et normal, mais n�est pas régulier.

Soit E = `1 =
n
x = (x1; x2; � � � ; xk; � � � ) j lim

k
xk <1

o
l�espace des suites bornées

muni de la norme kxk = sup
i
jxij et soit

P6 = fx = (x1; x2; � � � ; xi; � � � ) 2 `1 j xi � 0; i 2 N�g .
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1.4. Les cônes minihedrals et les cônes fortement minihedralsal.

Comme la norme est monotone, P6 est un cône normal de `1.

SoitD un ensemble majoré de `1. Il est clair supD = z 2 `1, où z = (z1; z2; � � � ; zi; � � � ),

zi = sup fxi j x = (x1; x2; � � � ; xi; � � � ) 2 Dg .

Donc P6 est fortement minihedral.

En�n, nous dé�nissons la suite
�
x(n)
�
par : x(n) =

�
x
(n)
1 ; x

(n)
2 ; � � � ; x(n)i ; � � �

�
, où

x
(n)
i =

8<: 1, i � n ;

0, i > n.

Constatons que cette suite véri�e

x(1) � x(2) � � � � � x(n) � � � � � y, avec y = (1; � � � ; 1; � � � ) ,

mais elle ne converge pas dans `1 et donc P6 n�est pas régulier.
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CHAPITRE

2 Théorèmes du point �xe

pour les opérateurs

croissants et applications

2.1 Théorèmes du point �xe pour les opérateurs crois-

sants

Soit P un cône dans l�espace de Banach réel E et " � " l�ordre partiel dans E induit par

P .

Dé�nition 2.1.1 Soit D un sous ensemble de E: On dit qu�un opérateur A : D ! E

est croissant si

8x1; x2 2 D; x1 � x2 =) Ax1 � Ax2:

A est dit strictement croissant si 8x1; x2 2 D; x1 < x2 =) Ax1 < Ax2.

A est dit fortement croissant si 8x1; x2 2 D; x1 < x2 =) Ax1 � Ax2 (dans le cas où

�P 6= ;).

Dé�nition 2.1.2 (Opérateur complètement continu) On dit qu�un opérateur A : D � E ! E

est complètement continu s�il est continu et compact. La compacité signi�e que l�ensemble

A (S) est relativement compact pour tout ensemble borné S � D.

Dé�nition 2.1.3 (Opérateurs convexe et concave) SoitD un ensemble convexe dans

E et A : D ! E un opérateur.
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2.1. Théorèmes du point �xe pour les opérateurs croissants

(1) Si pour tout x; y 2 D; x � y et t 2 [0; 1]

A (tx+ (1� t) y) � tAx+ (1� t)Ay,

alors A est dit opérateur concave sur D.

(2) Si pour tout x; y 2 D; x � y et t 2 [0; 1]

A (tx+ (1� t) y) � tAx+ (1� t)Ay;

alors A est dit opérateur convexe sur D.

Clairement, A est un opérateur convexe de D si et seulement si �A est un opérateur

concave de D.

Dé�nition 2.1.4 On appelle point �xe maximal (point �xe minimal) d�un opérateur A

le plus grand (le plus petit) des points �xes de A:

Théorème 2.1.1 ([1], page 41) Soient u0; v0 2 E, u0 < v0 et A : [u0; v0]! E un opéra-

teur croissant tels que

u0 � Au0, Av0 � v0. (2.1.1)

Supposons que l�une des deux conditions suivantes soit satisfaite :

(H1) P est normal et A est complètement continu ;

(H2) P est régulier et A est continu.

Alors, A a un point �xe maximal x� et un point �xe minimal x� dans [u0; v0].

De plus

x� = lim
n!1

un, x� = lim
n!1

vn, (2.1.2)

où vn = Avn�1 et un = Aun�1 n 2 N�, et

u0 � u1 � � � � � un � � � � � x� � x� � � � � � vn � � � � � v1 � v0. (2.1.3)

Démonstration. Comme A est un opérateur croissant, il résulte de (2:1:1) que

u0 � u1 � � � � � un � � � � � vn � � � � � v1 � v0 � � � (2.1.4)
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2.1. Théorèmes du point �xe pour les opérateurs croissants

En e¤et, nous prouvons que la suite (un) converge vers un certain x� 2 E et Ax� = x�.

Lorsque la condition (H1) est satisfaite, l�ensemble S = fu0; u1; u2; � � � g est borné et

S = A (S) [ fu0g. Soit A un opérateur complètement continu, c�est-à-dire A (S) est un

ensemble relativement compact alors S est relativement compact. Il existe donc une sous-

suite (unk) � (un) telle que unk ! x� 2 E quand k ! +1. Clairement, un � x� � vn

n 2 N�. Lorsque m > nk, on a � � x� � um � x� � unk , et donc, en vertu de la normalité

de P et du théorème 1.2.1, kx� � umk � N kx� � unkk, où N désigne la constante de la

normalité du cône P . Ainsi, um ! x� m!1. En prenant n!1 dans les deux côtés

de l�égalité un = Aun�1, la continuité de A entraîne que Ax� = x�.

Lorsque la condition (H2) est satisfaite, la suite (un) converge vers un certain x� 2 E en

vue de (2:1:4) et de la régularité de P . Comme A est continu, un = Aun�1 converge vers

Ax� et donc Ax� = x�.

De même, on peut prouver que la suite (vn) converge vers un certain x� 2 E tel que

Ax� = x�avec

un � x� � x� � vn n 2 N (2.1.5)

Ensuite par (2:1:4) et (2:1:5), on obtient (2:1:3).

En�n, nous montrons que x� et x� sont les points �xes maximal et minimal de A dans

[u0; v0], respectivement. Soit �x 2 [u0; v0] tel que A�x = �x. Comme A est croissant, il

résulte de u0 � �x � v0 que Au0 � A�x � Av0, c�est-à-dire u1 � �x � v1. En utilisant le

même argument, on obtient u2 � �x � v2, et en général, un � �x � vn n 2 N�. Par passage

à la limite quand n!1, on aura x� � �x � x�, et notre théorème est démontré.

Corollaire 2.1.1 Supposons que les conditions du théorème 2.1.1 sont satisfaites. De

plus supposons que A n�a qu�un point �xe �x dans [u0; v0]. Alors, pour tout x0 2 [u0; v0],

la suite (xn) dé�nie par :

xn = Axn�1 n 2 N� (2.1.6)

converge vers �x, c�est à dire kxn � �xk ! 0 n! +1.

Démonstration. Étant donné que u0 � x0 � v0 et A est croissant, on aura donc

un � xn � vn n 2 N�. (2.1.7)

Par hypothèses, il s�ensuit que x� = x� = �x et ensuite un ! x et vn ! x. Par conséquent,

d�après (2:1:7), et le théorème 1.2.1, nous obtenons xn ! �x pour n! +1.
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Théorème 2.1.2 ([1], page 42) Soient u0; v0 2 E, u0 < v0 et A : [u0; v0]! E un opéra-

teur croissant tel que u0 � Au0 et Av0 � v0. Supposons que P soit fortement minihedral.

Alors, A admet un point �xe maximal x� et un point �xe minimal x� dans [u0; v0] véri�ant

u0 � u1 � � � � � un � � � � � x� � x� � � � � � vn � � � � � v1 � v0 (2.1.8)

où un = Aun�1 et vn = Avn�1 n 2 N�.

Démonstration. Soit D = fx 2 E : u0 � x � v0; Ax � xg.

Evidemment, u0 2 D et v0 est un majorant de D. Ensuite, par la fortement minihedralité

de P , x� = supD existe. Maintenant, nous prouvons que x� est le point �xe maximal de

A dans [u0; v0]. En e¤et, u0 � x � x� � v0 pour tout x 2 D et donc

u0 � Au0 � Ax � Ax� � Av0 � v0.

On a Ax � x, alors x � Ax� pour tout x 2 D. Il résulte de la dé�nition de la borne

supérieure que x� � Ax�.

D�autre part, à partir de x� � Ax�, nous savons que Ax� � A (Ax�) ce qui implique que

Ax� 2 D, et donc Ax� � x�. D�où Ax� = x�. Si �x est un point �xe de A dans [u0; v0],

alors �x 2 D, et donc �x � x�. Cela prouve la maximalité de x�.

De même, on peut prouver que x� = infD1 est le point �xe minimal de A dans [u0; v0],

où D1 = fx 2 E : u0 � x � v0, Ax � xg.

Finalement, puisque u0 � x� � x� � v0 et A est croissant, (2:1:8) est satisfaite.

Remarque 2.1.1 Remarquons que dans le théorème 2.1.2 nous n�exigeons pas que l�opérateur

A soit continu. D�autre part, nous ne pouvons pas assurer que les limites (2:1:2) existent.

Théorème 2.1.3 ([1], page 43) Soient u0; v0 2 E, u0 < v0 et A : [u0; v0] ! E un

opérateur croissant tels que u0 � Au0 et Av0 � v0. Supposons que A ([u0; v0]) soit un

ensemble relativement compact de E. Alors A a au moins un point �xe dans [u0; v0].

Démonstration. Soit F = fx 2 A ([u0; v0]) : Ax � xg. Nous avons A (Au0) � Au0

qui implique Au0 2 F , et donc F n�est pas vide. Comme E est partiellement ordonné

par P , F est un ensemble de partiellement ordonné. Maintenant, supposons que G est un

sous-ensemble totalement ordonné de F . Comme A ([u0; v0]) est relativement compact, et

G � F � A ([u0; v0]) alors, G est relativement compact et donc séparable, c�est-à-dire qu�il
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existe un ensemble dénombrable V = fy1; y2; � � � g � G, qui est dense dans G. Puisque G

est totalement ordonné, zn = sup fy1; y2; � � � ; yn; � � � g n 2 N� existe et zn 2 G (en fait,

zn égale à l�un de yi, i 2 N�). Il découle de la compacité relative de G qu�il existe une

sous-suite (zni) � (zn) telle que zni ! v� 2 E. Puisque

z1 � z2 � � � � � zn � � � � ,

nous avons

yn � zn � v� n 2 N� (2.1.9)

et v� 2 G � F � A ([u0; v0]) � [u0; v0]. De (2:1:9) nous obtenons z � v� pour tout z 2 G,

et donc z � Az � A v� pour tout z 2 G. Ainsi A v� est un majorant de G. D�autre part,

de zn � A v� n 2 N� nous obtenons v� � A v� et donc A v� � A (Az�), ce qui montre

que Az� 2 F . Ainsi, Az� est un majorant de G dans F . Il résulte donc du lemme de Zorn

que F contient un élément maximal x�. Puisque Ax� � x� et ainsi A (Ax�) � Ax�, on a

Ax� 2 F . Par la maximalité de x�, on doit avoir Ax� = x�.

Corollaire 2.1.2 Soient u0; v0 2 E, u0 < v0, et A : [u0; v0]! E un opérateur croissant

tels que u0 � Au0 et v0 � Av0. Supposons que le cône P soit normal et A soit compact.

Alors A a au moins un point �xe dans [u0; v0].

Démonstration. Puisque P est normal, le segment [u0; v0] est borné. Alors, la

compacité de l�ensemble A ([u0; v0]) découle de la compacité de l�opérateur A.

Théorème 2.1.4 ([1], page 44) Soient u0; v0 2 E, u0 < v0, et A : [u0; v0] ! E un

opérateur croissant tel que u0 � Au0 et Av0 � v0. Supposons que P soit minihedral et

A ([u0; v0]) est un ensemble relativement compact de E. Alors, A a un point �xe maximal

x� et un point �xe minimal x� dans [u0; v0].

Démonstration. Soit F = fx 2 A ([u0; v0]) : Ax � xg. Par le lemme de Zorn, nous

avons déjà démontré dans le théorème 2.1.3 que F contient un élément maximal x� tel

que Ax� = x�.

Maintenant, nous prouvons que x� est le point �xe maximal de A dans [u0; v0]. En e¤et,

supposons que x soit un point �xe quelconque de A dans [u0; v0], alors par minihedralité de

P , v = sup fx; x�g existe. De v � x et v � x�, on obtient Av � Ax = x et Av � Ax� = x�.

Donc v � Av, et donc Av � A (Av). Il suit donc Av 2 F . Par la maximalité de x� nous
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avons Av = x�, et donc x� � x. Par conséquent, x� est le point �xe maximal de A dans

[u0; v0].

De même, on peut prouver que F1 = fx 2 A ([u0; v0]) : Ax � xg contient un élément

minimal x�, qui satisfait Ax� = x� et est le point �xe minimal de A dans [u0; v0].

Corollaire 2.1.3 Soient u0; v0 2 E, u0 < v0, et A : [u0; v0]! E un opérateur croissant

tel que u0 � Au0 et Av0 � v0. Supposons que P soit normal et minihedral et A est

compact. Alors, A a un point �xe maximal x� et un point �xe minimal x� dans [u0; v0].

Théorème 2.1.5 ([2], page 81) Soient u0; v0 2 E avec u0 < v0 et A : [u0; v0] ! E un

opérateur croissant tel que u0 � Au0 et Av0 � v0. Si P est régulier, alors A a au moins

un point �xe dans [u0; v0].

Démonstration. Posons D = [u0; v0], on a par hypothèses A (D) � D.

Soit F = fx 2 D : Ax � xg. On a u0 2 F et donc F 6= ;.

Soit H un sous-ensemble totalement ordonné de F . Puisque P est régulier, par le lemme

1.4.1, z� = supH existe et clairement z� 2 D. Puisque x � z� pour tout x 2 H,

on a x � Ax � Az� pour tout x 2 H. Donc z� � Az� et z� 2 F et donc H a un majorant

z� dans F . Par le lemme de Zorn, F a un élément maximal v�. De A (A (v�)) � Av�, il

s�ensuit que Av� 2 F . Par la maximalité de v�, on obtient Av� = v�.

Remarque 2.1.2 Nous remarquons que les théorèmes 2.1.3, 2.1.4 et les corollaires 2.1.2,

2.1.3 n�exigent pas que l�opérateur A soit continu et ils n�assurent pas aussi que les limites

(2:1:2) existent. Donc, ils sont essentiellement di¤érents du théorème 2.1.1.

Lemme 2.1.1 ([2], page 87) Supposons que P est normal, v > � et A : [�; v] ! E est

un opérateur croissant concave. S�il existe 0 < " < 1 tel que A� � "v et Av � v, alors A

a un point �xe minimal u� avec u� > �. De plus, si u0 = � et un = Aun�1 pour n 2 N�,

alors 8<: kun � u�k ! 0 (n! +1) ;

kun � u�k � N kA�k "�2 (1� ")n (n 2 N�) ;
(2.1.10)

où N est la constante normale de P .

Théorème 2.1.6 ([2], page 89) Soit P un cône normal, u0; v0 2 E avec u0 < v0 et

supposons que A : [u0; v0]! E est un opérateur croissant. Soit h0 = v0 � u0. Supposons

que l�une des conditions suivantes est satisfaite :
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(i) A est concave, Au0 � u0+"h0 et Av0 � v0, où " est un nombre positif avec 0 < " < 1,

(ii) A est convexe, Au0 � u0 et Av0 � v0�"h0, où " est un nombre positif avec 0 < " < 1.

Alors A a un point �xe unique x� dans [u0; v0].

De plus, si xn = Axn�1 n 2 N�, pour tout x0 2 [u0; v0], nous avons

kxn � x�k ! 0 n! +1

kxn � x�k �M (1� ")n n 2 N�; (2.1.11)

où M est une constante positive qui ne dépend pas de x0.

Démonstration. Premièrement, nous supposons que la condition (i) est satisfaite.

Soit Bx = A (x+ u0) � u0. On a B : [�; h0] ! E est un opérateur croissant concave,

B� � "h0 et Bh0 � h0. Alors, par le lemme 2.1.1, B a un point �xe u� dans [�; h0] et

kun � u�k �M0 (1� ")n n 2 N�; (2.1.12)

où u0 = �, un = Bun�1 n 2 N� et M0 > 0 est une constante. Si nous avons hn = Bhn�1

n 2 N�, on aura

h0 � h1 � � � � � hn � � � � � u�:

Soit tn = sup ft > 0 : u� � thng. Puisque u� = Bu� � B� � "h0 � "hn, nous avons

0 < " � t1 � � � � � tn � � � � � 1; u� � tnhn;

u� = Bu� � B (tnhn) � (1� tn)B� + tnBhn;

� (1� tn) "h0 + tnhn+1 � [(1� tn) "+ tn]hn+1:

Ainsi, à partir de la dé�nition de tn+1, on obtient tn+1 � (1� tn) "+ tn et donc

1� tn+1 � (1� tn) (1� ") n 2 N�;

ce qui implique que

1� tn � (1� t1) (1� ")n�1 � (1� ")n n 2 N�:

Puisque nous avons

� � hn � u� � hn � tnhn � (1� tn)h0 � (1� ")n h0;
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il s�ensuit que

khn � u�k � N kh0k (1� ")n n 2 N�: (2.1.13)

Maintenant, pour y0 2 [�; h0], soit la suite (yn) dé�nie par yn = Byn�1 pour n 2 N�. Alors

par récurrence nous obtenons que un � yn � hn pour n 2 N�. De (2:1:12) et (2:1:13), il

s�ensuit que

kyn � u�k � kyn � unk+ kun � u�k (2.1.14)

� N khn � unk+ kun � u�k (2.1.15)

� N khn � u�k+ (N + 1) kun � u�k

� M (1� ")n n 2 N�;

où M = N2 kh0k + (N + 1)M0 est une constante, ce qui implique que B a un point �xe

unique dans [�; h0]. En fait, supposons que �x 2 [�; h0] tel que �x = B�x. En choisissant

y0 = �x, puis yn = Byn�1 = �x pour n 2 N�: Ensuite, à partir de (2:1:14), on obtient

k�x� u�k �M (1� ")n ! 0 n! +1

et donc �x = u�.

En�n, pour terminer la preuve, il su¢ t de poser x� = u�+u0 et xn = yn+u0 pour n 2 N�.

Supposons que la condition (ii) et satisfaite et soit B = v0 � A (v0 � x).

Alors B : [�; h0] ! E est un opérateur croissant concave et satisfaisant B� � "h0;

Bh0 � h0. Par une preuve similaire de (i) et par le lemme 2.1.1, nous pouvons prouver

que les résultats du théorème sont véri�ées. Ceci complète la preuve.

Corollaire 2.1.4 Soient P un cône solide normal, u0; v0 2 E tels que u0 < v0 et

A : [u0; v0]! E un opérateur croissant.

Supposons que l�une des conditions suivantes est satisfaite :

(i) A est un opérateur concave, Au0 � u0 et Av0 � v0,

(ii) A est un opérateur convexe, Au0 � u0 et Av0 � v0,

Alors A a un point �xe unique x� dans [u0; v0].

De plus, si xn = Axn�1 pour n 2 N�, alors pour tout x0 2 [u0; v0], on a

kxn � x�k ! 0 quand n!1 et kxn � x�k �Mrn n 2 N�; (2.1.16)

où 0 < r < 1 et M > 0 sont des constantes.
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Démonstration. Soit h0 = v0 � u0. De Au0 � u0 (ou Av0 � v0), nous savons qu�il

existe 0 < " < 1 su¢ samment petit tel que Au0 � u0 + "h0 (ou Av0 � v0 � "h0), puis, du

théorème 2.1.6, on peut obtenir la conclusion (où r = 1� ").

Ceci complète la preuve.

Corollaire 2.1.5 Soit P un cône solide normal, u0; v0 2 E avec u0 < v0 et

A : [u0; v0]! E est un opérateur fortement croissant c�est-à-dire

8x; y 2 [u0; v0] ; x < y =) Ax� Ay:

Supposons que l�une des conditions suivantes est satisfaite :

(i) A est un opérateur concave, Au0 > u0 et Av0 � v0.

(ii) A est un opérateur convexe, Au0 � u0 et Av0 < v0.

Alors A a un point �xe unique x� dans [u0; v0].

De plus, si xn = Axn�1 pour n 2 N�, alors, pour tout x0 2 [u0; v0], nous avons kxn � x�k ! 0

quand n! +1 et

kxn � x�k ! 0 quand n!1 et kxn � x�k �Mrn n 2 N�;

où 0 < r < 1 et M > 0 sont des constantes.

Démonstration. Supposons que la condition (i) est satisfaite, (si la condition (ii) est

satisfaite, la preuve est similaire). Soit u1 = Au0, puis u1 > u0.

Puisque A est fortement croissant, nous obtenons Au1 � Au0 = u1.

Alors, en appliquant le corollaire 2.1.4, pour l�intervalle [u1; v0], nous obtenons que A a

un point �xe unique x�, et pour tout x0 2 [u1; v0], la suite dé�nie par xn = Axn�1 pour

n 2 N� véri�e (2:1:16).

Soit �x un point �xe de A dans [u0; v0]. Alors �x > u0 et puis �x = A�x� Au0 = u1.

Donc A n�a pas de point �xe dans [u0; u1]. De plus, pour tout x0 2 [u0; v0] nous aurons

x1 2 [u1; v0]. Par conséquent, (2:1:16) est véri�ée, 8x0 2 [u0; v0].

Ceci complète la preuve.

Remarque 2.1.3 Dans le théorème 2.1.6, corollaire 2.1.4 et corollaire 2.1.5, la compacité

et la continuité de A ne sont pas exigées.
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2.2 Applications

Exemple 2.2.1 Considérons le problème à valeur initiale associé à l�équation di¤éren-

tielle ordinaire non linéaire du premier ordre :8<: x
0
= f (t; x) ; 0 � t � a;

x (0) = x0;
(2.2.1)

où f est continue sur J � R et J = [0; a].

Théorème 2.2.1 Supposons qu�ils existent u0, v0 2 C1 (J) qui sont la sous-solution et

la sur-solution du problème de Cauchy (2:2:1), c�est-à-dire,8<: u
0
0 � f (t; u0) ; t 2 J;

u0 (0) � x0,
et

8<: v
0
0 � f (t; v0) ; t 2 J;

v0 (0) � x0,
(2.2.2)

telles que u0 (t) � v0 (t) pour tout t 2 J .

De plus, supposons qu�il existe une constante M > 0 telle que

f (t; x)� f (t; y) � �M (x� y) ; t 2 J; u0 (t) � y � x � v0 (t) : (2.2.3)

Soit

[u0; v0] = fx 2 C (J) : u0 (t) � x (t) � v0 (t) ; t 2 Jg :

Alors le problème initial (2:2:1) a une solution minimale x� 2 C1 (J) et une solution

maximale x� 2 C1 (J) telles que x�; x� 2 [u0; v0] :

De plus les suites (un), (vn) convergent uniformément vers x�; x� sur J respectivement où

un (t) = e�Mt

�
x0 +

Z t

0

[f (s; un�1 (s)) +Mun�1 (s)] e
Msds

�
;

vn (t) = e�Mt

�
x0 +

Z t

0

[f (s; vn�1 (s)) +Mvn�1 (s)] e
Msds

�
pour n 2 N�.

Démonstration. Soit E = C (J) et P = fx 2 C (J) : x (t) � 0; t 2 Jg. Alors P est

un cône normal dans E. Pour tout y 2 [u0; v0] �xé, on montre facilement que le problème

de Cauchy linéaire : 8<: x
0
+Mx = f (t; y) +My; t 2 J;

x (0) = x0;
(2.2.4)
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a une solution unique x 2 C1 (J), qui peut être exprimée comme suit :

x(t) = e�Mt

�
x0 +

Z t

0

[f (s; y (s)) +My (s)] eMsds

�
:

On dé�nit l�opérateur A : [u0; v0]! C (J) par

(Ay) (t) = e�Mt

�
x0 +

Z t

0

[f (s; y (s)) +My (s)] eMsds

�
: (2.2.5)

D�après (2:2:4), il s�ensuit que y 2 C1 (J)\ [u0; v0] est la solution de (2:2:1) si et seulement

si y 2 [u0; v0] et y = Ay, c�est-à-dire y est un point �xe de A.

Montrons que A admet un point �xe maximal et un point �xe minimal dans [u0; v0] en

utilisant le théorème 2.1.1.

� Montrons que l�opérateur A : [u0; v0]! C (J) est complètement continu.

1. A est continu sur C(J). En e¤et, soit (xn)n2N une suite dans C(J); convergente

vers un certain élément x:

(Axn)(t) = e�Mt

�
x0 +

Z t

0

[f (s; xn (s)) +Mxn (s)] e
Msds

�
D�une part, la continuité de f entraîne que

f(s; xn(s)) +Mxn (s)! f(s; x(s)) +Mx (s) ; 8s 2 J quand n! +1:

D�autre part, on a pour tout t 2 J :

j(Axn)(t)j � e�Mt

�
jx0j+

Z a

0

��(f (s; xn (s)) +Mxn (s)) e
Ms
�� ds�

� e�Mt

 
jx0j+ sup

s2[0;a]
jf(s; xn(s)) +Mxn (s)j

Z a

0

eMsds

!

� e�Mt

 
jx0j+K

�
eaM � 1

�
M

!

�
 
jx0j+K

�
eaM � 1

�
M

!
<1; où K = sup

s2[0;a]
jf(s; xn(s)) +Mxn (s)j :

Ensuite, le théorème de la convergence dominée de Lebesgue, donne

kAxn � AxkC(J) ! 0 quand n! +1.
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2. A est compact. En e¤et, soit (xn)n2N une suite bornée dans C(J) et montons

que la suite (Axn)n2N est bornée dans C
1(J).

Pour tout t 2 J on a

j(Axn)(t)j � e�Mt

�
jx0j+

Z a

0

��(f (s; xn (s)) +Mxn (s)) e
Ms
�� ds�

�
 
jx0j+K

�
eaM � 1

�
M

!
:

Donc (Axn) est bornée dans C(J). De plus, on a

j(Axn)0(t)j = j @
@t
e�Mt

�
x0 +

Z a

0

(f (s; xn (s)) +Mxn (s)) e
Msds

�
j

� Me�Mt

 
jx0j+ sup

s2[0;a]
jf(s; xn(s)) +Mxn (s)j

Z a

0

eMsds

!

� M

 
jx0j+K

�
eaM � 1

�
M

!
<1:

Ce qui montre que (Axn)n2N est bornée dans C1(J); et d�après le corollaire

3.2.1 (voir Annexe), (Axn)n2N admet une sous-suite convergente, c�est à dire

la suite (Axn)n2N est relativement compacte, d�où la compacité de A:

� A est croissant. En e¤et, d�après (2:2:3) nous avons

f(t; x) +Mx � f (t; y) +My; t 2 J; u0 (t) � y � x � v0 (t) : (2.2.6)

Ainsi, de (2:2:5) et (2:2:6), nous obtenons que A est croissant.

� On prouve que u0 � Au0. Soit u1 = Au0, alors de (2:2:4), nous avons8<: u
0
1 = f (t; u0)�M (u1 � u0) ; t 2 J;

u0 (0) = x0:
(2.2.7)

Posons w = u1 � u0, alors w 2 C1 (J) et, par (2:2:2) et (2:2:7), on a

d

dt

�
w (t) eMt

�
=

h
u
0

1 (t) +Mu1 (t)� u
0

0 (t)�Mu0 (t)
i
eMt

=
h
f (t; u0 (t))� u

0

0 (t)
i
eMt � 0; t 2 J:

De plus, w (0) = u1 (0) � u0 (0) � 0 et donc w (t) � 0 pour tout t 2 J , ce qui

implique que Au0 � u0.
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De même, on peut prouver que Av0 � v0.

Par conséquent, la conclusion est déduite du théorème 2.1.1.

Cela complète la preuve.

Remarque 2.2.1 Notons que si f 0x (t; x) existe et est continue sur J �R, alors la condi-

tion (2:2:3) est véri�ée, où la constante M peut être choisie comme suit :

M = max
n���f 0x (t; x)��� : t 2 J; b � x � c

o
;

où b = min
t2J

u0 (t) et c = max
t2J

v0 (t).

Exemple 2.2.2 Considérons le problème aux limites à deux points de type Dirichlet :8<: �x00 = �f (t; x) , t 2 [0; 1] ,

x (0) = x (1) = 0,
(2.2.8)

où � 2 R, f : [0; 1]�R+ ! R est une fonction continue, et f (t; 0) = 0; 8t 2 [0; 1]. Il est

évident que x� � 0 est une solution triviale du problème (2:2:8) pour tout �.

Théorème 2.2.2 Supposons maintenant que :

(i) La fonction f est croissante par rapport à x, c�est-à-dire, 8t 2 [0; 1] ; 8x1; x2 2 R+,

x1 � x2 implique que f (t; x1) � f (t; x2).

(ii) f (t; x) > 0, pour tout t 2 ]0; 1[ et x > 0:

(iii) lim
x!+1

f (t; x)

x
= 0 uniformément par rapport à t 2 [0; 1] :

Alors, pour tout M > 0, il existe �0 > 0 tel que, pour � � �0, le problème (2:2:8) a au

moins une solution non triviale x� 2 C2 ([0; 1]) qui véri�e

x� (t) �Mt (1� t) , pour tout t 2 [0; 1] . (2.2.9)

Démonstration. On sait que (voir l�annexe), x 2 C2 ([0; 1]) est une solution du

problème (2:2:8) si et seulement si x 2 C1 ([0; 1]) est une solution de l�équation intégrale

x (t) = �

1Z
0

G (t; s) f (s; x (s)) ds, t 2 [0; 1] , (2.2.10)

33



2.2. Applications

où la fonction de Green G : [0; 1]� [0; 1]! R est dé�nie par :

G (t; s) =

8<: t (1� s) , t � s ;

s (1� t) , t > s.

Soit E = C ([0; 1]) et P = fx 2 C ([0; 1]) : x (t) � 0, 8t 2 [0; 1]g. Clairement P est un

cône normal de E. Considérons l�opérateur

A : P ! C ([0; 1] ;R)

x 7! (Ax) (t) =

1Z
0

G (t; s) f (s; x (t)) ds:

� Montrons que l�opérateur A est complètement continu.

1. A est continu sur C([0; 1]). En e¤et, soit (xn)n2N une suite de C([0; 1]); con-

vergente vers un certain élément x:

(Axn)(t) =

1Z
0

G(t; s)f(s; xn(s))ds; 8t 2 [0; 1] :

D�une part, la continuité de f entraîne que

f(s; xn(s))! f(s; x(s)); 8s 2 [0; 1] quand n! +1:

D�autre part, on a pour tout t 2 [0; 1] :

j(Axn)(t)j �
1Z
0

jG(t; s)f(s; xn(s))j ds

� sup
s2[0;1]

jf(s; xn(s))j
1Z
0

G(t; s)ds

� K

2
t (1� t)

� K:

Ensuite, le théorème de la convergence dominée de Lebesgue, donne

kAxn � AxkC([0;1]) ! 0 quand n! +1.

2. A est compact. En e¤et, soit (xn)n2N une suite bornée dans C([0; 1]) et montons

que la suite (Axn)n2N est bornée dans C
1([0; 1]).
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2.2. Applications

Pour tout t 2 [0; 1] on a

j(Axn)(t)j �
1Z
0

jG(t; s)f(s; xn(s))j ds � K:

Donc (Axn) est bornée dans C([0; 1]). De plus, on a

j(Axn)0(t)j = j
1Z
0

@

@t
G(t; s)f(s; xn(s))dsj

� sup
s2[0;1]

jf(s; xn(s)j
1Z
0

@

@t
G(t; s)ds

� K:

Ce qui montre que (Axn)n2N est bornée dans C1([0; 1]); et d�après le corollaire

3.2.1 (voir Annexes), (Axn)n2N admet une sous-suite convergente, c�est à dire

la suite (Axn)n2N est relativement compacte, d�où la compacité de A:

� Montrons que l�opérateur A est croissant.

Comme f est croissante alors, 8x1; x2 2 R+, x1 � x2 =) f (t; x1) � f (t; x2). En-

suite la croissante de l�intégrale et la positivité de la fonction de Green G entraînent

que

1Z
0

G (t; s) f (s; x1 (t)) ds �
1Z
0

G (t; s) f (s; x2 (t)) ds, d�où la croissance de A.

� Soit u0 (t) = Mt (1� t), où M > 0, montrons qu�il existe �0 > 0 tel que 8� � �0;

�Au0 � u0 sur [0; 1]. Pour tout t 2 [0; 1] on a

(Au0) (t) =

Z t

0

s (1� t) f (s; u0 (s)) ds+

Z 1

t

t (1� s) f (s; u0 (s)) ds:

Dérivons Au0 une fois, on obtient

(Au0)
0
(t) =

Z t

0

(�s) f (s; u0 (s)) ds+
Z 1

t

(1� s) f (s; u0 (s)) ds, 8t 2 [0; 1] ,

par la suite, d�après la condition (ii), on aura

(Au0)
0 (0) =

1Z
0

(1� s) f (s; u0 (s)) ds > 0, (2.2.11)

(Au0)
0 (1) = �

1Z
0

sf (s; u0 (s)) ds < 0.
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Ainsi, à partir de (Au0) (0) = (Au0) (1) = u0 (0) = u0 (1) = 0, il s�ensuit qu�il existe

� > 0 et � > 0 tels que

(Au0) (t) � �u0 (t) , 8t 2 [0; �] [ [1� �; 1] . (2.2.12)

Il est clair que (Au0) (t) > 0 pour tout t 2 ]0; 1[ et donc

min
��t�1��

(Au0) (t) > 0. (2.2.13)

À partir de (2:2:12) et (2:2:13), nous savons qu�il existe 
 > 0 tel que

(Au0) (t) � 
u0 (t) , 8t 2 [0; 1] .

Ensuite, posons �0 = 
�1, alors pour tout � � �0 nous obtenons que

� (Au0) (t) � u0 (t) ;8t 2 [0; 1] :

� D�autre part, à partir de la condition (iii), choisissons c > M telle que

f (t; c)

c
� 8

�
;8t 2 [0; 1] :

Posons v0 (t) � c, alors u0 (t) < v0 (t), 8t 2 [0; 1] et

� (Av0) (t) = �

1Z
0

G (t; s) f (s; c) ds � 8c
1Z
0

G (t; s) ds

= 4ct (1� t) � c = v0 (t) , 8t 2 [0; 1] .

Par suite, en utilisant le théorème 2.1.1, l�opérateur �A a un point �xe �x� dans [u0; v0]

pour tout � � �0. Par conséquent, �x� 2 C2 [0; 1] est une solution du problème aux limites

(2:2:8) véri�ant

�x� (t) � u0 (t) =Mt (1� t) , 8t 2 [0; 1] .

Exemple 2.2.3 Considérons le système de n équations algébriques suivant :

xi = fi (x1; x2; � � � ; xn) i = 1; � � � ; n; (2.2.14)

où les fonctions fi (x1; x2; � � � ; xn) sont dé�nies sur [a1; b1]� � � � � [an; bn].
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Théorème 2.2.3 Supposons que :

1. Les fonctions fi = fi (x1; x2; � � � ; xn) sont croissantes par rapport à toute les vari-

ables, c�est-à-dire si

a1 � x1 � y1 � b1; � � � ; an � xn � yn � bn;

donc

fi (x1; x2; � � � ; xn) � fi (y1; y2; � � � ; yn) i = 1; � � � ; n;

mais fi (x1; x2; � � � ; xn) peuvent ne pas être continues.

2. fi (a1; a2; � � � ; an) � ai et fi (b1; b2; � � � ; bn) � bi i = 1; � � � ; n:

Alors, le système (2:2:14) a au moins une solution �x = (�x1; �x2; � � � ; �xn) satisfaisant

ai � �xi � bi i = 1; � � � ; n:

Démonstration. SoitE = Rn et P = fx = (x1; x2; � � � ; xn) 2 Rn : xi � 0 i = 1; � � � ; ng.

Alors P est un cône fortement minihedral dans E. Le système (2:2:14) peut s�écrire sous

la forme :

X = F (X) , (2.2.15)

où X = (x1; x2; � � � ; xn) et F = (f1; f2; � � � ; fn).

Soit u0 = (a1; a2; � � � ; an) et v0 = (b1; b2; � � � ; bn), alors, d�après les hypothèses (1) et (2), on

trouve que l�opérateur F : [u0; v0]! E est croissant véri�ant F (u0) � u0 et F (v0) � v0.

Ainsi, du théorème 2.1.2, il s�ensuit que F a au moins un point �xe �x = (�x1; �x2; � � � ; �xn)

dans [u0; v0]. Cela complète la preuve.

Exemple 2.2.4 Nous considérons l�équation intégrale non linéaire suivante :

x(t) =

Z



K (t; s; x (s)) ds; (2.2.16)

où 
 est un ensemble mesurable dans Rn avec 0 < mes
 <1.

37



2.2. Applications

Théorème 2.2.4 Supposons que :

1. K (t; s; x) une fonction positive dé�nie sur 
�
�R+ de Caratheodory, c�est-à-dire,

(i) pour presque tout (t; s) 2 
�
; K (t; s; x) est continue par rapport à x (x � 0),

(ii) pour chaque x � 0, K (t; s; x) est mesurable en (t; s) sur 
� 
.

2. Il existe w 2 Lp (
) (p � 1) ; w (t) � 0 pour presque tout t 2 
 tel queZ



K (t; s; w (s)) ds � w (t) ; p.p t 2 
: (2.2.17)

3. La fonction K = K (t; s; x) est croissante par rapport à x, c�est-à-dire si, pour

presque tout (t; s) 2 
� 
, 0 � x1 � x2, alors K (t; s; x1) � K (t; s; x2).

Alors, l�équation intégrale (2:2:16) a au moins une solution x dans Lp (
) satisfaisant

0 � x (t) � w (t) presque tout t 2 
.

Démonstration. Soit E = Lp (
) et P = fx 2 Lp (
) : x (t) � 0; p.p t 2 
g. Alors

P est un cône régulier. Nous considérons l�opérateur A dé�ni par :

(Ax) (t) =

Z



K (t; s; x (s)) ds; p.p t 2 


Soient u0 (t) � 0 et v0 (t) = w (t) (t 2 
), alors u0; v0 2 E et u0 < v0. Soit x 2 [u0; v0],

c�est-à-dire x 2 Lp (
), et 0 � x (t) � w (t) pour presque partout t 2 
. Comme la

fonction K est positive et croissante par rapport à x, alors

0 � K (t; s; x (s)) � K (t; s; w (s)) ; p.p (t; s) 2 
� 


et donc, de (2:2:17),

0 � (Ax) (t) � (Aw) (t) � w (t) ; p.p t 2 
:

Donc Ax 2 Lp (
) et A : [u0; v0] ! E. De plus, la croissance de la fonction K par

rapport à x implique que l�opérateur A est croissant. D�autre part, puisque K (t; s; x) est

positive, de (2:2:17), il s�ensuit que u0 � Au0 et Av0 � v0.

Par conséquent, selon le théorème 2.1.5, la conclusion est valable.

Celà complète la preuve.
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Exemple 2.2.5 Considérons l�équation intégrale de Hammerstein suivante :

x (t) =

Z
Rn
k (t; s) f (s; x (s)) ds; (2.2.18)

où k (t; s) est positive et mesurable sur Rn � Rn,

lim
t!t0

Z
Rn
jk (t; s)� k (t0; s)j ds = 0; t0 2 Rn; (2.2.19)

et ils existent M > m > 0 tels que

m �
Z
Rn
k (t; s) ds �M; t 2 Rn: (2.2.20)

Théorème 2.2.5 Supposons que pour x � 0, la fonction f (�; x) est mesurable sur Rn et

pour t 2 Rn, f (t; �) est continu sur [0;+1[.

De plus, ils existent deux constantes R > r > 0 telles que l�une des conditions suivantes

est satisfaite :

(i) Pour t 2 Rn, f (t; �) : [r; R]! R est une fonction croissante concave véri�ant

f (t; r) �
�
1

m
+ "1

�
r et f (t; R) � 1

M
R; t 2 Rn,

où "1 > 0 est une constante.

(ii) Pour t 2 Rn, f (t; �) : [r; R]! R est une fonction croissante convexe véri�ant

f (t; r) � 1

m
r et f (t; R) �

�
1

M
+ "2

�
R; t 2 Rn,

où "2 > 0 est une constante.

Alors, l�équation intégrale (2:2:18) a une solution continue unique x� telle que

r � x� (t) � R pour tout t 2 Rn.

De plus, pour toute fonction continue x0 satisfaisant r � x0 (t) � R pour tout t 2 Rn,

si la suite (xn) est dé�nie par

xn (t) =

Z
Rn
k (t; s) f (s; xn�1 (s)) ds; t 2 Rn; n 2 N�;

alors nous avons

sup
t2Rn

jxn (t)� x� (t)j �M0r
n ! 0 n! +1;

où M0 > 0 et 0 < r < 1 sont des constantes, qui ne dépendent pas du choix de x0 (t).
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Démonstration. Soit

E = CB (Rn;R) =
�
x 2 C (Rn;R) : sup

t2Rn
jx (t)j <1

�
;

muni de la norme

kxkCB = sup
t2Rn

jx (t)j

et

P = fx 2 CB (Rn;R) : x (t) � 0; t 2 Rng :

Alors P est un cône solide normal dans E avec

�P =

�
x 2 CB (Rn) : inf

t2Rn
x (t) > 0

�
:

Maintenant, supposons que la condition (i) est satisfaite (si la condition (ii) est satisfaite,

la preuve est similaire).

Soit u0 (t) � r et v0 (t) � R pour tout t 2 Rn.

Considérons l�opérateur A : [u0; v0]! E dé�nie par :

(Ax) (t) =

Z
Rn
k (t; s) f (s; x (s)) ds:

Comme la fonction f (t; �) est croissante concave sur l�intervalle ordonné [r; R] 8t 2 Rn,

alors A est un opérateur concave et croissant.

Par suite les estimations sur la fonction f nous assurent que Au0 � u0 et Av0 � v0. En

e¤et,

(Au0) (t) =

Z
Rn
k (t; s) f (s; r) ds

�
�
1

m
+ "1

�
r

Z
Rn
k (t; s) ds

> r
1

m
m = r;

c�est à dire (Au0) (t)� r > 0 8t 2 Rn ce qui veut dire que (Au0) (t)� r 2 �P et

(Av0) (t) =

Z
Rn
k (t; s) f (s; R) ds

� 1

M
R

Z
Rn
k (t; s) ds

� R:
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Par conséquent, par le corollaire 2.1.4, nous pouvons en conclure.

Par exemple, si

f (t; x) = a0 (t)x+ a1 (t)
p
x;

où a0; a1 sont des fonctions positives mesurables sur Rn et satisfaisant ce qui suit :

sup
t2Rn

a0 (t) <
1

M
; 0 < inf

t2Rn
a1 (t) � sup

t2Rn
a1 (t) < +1;

alors la condition (i) est satisfaite (pour r > 0 su¢ samment petit et R assez grand).

Si f (t; x) = a (t) (e�x + x), où a est une fonction positive mesurable sur Rn et satisfait ce

qui suit :

0 < inf
t2Rn

a (t) � sup
t2Rn

a (t) <
1

M
;

alors la condition (ii) est satisfaite (pour r > 0 su¢ samment petit et R assez grand).
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CHAPITRE

3 Théorèmes du point �xe

pour les opérateurs

décroissants et

applications

3.1 Théorème du point �xe pour les opérateurs décrois-

sants

Soit P un cône dans l�espace de Banach réel E et " � " l�ordre partiel dans E introduit

par P .

Dé�nition 3.1.1 On dit qu�un opérateur A : D ! E est décroissant si

8x1; x2 2 D; x1 � x2 =) Ax1 � Ax2:

A est dit strictement décroissant si 8x1; x2 2 D; x1 < x2 =) Ax1 > Ax2.

A est dit fortement décroissant si 8x1; x2 2 D; x1 < x2 =) Ax1 � Ax2 dans le cas où

�P 6= ;.

Théorème 3.1.1 ([1], page 47) Supposons que :

(i) P est normal et l�opérateur A : P ! P est complètement continu décroissant ;

(ii) A� > � et A2� > "0A�, où "0 > 0 et � désigne le zéro de l�espace E ;
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3.1. Théorème du point �xe pour les opérateurs décroissants

(iii) pour tout x � �A� (� = � (x) > 0) et 0 < t < 1, il existe un � = � (x; t) > 0 tel que

A(tx) � [t (1 + �)]�1Ax. (3.1.1)

Alors, A admet un unique point �xe positif x� > �. De plus, on peut construire

successivement la suite xn = Axn�1 n 2 N�, telle que pour tout point initial x0 2 P , nous

avons

kxn � x�k ! 0 quand n!1. (3.1.2)

Démonstration. Dé�nissons la suite récurrente u0 = �; un = Aun�1 n 2 N�.

Puisque A est un opérateur décroissant, on peut montrer par récurrence que :

� = u0 � u2 � � � � � u2n � � � � � u2n�1 � u3 � u1 = A�: (3.1.3)

u2n = A2u2n�2; u2n+1 = A2u2n�1 n 2 N� (3.1.4)

et

u2n = Au2n�1; u2n+1 = Au2n n 2 N� (3.1.5)

Puisque P est un cône normal, l�intervalle ordonné [�; A�] est borné. De (3:1:3), on

obtient que u2n�2 2 [�; A�] pour n 2 N� et comme A2 est un opérateur complètement

continu, la suite (u2n) contient donc une sous-suite convergente (u2nk). Il existe donc

u� 2 [�; A�]; u2nk ! u� quand k ! +1.

D�après (3:1:3), on obtient � � u2nk � u2n � u�;8n > nk.

Comme P est un cône normal, alors il existe une constante N > 0 telle que :

ku2n � u2nkk � Nku� � u2nkk; 8n > nk:

donc

ku� � u2nk � N 0 ku� � u2nkk ; 8n > nk avec N 0 = N + 1;

ce qui montre que u2n ! u� quand n ! +1. De la même manière, on montre que la

suite (u2n+1) est une suite convergente ; il existe donc v� 2 [�; A�] : v2n+1 ! v� quand

n! +1: L�hypothèse (ii) et l�assertion (3:1:3) entraînent que

� < "0A� � A2� = u2 � u2n � u� � v� � u2n�1 n 2 N�: (3.1.6)

Par passage à la limite dans (3:1:5) et (3:1:4), on aura :

u� = A2u�; v� = A2v�; v� = Au�; u� = Av�: (3.1.7)
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3.1. Théorème du point �xe pour les opérateurs décroissants

D�après (3:1:6), nous voyons que u� � "0A� = "0u1 � "0v
�.

Donc, si on pose t0 = sup ft > 0 : u� � tv�g, on trouve 0 < "0 � t0 <1 et u� � t0v
� avec

t0 � 1 car u� � v�.

Montrons, maintenant que t0 = 1 ; par l�absurde, on suppose 0 < t0 < 1 ; dans ce cas

l�hypothèse (iii) entraîne qu�il existe �0 > 0 tel que

v� = Au� � A(t0v
�) � [t0(1 + �0)]�1Av� = [t0(1 + �0)]�1u�:

D�après (3:1:6) et la décroissance de A. On obtient donc u� � t0(1+�0)v
�, ce qui contredit

la dé�nition de t0 ; d�où t0 = 1 c�est à dire u� � v�.

Ensuite, de (3:1:6), nous obtenons

u� = v�: (3.1.8)

Par conséquent, de (3:1:7), on en déduit que u� est un point �xe positif de A.

Finalement, nous prouvons que A admet un unique point �xe. En fait, si on suppose qu�il

existe deux points �xes de A, x�1 et x
�
2 ; (3:1:2) entraîne que

kx�1 � x�2k � kx�1 � xnk+ kxn � x�2k ! 0; n! +1:

Donc x�1 = x�2, d�où l�unicité du point �xe de A.

Maintenant, notons l�unique point �xe de A par x�:

On montre qu�on peut construire successivement une suite (xn) dé�nie par : xn = Axn�1

n 2 N� telle que

8x0 2 P; kxn � x�kn!+1 ! 0:

Comme A est décroissant, x0 � � implique que � � Ax0 � A� i.e. u0 � x1 � u1.

Appliquons l�inégalité précédente à A, nous trouvons

u2 � x2 � u1:

En continuant ce processus, nous obtenons plus généralement :

u2n � x2n � u2n�1 et u2n � x2n+1 � u2n+1 � u2n�1 n 2 N�: (3.1.9)

De la même façon, on obtient que

u2n � x� � u2n�1 n 2 N�: (3.1.10)

44
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Par suite, comme P est un cône normal, (3:1:9) et (3:1:10) entraînent que

kx2n � x�k � kx2n � u2nk+ ku2n � x�k

� Nku2n�1 � u2nk+Nku2n�1 � u2nk

= 2Nku2n�1 � u2nk

� 2N(ku2n � u�k+ ku2n�1 � u�k)! 0 n! +1:

(car u2n ! u�; u2n+1 ! v� = u� ; n ! +1). Et de la même façon, on déduit que

kx2n�1 � x�k ! 0 quand n! +1. La relation (3:1:2) est donc vraie pour toute la suite

(xn)n et la preuve est donc complète.

Corollaire 3.1.1 Lorsque P est solide, le théorème 3.1.1 est encore vrai si l�on remplace

l�hypothèse (iii) par la condition suivante :

(iii*) Pour tout x � �A� (� = � (x) > 0) et 0 < t < 1, on a

A (tx)� t�1Ax. (3.1.11)

Démonstration. On a (3:1:11) c�est à dire t�1Ax� A (tx) 2 �P ,

alors il existe un " su¢ samment petit (0 < " < 1) tel que

t�1Ax� A (tx)� "t�1Ax � �,

ce qui implique

A (tx) � t�1 (1� ")Ax = [t (1 + �)]�1Ax,

où � = "= (1� ") > 0. Ainsi, (iii*) implique (iii).

Il est facile de voir que l�hypothèse (iii) du théorème 3.1.1 est équivalente à la condition :

(vi) Pour tout x � �A� (� = � (x) > 0) et t > 1, il existe un � = � (x; t), 0 < � < 1,

tel que

A(tx) � [t (1� �)]�1Ax. (3.1.12)

De même, la condition (iii*) est équivalente à la condition :

(vi�) Pour tout x � �A� (� = � (x) > 0) et t > 1, on a

A(tx)� t�1Ax. (3.1.13)
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Théorème 3.1.2 ([1], page 50) Supposons que :

(i) P est un cône normal, solide et l�opérateur A : P ! P complètement continu et

fortement décroissant.

(ii) A� > � et A2� � "0A�, où "0 > 0

(iii) Pour tout x � �A� (� = � (x) > 0) et 0 < t < 1, on a

A(tx) < t�1Ax. (3.1.14)

Alors, A admet exactement un point �xe positif x� > � et (3:1:2) est véri�ée.

Démonstration. La preuve est la même que celle du théorème 3.1.1. La seule

di¤érence est comment établir que u� = v�. Dans ce cas, nous pouvons procéder comme

suit. Comme précédemment, on pose t0 = sup ft > 0 j u� � tv�g, et on doit prouver que

t0 = 1. Supposons par l�absurde que 0 < t0 < 1, par l�hypothèse (iii) on a,

v� = Au� � A (t0v
�) < t�10 Av� = t�10 u�.

Puisque A est fortement décroissant, il résulte de u� > t0v
� que

v� = A u� � A (t0v
�) < t�10 u�,

et donc il existe un �0 > 0, su¢ samment petit tel que

t�10 u� � v� � �0v
� � �,

c�est-à-dire

u� � t0 (1 + �0) v
�,

qui contredit la dé�nition de t0.

Remarque 3.1.1 Notons que l�hypothèse (iii) du théorème 3.1.2 est équivalente à la con-

dition :

pour tout x � �A� (� = � (x) > 0) et t > 1, on a

A(tx) > t�1Ax. (3.1.15)
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3.2 Applications

Exemple 3.2.1 Considérons l�équation intégrale non linéaire :

1 = 	 (x) + 	 (x)

Z �

�

R (x; y)

x2 � y2
	(x) dy, x 2 [�; �] (3.2.1)

Théorème 3.2.1 Soient � = 0, � = 1 et supposons que :

(i) La fonction R = R (x; y) est continue et non identiquement nulle sur 0 � x, y � 1 et8<: R (x; y) � 0, pour x > y

R (x; y) � 0, pour x < y.

(ii) Il existe � > 0 tel que

jR (x; y)j � c jx� yj� S (x; y) ;80 � x; y � 1, x 6= y;

où c = cte et S = S (x; y) est une fonction positive bornée sur 0 � x, y � 1 véri�ant

lim
x;y!0+

S (x; y)

x+ y
< +1:

Alors, l�équation intégrale (3:2:1) admet une unique solution continue positive 	�

telle que 0 < 	� (x) � 1, 8x 2 [0; 1].

De plus, pour toute fonction initiale 	0 (x) 2 C ([0; 1]) véri�ant 0 < 	0 (x) � 1, on

a

k	n �	�kC = max
x2[0;1]

j	n (x)�	� (x)j ! 0, n! +1;

où la suite (	n)n est dé�nie par :

	n+1 (x) =

241 + 1Z
0

R (x; y)

x2 � y2
	n (y) dy

35�1 , n 2 N� (3.2.2)

Démonstration. Posons :

'(x) =
1

 (x)
� 1: (3.2.3)

L�équation (3:2:1) s�écrit

'(x) =

Z �

�

R(x; y)

x2 � y2
1

1 + '(x)
dy (3.2.4)

avec '(x) � 0 pour 0 <  (x) � 1.

Soient E = C ([0; 1]) muni de la norme de la convergence uniforme,

P = f' 2 C([0; 1]) : '(x) � 0g;
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et

A : P ! E

' 7! A' (x) =

Z �

�

R(x; y)

x2 � y2
1

1 + '(x)
dy.

Alors, on a :

1. P est un cône normal avec la constante N = 1.

2. A : P ! P est un opérateur complètement continu. En e¤et, d�une part, d�après

la condition (i), A est un opérateur de P dans P . D�autre part, posons : A = LG

où

LG =

1Z
0

H(x; y)G(y) dy; H(x; y) =
R(x; y)

x2 � y2
; G(') =

1

1 + '(x)

Il est clair que G est une fonction continue et bornée de P dans P .

De plus jG(')j � 1.

� A est continu :

Soit ('n)n une suite convergente dans P vers un certain élément ', alors

jA'n(x)� A'(x)j = j
1Z
0

H(x; y)[G'n(y)�G'(y)] dyj:

La continuité des fonctions H et G implique que

H(x; y)[G'n(y)�G'(y)]! 0 p.p. sur [0; 1];

d�autre part, la condition (ii) entraîne que la fonction H est bornée.

Par suite la bornitude de H et le fait que G est continue donnent alors

H(x; y) [G'n(y)�G'(y)] 2 L1(G). Donc, le théorème de la convergence dom-

inée de Lebesgue entraîne que A'n�A'! 0 quand n! +1 dans C([0; 1]) ;

d�où la continuité de P dans P .

� A est compact :

Soit B � P borné. Montrons par le lemme d�Ascoli-Arzela que A(B) est

relativement compacte.
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(a) A(B) est uniformément bornée. En e¤et,

8 v 2 A(B);9' 2 B : v = A', donc 8x 2 [0; 1] on a

jv(x)j �
1Z
0

jH(x; y)jjG'(y)j dy

� max
(x;y)2[0;1]

H(x; y) <1:

(b) A(B) est équi-continue. En e¤et,

8 (x1; x2) 2 [0; 1]2 ; 8' 2 B

jA'(x1)� A'(x2)j =

������
1Z
0

[H (x1; y)�H (x2; y)]G' (y) dy

������
et comme la fonction H étant continue sur [0; 1]� [0; 1], on obtient que

8 " > 0; 9� > 0 : jx1 � x2j � � ) jA'(x1)� A'(x2)j � ":

Donc A est un opérateur complètement continu.

3. A : P ! P est un opérateur décroissant. En e¤et,

8'; '0 2 P on a 0 � ' � '0 ) 1

1 + '0(y)
� 1

1 + '(y)
,

ce qui entraîne que A' � A'0. D�où la décroissance de l�opérateur A.

4. Montrons que A� > �; A2� � "0A�. On a, A� =

1Z
0

R(x; y)

x2 � y2
dy, donc d�après

l�hypothèse (i), on aura A� > 0: D�autre part, on aura

A2� = A(A�) =

1Z
0

R(x; y)

x2 � y2
1

1 + A�
dy

�
1Z
0

R(x; y)

x2 � y2
1

1 + max
0�x�1

1Z
0

R(x;y)
x2�y2 dy

dy

= f1 + max
0�x�1

1Z
0

R(x; y)

x2 � y2
dyg�1A�

i.e. A2� � "0A�, où "0 =

8<:1 + max
0�x�1

1Z
0

R(x; y)

x2 � y2
dy

9=;
�1

> 0.

49



3.2. Applications

5. Maintenant, pour ' > � et 0 < t < 1, on a :

A(t'(x)) =

1Z
0

R(x; y)

x2 � y2
1

1 + t'(y)
dy (3.2.5)

=
1

t

1Z
0

R(x; y)

x2 � y2
1 + '(y)

t�1 + '(y)

1

1 + '(y)
dy:

Posons

min
0�y�1

t�1 + '(y)

1 + '(y)
= 1 + � ;

nous voyons que � > 0, par (3:2:5), nous obtenons :

A(t'(x)) � 1

t(1 + �)

1Z
0

R(x; y)

x2 � y2
1

1 + '(y)
dy = [t(1 + �)]�1A'(x):

Toutes les conditions du théorème 3.1.1, sont donc satisfaites, ce qui entraîne que

l�équation (3:2:4) admet exactement une solution positive '� > �:

De plus, pour toute fonction '0 2 P , la suite itérative ('n) dé�nie par :

'n = A'n�1 n 2 N� converge vers '� i.e. k'n � '�k ! 0; n! +1:

Par la transformation (3:2:3), nous voyons que la fonction  � =
1

1 + '�
est la seule

solution continue positive de l�équation (3:2:1) avec � <  �(x) � 1.

Pour  0(x) 2 C([0; 1]) donné tel que � <  0(x) � 1; posons '0(x) =
1

 0(x)
� 1,

alors '0 2 P . Par récurrence, on peut démontrer facilement que

 n(x) =
1

1 + 'n(x)
; n 2 N

où 'n = A'n�1;  n+1(x) = [1+

1Z
0

R(x; y)

x2 � y2
 n(y)]

�1; n 2 N.

On en déduit donc que

k n �  �kC ! 0; n! +1 (3.2.6)

car

k n �  �kC = k 1

1 + 'n
� 1

1 + '�
kC

=
k'n � '�kC

k(1 + 'n)(1 + '�)kC
! 0; n! +1

La preuve est donc complète.
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Annexe

Fonction de Green

On considère les équations di¤érentielles de Sturm-Liouville linéaires sur un intervalle

[a; b] de R.

(H) : (py0)0 + qy = 0; (NH) : (py0)0 + qy = f;

où f; q 2 C ([a; b]) et p 2 C1 ([a; b]),

associées aux conditions aux bords homogènes et non homogènes

(CB)h

8<: �1y(a) + �2y
0(a) = 0;

�1y(b) + �2y
0(b) = 0

(CB)nh

8<: �1y(a) + �2y
0(a) = 
;

�1y(b) + �2y
0(b) = �;

où 
; �; �i; �i(i = 1; 2) sont des constantes réelles telles que j�1j+ j�2j; j�1j+ j�2j 6= 0.

Théorème 3.2.2 Supposons que le problème (H)� (CB)h admet pour unique solution la

solution triviale nulle ; alors il existe une unique fonction G = G (x; y) (dite fonction de

Green), telle que pour toute fonction f , la solution y du problème homogène (NH)�(CB)h
s�écrit d�une manière unique sous la forme

y (x) =

bZ
a

G (x; y) f (y) dy.

De plus, G véri�ée les propriétés suivantes:

(a) G est continue sur [a; b]2 ;

(b) G est symétrique i.e. G (x; y) = G (y; x), 8x; y 2 [a; b];

(c) @G
@x
(x; y) est continue pour tout x 6= y ;
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(d) La fonction partielle x 7! G (x; y) est solution de l�équation (H) pour tout x, x 6= y ;

(e) La fonction partielle x 7! G (x; y) véri�ée les conditions (CB)h pour tout y 2 [a; b] :

Exemple 3.2.2 Considérons le problème aux limites du second ordre

(P )

�
�u00(t) = f(u(t)); 0 < t < 1;

u(0) = u(1) = 0:

� (P ) est équivalent à l�équation intégrale

u(t) =

1Z
0

G(t; s)f(u(s))ds

où la fonction de Green G : [0; 1]� [0; 1]! R est donnée par :

G(t; s) =

�
t(1� s); 0 � t � s � 1
s(1� t); 0 � s � t � 1;

Propriétés de la fonction de Green associée au problème (P ) :

1. G(t; s) � 0; 8t; s 2 [0; 1]

2. G(t; s) � s(1� s) < 1; 8t; s 2 [0; 1]

3. G(t; s) � 1
4
s(1� s); 8t 2 [1

4
; 3
4
] et 8s 2 [0; 1]

4.

1Z
0

G(t; s)ds = t(1�t)
2

� 1
8
; 8t 2 [0; 1]

5.

1Z
0

@
@t
G(t; s)ds � 1

2
; 8t 2 [0; 1]:

Critère de compacité d�Ascoli-Arzéla

Théorème 3.2.3 Soit X un espace métrique compact, Y un espace de Banach et

H � C (X; Y ) un sous-espace muni de la norme sup. Alors H est relativement compact

si et seulement si :

1. H est uniformément borné, i,e.

8x 2 X, l�ensemble ff (x) : f 2 Hg est borné dans Y .

2. H est équi-continu, i,e.

8" > 0;9V 2 V (x) ;8y 2 X ; y 2 V ) kf (y)� f (x)kY � "; 8f 2 H.
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� Cas où X = [a; b] � R et Y = R.

Théorème 3.2.4 Soit (fn)n2N � C ([a; b] ;R) une suite véri�ant :

1. (fn)n2N est uniformément borné, i.e.

9c > 0;8n 2 N : kfnk � c.

2. (fn)n2N est équi-continue, i.e.

8" > 0;9� = � (") ;8x; y 2 [a; b] : jx� yj � � ) jfn (x)� fn (y)j � "; 8n 2 N.

Alors, (fn)n2N admet une sous-suite convergente. (i.e. (fn)n2Nest relativement com-

pacte).

Corollaire 3.2.1 Si (fn)n2N est borné dans C1 ([a; b] ;R), i.e. (fn)n2N et (f 0n)n2N sont

bornées dans C ([a; b] ;R), indépendamment de n, alors elle admet une sous-suite conver-

gente dans C ([a; b] ;R).

Démonstration.

� (fn)n2N est bornée dans C ([a; b] ;R)) la condition (1). (Evident)

� (f 0n)n2N est bornée dans C ([a; b] ;R)) la condition (2).

En e¤et, pour tout x; y 2 [a; b], on a :

jfn (x)� fn (y)j � jf 0n (�)j jx� yj , � 2 ]x; y[ et n 2 N

� c jx� yj ,

il su¢ t donc de prendre � =
"

c
, (indépendant de n).

Théorème de la convergence dominée de Lebegue

Théorème 3.2.5 Soit (fn)n2N une suite de fonctions appartenant à L
1 (
) avec 
 � Rn.

On suppose que :

1. fn (x) �! f (x) p.p sur 
 ;

2. Il existe une fonction g 2 L1 (
) telle que

8n 2 N, jfn (x)j � g (x) p.p sur 
.

Alors, f 2 L1 (
) et kfn � fkL1(
) �! 0.
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Lemme de Fatou

Lemme 3.2.1 Soient (E;
; �) un espace mesuré, (fn)n2N � M+. On pose pour tout

x 2 E :

f (x) = lim
n!+1

inf fn (x) = lim
n!+1

�
inf
P�n

fP (x)

�
2 R+.

Alors f 2M+ et :Z
fd� � lim

n!+1
inf

Z
fnd� = lim

n!+1

�
inf
P�n

Z
fPd�

�
.

Espace ré�exif

Soit E un espace de Banach. On dit que E est ré�exif s�il est le dual de son dual c�est à

dire, si l�application

J : x 2 E 7�! J (x) 2 E�� où hJ (x) ; fi = hf; xi pour tout f 2 E�,

est surjective.
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Conclusion

La théorie du point �xe est très importante dans l�étude de l�existence de solutions

pour les problèmes non linéaires. Dans notre travail, on a présenté quelques théorèmes

du point �xe pour les opérateurs monotones (les opérateurs croissants et les opérateurs

décroissants). Les di¤érents théorèmes présentés discutent l�existence et l�unicité du point

�xe, l�existance des points �xes maximal et minimal ainsi que la convergence des suites

itérées vers des points �xes. On a aussi appliqué quelques résultats pour établir l�existence

de solutions de certaines équations di¤érentielles et intégrales non linéaires.
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