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Introduction

L’objectif de ce mémoire est de présenter quelques théorémes du point fixe, dans des
espaces de Banach partiellement ordonnés, en introduisant la théorie des cones. Nous dis-
cutons 'existence et I'unicité du point fixe, ainsi que la convergence des suites itératives
vers le point fixe, pour certaines classes d’opérateurs non linéaires, notamment les opéra-
teurs croissants et les opérateurs décroissants. Comme applications de certains théorémes
présentés dans ce mémoire, nous donnons de nombreux exemples qui montre ’existence
des solutions pour des équations intégrales, pour des problémes de Cauchy ainsi que pour
des problémes aux limites du second ordre.

En fait, la théorie des cones, qui sont des sous-ensembles fermés convexes de I’espace
considéré, joue un role trés important dans notre présentation. Ces cones définissent des
relations d’ordre au moyen desquelles certains éléments peuvent étre mieux comparés, que
I'utilisation des estimations brutes en termes d’'une norme. Donc l'utilisation des cones
offre de meilleurs résultats lors de la résolution de plusieurs problémes mathématiques
issus du monde réel. Ainsi, les problémes non linéaires ont été largement étudiés par le
biais des cones abstraits, puisque la notion de monotonicité a été étendue a des espaces
de Banach quelconque en utilisant la relation induite par un cone.

Une des motivations de la théorie du point fixe présentée dans ce travail, est le fait
que les lois de la nature prescrivent des limites définitives pour des solutions de problémes
du monde réel impliquant ’existence de solutions dans des segments coniques.

Dans le premier chapitre, nous introduisons d’abord le concept d’'un cone dans les
espaces de Banach ainsi que quelques relations d’ordre induites par ce cone. Ensuite,
nous discutons certaines propriétés élémentaires de ce concept. Nous établissons certains
éléments nécessaires et suffisants pour que les conditions d’un cone normal soient sat-
isfaites. Nous définissons les notions de la régularité et de la régularité compléte, ainsi

que les notions de la minihedralité et de la forte minihedralité des cones donnés, et nous



Introduction

discutons des liens entre ces notions.
Enfin, nous donnons également quelques exemples des cones qui possedent certaines ou
toutes ces propriétés.

Dans le deuxiéme et le troisieme chapitres, nous discutons 'existence et I'unicité des
points fixes, l'existence des points fixes maximal et minimal et la convergence des suites
itératives vers des points fixes pour les opérateurs croissants et les opérateurs décrois-
sants. Comme application de certains théorémes du point fixe présentés dans ces deux
chapitres, nous donnons de nombreux exemples pour montrer ’existence de solutions pour
des équations intégrales non linéaires et pour des équations différentielles ordinaires non
linéaires. Ces exemples seront trés utiles pour les lecteurs afin de comprendre comment
appliquer des différents théorémes du point fixe pour montrer I'existence de solutions de

plusieurs types d’équations différentielles et intégrales.



CHAPITRE

1 Théorie des coOnes et

relations d’ordre partiel

1.1 Les cones

Définition 1.1.1 Soient E un espace de Banach réel et P un sous ensemble non vide

fermé convexe de E. P est dit cone s’il satisfait les deux conditions suivantes :
(i) ze PbLa>0=az e P ;
(ii) xe P, —x € P=x =0, avec 0 est le zéro de E.

Remarque 1.1.1 Dans la définition précédente, la converxité de P et la condition (i)

peuvent étre remplacées par la condition suivante :
(x,y€e Peta,beR,)=ax+by € P. (1)
* Si P est convexe et P C P, Vo > 0, alors pour tout x,y € P, on a
ty=2(les ]
x =2l -z+ =y ).
Y 5 29
Pour A = %, la convexité de P entraine que
r+y=2M+(1-Ny) P
Ainsi, pour tout x,y € P et a,b € Ry, ax € P et by € P. D’ot ax + by € P.

* Si la condition (1) est satisfaite, alors pour tout a € [0,1] et b =1 — a on va avoir la

convezité de P, d’autre part, pour tout a € Ry et b =0 on va avoir la condition (7).



1.1. Les cones

Un cone est dit solide s’il contient des éléments intérieurs, c’est-a-dire P £ .

Un cone P est dit générateur si £ = P — P, c’est-a-dire tout élément x € F peut

se représenter sous la forme z = u — v, ot u,v € P.
Tout cone P C E définit une relation d’ordre partiel dans £ donnée par :

x < y si et seulement si y —x € P. (1.1.1)

On peut aussi définir les relations d’ordre partiel suivantes :

xr<ysr<yetxr#uy.
x x <y y—x€PsiP .
Intervalle ordonné (segment conique) : on définit un intervalle ordonné [x,y] d’un

coOne par :

[z,y| ={z € P:x<z<y}.

Proposition 1.1.1 Soit P un cone sur un espace de Banach E.

Pour tout x, y, z ett dans P eta, b € R, on a

1.

2.

3.

10.

r<u,

(x<yety<z)— x <z,
(z<yety<z)=z=y,
(x<yet0<a<b = ar<by,
(x<yett<z)=z+t<y+z,
(r<yety<Kz) = 1<z,

(r<yety<z) =<Kz,

(x<yety<Kz) =<z,

(x <y eta>0)= ar < ay,

Soient (z,,),, et (yn), deux suites de E telle que :

VneN, z, <y,=— lim z, < lim y,.

n—-+4o0o n—-+00



1.1. Les cones

Démonstration.

1.

10.

r<x<=x—x=0¢€P.

Onar<y<=y—r€ePety<z<=z—yeP,

alorsy —x+ 2 —y € P c’est adire z —z € P. Donc = < 2.

Onar<y<=y—zrePety<ar<zx—yechkh,

alors x — y = 0. Donc x = y.

Onaz<yet0<a<hb,

alors ar < ay et ay < by cara(y —x) € Pet (b—a)y € P. Donc ax < by.

Onarz<y<=y—re€Pett<z<z—-teP,

alorsy —x+2z—te€ P, cestadire (y+2)— (x+1t)€ P. Doncz+t<y+z.

Onax<<y<:>y—a:€ﬁety<<z<:)z—y€ﬁ’,

alorsy—:x—l—z—yeﬁc’estadirez—$€]5. Donc z < z.

Onax<<y<:>y—x€ﬁety<z<:)2—y€Pavecz—y;«éé’alors
y—x+(z—y)— (2—y) € P ce qui entraine y — z + (z —y) € P cest a dire

z—xeP.

Onaz<yety<:z.
Si x = y on remplace y par = dans y < z, on trouve r < z.

Si x # y on obtient < y et y < 2z donc d’aprés (7) on trouve r < z.

Onax<<y<:>y—xEfo’alorsilexisteweP—{@} telquey —x —w € P.
Ensuite les propriétés de P et a > 0 entrainent que : a (y —x) — aw € P.

Donc a (y — ) € P, cest a dire ar < ay.

Soient (), et (y), deux suites de E.
Onazx, <y, <=y, — o, € P,

comme P est fermé on obtient que lim y, — lim =z, € P,

n—-+o00 n—-+o0o

c’est & dire lim z, < lim y,.

n—oo n—oo



1.2. Les cones normaux

1.2 Les cOnes normaux

Définition 1.2.1 Un céone P C E est dit normal s’il existe une constante positive o tel
que ||z +y|| > 9, Vz, y € P.

Géométriquement, la normalité signifie que l’angle entre deux vecteurs unitaires positifs
ne doit pas dépasser .

Autrement dit, un cone normal ne peut étre trop large.

Définition 1.2.2 Soient X un espace normal, P C X un cone et” <7 est une relation

d’ordre partiel de P. Alors

1. La norme ||.| est dite monotone si 0 < x <y tel que ||z| < ||y|| ;

2. La norme ||.|| est dite semi-monotone si 0 < x < y tel que ||z|| < ally|| pour un

certain a > 0.
Le théoréme suivant nous donne d’autres définitions d’un coéne normal.

Théoréme 1.2.1 ([I], page 2) Soit P un cone dans E, alors les assertions suivantes sont

équivalentes :

(1) P est normal.

(i1) Il existe une constante v > 0 telle que

[+ yll = ymax {{[z[|, [ly[[} pour tout z,y € P.

(i43) 1l existe une constante N > 0 telle que

0 <z <y=|z|| < Nlyl|, c’est-a-dire, la norme || || est semi-monotone.

(iv) Il existe une norme équivalente || ||, sur E telle que

0 <z<y=|z|, <|ylly, c’est-a-dire, norme || ||, est une norme monotone.

(v) Sixp <z <yn,n>1et ||z, —2z| — 0 quand n — +oo, ||y, — x| — 0 alors

llzn — z|]| — 0 quand n — +o00.
(vi) L’ensemble (B + P)N (B — P)est borné, ou B ={z € E | ||z| < 1}.

vit) Tout intervalle ordonné |x,y| ={ze F |z < 2z < est borné.
Y Y



1.2. Les cones normaux

Démonstration. (i) = (ii). En effet, supposons que ||z]| =1et 0 < |Jy|| < 1.

D’une part, on a
L=zl < flz+yll + llyll = llz+yl = 1=yl

et d’autre part, on a

1_
W I HMIH
Wl ™ Tl
1_
N MHH
Wl T
2 el i)
ol T
> x+rﬂ—1+mu
Donc
2+ y) x+HHH—1+mm+1—nm
d’ou
oty > & x+——H
21" T

Par conséquent,
|z +yl = ymax {[|z]|, [[yll},
ou vy = g.
(17) = (i1i). En effet, supposons que (iii) n’est pas vraie. Alors 3z, y, € P tel que

0 <z, <y, et |z, >n|y. n e N*. Posons

Uy = Tn -+ Yn , Up = — Tn —+ Yn TLEN*,
[zall 7 llynll [zl 7 l|ynl]

il est clair que u,, et v, € P et
1 1
]| =1 ==, floa]] 21— —,
n n
donc, en vertu de (ii),

2 1
—:Hw+wmzv(k~),new,
n n

ce qui est impossible.

(7i1) = (iv). En effet, posons

Iz, = if [lul] + inf flo]] . (1.2.1)



1.2. Les cones normaux

Nous prouvons que || ||, est une norme sur E. Il est clair que ||6]|, = 0.
Supposons que ||z||; = 0 et montrons que x = 6.
On a

Ve >0, Ju,v € E telque u <z <wvet ||ul| <e, |v|<e;

donc de (iii),
[zl < [l = wll + lull < Nflo—ul + flu]l < 2N +1)e.

Comme ¢ > 0 est arbitraire, nous obtenons x = 6.
L’égalité || Ax||, = |A|||z||, est évidente pour tout x € E et A € R.

Supposons maintenant z,y € E et montrons que ||z + y||; < [|z|l; + [yl
On a

Ve > 0, Juy, ug, vy, 02 € E telque uy < x < wvp,us <y < vy

et

Judll + [Joall < llzlly + &, [Juall + [Jval| < llyll, + e
De u; + us < z +y < vy + vy, nous avons
[ur + szl + [[v1 + vol| 2 [l + yl];
et donc
[z +ylly < llwll + [loall + fluell + lo2ll < llzfl; + [lyll, + 2,

comme ¢ > 0 est arbitraire, ceci implique que ||z + y||; < |||, + [|yl];-
Donc || ||; est une norme sur E.
Montrons que || ||, est monotone.

Soient =,y € P tels que § < z <y alors inf ||u|| = inf ||u|| =0 et donc
u<z u<y
= ] < — .
Iz, = inf [lvll <iof Jlo]] = flyll,

Enfin, nous démontrons que || || et || ||; sont équivalentes.
Evidemment ||z, < 2]z||.

D’autre part, pour tout u < x < v, nous avons

2]l <z = ull + [lull < Nflo = wfl + [Jull < (N +1) (Ju]l + ) -



1.2. Les cones normaux

Par conséquent, ||z| < (N + 1) ||z]|;.
(iv) = (v). En effet, de 0 < z,, — z,, < y,, — p,, nOUS trouvons ||z, — Tull; < ||Yn — Zull;-
Comme m ||z|| < ||z||; < M ||z|| pour tout x € E, ot M > m > 0 sont deux constantes,

on obtient
1 1 M
20 — @all < —llzn = 2all; < — llyn — 2all; < — llyn — 2all = 0, quand n — +o0.
m m m
Ce qui implique que

20 — @l < [lz0 — zall + [ — @[] — 0, quand n — +oo.

(v) = (vi). En effet, on raisonne par I’absurde, supposons que (B + P) N (B — P) n’est

pas borné, c’est a dire
3(z,) C (B+ P)N (B — P) telle que ||z,| — +o0.

D’autre part, z, € (B + P) N (B — P) entraine 'existence de deux suites (z,,) et (y,) de
B telles que

Tn < 2Zn < Y, Vn.

Posons
un:_avn:—etwn:_a
on aura u, < w, < v, et u, — 0, v, — 0, mais w,, # 0 (car ||w,|| = 1), ce qui contredit

(v).

(vi) = (vii). En effet, supposons que (B + P)N (B — P) C B(#,p), ou p > 0,

posons r = max {||z||, [|y||}, et montrons que% € (B+ P)N(B — P) pour tout z € [x,y],
par suite ; € B(0,p), donc [z,y] C B(0,rp).

(vii) = (7). En effet, on raisonne par I’absurde,

supposons que () n’est pas vraie, alors il existe (z,,) C P et (y,) C P tel que
1 *
lzall = lgnll = 1 et [lzn +yull < o7 n €N

Posons

x Ty +
Uy = —— g __TnTU e N

VIIiza Tyl " V2 + gl

Nous avons 0 < u,, < v,, de plus,

S ol < Zzin < to0.
n=1 n=1



1.2. Les cones normaux

o
La série > v, est donc convergente a un certain élément v € F.
n=1

Evidemment, 0<u, <v,<wvet

1
|un]| = ———= > 2" n e N~
|Zn + ynll

Par conséquent, 'intervalle ordonné [, v] est non borné, ce qui contredit (vi). m

Remarque 1.2.1 Plusieurs auteurs utilisent l’assertion (iii) comme définition de la nor-

malité d’un cone P, et appellent le plus petit nombre N "la constante de normalité de P".
Exemple 1.2.1 Soient E =R" et P, = {& = (21,23, -+ ,x,) € R" 1 2; > 0,0 = 1,n}.

e P, est un cone solide car Py contient des éléments intérieurs tel que

ﬁl — {x: (,I'l,IQ,"' 7:[:'”) E]Rnl'l >O,7/:17_’n/}'

o P est un cone générateur car VX = (r1,xq, - ,x,) € R", U = (uy,ug, -+ ,uy),

V = (v1,v9, -+ ,0,) € Py tels que X =U — V.

o P est normal et sa constante de normalité N = 1 car toutes les normes sur R™ sont
monotones. Alors

Ve,y eR", 0 <z <y=|lz] <llyll.

Exemple 1.2.2 Soient G un ensemble borné fermé dans R™ et E = C(G) l’espace des

fonctions continues définies sur G a valeurs réelles muni de la norme ||z|| = sup |x (t)|.

Soit e
Po={xe€C(G):x(t) >0, pour tout t € G} .

o Py est un cone solide dans C(G) car P, contient des éléments intérieurs tel que

Py={zeC(G):z(t)>0, pour tout t € G}.

e Onax<y<= x(t) <y(t) pour tout t € G, donc la norme est monotone. Alors

P, est normal et sa constante de normalité est N = 1.

Exemple 1.2.3 Soient E = L” (), ou Q CR", 0 < mes Q < oo et 1 < p < 0o muni de
1
B

la norme ||z|| = /|m )" dt et Ps={x e L”(Q):x(t) >0, p.p dans Q}.
Q
o Py est un cone générateur dans LP (2).

10



1.3. Les cones réguliers et les cones complétement réguliers

e Dex <y<= x(t) <y(t) p.p. t € Q, il s’ensuit que la norme est monotone et

donc P3 est un cone normal et sa constante de normalité est N = 1.

e P; n'est pas un cone solide car Py = .

Exemple 1.2.4 Soit E = C' ([0, 2n]) l’espace des fonctions continument dérivables sur

0, 2] muni de la norme

z'(1)

|z]| = max |z(t)| + max

0<t<2r 0<t<2r ’

et soit

Py={zeC"0,2n] |2(t)>0,0<t<2r}.
e P, est un cone solide dans C" [0, 27].

o P, est générateur, puisque chaque v € C* [0, 27| peut s’écrire sous la forme
x(t) = y(t) — z(t), vt € [0, 27,
ouy(t)y=M >0 et z(t) = M —x(t), avec M > max x(t), il est clair que y, z € Py.

e P, n'est pas normale. En effet, si P, est normale, alors, par le théoréme 1.2.1, (iii),
il existe un N > 0 tel que, si § <z <y alors ||z| < N |y
Soient x,,(t) = 1 —cosnt et y,(t) =2 pourn € N*. On a0 <z, <y, ||z.| = 2+n,
et |[ynll = 2.
Par conséquent, 2 +n < 2N, n € N*, ce qui est impossible (car N n’est pas borné).

Donc Py n’est pas un cone normal.

1.3 Les cones réguliers et les cones complétement
réguliers
Définition 1.3.1 Soit (X, <) un ensemble partiellement ordonné et M C X.

o Pour tout x,y € M, si x <y ouy < x, alors nous disons que M est un ensemble

totalement ordonné.

o Siaz* e X esttel quey < x* pour tout y € M, alors x* est dit majorant de M.

11



1.3. Les cones réguliers et les cones complétement réguliers

o Six* € X est tel que v, <y pour tout y € M, alors * est dit minorant de M.

e Sixg € X tel que xg < y pour un certain y € X et y = xg, alors xqy est l’élément

maximal de X.

o Sixg € X tel que y < xg pour un certain y € X et xo =y, alors xqy est l’élément

manimal de X .

e On dit qu’un ensemble D C E est majoré s’il existe un élément v € E tel que v < v

pour tout x € D.

e On dit qu’un ensemble D C E est minoré s’il existe un élément w € E tel que v > w

pour tout x € D.

Définition 1.3.2 (Cone régulier) On dit qu'un cone P C E est régulier si toute suite

croissante et magjorée dans E a une limite, c’est-a-dire si (x,) C FE ety € E vérifiant

1 <Ty<x3 <<

— — n

alors il existe x* € E tel que ||x, — z*|| — 0, quand n — +oo.
1l est clair que le cone P est régqulier si et seulement si toute suite décroissante et minorée

dans E a une limite.

Définition 1.3.3 (Cone complétement régulier) On dit qu’un cone P C E est com-
plétement régqulier si toute suite croissante et bornée en morme dans E a une limite,

c’est-a-dire si (x,) C E vérifiant

1y <z <axz <<z, <. avec M :=sup|z,| < +oo, (1.3.2)
n

alors il existe x* € E tel que |z, — z*|| — 0 quand n — +oc.
1l est clair que le cone P est complétement régulier si et seulement si toute suite décrois-

sante et bornée en norme dans E a une limite.

Théoréme 1.3.1 ([2], page 32) Soit P un cone d’un espace de Banach E.

P est complétement régulier => P est régulier = P est normal.

Démonstration. Nous prouvons d’abord que si P n’est pas normal, alors P n’est

régulier et n’est pas completement régulier.

12



1.3. Les cones réguliers et les cones complétement réguliers

Supposons que P n’est pas normal, d’apres le théoréeme 1.2.1, (iii), il existe (x,) C P et

(yn) C P telles que

0 <z, <ynet ||z, >2"||yn]| n € N (1.3.3)
Posons z, = H‘;—n” et v, = m n € N* puis, par (1.3.3),
Tn Yn
0 <z, < < =wv, n € N, (1.3.4)
2% lynll = 27 [lyml]
et
o0 o0 1
Upl| = — =1 < 4o00. 1.3.5
2 lenll =3 5 (13.5)

(o ¢]
Donc la série E v, converge vers certain élément v € F, i.e.,

n=1
> v, =v. (1.3.6)
n=1

Maintenant nous définissons

v1 + vy + -+ + Vo, quand n = 2m, m € N*
w, =
v + vy 4 -+ Vo + Zomr1, quand n = 2m + 1, m € N*.

11 est facile de montrer a partir de (1.3.4), (1.3.5) et (1.3.6) que

0 <wy<ws<wy<---<w (1.3.7)
et
sup ||w,|| <2 < 4o0. (1.3.8)
Mais la suite (w,) n’est pas convergente, puisque ||wam,11 — Wom|| = ||22me1]] = 1.

Donc P n’est pas régulier et n’est pas completement régulier.

Enfin, montrons que la régularité compléte de P implique la régularité de P.

Supposons que P soit complétement régulier et (1.3.1) soit satisfaite. Alors, par la con-
clusion mentionnée ci-dessus, P est normal.

Il résulte donc du théoréeme 1.2.1 et du fait que 0 <y — z, <y — x1, n € N* que
ly — 2| < N |ly — 21| n € N*.

Donc sup ||z,|| < oo, et ceci entraine que la suite (z,),, est convergente. m
n
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1.3. Les cones réguliers et les cones complétement réguliers

Exemple 1.3.1 Soient E = LP (), ot Q CR", 0 <mes 2 < oo etl<p<oo, et
P ={zel’(Q):x(t) >0, p.p dans 2}

Nous prouvons que le cone Py est complétement régulier, donc, par le théoréme 1.3.1, il

est régulier. Supposons (1.3.2) est satisfaite, i.e.

1 (t) <ag(t) <<z, (t) < -0 et/]a:n(t)lpdthP n € N*.
Q

Par conséquent, par le lemme de Fatou, [, |z* (t)|Pdt < M?P, e, "€ LY (Q),

ot z* (t) = 1}13)10 Ty, (t). 1l découle facilement de
O0<a™(t) —an(t) <a” () =21 (t) neN,
et du théoréme de la convergence dominée de Lebesgue que
2% — 2|5 = /Q 2 (t) — 2, (8)|7 dt — 0, quand n — co.

La régularité compléte de Py est donc prouvée.

Exemple 1.3.2 o Soient E = ¢y = Sx = (21,29, ,Tg, ) | klim T = O} muni
— 400
de la norme ||z|| = sup |zy| et
k
Py={x= (1,29, -+ ,xp,- ) €Eco | x, >0,k € N*}.

Si a™ = <$§n)7$én),"' 7531(?)7"') €co, Y= (Y1,Y2, Uk, ) € co tels que
e <@ <o <aM <<y

J

*

il est facile de voir que Hx(”) —x*|| — 0 quand n — oo, ou

(n)

ot = (27,25, ,ap, ) etxy = lim x; .
n—oo
Donc P, est réqulier. D’autre part, posons 2™ = (z{n), zén), e ,z,in), e ), ou
(n) 1, k<m;
Zk? —
0, k> n.

Nous voyons que
2(n) ¢ Co, ~(1) < 22 < .. < »(n) <--eet H'Z(n)H =1 neN,

mais (Z(")) ne converge pas dans co et donc Py n’est pas complétement régulier.
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1.3. Les cones réguliers et les cones complétement réguliers

e De méme, on peut prouver que le cone P3 = {x € Cy ([a, +oo[) | z (t) > 0} de l’espace

de Banach Cy ([a, +00[) = {x € C ([a, +o0]) \ hm  ( } muni de la norme
]l = sup |z (?)]
a<t<+oo

est régqulier, mais n’est pas complétement régulier.

Théoréme 1.3.2 ([1], page 10) Si E est réflexif et P est un cone dans E, alors les as-

sertions sutvantes sont équivalentes :

(i) P est normal ;
(ii) P est régulier ;

(iii) P est complétement régulier.
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1.4. Les cones minihedrals et les cones fortement minihedralsal.

1.4 Les cones minihedrals et les cones fortement mini-

hedralsal.

Définition 1.4.1 Un élément z € E est appelé la borne supérieure (c’est-a-dire supre-

mum) de l’ensemble D C E, s’il satisfait les deux conditions suivantes :

(1) = < z pour toute x € D ;
(17) x <y, x € D implique z <y, pour tout y € E.

Nous désignons la borne supérieure de D par sup D, c’est-a-dire, z = sup D.

La borne inférieure de D, inf D est définie de facon analogue.

Lemme 1.4.1 ([2], page 39) Supposons que P est un céne régulier dans un espace de

Banach E. Alors

1. Tout ensemble majoré et totalement ordonné dans E a un supremum.

2. Tout ensemble minoré et totalement ordonné dans E a un infimum.

Lemme 1.4.2 (Lemme de Zorn) ([2], page 24) Soit X un ensemble partiellement or-

donné. Alors

1. Si tout sous-ensemble totalement ordonné de X a un magorant, alors X a un élément

mazximal.

2. Si tout sous-ensemble totalement ordonné de X a un minorant, alors X a un élément

manimal.

Définition 1.4.2 (Coéne minihedral) Le cone P est dit minihedral si sup {x,y} existe
pour tout couple (z,vy).

Il est évident, que P est minihedral si et seulement siinf {x,y} existe pour tout couple (x,y) .
1l est facile de montrer que si P est minihedral, alors sup D existe pour tout ensemble fini
D = {zy,29,--- ,x,} C E, qui est un ensemble majoré. Par ailleurs, [’égalité suivante

est valable :

sup {x1, 22, -+, T} = sup {zy,sup {za,- -+, 2n}} .
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1.4. Les cones minihedrals et les cones fortement minihedralsal.

Définition 1.4.3 (Céne fortement minihedral) Le cone P est dit fortement minihe-
dral st sup D existe pour tout ensemble majoré de D C E.
1l est évident que P est fortement minihedral si et seulement si inf D existe pour tout

ensemble minoré de D C E.

Par définition, il est clair que la forte minihedralité d’un coéne P implique la minihe-

dralité de P.
Exemple 1.4.1 Soit G un ensemble borné fermé dans R". Pour E = C (G) le cone
P ={zxeC(G):z(t)>0,t e G}
est minthedral, puisque pour tout z, y € C(G), on a
sup{z,y} =z, ou z(t) = max {z(t),y(t)} € R,Vt € G.
Exemple 1.4.2 e Pour E = C"([0,27]), le cone
P={zeC'0,2n]|z(t)>0,0<t<2r}
n’est pas minihedral, puisque sup {x,y} n'existe pas pour
z(t)=t, 0<t<2mety(t)=2mr—1t,0<t<2m.

, 2r—t st 0<t<nm
Car si on suppose que sup {z,y} = z, alors z (t) =

t st <t<2r
mais z ¢ C' ([0,27]).

Il est évident que v < z, y < z, ou 2(t) = 2w, 0 < t < 2.

e Pour E = ¢y, le cone Py = {x = (x1, 29, - ,xp, ) € co | & > 0,k € N*} est forte-
ment minthedral.

En effet, pour tout sous ensemble majoré D de cy,
supD =z € cg, 0u z = (21,22, , Zky ")

avec

zp = sup{xy | x = (v1, 29, ,24,---) € D}, k € N

Théoréme 1.4.1 ([1], page 15) Si E est séparable et le cone P C E est régulier et mini-

hedral, alors P est fortement minihedral.
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1.4. Les cones minihedrals et les cones fortement minihedralsal.

Démonstration. Supposons D C E et il existe un z € E tel que x < z, Vo € D.
Puisque F est séparable, il existe un ensemble dénombrable M = {z1, x5, -+ ,x,, -} C D,
qui est dense dans D.

Posons vy, = sup {z1,xs, -+ ,x,} n € N*, qui existent en vertu de la minihedralité de P.
Evidemment,

NSYS - SYp S0 Sz

I1 découle de la régularité de P que y, — z* € E c’est-a-dire, ||y, —2*|| — 0 quand
n — +00.

Maintenant, on prouve que z* = sup DD. D’abord, on remarque que
T, <z ne N, (1.4.1)

Pour tout # € D, il existe une suite dans M, qui converge vers z. D’aprés (1.4.1), on
obtient x < x*, donc z* est un majorant de D. D’autre part, si v € E est un majorant
de D, alors

Yn < v n € N*

et donc z* <wv. m

Corollaire 1.4.1 Si E est séparable et réflexif et le cone P C E est normal et minihedral,

alors P est fortement minihedral.

Démonstration. Le résultat de ce corollaire découle directement des théorémes 1.3.2

et 1.41. m

Exemple 1.4.3 Pour E = L? () o C R™, le cone Py = {x € LP (Q) : 2 (t) > 0 p.p dans Q}

est minihedral, car sup{z,y} = z existe pour tout x, y € L () (p > 1), ou

2(t) = max{z(t), y(t)} p.p. t € Q.

Observons que LP (Q) est séparable et Py est régulier, (résultat démontré dans l’exemple

1.8.1), il résulte du théoréme 1.4.1 que Py est fortement minihedral.

Exemple 1.4.4 o Pour E =C"'[0,27], le cone Py = {x € C1[0,27] |z (t) >0, 0 <t <27}

n’est ni minthedral nt normal.
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1.4. Les cones minihedrals et les cones fortement minihedralsal.

e Nous donnons un exemple d’un cone qui est minthedral, mais n’est pas normal.
o0

Supposons que E = (? = {x = (z1, @9, , T4, ) | Doat < oo}, muni de la norme
i=1

o0 3
||'T|| = <le2> ) x:(xlvx%”' 7xi7"'> 662
=1
Soit
P5:{x:(:€1,$2’...71;1-,...)E€2|;U120, xi§x17i22737...}‘

Evidemment, Ps est un cone dans (2.

Pour toute pair d’éléments x = (x1,x9, - , ;) € L et

y=(y1.Y2, -, i, ) € L2, il est facile de vérifier que sup{z,y} = z,
ol 2 = (21722,... 7Zi,"‘);

Z1 ZmaX{xl,%};
Zi:min{21—$1+$i, 21—y1+yi};i:273,"'-

Dans le cas z1 = x1, on a z; = x; ouy; < z; < x;, et dans le cas ot z1 = y1, on a
2z =y ouw; <z <y ; 1l faut donc avoir z € (2, et la minihedralité de Ps a été
prouvée.

Maintenant, supposons que u = (1, %, %, e ,%, e ), 6 =(0,0,---,0,--+),

et x(n) — (Z‘gn)’xgn), ’x(n),...>’ ou

%

1 .
55 0 S n.;
R
0, 7>n.
Il est facile de voir que § < 2™ < u n € N, H:c(”)” = \/TE — 400, et donc [0, u]

est non borné.

Par conséquent, par le théoréme 1.2.1, (vii), Ps n’est pas normal.

e Nous pouvons aussi donner un simple exemple d’un cone qui est fortement minihe-

dral et normal, mais n’est pas régulier.

Soit £ = ly = {x = (1,2, Tpy ) | lilrgnxk < oo} Despace des suites bornées
muni de la norme ||z|| = sup |x;| et soit
i
PGZ{[E: (ZL’l,Ig,"' ,CCZ',"') € Uy |IZZO, ZGN*}
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1.4. Les cones minihedrals et les cones fortement minihedralsal.

Comme la norme est monotone, Py est un cone normal de .

Soit D un ensemble majoré de lo,. 1l est clairsup D = z € Uy, 00z = (21,29, , Ziy " -

zi =sup{x; | = (w1, 22, -+ ,24,---) € D} .

Donc Py est fortement minihedral.

Enfin, nous définissons la suite (a:(”)) par : ™ = (xgn), a:én), e ,xl(n), . ->, ou
1,:<n;
o
0,7 >n.

Constatons que cette suite vérifie
.I'(l) Sx(z) S Sm(n) S e Sy} avecy: (17... 717...)7

mais elle ne converge pas dans {, et donc Pg n’est pas régqulier.
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CHAPITRE

2 Théorémes du point fixe
pour les opérateurs

croissants et applications

2.1 Théorémes du point fixe pour les opérateurs crois-
sants

Soit P un cone dans I'espace de Banach réel E et 7 <7 l'ordre partiel dans F induit par

P.

Définition 2.1.1 Soit D un sous ensemble de E. On dit qu’un opérateur A : D — E
est croissant si

V$1,$2 € D,iUl < 1y = Al‘l < AfL’Q.

A est dit strictement croissant siVri, 19 € D, 11 < 19 = Axq < Axs.

A est dit fortement croissant si Vri,xe € D, 11 < x93 = Axy < Azy (dans le cas ou

P+0).

Définition 2.1.2 (Opérateur complétement continu) On dit qu’un opérateur A: D C E — E
est complétement continu s’il est continu et compact. La compacité signifie que l’ensemble

A (S) est relativement compact pour tout ensemble borné S C D.

Définition 2.1.3 (Opérateurs convexe et concave) Soit D un ensemble convere dans

E et A: D — E un opérateur.
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2.1. Théorémes du point fixe pour les opérateurs croissants

(1) Si pour tout x,y € D,x <y ett e [0,1]
Atz + (1 —t)y) > tAx + (1 —t) Ay,
alors A est dit opérateur concave sur D.
(2) Si pour tout x,y € D,x <y ette[0,1]
Altzr+ (1 —t)y) <tAz+ (1 —1t) Ay,
alors A est dit opérateur convexe sur D.

Clairement, A est un opérateur convexe de D si et seulement si —A est un opérateur

concave de D.

Définition 2.1.4 On appelle point fixre mazimal (point fize minimal) d’un opérateur A

le plus grand (le plus petit) des points fizes de A.

Théoréme 2.1.1 ([1], page 41) Soient ug, vy € E, ug < vg et A : [ug,vo] — E un opéra-
teur croissant tels que

Ug S AUO, A’Uo S Vo- (211)

Supposons que l'une des deux conditions suivantes soit satisfaite :

(Hy) P est normal et A est complétement continu ;

(Hy) P est régulier et A est continu.

Alors, A a un point fize mazimal x* et un point fixre minimal z, dans [ug, Vo).
De plus

T, = lim u,, 2" = lim v,, (2.1.2)

n—oo n—oo

o v, = Av,_1 et u, = Au,_1 n € N*, et

w<u < <uy < <oy <at <<, < <oy < (2.1.3)

Démonstration. Comme A est un opérateur croissant, il résulte de (2.1.1) que

u Sup <o S

— n

<<y, <<y < (2'1,4)
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2.1. Théorémes du point fixe pour les opérateurs croissants

En effet, nous prouvons que la suite (u,) converge vers un certain z, € F et Az, = x,.
Lorsque la condition (H;) est satisfaite, 'ensemble S = {ug,uq,us, -} est borné et
S = A(S)U{ug}. Soit A un opérateur complétement continu, c’est-a-dire A (S) est un
ensemble relativement compact alors S est relativement compact. Il existe donc une sous-
suite (un,) C (u,) telle que u,, — z. € E quand k — +oo. Clairement, u, < z, < v,
n € N*. Lorsque m > ng, on a 0 < x, — u,, < . — Uy,, et donc, en vertu de la normalité
de P et du théoreme 1.2.1, ||z, — up|| < N ||ze — up, ||, o0 N désigne la constante de la
normalité du cone P. Ainsi, u,, — x, m — o0o. En prenant n — oo dans les deux cotés
de 'égalité u,, = Au,_1, la continuité de A entraine que Az, = x,.

Lorsque la condition (Hs) est satisfaite, la suite (u,,) converge vers un certain z, € E en
vue de (2.1.4) et de la régularité de P. Comme A est continu, u,, = Au,_1 converge vers
Az, et donc Az, = z..

De méme, on peut prouver que la suite (v,) converge vers un certain z* € E tel que
Ax* = x*avec

Up <z <2*<wv, neN (2.1.5)

Ensuite par (2.1.4) et (2.1.5), on obtient (2.1.3).

Enfin, nous montrons que z* et x, sont les points fixes maximal et minimal de A dans
[ug, o], respectivement. Soit Z € [ug,vp] tel que Az = Z. Comme A est croissant, il
résulte de ug < T < vy que Aug < AT < Avg, c’est-a-dire u; < T < v;. En utilisant le
méme argument, on obtient us < T < vy, et en général, u, <z < v, n € N*. Par passage

a la limite quand n — oo, on aura x, < T < x*, et notre théoréme est démontré. m

Corollaire 2.1.1 Supposons que les conditions du théoreme 2.1.1 sont satisfaites. De
plus supposons que A n’a qu’un point fize T dans |[ug,vo]. Alors, pour tout xoy € [ug, Vo),
la suite (x,) définie par :

Ty, = Az, neN* (2.1.6)

converge vers T, c’est a dire ||z, — Z|| — 0 n — +oo.
Démonstration. Etant donné que ug < zg < vy et A est croissant, on aura donc
Up < xp < v, neN., (2.1.7)

Par hypothéses, il s’ensuit que x, = =* = T et ensuite u,, — 7 et v, — T. Par conséquent,

d’aprés (2.1.7), et le théoréme 1.2.1, nous obtenons x, — Z pour n — +0co. ®
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2.1. Théorémes du point fixe pour les opérateurs croissants

Théoréme 2.1.2 ([1], page 42) Soient ug,vo € E, ug < vy et A : [ug,vo] — E un opéra-
teur croissant tel que ug < Aug et Avg < vg. Supposons que P soit fortement minihedral.

Alors, A admet un point fixe mazximal x* et un point fivze minimal x, dans [ug, vo| vérifiant

w<u <Ly << <0t <<, < < vy < g (2.1.8)

ot u, = Au,_1 et v, = Av,_1 n € N*.

Démonstration. Soit D = {x € F: vy <z < vy, Ax > z}.
Evidemment, ug € D et vy est un majorant de D. Ensuite, par la fortement minihedralité
de P, x* = sup D existe. Maintenant, nous prouvons que x* est le point fixe maximal de

A dans [ug, vg]. En effet, ug <z < z* < vy pour tout = € D et donc
uy < Aug < Az < Ax™ < Avg < vg.

On a Az > z, alors x < Az* pour tout z € D. Il résulte de la définition de la borne
supérieure que r* < Az*.

D’autre part, a partir de z* < Ax*, nous savons que Az* < A (Ax*) ce qui implique que
Az* € D, et donc Az* < z*. Do Az* = x*. Si T est un point fixe de A dans [ug, vo],
alors T € D, et donc T < x*. Cela prouve la maximalité de z*.

De méme, on peut prouver que x, = inf D; est le point fixe minimal de A dans [ug, vo],
on Dy ={zxe€FE : u <z <y Az < zx}.

Finalement, puisque uy < z, < 2* < vy et A est croissant, (2.1.8) est satisfaite. m

Remarque 2.1.1 Remarquons que dans le théoréme 2.1.2 nous n’exigeons pas que l’opérateur

A soit continu. D’autre part, nous ne pouvons pas assurer que les limites (2.1.2) existent.

Théoréme 2.1.3 ([1], page 43) Soient ug,v9 € E, ug < vo et A : [ug,v0] — E un
opérateur croissant tels que ug < Aug et Avy < vg. Supposons que A ([ug,vo]) soit un

ensemble relativement compact de E. Alors A a au moins un point fixe dans |[ug, vol.

Démonstration. Soit F' = {z € A ([ug,vo]) : Ax > x}. Nous avons A (Aug) > Aug
qui implique Auy € F, et donc F' n’est pas vide. Comme F est partiellement ordonné
par P, F' est un ensemble de partiellement ordonné. Maintenant, supposons que G est un
sous-ensemble totalement ordonné de F'. Comme A ([ug, vg]) est relativement compact, et

G C F C A([ug, vo)) alors, G est relativement compact et donc séparable, c¢’est-a-dire qu’il
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2.1. Théorémes du point fixe pour les opérateurs croissants

existe un ensemble dénombrable V' = {y1, 99, -+ } C G, qui est dense dans G. Puisque G
est totalement ordonné, z, = sup{y1, %2, - ,Yn, -} n € N* existe et z, € G (en fait,
zn égale & 'un de y;, i € N*). Il découle de la compacité relative de G qu’il existe une

sous-suite (z,,) C (zy,) telle que z,, — v* € E. Puisque

nous avons

Y < 2p < v° neN* (2.1.9)

et v* € G C F C A ([ug,v]) C [uo, vo]. De (2.1.9) nous obtenons z < v* pour tout z € G,
et donc z < Az < A v* pour tout z € G. Ainsi A v* est un majorant de G. D’autre part,
de z, < A v* n € N* nous obtenons v* < A v* et donc A v* < A(Az*), ce qui montre
que Az* € F. Ainsi, Az* est un majorant de G dans F'. Il résulte donc du lemme de Zorn
que F' contient un élément maximal z*. Puisque Az* > 2* et ainsi A (Az*) > Az*, on a

Ax* € F. Par la maximalité de z*, on doit avoir Ax* = z*. =

Corollaire 2.1.2 Soient ug, vy € E, ug < vg, et A : [ug,v9] — E un opérateur croissant
tels que ug < Aug et vy < Avg. Supposons que le cone P soit normal et A soit compact.

Alors A a au moins un point fize dans [ug, vo).

Démonstration. Puisque P est normal, le segment [ug,vy] est borné. Alors, la

compacité de ’ensemble A ([ug, vp]) découle de la compacité de 'opérateur A. m

Théoréme 2.1.4 ([1], page 44) Soient ug,vy € E, uy < v, et A : [ug,v9] — E un
opérateur croissant tel que uy < Aug et Avy < vg. Supposons que P soit minihedral et
A ([ug, vo)) est un ensemble relativement compact de E. Alors, A a un point fixe maximal

x* et un point fire minimal x. dans [ug, Vo).

Démonstration. Soit F' = {z € A ([ug,vo]) : Ax > z}. Par le lemme de Zorn, nous
avons déja démontré dans le théoreme 2.1.3 que F' contient un élément maximal z* tel
que Ax* = z*.

Maintenant, nous prouvons que z* est le point fixe maximal de A dans [ug, vo]. En effet,
supposons que T soit un point fixe quelconque de A dans [ug, vg|, alors par minihedralité de
P, v =sup{Z,z*} existe. Dev > T et v > z*, on obtient Av > AT =T et Av > Az* = x*.

Donc v < Aw, et donc Av < A (Av). Il suit donc Av € F. Par la maximalité de z* nous
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2.1. Théorémes du point fixe pour les opérateurs croissants

avons Av = x*, et donc z* > T. Par conséquent, z* est le point fixe maximal de A dans
[ug, Vo).
De méme, on peut prouver que F; = {z € A([ug,vo]) : Ax <z} contient un élément

minimal x,, qui satisfait Az, = x, et est le point fixe minimal de A dans [ug, vo]. ™

Corollaire 2.1.3 Soient ug,vg € E, ug < vg, et A : [ug,vo] — E un opérateur croissant
tel que ug < Aug et Avg < wvg. Supposons que P soit normal et minihedral et A est

compact. Alors, A a un point fixe mazximal z* et un point fize minimal x, dans [ug, vo).

Théoréme 2.1.5 ([2], page 81) Soient ug, vy € E avec ug < vg et A : [ug,vo] — E un
opérateur croissant tel que uy < Aug et Avg < vg. Si P est régulier, alors A a au moins

un point fixe dans [ug, vo).

Démonstration. Posons D = [ug, 1], on a par hypothéses A (D) C D.
Soit F ={x € D: Az >z}. Onaug € F et donc F # ().
Soit H un sous-ensemble totalement ordonné de F. Puisque P est régulier, par le lemme
1.4.1, z* = sup H existe et clairement z* € D. Puisque z < z* pour tout x € H,
onazx < Ar < Az* pour tout x € H. Donc z* < Az* et 2* € F' et donc H a un majorant
z* dans F. Par le lemme de Zorn, F' a un élément maximal v*. De A (A (v*)) > Av*, il

s’ensuit que Av* € F. Par la maximalité de v*, on obtient Av* = v*. =

Remarque 2.1.2 Nous remarquons que les théorémes 2.1.3, 2.1.4 et les corollaires 2.1.2,
2.1.3 n’exigent pas que l'opérateur A soit continu et ils n’assurent pas aussi que les limites

(2.1.2) existent. Donc, ils sont essentiellement différents du théoréme 2.1.1.

Lemme 2.1.1 ([2], page 87) Supposons que P est normal, v > 0 et A : [0,v] — E est
un opérateur croissant concave. S’il existe 0 < & < 1 tel que AO > cv et Av < v, alors A
a un point fixe minimal u* avec u* > 0. De plus, st ug = 0 et u, = Au,_1 pour n € N*,

alors

[un = w]| =0 (n — +00),

(2.1.10)
lun —w*|| < N[[A0][ 72 (1 — )" (n € NY),

ot N est la constante normale de P.

Théoréme 2.1.6 ([2], page 89) Soit P un céne normal, ug,vg € E avec uy < vy et
supposons que A : [ug,vg] — E est un opérateur croissant. Soit hg = vg — ug. Supposons

que l'une des conditions suivantes est satisfaite :
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2.1. Théorémes du point fixe pour les opérateurs croissants

(1) A est concave, Aug > ug+ehg et Avg < vg, ot e est un nombre positif avec 0 < & < 1,

(71) A est convexe, Aug > ug et Avg < vog—cehg, ot e est un nombre positif avec 0 < e < 1.

Alors A a un point fize unique x* dans [ug, vo).

De plus, si x, = Ax,_1 n € N*, pour tout x¢ € [ug, vo|, nous avons
|, — 2% = 0 n— 400
|z, —2*| < M (1—¢)" neN, (2.1.11)
ot M est une constante positive qui ne dépend pas de x.

Démonstration. Premiérement, nous supposons que la condition (i) est satisfaite.
Soit Bx = A(x +ug) —up. On a B : [0, hy] — E est un opérateur croissant concave,

BO > ehg et Bhy < hg. Alors, par le lemme 2.1.1, B a un point fixe u* dans [0, ho| et
lun — u*|] < My (1 —¢)" ne N7, (2.1.12)

ou ug =6, u, = Bu,_1 n € N* et My > 0 est une constante. Si nous avons h,, = Bh,_1

n € N*, on aura

ho>hy > > hy > >t

Soit t, = sup{t > 0: u* > th,}. Puisque v* = Bu* > B > chy > ¢h,,, nous avons

0<e<t; <.+ <t < <1, U >tphy,

u* = Bu* B (tyhy) > (1 —t,) BO + t, Bhy,

v

> (1 —t,)eho+thhnir > [(1 —tn) e+t bt
Ainsi, & partir de la définition de t,,,1, on obtient ¢, > (1 —t,) e + t,, et donc
1=ty <(1—t,)(1—¢) neN,
ce qui implique que
1—t, <(1-t)(1—-e)"'<(1—-¢)" neN~
Puisque nous avons

0 < hy — " < hy—tohn < (1—t,) ho < (1—2)" ho,

27



2.1. Théorémes du point fixe pour les opérateurs croissants

il s’ensuit que
|hn — w*|| < N ||hol| (1 — )" n e N". (2.1.13)
Maintenant, pour yo € [0, ho|, soit la suite (y,,) définie par y, = By, 1 pour n € N*. Alors

par récurrence nous obtenons que u, < y, < h, pour n € N*. De (2.1.12) et (2.1.13), il

s’ensuit que

1y = w*ll < Mlyn = wnll + [lun — "] (2.1.14)
< N ||hp — ]| + ||, — w7 (2.1.15)
< N[y = u'l| + (N + 1) flun —u”]]
< M(1—-¢)" neN,

ou M = N? ||| + (N + 1) My est une constante, ce qui implique que B a un point fixe
unique dans [0, ho]. En fait, supposons que Z € [0, ho| tel que = = BZ. En choisissant

Yo = T, puis ¥, = By,_1 = T pour n € N*. Ensuite, a partir de (2.1.14), on obtient
|z —u || <M(1—¢e)"—0 n— 400

et donc T = u*.

Enfin, pour terminer la preuve, il suffit de poser * = u* +uq et =, = y, +ug pour n € N*.
Supposons que la condition (ii) et satisfaite et soit B = vy — A (vg — z).

Alors B : [f,hy] — E est un opérateur croissant concave et satisfaisant Bl > chy,
Bhg < hg. Par une preuve similaire de (i) et par le lemme 2.1.1, nous pouvons prouver

que les résultats du théoréme sont vérifiées. Ceci compléte la preuve. m

Corollaire 2.1.4 Soient P un cone solide normal, uy, v9 € E tels que ug < vy et
A :ug,ve] — E un opérateur croissant.

Supposons que l'une des conditions suivantes est satisfaite :
(i) A est un opérateur concave, Auy > ug et Avy < vg,
(ii) A est un opérateur convere, Aug > ug et Avg < g,

Alors A a un point fize unique x* dans [ug, vo).

De plus, si x,, = Ax,_1 pour n € N*, alors pour tout xy € [ug,vo|, on a
|zn —2¥|| = 0 quand n — oo et ||z, —x*|| < Mr"™ n € N*, (2.1.16)

ot 0 <r<1etM >0 sont des constantes.
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2.1. Théorémes du point fixe pour les opérateurs croissants

Démonstration. Soit hg = vg — ug. De Aug > uy (ou Avg < vg), nous savons qu'il
existe 0 < e < 1 suffisamment petit tel que Aug > ug + chy (ou Avy < vg — ehy), puis, du
théoréme 2.1.6, on peut obtenir la conclusion (o r =1 —¢).

Ceci compléte la preuve. m

Corollaire 2.1.5 Soit P un cone solide normal, ug,vg € E avec ug < vy et

A ug,v9] — E est un opérateur fortement croissant c’est-a-dire
Va,y € [ug,vo] ,x <y = Az < Ay.
Supposons que l'une des conditions suivantes est satisfaite :

(i) A est un opérateur concave, Aug > ug et Avy < vp.

(ii) A est un opérateur convere, Aug > ug et Avy < vy.

Alors A a un point fize unique x* dans [ug, vo).
De plus, six,, = Ax,_1 pourn € N*, alors, pour tout zq € [ug, vo|, nous avons ||z, — z*|| — 0

quand n — 400 et
|z, —2*|| = 0 quand n — oo et ||z, —x*|| < Mr™ n € N¥,
ou 0 <r<1etM>0 sont des constantes.

Démonstration. Supposons que la condition (i) est satisfaite, (si la condition (ii) est
satisfaite, la preuve est similaire). Soit u; = Aug, puis u; > uy.
Puisque A est fortement croissant, nous obtenons Au; > Aug = u;.
Alors, en appliquant le corollaire 2.1.4, pour U'intervalle [uq,vp], nous obtenons que A a
un point fixe unique z*, et pour tout xg € [u1, vo], la suite définie par x, = Az, ; pour
n € N* vérifie (2.1.16).
Soit Z un point fixe de A dans [ug, vg]. Alors T > ug et puis 7 = AZ > Aug = u;.
Donc A n’a pas de point fixe dans [ug, u;]. De plus, pour tout zy € [ug, vg] nous aurons
x1 € [u1,vp]. Par conséquent, (2.1.16) est vérifice, Vg € [ug, vo).

Ceci compléete la preuve. =

Remarque 2.1.3 Dans le théoréme 2.1.6, corollaire 2.1.4 et corollaire 2.1.5, la compacité

et la continuité de A ne sont pas exigées.
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2.2 Applications

Exemple 2.2.1 Considérons le probleme o valeur initiale associé a l’équation différen-

tielle ordinaire non linéaire du premier ordre :

(2.2.1)

ou f est continue sur J x R et J = [0, al.

Théoréme 2.2.1 Supposons qu’ils existent ug, vo € C'(J) qui sont la sous-solution et

la sur-solution du probléme de Cauchy (2.2.1), c’est-a-dire,

uy < f (t,ug), teJ, y v > f (), te

(2.2.2)
Ug (0) < xg, Vo (0) > Xo,
telles que ug () < v (t) pour tout t € J.
De plus, supposons qu’il existe une constante M > 0 telle que
ft,x)—f(t,y) >—M(@x—y), ted u(t) <y <z <w(t). (2.2.3)

Soit

[ug, vo] ={z € C(J) 1 up(t) <a(t) <w(t), t€J}.
Alors le probléme initial (2.2.1) a une solution minimale x, € C*(J) et une solution
mazimale z* € C* (J) telles que ., x* € [ug, vo] -

De plus les suites (u v,) convergent uniformément vers ., x* sur J respectivement ot
nj) n Y

Uy, (t) = e M {xo + /Ot [f (8, tn_1(8)) + Muy,_1 ()] eMSds} :

)= e Lo [11F (v (9) + M ()6

pour n € N*.

Démonstration. Soit E=C (J)et P={zx e C(J):x(t) >0, t € J}. Alors P est
un cone normal dans F. Pour tout y € [ug, vg fixé, on montre facilement que le probléme

de Cauchy linéaire :
x4+ Mz = f(t,y)+ My, tcJ,

x (0) = xo,

(2.2.4)
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a une solution unique x € C' (J), qui peut étre exprimée comme suit :
w(t) = e M {xo + /Ot [f (s,y(s)) + My (s)] eMSds} :
On définit 'opérateur A : [ug,vg] — C (J) par
) (0= e Lo+ [ w6 + 2ty (0] s} (225)

D’apres (2.2.4), il s’ensuit que y € C* (J)N|ug, vo] est la solution de (2.2.1) si et seulement
si y € [ug, vo] et y = Ay, c’est-a~dire y est un point fixe de A.
Montrons que A admet un point fixe maximal et un point fixe minimal dans [ug, vo] en

utilisant le théoréeme 2.1.1.
e Montrons que l'opérateur A : [ug, vo] — C (J) est complétement continu.

1. A est continu sur C'(J). En effet, soit (z,)en une suite dans C'(J), convergente

vers un certain élément z.

t
(a)0) = Lo [ 17 (5 () 4 M 5 s
0
D’une part, la continuité de f entraine que
f(s,2n(s)) + Mz, (s) — f(s,x(s)) + Mz (s), Vs € J quand n — +o0.

D’autre part, on a pour tout t € J :

(Az,)(t)] < e <Ixo\+/Oal(f(s,xn(S))+Mwn(8))€MS|d8)

IN

e Mt <|:1:0| + sup |f(s,2,(8)) + Mz, (s)] /Oa eMsds>

s€[0,a]

aM __
e Mt <|x0| + K—(e i 1)>

aM __ 1
< (ool + 552D C o on K = sup [£(s.ma(s)) + Ma ()]
M s€[0,a]

IN

Ensuite, le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, donne

Az, — Az[|( ;) — 0 quand n — +o0.
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2. A est compact. En effet, soit (z,),en une suite bornée dans C(.J) et montons
que la suite (Ax,), .y est bornée dans C'(J).

Pour tout ¢t € J on a
(Az,)(t)] < e ™ (!xol + /0 |(f (5,0 (5)) + My, (s)) €| ds)
< <|$0| + K(e"M——1)> '

M

Donc (Az,) est bornée dans C(.J). De plus, on a
a a
(e @ =I5 (an+ [ (7 50 () 4 My () s )
0

f;MeMQm+me@%@wwmmﬂ/%mw>
0

s€[0,a]

MQ%HKEﬁ;ﬂ><m

IA

M

Ce qui montre que (Az,)nen est bornée dans C'(J), et d’apres le corollaire
3.2.1 (voir Annexe), (Az,)neny admet une sous-suite convergente, c’est a dire

la suite (Az,)nen est relativement compacte, d’ou la compacité de A.
e A est croissant. En effet, d’aprés (2.2.3) nous avons
flt,x)+ Mz > f(t,y)+ My, t € J, ug(t) <y <x<wg(t). (2.2.6)
Ainsi, de (2.2.5) et (2.2.6), nous obtenons que A est croissant.

e On prouve que uy < Aug. Soit u; = Aug, alors de (2.2.4), nous avons

y = f (toig) — M (s — o), £ € (227)

U (O) = Xy.
Posons w = u; — ug, alors w € C* (J) et, par (2.2.2) et (2.2.7), on a

d

Zlw®e™] = [u; (t) + Muy () — 1 (£) — Mug ()] eM*

= [ftuo®) = uy ()] M 20, te

De plus, w (0) = u; (0) —up (0) > 0 et donc w (t) > 0 pour tout ¢ € J, ce qui

implique que Aug > ug.
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De méme, on peut prouver que Avg < vyg.

Par conséquent, la conclusion est déduite du théoréme 2.1.1.
Cela compléte la preuve. m

Remarque 2.2.1 Notons que si f; (t,x) existe et est continue sur J X R, alors la condi-

tion (2.2.3) est vérifiée, ou la constante M peut étre choisie comme suit :

M:max{

Exemple 2.2.2 Considérons le probléeme aux limites a deux points de type Dirichlet :

—z" = \f(t,x), t €[0,1],
z(0) =z (1) =0,

(2.2.8)

ou N €R, f :]0,1] x R — R est une fonction continue, et f (¢,0) =0, Vt € [0,1]. Il est

évident que x\ = 0 est une solution triviale du probléme (2.2.8) pour tout A.

Théoréme 2.2.2 Supposons maintenant que :

(1) La fonction f est croissante par rapport a x, c’est-a-dire, ¥t € [0,1], Va1, 5 € Ry,
11 < my implique que f (t,71) < f (¢, 22).

(13) f(t,x) >0, pour tout t € 10,1] et z > 0.

(i51) lim ftz)

1L = 0 uniformément par rapport a t € [0,1].
xr——+00 €T

Alors, pour tout M > 0, il existe \g > 0 tel que, pour A > Xg, le probléme (2.2.8) a au

moins une solution non triviale T, € C?([0,1]) qui vérifie
Ty (t) > Mt(1—t), pour tout t € [0,1]. (2.2.9)

Démonstration. On sait que (voir Pannexe), z € C?([0,1]) est une solution du
probleme (2.2.8) si et seulement si x € C* ([0, 1]) est une solution de 1’équation intégrale

1

z(t) =X\ /G (t,s) f(s,z(s))ds, t €[0,1], (2.2.10)

0
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ou la fonction de Green G : [0,1] x [0, 1] — R est définie par :

Soit £ = C([0,1]) et P = {x € C([0,1]): x(t) > 0,Vt € [0,1]}. Clairement P est un

cone normal de E. Considérons I'opérateur
A:P — C([0,1],R)

1
poe (A0 =[G s 0)ds
0
e Montrons que l'opérateur A est complétement continu.

1. A est continu sur C([0,1]). En effet, soit (z,,)nen une suite de C([0,1]), con-
vergente vers un certain élément x.

1

(Az,)(t) = /G(t, s)f(s,zn(s))ds, ¥Vt € [0,1].

0

D’une part, la continuité de f entraine que
f(s,zn(s)) — f(s,2(s)), Vs € [0,1] quand n — +oc.
D’autre part, on a pour tout t € [0,1] :

(Az)(8)] < / G (t,5) (5, 2a(s))] ds

1

< swp |flsan(s)] [Gits)ds
s€[0,1] ]
K

< = _

< Sta-1)

< K.

Ensuite, le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, donne
Az, — Az| 5,1y — 0 quand n — +oo.

2. A est compact. En effet, soit (z,,),en une suite bornée dans C'([0, 1]) et montons

que la suite (A, ), oy est bornée dans C*([0, 1]).
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Pour tout ¢ € [0,1] on a

1
|(Ax,) (1 / (s,zn(5))|ds < K.
0

Donc (Az,) est bornée dans C([0, 1]). De plus, on a

1

(e (O] = | [ 56050 m(s)is

0
< sup |f(s,z,(s)] /aG’(t,s)dS

s€[0,1] .,

< K.

Ce qui montre que (Ax,),en est bornée dans C'([0,1]), et d’apres le corollaire
3.2.1 (voir Annexes), (Az,),en admet une sous-suite convergente, c’est a dire

la suite (Az,)nen est relativement compacte, d’ou la compacité de A.

e Montrons que 'opérateur A est croissant.
Comme f est croissante alors, Va1, 29 € Ry, 21 < 29 = f(t,21) < f (t,23). En-

suite la croissante de 'intégrale et la positivité de la fonction de Green G entrainent
1

que /G (t,s) f (s, (t))ds < /G (t,s) f(s,z2(t))ds, d’ou la croissance de A.

e Soit ug (t) = Mt (1 —1t), o M > 0, montrons qu’il existe Ao > 0 tel que YA > A,

AAug > g sur [0, 1]. Pour tout ¢ € [0,1] on a

(Aug) (t) = /0 s(1—1t)f(s,up(s))ds+ /t t(1—3s)f(s,uo(s))ds.

Dérivons Aug une fois, on obtient

Mmﬂﬂzl@ﬂf@m@%hﬁlﬂ—ﬁf@m@ﬁmWGWM,

par la suite, d’apres la condition (i7), on aura

1

(Aug) (0) = /l—s (5,10 (5)) ds > 0, (2.2.11)

0
1

(Aug)' (1) = — /sf (s,up(s))ds < 0.

0
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Ainsi, a partir de (Aug) (0) = (Aug) (1) = up (0) = up (1) = 0, il s’ensuit qu'il existe

7>0etd >0 tels que
(Aug) (t) > Tug (t), YVt € [0,0] U1 —0,1]. (2.2.12)
I1 est clair que (Aug) (t) > 0 pour tout ¢ € ]0, 1] et donc
5;2{14 (Aug) (t) > 0. (2.2.13)
A partir de (2.2.12) et (2.2.13), nous savons qu'il existe v > 0 tel que
(Aug) (t) > yuo (t), Vt € [0,1].
Ensuite, posons Ao = 7!, alors pour tout A > \g nous obtenons que
A (Aug) (t) > ug (t),Vt € [0,1].

e D’autre part, a partir de la condition (¢i7), choisissons ¢ > M telle que

f(t¢)

C

8
< — .Vt 1].
—xv € [0,1]

Posons v (t) = ¢, alors ug (t) < v (t), Vt € [0,1] et

MAw) (1) = /\/G(t,s)f(s,c)dsg&:/G(t,s)ds

= 4et(1—t)<c=uwy(t), Vt€]0,1].

Par suite, en utilisant le théoréme 2.1.1, 'opérateur AA a un point fixe Z, dans [ug, vo]
pour tout A > )\g. Par conséquent, T, € C? [0, 1] est une solution du probléme aux limites
(2.2.8) vérifiant

Ty (t) > up(t) = Mt(1—1t),Vte[0,1].

Exemple 2.2.3 Considérons le systéme de n équations algébriques suivant :
ri = fi (T, @2, xn) i=1,---m, (2.2.14)

ou les fonctions f; (x1,xa, -+ ,x,) sont définies sur [ai,by] X -+ X [ay, by].

36



2.2. Applications

Théoréme 2.2.3 Supposons que :

1. Les fonctions f; = fi(x1,x2, -+ ,x,) sont croissantes par rapport a toute les vari-

ables, c’est-a-dire st

a1 <21 <y <biyer s an STy S Yy < bp,
donc
fi (.Tl,l'z,"' 7$n) S fl (91792»"' 7yn) L= 17 , T,
mais f; (x1, T2, -+ ,T,) peuvent ne pas étre continues.

2. filar,ag, -+ ,an) > a; et fi(by,ba,--- ,b,) <b; i=1,---,n.

Alors, le systéme (2.2.14) a au moins une solution T = (T, T, - ,T,) satisfaisant
a; <T; <bi=1,---,n.
Démonstration. Soit £ = R"et P = {z = (21,22, - ,2,) ER" 12, >0i=1,--- ,n}.

Alors P est un cone fortement minihedral dans E. Le systéme (2.2.14) peut s’écrire sous
la forme :

X = F(X), (2.2.15)

ou X = (z1,x9,- -+ ,x,) et F=(f1,f2,-, [n)-

Soit ug = (ay, az, -+ ,a,) et vg = (by, be, -+, by), alors, d’apres les hypotheses (1) et (2), on
trouve que 'opérateur F' : [ug, vo] — F est croissant vérifiant F' (ug) > ug et F (vg) < .
Ainsi, du théoréme 2.1.2, il s’ensuit que F' a au moins un point fixe = = (Z1, T, -+ , Ty)

dans [ug, vg]. Cela compléte la preuve. =

Exemple 2.2.4 Nous considérons I’équation intégrale non linéaire suivante :

x(t) = /QK(t,s,x(s))ds, (2.2.16)

ot ) est un ensemble mesurable dans R™ avec 0 < mes{) < oo.
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Théoréme 2.2.4 Supposons que :
1. K (t,s,x) une fonction positive définie sur Qx QxR de Caratheodory, c’est-a-dire,

(1) pour presque tout (t,s) € QxQ, K (t,s,x) est continue par rapport a x (z > 0),

(17) pour chaque x >0, K (t,s,x) est mesurable en (t,s) sur € x Q.
2. Il existe w € LP (Q) (p > 1), w (t) > 0 pour presque tout t € 2 tel que

/ K (t,s,w(s))ds<wl(t), p.pteQ. (2.2.17)
Q

3. La fonction K = K (t,s,z) est croissante par rapport & x, c’est-a-dire si, pour

presque tout (t,s) € QA x Q, 0 < xq < x9, alors K (t,s,21) < K (t,8,x2).

Alors, Uéquation intégrale (2.2.16) a au moins une solution x dans LP () satisfaisant

0 <z (t) <wl(t) presque tout t € .

Démonstration. Soit £ = LP (Q) et P ={x € LP(Q) :z(t) >0, p.pt € Q}. Alors

P est un cone régulier. Nous considérons 'opérateur A défini par :

(Ax) (t) = /QK(t,S,l’ (s))ds, ppte

Soient ug (t) = 0 et vy (t) = w(t) (t € ), alors ug,v9 € E et ug < vg. Soit x € [ug, vo),
cest-a~dire z € LP(Q), et 0 < z(t) < w(t) pour presque partout ¢ € Q. Comme la

fonction K est positive et croissante par rapport a x, alors
0< K (t,s,x(s)) <K (t,s,w(s)), pp (t,s) € Q2 xQ
et donc, de (2.2.17),
0 < (Az) (1) < (Aw) (1) Sw(t), ppt €

Donc Az € LP(Q2) et A : [ug,v9] — E. De plus, la croissance de la fonction K par
rapport a z implique que 'opérateur A est croissant. D’autre part, puisque K (t, s, x) est
positive, de (2.2.17), il s’ensuit que uy < Aug et Avg < vy.

Par conséquent, selon le théoréme 2.1.5, la conclusion est valable.

Cela compléte la preuve. m
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Exemple 2.2.5 Considérons l’équation intégrale de Hammerstein suivante :

v (t) = / k(t5) f (5,2 (s)) ds, (2.2.18)
ot k (t,s) est positive et mesurable sur R™ x R",

lim |k (t,s) — k(to, s)| ds = 0, to € R", (2.2.19)

t—to Rn

et ils existent M > m > 0 tels que
m < / k(t,s)ds < M, t € R". (2.2.20)

Théoréme 2.2.5 Supposons que pour x > 0, la fonction f (-, x) est mesurable sur R" et
pourt € R™, f(t,) est continu sur [0, +o00].
De plus, ils existent deux constantes R > r > 0 telles que ['une des conditions suivantes

est satisfaite :

(i) PourteR", f(t,-):[r,R] = R est une fonction croissante concave vérifiant

1 1
f(t,r)z(gjtel)r etf(t,R)SMR,teR”,
ou €1 > 0 est une constante.
(i) Pourt € R™, f(t,-) :[r, R] — R est une fonction croissante convexe vérifiant
Ftr)> 2 et f(R) > (— 42| R, teR
r)y>—r e —+4¢ ,
) = m ) - M 2 )

ol €9 > 0 est une constante.

Alors, ’équation intégrale (2.2.18) a une solution continue unique x* telle que
r < z*(t) < R pour tout t € R".

De plus, pour toute fonction continue xqy satisfaisant r < xy (t) < R pour tout t € R™,

si la suite (x,,) est définie par

xy, (1) = /n k(t,s) f(s,xn-1(s))ds, teR" neN,

alors nous avons

sup |z, (t) — 2" (t)] < Mor™ — 0 n — o0,
teRn

ot Mo >0 et 0 <r <1 sont des constantes, qui ne dépendent pas du choix de xq (t).
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Démonstration. Soit

E=CsR"R) = {x € C(R"R) :sup |z(t)] < oo} :
teRn
muni de la norme
[z ¢, = sup |z (2)]
teRn
et
P={zeCg(R",R):z(t) >0, t e R"}.

Alors P est un codne solide normal dans F avec
pP= {xe Cp (R") : inf z(t) >O}.
LER™

Maintenant, supposons que la condition (7) est satisfaite (si la condition (i7) est satisfaite,
la preuve est similaire).
Soit ug (t) =7 et v (t) = R pour tout ¢t € R".

Considérons opérateur A : [ug, vo] — E définie par :

(Az) (t) = /n k(t,s) f(s,z(s))ds.

Comme la fonction f (¢,-) est croissante concave sur l'intervalle ordonné [r, R] Vt € R",
alors A est un opérateur concave et croissant.
Par suite les estimations sur la fonction f nous assurent que Awug > ug et Avy < vy. En

effet,

(Aug) () = / (15 £ (s.7) ds

1
> (——1—51)7“/ k(t,s)ds
m n
1
> r—m=r,
m

Cest a dire (Aug) (1) — > 0Vt € R” ce qui veut dire que (Aug) (£) —r € P et

(Avg) (t) = / k(t,s) f(s,R)ds

1
< MR - k(t,s)ds
< R.
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Par conséquent, par le corollaire 2.1.4, nous pouvons en conclure.

Par exemple, si
f(tx)=ao(t)z+a (t) Ve,

ou ag, a; sont des fonctions positives mesurables sur R" et satisfaisant ce qui suit :

pag(t) < —, 0< inf a;(t) < supay(t) <+
sup a inf a sup a 00

alors la condition (i) est satisfaite (pour r > 0 suffisamment petit et R assez grand).
Si f(t,z) =a(t) (e + x), oil a est une fonction positive mesurable sur R™ et satisfait ce
qui suit :

1

0<infa(t) < 1) < —
e s ppel) < 3p

alors la condition (i7) est satisfaite (pour r > 0 suffisamment petit et R assez grand). ®
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CHAPITRE

Théorémes du point fixe
pour les opérateurs
décroissants et

applications

3.1 Théoréme du point fixe pour les opérateurs décrois-
sants

Soit P un cone dans ’espace de Banach réel £ et 7 <7 l'ordre partiel dans E introduit

par P.
Définition 3.1.1 On dit qu’un opérateur A : D — E est décroissant si
\V/Ihl’g € D,l’l < x9g = Al’l > AZL‘Q.

A est dit strictement décroissant siVxy,x9 € D, 11 < x5 => Ax1 > Axs.
A est dit fortement décroissant si Vri,x9 € D, 11 < x9 = Az > Axy dans le cas ot

P 0.
Théoréme 3.1.1 ([I], page 47) Supposons que :

(1) P est normal et l'opérateur A : P — P est complétement continu décroissant ;

(ii) A0 > 0 et A%0 > gy Af, ot gy > 0 et O désigne le zéro de l'espace E ;
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3.1. Théoréme du point fixe pour les opérateurs décroissants

(iii) pour tout v > aAf (o = a(x) > 0) et 0 <t < 1, il existe unn =n(x,t) > 0 tel que

A(tz) < [t(1+n)] " Az. (3.1.1)

Alors, A admet un unique point fixe positif * > 6. De plus, on peut construire
successivement la suite x,, = Ax,_1 n € N*, telle que pour tout point initial xqg € P, nous
avons

|zn — 2*|] = 0 quand n — co. (3.1.2)

Démonstration. Définissons la suite récurrente ug = 0, u, = Au,_1 n € N*,

Puisque A est un opérateur décroissant, on peut montrer par récurrence que :

0=uy<uy < <ugy <o Sugyq Sug <ug = A6 (3.1.3)
Uop = A2U2n,2, Uon+1 = A2U2n,1 n € N* (314)

et
U2y = AUQn_l, Uon+1 = AUQn n € N* (315)

Puisque P est un cone normal, U'intervalle ordonné [f, Af] est borné. De (3.1.3), on
obtient que ug, o € [0, Af] pour n € N* et comme A% est un opérateur complétement
continu, la suite (ug,) contient donc une sous-suite convergente (ua,, ). Il existe donc
u* € [0, Ab], ug,, — u* quand k — +o0.

D’apres (3.1.3), on obtient 0 < ug,, < ug, < u*,Vn > ny.

Comme P est un cone normal, alors il existe une constante N > 0 telle que :
* .
luan — un, || < N|ju* — ugp,||; Y1 > ng.

donc

|u* — ugn|| < N'||u* — ugp,||; V1 > ny avec N' = N + 1;

ce qui montre que us, — u* quand n — +o00. De la méme maniére, on montre que la
suite (u2,41) est une suite convergente ; il existe donc v* € [0, Af] : vyp1 — v* quand

n — +o0. L’hypothese (i7) et ’assertion (3.1.3) entrainent que
0 < e9A0 < A%0 = uy < ug, < u* < v* < ug,_; n €N (3.1.6)
Par passage a la limite dans (3.1.5) et (3.1.4), on aura :

ut = A%, v* = A%, vf = Aut, ut = Av*. (3.1.7)
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3.1. Théoréme du point fixe pour les opérateurs décroissants

D’apres (3.1.6), nous voyons que u* > €9 A0 = gqguy > gov*.

Dong, si on pose tg = sup {t > 0 : u* > tv*}, on trouve 0 < g9 < ty < 00 et u* > tv* avec
to <1 car u* < v*.

Montrons, maintenant que o, = 1 ; par I'absurde, on suppose 0 < t; < 1 ; dans ce cas

I’hypothese (iii) entraine qu'il existe 1, > 0 tel que
v* = Aut < A(tov®) < [to(1+ 1)) Av* = [to(1 4+ n,)] u.

D’apres (3.1.6) et la décroissance de A. On obtient donc u* > ty(1+n,)v*, ce qui contredit
la définition de tg ; d’o tg = 1 c’est & dire u* > v*.
Ensuite, de (3.1.6), nous obtenons

ut =" (3.1.8)

Par conséquent, de (3.1.7), on en déduit que u* est un point fixe positif de A.
Finalement, nous prouvons que A admet un unique point fixe. En fait, si on suppose qu’il

existe deux points fixes de A, x7 et x5 ; (3.1.2) entraine que
[T = 25[| < |27 = @]l + lzn = 25/ = 0, 1 — Fo0.

Donc x] = x4, d’ott 'unicité du point fixe de A.

Maintenant, notons I'unique point fixe de A par z*.

On montre qu’on peut construire successivement une suite (x,,) définie par : x, = Az,
n € N* telle que

Vg € P, ||z, — 2"||n—t00 — 0.

Comme A est décroissant, x¢ > 0 implique que 0 < Azg < Af ie. ug < x1 < uy.

Appliquons I'inégalité précédente a A, nous trouvons
Uy < 1o < Uy,
En continuant ce processus, nous obtenons plus généralement :
U < Top < Ugp—1 €6 Uy < Topy1 < Uspa1 < U1 1 € NY (3.1.9)
De la méme fagon, on obtient que

Uoy < 2% < Ugp_1 N € N¥. (3.1.10)
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3.1. Théoréme du point fixe pour les opérateurs décroissants

Par suite, comme P est un cone normal, (3.1.9) et (3.1.10) entrainent que

[w2n — 2*|| < |lwon — uanl| + [Juzn — 27|
< Nfuzn-1 — uznl| + Nluzn-1 — uzn||
= 2N||luzn—1 — uzn|
< 2N(|lugn — u*|| + ||u2n—1 — u*]]) = 0 n — +o0.

*

(car ug, — u*, ugpy1 — v* = u* ; n — 400). Et de la méme fagon, on déduit que
|z2n—1 — z*|| — 0 quand n — +o00. La relation (3.1.2) est donc vraie pour toute la suite

(n)n et la preuve est donc compléte. =

Corollaire 3.1.1 Lorsque P est solide, le théoréme 3.1.1 est encore vrai si I’'on remplace

Uhypothése (iii) par la condition suivante :
(iii*) Pour tout x > aAf (a =a(x) >0) et 0<t <1, ona

Altr) <t Az, (3.1.11)

Démonstration. On a (3.1.11) c’est a dire ¢~ *Az — A (tz) € P,

alors il existe un e suffisamment petit (0 < e < 1) tel que
t 1 Ar — A(tz) — et Az > 0,

ce qui implique

Atz) <tt(1—e)Az=[t(1+n)] " Az,

oun=c/(l—e¢)>0. Ainsi, (iii*) implique (iii).

11 est facile de voir que 'hypothese (iii) du théoréme 3.1.1 est équivalente & la condition :

(vi) Pour tout x > aAf (o = a(x) >0) et t > 1, il existe un n =7 (z,t), 0 <n < 1,
tel que
A(tz) > [t (1 —n)] " Az (3.1.12)

De méme, la condition (iii*) est équivalente a la condition :
(vi*) Pour tout x > A (o« =a(z) >0)ett>1,ona

A(tz) >t Ax. (3.1.13)
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3.1. Théoréme du point fixe pour les opérateurs décroissants

Théoréme 3.1.2 ([1], page 50) Supposons que :

(i) P est un cone normal, solide et l'opérateur A : P — P complétement continu et

fortement décroissant.
(ii) A0 >0 et A%0 > €4 Af, ot gy > 0
(iii) Pour tout x > aAf (a =a(x) >0) et0<t <1, ona

Atz) < t Az, (3.1.14)

Alors, A admet exactement un point fize positif x* > 0 et (3.1.2) est vérifiée.

Démonstration. La preuve est la méme que celle du théoreme 3.1.1. La seule
différence est comment établir que u* = v*. Dans ce cas, nous pouvons procéder comme
suit. Comme précédemment, on pose to = sup {t > 0 | u* > tv*}, et on doit prouver que

to = 1. Supposons par I'absurde que 0 < ¢y < 1, par '’hypothése (7ii) on a,
vt = Aut < A(tgv*) < tgtAvt = 15t ut
Puisque A est fortement décroissant, il résulte de u* > tqv* que
v = A ut << Atrt) <ty ut,
et donc il existe un dy > 0, suffisamment petit tel que
tal u* —v* — dgv*t >0,

c’est-a-dire

u* Z t() (]_ + 50) U*,

qui contredit la définition de t;. m

Remarque 3.1.1 Notons que ’hypothése (iii) du théoréme 3.1.2 est équivalente a la con-
dition :

pour tout © > aAf (o« =a(x) >0) ett>1, ona

A(tz) >t Az. (3.1.15)
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3.2 Applications

Exemple 3.2.1 Considérons l’équation intégrale non linéaire :

1:\I/(x)+\11(x)/ﬁR($’y)

2 2
a 7Y

U (x)dy, x € [a, (] (3.2.1)
Théoréme 3.2.1 Soient a« =0, B =1 et supposons que :

(i) La fonction R = R (z,y) est continue et non identiquement nulle sur 0 < x, y <1 et

R(x,y) >0, pour x>y
R(z,y) <0, pour z < y.

(17) 1l existe v > 0 tel que
[R(z,y)| <clz—y|"S(z,y) VO < 2,y <1, w#y,

ot c=c'® et S =8 (x,y) est une fonction positive bornée sur 0 < x, y < 1 vérifiant

ry—0t T+ Y

< +00

Alors, Uéquation intégrale (3.2.1) admet une unique solution continue positive W*
telle que 0 < ¥* (z) < 1, Yz € [0, 1].

De plus, pour toute fonction initiale Vo (x) € C ([0, 1]) vérifiant 0 < ¥y (z) < 1, on
a

v, — v, = m[ax] |V, (z) = U* (z)] = 0, n— +oo,
z€|(0,1

ou la suite (V) est définie par :

-1

1
U1 (z)= |1+ /fQ(i752) U, (y)dy| , neN' (3.2.2)
0
Démonstration. Posons :

o(x) = ﬁ -1 (3.2.3)

L’équation (3.2.1) s’écrit

B

p(r) = /a 52(3:’ zyli : ﬁp(x) dy (3.2.4)

avec ¢(x) > 0 pour 0 < ¢(z) < 1.

Soient £/ = C' ([0, 1]) muni de la norme de la convergence uniforme,

P ={peC([0,1]) : ¢(z) =0},
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et

A: P — F

_ ["R(zy) 1
o - = | S

dy.
Alors, on a :

1. P est un coOne normal avec la constante N = 1.

2. A : P — P est un opérateur complétement continu. En effet, d’une part, d’apres
la condition (i), A est un opérateur de P dans P. D’autre part, posons : A = LG

ou
R(z,y) 1

G(p) = m

1
Laz/ﬁ@wm@m%ﬂmw=wtww
0

Il est clair que G est une fonction continue et bornée de P dans P.

De plus |G(¢)| < 1.

e A est continu :

Soit (¢,,), une suite convergente dans P vers un certain élément ¢, alors

1
(o) — Ap()| = | [Hm)IGe,) - Golw) dyl.
0
La continuité des fonctions H et G implique que

H(z,y)[Gp,(y) — Go(y)] — 0 p.p. sur [0, 1];

d’autre part, la condition (ii) entraine que la fonction H est bornée.

Par suite la bornitude de H et le fait que GG est continue donnent alors
H(x,y) [Gp,(y) — Gp(y)] € L (G). Dong, le théoréme de la convergence dom-
inée de Lebesgue entraine que Ay, — Ap — 0 quand n — 400 dans C([0,1]) ;

d’ou la continuité de P dans P.

e A est compact :
Soit B C P borné. Montrons par le lemme d’Ascoli-Arzela que A(B) est

relativement compacte.
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(a) A(B) est uniformément bornée. En effet,

Vve A(B),Jp € B:v= Ay, donc Yz € [0,1] on a

1
o)l < [1H@lIGe)]dy
0
< (;yr)lgfé’”[-[(a:,y) < o0.
(b) A(B) est équi-continue. En effet,
V (21,22) € [0,1]*, Vp € B

1
[Apar) — Aplaa)| = | [ 1 (w1,9) = H (22,)] Go () dy
0
et comme la fonction H étant continue sur [0, 1] x [0, 1], on obtient que
Ve>0,30 >0 :|rg —xa] <= |Ap(x1) — Ap(z2)| < e.
Donc A est un opérateur complétement continu.

3. A : P — P est un opérateur décroissant. En effet,

1
< )
1+¢'(y) — 14+ ¢(y)
ce qui entraine que Ay > Ay'. D’ou la décroissance de 'opérateur A.

Vo, e Ponal<p <y =

1

4. Montrons que A > 0, A%0 > gyAH. On a, A0 = /

0

R(z,y)

xZ_y2

dy, donc d’apres

I’hypothése (i), on aura Af > 0. D’autre part, on aura

1

A% = A(A9) = / Rlzy) 1

2 —y?1+ A0

dy

vV
O\H
oy
—
\_H
s
—
QL
<

1 -1

ie. A%0 > e9Af, oil gg = { 1 4+ max /M dy > 0.
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5. Maintenant, pour ¢ >0 et 0 <t <1,o0na:

Alto(@)) = /;—ﬁbﬂﬂw@

t

OxtﬂﬂfL+ww1+¢@)

Posons
t + o(y)
min ————=2%
02 T+ p(y)

nous voyons que 7 > 0, par (3.2.5), nous obtenons :

=1+4n;

(3.2.5)

1/R@w)1+ww 1 dy.

Altp(r)) < / Blew) 1 g 14 ) Ap(e).

t1+n) J 22 —y2 1+ ¢(y)
0

Toutes les conditions du théoréme 3.1.1, sont donc satisfaites, ce

I’équation (3.2.4) admet exactement une solution positive ¢* > 6.

qui entraine que

De plus, pour toute fonction ¢, € P, la suite itérative (i,,) définie par :

©, = Ap,,_; n € N* converge vers ¢* i.e. ||p, —¢*|| = 0, n — +oo.

Par la transformation (3.2.3), nous voyons que la fonction ¢* =

1+

— est la seule

solution continue positive de 1’équation (3.2.1) avec 0 < ¢*(z) < 1.

Pour 9,(x) € C([0,1]) donné tel que 6 < 1p,(x) < 1, posons p,(z

alors ¢, € P. Par récurrence, on peut démontrer facilement que

1
¢n($): m, n €N

1
. R(z,y _
= Apurs @) =04 [ B 1 e
0
On en déduit donc que

[, = ¢7[lc = 0, n — 400
car

1 1
I+¢, 14+¢*
e, — *lle

[ =" lle = |

e

1

e R

(3.2.6)

= — 0, n — 400

11+ @)1+ ¢9)le

La preuve est donc compléte.
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Annexe

Fonction de Green
On considére les équations différentielles de Sturm-Liouville linéaires sur un intervalle
la,b] de R.
(H): (py) +aqy =0, (NH): (py") +qy = f,
ot f,q € C([a,b]) et p € C* ([a,b]),

associées aux conditions aux bords homogenes et non homogeénes

©B) ay(a) + azy'(a) =0,
" Byy(b) + By’ (b) = 0

(CB) Oély(@) + 042?/(@) =7,
nh

Bry(b) + By (b) = 6,
ou 7,4, a;, 8;(i = 1,2) sont des constantes réelles telles que |ay| + |l |81] + | 82| # 0.

Théoréme 3.2.2 Supposons que le probléme (H) — (CB), admet pour unique solution la
solution triviale nulle ; alors il existe une unique fonction G = G (x,y) (dite fonction de
Green), telle que pour toute fonction f, la solution y du probléme homogéne (NH)—(CB),

s’écrit d’une maniére unique sous la forme

y (2) :/G<x,y>f<y>dy.

De plus, G vérifiée les propriétés suivantes:
(a) G est continue sur [a,b]” ;

(b) G est symétrique i.e. G (z,y) = G (y,x), Yx,y € |a, b];

(c) g—g (x,y) est continue pour tout x £y ;
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(d) La fonction partielle x — G (x,y) est solution de l’équation (H) pour tout z, x # vy ;
(e) La fonction partielle x — G (x,y) vérifiée les conditions (CB), pour touty € [a,b].

Exemple 3.2.2 Considérons le probléme aux limites du second ordre

—u"(t) = f(u(t)), 0 <t <1,
(P) { u(0) = u(1) = 0.

o (P) est équivalent a l’équation intégrale

u(t) = /G(t, s)f(u(s))ds

ot la fonction de Green G :[0,1] x [0,1] — R est donnée par :

t(l—s), 0<t<s<l1
Glt,s) = B
(t,5) {s(l—t),ogsgtgl,

Propriétés de la fonction de Green associée au probléme (P).
1. G(t,s) >0, Vt,s € [0,1]
2. G(t,s) <s(1—s)<1,Vt,sel0,1]

3. G(t,s) > 3s(1—s), Vt € [3,3] et Vs € [0,1]

t

5. /thsds<1 vt € [0, 1].
0

Critére de compacité d’Ascoli-Arzéla

Théoréme 3.2.3 Soit X un espace métrique compact, Y un espace de Banach et
H C C(X,Y) un sous-espace muni de la norme sup. Alors H est relativement compact

st et seulement st :

1. H est uniformément borné, i,e.

Vo € X, Uensemble {f (z) : f € H} est borné dans Y.

2. H est équi-continu, i,e.

Ve>0,3VeV(r),Vye X yeV=|f(y) —f)lly <eVfeH.
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e Casou X =[a, b)) CRet Y =R.
Théoréme 3.2.4 Soit (fy),y C C ([a,b],R) une suite vérifiant :

1. (fn)nen €St uniformément borné, i.e.

de>0,VneN | f.]| <e.

2. (fa)nen €St équi-continue, i.e.

Ve > 0,36 =0 (e),Va,y € [a,b] : |z —y| <0=|ful(x)— fu(y)| <e,VneN.

Alors, (fn),en admet une sous-suite convergente. (i.e. (fy),cnest relativement com-

pacte).

Corollaire 3.2.1 Si (f,),cy est borné dans C* ([a,b] ,R), i.e. (fu),cn €t (fl)nen SONE
bornées dans C ([a,b],R), indépendamment de n, alors elle admet une sous-suite conver-

gente dans C (|a,b] ,R).
Démonstration.
® (fn)nen est bornée dans C ([a,b] ,R) = la condition (1). (Evident)

® (f1),en est bornée dans C ([a,b],R) = la condition (2).

En effet, pour tout x,y € [a,b], on a :

[fo(@) =@ < 1fn@llz—yl, $ €]z, y[ etneN

< C’:E_yyv

il suffit donc de prendre § = —, (indépendant de n).

oM

Théoréme de la convergence dominée de Lebegue

Théoréme 3.2.5 Soit (f,), .y une suite de fonctions appartenant a L* () avec Q C R™.

On suppose que :

1. fo(x) — f(x) p.p surQ ;

2. 1l existe une fonction g € L' () telle que
Vn e N, |fn ()] < g(x) p.p sur .

Alors, f € L' () et ||f, — f”Ll(Q) — 0.
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Lemme de Fatou

Lemme 3.2.1 Soient (E,Q, p) un espace mesuré, (fn),cy C My. On pose pour tout

reFl :

n—+oo n—+oo \ P>n

f(x)= lim inf f, (z) = lim (inf fp (m)) €R,.
Alors f € My et :
[ rans i i [ o= (o [ soa)

Espace réflexif

Soit £/ un espace de Banach. On dit que E est réflexif s’il est le dual de son dual c’est &

dire, si 'application
J:xe Evr— J(x)€ E™ ou (J(x);f)=(f,x) pour tout f € E*,

est surjective.
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Conclusion

La théorie du point fixe est trés importante dans 1’étude de I'existence de solutions
pour les problémes non linéaires. Dans notre travail, on a présenté quelques théoréemes
du point fixe pour les opérateurs monotones (les opérateurs croissants et les opérateurs
décroissants). Les différents théorémes présentés discutent I'existence et 'unicité du point
fixe, I'existance des points fixes maximal et minimal ainsi que la convergence des suites
itérées vers des points fixes. On a aussi appliqué quelques résultats pour établir I’existence

de solutions de certaines équations différentielles et intégrales non linéaires.
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