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INTRODUCTION GENERALE

La Physique des Particules, ou Physique des hautes énergies, s’intéresse a 1’étude de la
structure de la matiere et de l'univers, et cherche a expliquer les différents phénoménes observés a
partir des interactions entre les particules élémentaires. Ainsi, de nombreuses théories ont été
formulées.

En physique hadronique, la Chromodynamique Quantique (QCD) accumule les succés en
permettant a la fois de décrire de fagon simple la diversité des particules hadroniques observées
(plus de 150 mésons et 120 baryons sont aujourd’hui répertoriés) et de prédire leurs interactions a
partir de leurs constituants élémentaires: les quarks et les gluons.

A la fin de 1960, les expériences réalisées au SLAC (Stanford Linear Accelerator Center)
avaient révélé ’existence de 1’échelle de Bjorken dans I’expérience de la diffusion profondément
inélastique lepton-Proton. C’est ce qui a conduit les physiciens a introduire des constituants des
hadrons, les partons, identifiés actuellement aux quarks, antiquarks et gluons.  Plus tard, I’analyse
des données expérimentales montrent que les fonctions de structure doivent violer I’échelle de
Bjorken. Une nouvelle équation connue par DGLAP est proposée pour décrire I’évolution des
fonctions de structures en fonction de 1’énergie.

Aujourd'hui, cette équation est largement utilisée pour déterminer la distribution des partons a
I’intérieur des hadrons. Elle est la base de toutes les approches phénoménologiques qui sont
utilisées pour décrire les interactions des hadrons a courtes distances dans la QCD perturba ive.

Dans ce mémoire, on travaille dans le cadre de la théorie de la QCD qui est une théorie des
champs quantique. Dans le premier chapitre, on s’intéresse particulierement a la diffusion
profondément inélastique (DIS "deep inélastic scattering”) d’un électron sur un proton. On a préféré
commencer par un petit rappel de la diffusion de Mott. On s’est intéressé par la suite a la section
efficace de diffusion profondément inélastique.

Le deuxiéme chapitre commence par un rappel sur I’électrodynamique quantique et le
principe de construction de la théorie de I’invariance de Jauge. Ce formalisme nous a permis de
déduire le lagrangien de la QCD a partir duquel sont déduites les regles de Feynman.

Dans le troisieme chapitre on s’intéresse au probléme de la violation de I’invariance
d’échelle et a la résolution dans I’espace des moments de I’équation d’evolution des fonctions de
structure (DGLAP).
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Chapitre |

Diffusion Electron-Proton
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1.1. Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse particuli¢rement a la diffusion profondément inélastique
d’un électron sur un proton ( DIS "deep inelastic scattering"), ou bien d’une autre fagon plus
générale de la diffusion d’un lepton chargé sur un nucléon.

Dans ce qui suit, Nous allons commencer par un petit rappel de la diffusion de Mott, et

terminer par La diffusion profondément inélastique et le modele des partons.

1.2. Expérience de Rutherford

Il s’agit d’une expérience qui a permis la mise en évidence des noyaux atomiques, Elle est
réalisée en 1909, par H.Geiger et E. Marsden sous la direction de Rutherford.
L’expérience est réalisée comme suit :

IlIs ont bombardé des feuilles de metal en Or par des rayons o d’une énergie de 5.5 MeV,
Ainsi, ils ont observé un nombre des particules o diffusées avec grand angle (voir figure 1)

Ces observations étaient incompatibles avec le modéle de 1’époque (modéele de
J.J. Thomson).
Pour expliquer ce phénomene, il a fallu supposer que toute la charge positive de I’atome est

concentrée en un point, le noyau. [1][2]

Source
alpha
\

. _Collimateur

(plomb) (sulfure de zinc)

Détecteur

Figure 1. Schéma de I’éxpérience de Rutherford
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1.3. Diffusion de Mott

Dans cette section, on s’intéresse a la diffusion d’un électron sur une cible ponctuelle de

spin % et de charge unitaire (par exemple un proton) représentée par la réaction [2]:

e(k,s) + P(p,o0) - e(k’,s") + P(p’,0") (1.1)

Le diagramme de Feynman associé a cette réaction est:

elk, § el §)

ppo) op,o)

Figure 2.diagramme de Feynman, référence [2].

1.3.1. Calcul de Pamplitude de diffusion iM

En appliquant les régles de Feynman données dans I’annexe (01), on déduit ’expression de

I’amplitude de la diffusion suivante [2] [3]:

iM = [u(k’,s)(—iey")u(k,s)] ;gT”iﬂe [u(p', o) (~iey? u(p, o)] (1.2)

= Stk sl Q) (1, )u@,0)] (1.3)

On calcul, par la suit, le complexe conjugué de I’amplitude de la diffusion :

(M) = G [alk s ) o ulk, DNE®, o) (1 Ju@, Y (14)
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= ‘q"jz [@(k, )y u(k’, sH][t(p, o) (v, Julp', 0 )] (1.5)

Aveci(k,s) =yut(k,s) , )T =yyy ., )T =y°
Le carré de I’amplitude de la diffusion moyenné sur les spins de 1’état initial peut s’écrire

sous la forme :

M1? = 3 Ss50,5,5 1M (1.6)
= iZs,a,s',a MM* (1'7)
On obtient:
4
=30 2, 06 90Mu0 N[at, )" uk,9)
[@(p, &) (. )u(p’, o)A, ) (o )u(p , 0)] (1.8)
Et

4

- 4%42 a(k, s)(y") Z u(k’,s)ak, s (" ulk,s)]

Yo (P, 0) (1) Tor u(p’, ) (¥e)ulp, 0)] (1.9)
Sachant que :
v Ysulk,s)iuk,s) = K +m, (1.10)
v Youlp,o)ulp,o) = f +m, (1.11)
Ou K =y"K, et P =v"P,

On déduit I’expression plus compacte de |M|?:
4

_ e ,
1% = 45 (K +me) aavly (K +me ), via)
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[(/F{ + mp) day,uab(/lz{, + mp) bcyﬁcd] (1-12)

2= e [(K ) v (K me) v er [OF +my ) GF "+ my )y 1}

(1.13)

Qu’on peut écrire sous la forme :

_ 64
|M|2 = 4_q4{tr[(kaya + me)y# (k,byb + me)yﬁ]

tr [(p“Va + mp)v, (P2ys + my)ys 1} (1.14)

Pour le calcul des traces, on utilise les relations suivantes [4] :

v Latrace d’un produit d’un nombre impair de matrices gamma est nulle.
vty yPy9)=4(g" 977 -g" 9% +9" g°")

Vot (yty?)=4gt

votr (y*y’y?) =0

Vo (9" gy )=4

Onadonc:

_ 4 e*
IMP* = — - [kak's (9" 97~ 9 6" + g*°g**) + m.*g*"]

D (90 b9 — Gab o +9as Gup ) + Mp>Gus | (1.15)

= 4qi4 {tkp) (k') + (kp) (k'p) — (kk) (pp) + mikk™ + (kp")(k'p) +

(kp) (k") — (kk) (pp") + my,*kk” — (ki) (pp”) — (kk)(p'p) +
4kl (pp” = my2) + m*pp” + m,2p'p — 4m,(pp’ — m, %))
(1.16)

712 864 o ’ ’ _ 2 . _ 2.7 2 2
M =5 {(kp) (kD) + (kp) (K'D) — my*kk” — m,*p'p — 2m,*m, %} (1.17)
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On déduit finalement que :

— 8et . Ny , '
|M|? = qi {(k.p)(k. D) + (k.p)(K'.p) — m,*p'p — m,°kk + 2m,*m,,?}

(1.18)
En remplagant :
pP=p+k—-K (1.19)
qg* = -2k -k (1.20)
Ce qui est possible lorsque la masse des électrons est négligeable par rapport a leur
impulsion, on trouve :
7|2 = 8;4 (-2 (k- k).p + 20k p) (K p) + 20 (1.21)

Dans le référentiel du laboratoire, les quadrivecteurs énergie-impulsion du proton est :

P= (mp, 0, 0, 0), et en négligeant la masse du projectile, ona:k = (E,0,0,E)
etk' = (E',Px,Py,Pz) .

elE',8,0)
e(E,0,0)

Figure 3. Cinématique de l’interaction e+p — e+p, référence [2]

Il est donc possible de calculer les différents produits scalaires qui figurent dans |M|2:
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p.k =(m,,0,0,0) = m,E. (1.22)

p.k’ = (m,,0,0,0) g; = m,E" (1.23)
Pz
&
k.k' = (E0,0,E) 5’; = (EE' —Ep,) = EE"(1 — cos®) (1.24)
Pz

En remplagant tous ces termes dans I’expression de |M[2donnée par 1’équation(1.21), on trouve :

— 4 2 2. 2

|M)? = qu {—%mp (E — E) + 2EE'm,* + %} (1.25)
— 5  8e? 2§ @ (E-E) | q*

M|? = 2 2EFm, {1 o +4EE,} (1.26)

D’autre part, comme dans le présent cas élastique :(p) > =m,*> = (p +q)?

Alors, on déduit que :

2p.q = —q* = Q. (1.27)

Ce qui permet de déterminer :

T _ 9
E-F =—m (1.28)
Donc :
2 16et L, o ¢ E-E) | q°
IMI™ = q* EE"m, { m, 4EE’ +4EE’} (1.29)
Se réecrit comme :
—2  1l6e? ) q? q® (1—cos @) 5 (—(1—cos6)
|M| G EEmp 1_m_p _Zmp ( 2q? )‘I‘Q( 2q? ) (1'30)

Ou
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_ 4
IM|? = 124‘* E E'm {1 - —(1 — cosf) — = + cose} (1.31)
De la:
— 5  16e* . 2 q*(1—cos?(8/2)+sin 2(6/2)) ., (1+cos?(8/2)—sin %(8/2))
|M| _q_4EE mp {— 4m;2; + 5 } (132)
_ 16e? .o q?(1—1+2sin 2(6/2)) . (1+2cos?(8/2)—1)
En trouve finalement :
712 = 22 EEm, {COSZ(H/Z) —;l—gsinz(B/Z)} (1.34)

On remarque que la relation (1.34) est inversement-proportionnelle, et que plus I’¢lectron

perd de I’énergie dans I’interaction, plus la valeur de Q? est élevée.

1.3.2. Section efficace différentielle

La section efficace différentielle est définie pour un processus 2—n par la relation suivante

[5]:
@m)* [M|?
do = dm (1.35)
4 /(Pl.Pz)zm%-m% "
Avec :

e M est I'tlément de matrice invariant de la réaction étudiée

e dm, est I'élément de l'espace de phase a 3n dimensions, donné par :

d3p 1
Ay = 8%k =p = X p) i o535 (136)
Dans notre cas, on déduit que :
d?c
a0 = eanim 2|M| 6(E — E +—) (1.37)

En remplacant (1.34) dans(1.37):
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d’c _  dE* 16e* . ., 5 2 (0 4% 2 (f R
on = s o EEm} [COS (3) - 72—sin (2)]6<E E +2m2) (1.38)

p p p

Et
= B2 (Cos2(0/2) — 7 sin(0/2) ) SE - F +35)  (139)
dE’dQ 16m3q* 2m,: Zmlz, .
Implique :
dZO' 46(2 , qz . ’ qz
o ialnT E2 (COSZ(B/Z) ~ ams Sin 2(49/2)) S(E—-E + ﬂ) (1.40)
Alors :
d’c _ a®Cos®(0/2)(,  a* . 3 = ra
Fdn 4E2—5in4(9/2)(1 o2 tan (9/2))6(E E + Zm,Z,) (1.41)

On retrouve ainsi la formule de Mott suivante :

do Mot _ a_ZCosz(%)
dQ  4E2 gin4(§)

(1.42)

2 1] 2
Le second terme (1 — qutanz @/ 2)) 6(E—E + qu) non calculé dans I’approche classique
p p

de Mott provient de la contribution des photons virtuels avec une polarisation longitudinale.
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Figure 4.Graphe représentant la Section efficace de Mott en fonction de [’énergie et de 1’angle

de diffusion

Dans la figure 4, nous avons tracé la Section efficace de Mott en fonction de I’énergie E, et de
I’angle de diffusion 8, Avec a = 1/137.035999679. On peut constater que la section efficace

diminue avec I’augmentation de I’énergie E,, de I’angle de diffusion 6.

1.4. La diffusion profondément inélastique (DIS)

Il s’agit de l'expérience qui a joué¢ un rdle fondamental dans I’exploration de I'intérieur du
nucléon. De nombreux physiciens, théoriciens et expérimentateur ont entamé une longue série
d’expériences de diffusion dites profondément inélastiques.

La premiére a eu lieu au SLAC (Stanford Linear Accelerator Center) au début des années 1970 [7].
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Figure 5. LINAC de SLAC (Stanford Linear Accelerator Center), accélérateur linéaire d’électrons
(Positrons), Longueur L=3.2km, Energie E=50Gev.

Cela est réalisé en utilisant de I’hydrogene liquide et ensuite du deutérium comme cible,
bombardée par un faisceau d’¢électrons d’une énergie allant jusqu’a E,= 21GeV.
Ces expériences ont permis de mettre en évidence la composition interne des nucléons, les quarks.

Cette contribution fut récompensée par le prix Nobel de physique en 1990.

1.4.1. Description du processus DIS

La diffusion profondément inélastique (DIS) est la réaction qui est donnée par le processus :

eN > eX

Ce processus est illustré dans la figure 6.
Dans ce type d’expérience, seul I’¢lectron diffusé est mesuré, on ne détecte pas directement 1’état
final hadronique. Cette diffusion est dite inclusive car I'état X n'étant pas déterminé par I'expérience

et on ne s’intéresse qu’a I’électron diffusé a I’état final.
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Figure 6. Diagramme de la Diffusion Profondément Inélastique(DIS). Le quark interagissant avec
le photon virtuel est noté q référence [2].

A haute virtualité Q2, le photon virtuel interagit avec un unique quark g du nucléon. Le
quark Sondé va s’échapper du nucléon emportant une fraction X de son impulsion et formant un
autre hadron dans I’état final. Lorsqu’il va quitter le nucléon, ce dernier va perdre sa structure

interne initiale.

1.4.2. Cinématique de la diffusion profondément inélastique

A l'issue de l'interaction lepton-nucléon (électron- proton, par exemple) un ensemble de

particules hadroniques symbolisées par la lettre X apparaissent.

proton ()

———

Figure 7. Diagramme de la diffusion profondément inélastique d'un électron sur un proton par
I'intermédiaire d'un photon virtuel.
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Dans ce qui suit, on definit la cinématique dans le référentiel du laboratoire comme suit [7] :
Nucléon, N - P(M;B)
e"entrant - k = (E,0,0,K) = (E,0,0,E); E>>m; masse du lepton
e~sortant — k = (E' JEsind, 0, E cos 0)
Photon virtuel - q = (E -E,—Esind,0, E - E'COSB); impulsion du transfert. Le
systeme photon-hadron est caractérisé par les variables :

q=k—k' etev=E—E'

Cela implique que :

o
¢ = (k—k')? = —2kk = —2(E,0,0,E) EIS(;'”Q = —2(EE — EE cos8) (1.43)
E cosb
On obtient alors :
¢* = —2{EE’ - EE[cos*(3) — sin?(D)]} (1.44)

=2 {EE —EE[1-2 sinz(%)]} (1.45)
Donc :

q7 = —4EE sin?(9) (1.46)
Autrement dit

Q? = —q? = 4EE sin(3) (1.47)

Le nombre baryonique étant conservé ainsi la masse invariante My de 1’état final est au moins égale

4 la masse du proton. Donc, on peut écrire M = (p + q) > = M?

On explique la derniére relation (1.47) par la condition suivante entre les variable Q2 et v:
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Q% = 2Mv
Et on définit la variable sans dimension x de Bjorken par :

Q* Q*
2pq "~ 2Mu

x =
On peut donc écrire pour la collision y*N — X :
M = (p+q@)? =M+ Q*(—)
Le carré de I’amplitude se décompose :
IMI2 = 10 W,
Le tenseur lépontique connu qui decrit I'interaction lepton-photon :
1 =t (K y Ky

2

S’€crit plus explicitement :
9 _ 1
LK = tr(K, vy kp¥"y”)

= K.k tr(yy*y°y?)

= 2K, ky (9" 9" — g* g** + 9% g**)
Ce qui permet d’aboutir a ’expression finale
L = 2(k"M k% + k' ket — kel gt?

e le tenseur hadronique W,

On peut écrire I’expression du tenseur hadronique W,y comme:
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(1.53)

(1.54)
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W W,
Wy = —Wigue + Mz( qs + qups) + M_;‘Z;(P/lqﬁ — quPs) +M—EQM% +

W,
M_g Epu?pa pppa (1'57)

Ou les W; sont des fonctions sans dimension dits fonction de structure, et €., est le tenseur
totalement antisymétrique.

Les contributions antisymétriques (terme en W, et W;) disparaitrons lors de la contraction avec
L* qui est sémitique.

Donc :

La conservation du courant hadronique :

q wye = qﬁwﬂ,g =0 (1.58)
Implique que :
—Wiqy + % i (- Db + 35 (0 g9 + 4%ps) + 32 20°q9 = 0 (1.59)
Ce qui donne deux relations :
v (» q)
n2 2 (b )y + (q p) =0= Wy =773 (1.60)
v —wiqy + (P q)qy + q gy =0=Ws = (p q) 2 + W1 (1.61)

Donc, on remplace dans la relation de w

2 (q p)
Wi = —Wigue +WP;¢P19 _T(Puqﬁ + q, 9 )W>
p

(qp)* quqy
+ (2 Wy + 7 Wl) o (1.62)
qu9q 9uds W, (Q2,x)
= (9w + =) W(Q% 0+ (B =520 — a9 =) (163)

On effectue le produit tensorlel L“ W 9, et on trouve [5]:

, et . 0 6
M2 = 8MEE' 7; 2w sin? () + W, cos? ()| (1.64)
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Enfin, la section efficace lepton-proton est alors donnée par :

1 d3k’  d*pPy 2 4 o(4) oy
= i [ ISSETHEISE IM|“2m)*6M (@ +k—p, — k) (1.65)
Ou:
1
> 5~ - est le facteur de flux.
2(p+k)*> 4ME
a3k’ e . . , . . .
> 2B @) - le volume infinitésimal invariant de I'espace de phase invariant du lepton final.

d* e L -
> —(2:)’; : le volume infinitésimale invariant de I’espace de phase de X (on intégre non

seulement sur la tri-impulsion mais aussi sur la masse invariante du systeme).
Sion se place dans le référentiel du laboratoire alors le section efficace différentielle sera donnée
par :

do 2ma’

. 0 6
TTdcos = o (Wi Sin® (5) + W, Cos?(3)) (1.66)
2
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Chapitre |1

La Chromodynamique Quantique
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I1.1. Interaction forte

L’interaction forte (SI pour strong interaction) est I’une des quatre forces fondamentales.
C’est elle qui tient les quarks ensembles a I’intérieur des hadrons, y compris les protons et les
neutrons. L’interaction forte est décrite par la chromodynamique quantique (QCD). La QCD est une
théorie de jauge non-abélienne basée sur le groupe de symétric SU (3). L’idée des interactions
fortes aété introduite par Yukawa dans les années 1930 pour expliquer les forces nucléaires entre
nucléons. De nos jours, il est connu que tous les hadrons, y compris les nucléons, sont des particules
composites constituées de quarks. Le modéle des quarks a été développé dans les années 1960 a
1970, Dans ce cadre, les baryons sont composés de trois quarks (qgq) et les mésons d’une paire de
quark-antiquark (qq). Les Quarks existent dans trois états de couleurs différents notés rouge, vert et
bleu. La charge de couleur des quarks et des gluons dans les interactions fortes est un nombre
quantique similaire a ’hypercharge et I’isospin dans les interactions électrofaibles. Historiquement,
la charge de couleur a été introduite pour résoudre le probléme des particules (A**et Q™) avec le
principe d’exclusion de Pauli. En effet, les quarks possedent un spin demi-entier et il est naturel de
les considérer comme des fermions, les Hadrons (A** ), composés de trois quarks up (uuu), et (Q7),
composes de trois quarks étranges (sss), donc ils possédent un spin égal a 3/2, Tous les trois
possédent donc les mémes nombres quantiques en contradiction avec le principe d’exclusion de

Pauli.

I1.2. Construction du Lagrangien de la QCD

11.2.1. Théorie de jauge Abélienne : lagrangien de la QED

Nous commengons par rappeler le Lagrangien de I’¢lectrodynamique quantique :

LQED = LO + LEM (21)

L= ¢y, - m)y—(1/DF,®F"[x) (2.2)

Avec:

Y™ matrice de Dirac
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m : la masse du fermion
FW = 0,A, — 0,A,: Le tenseur électromagnétique
e = -|le| = la charge electrique

Y = spineur de Dirac

On obtient cette derniére expression en suivant ces étapes :

On commence par donner le lagrangien d’un électron libre exprimé en fonction des spineurs

de Dirac comme suit :

Lo=Hliy* 0, — my (233)

On applique une transformation de jauge :

Y(x) — UP(x) (2.4)
Avec U = etiex

La transformation de jauge est dite local si a=a(X), et elle est dite globale si le paramétre a.

est constant [11].

En imposant la transformation locale : o0 =0t (X)

W) > P (x) = e*® P (x) (2.6)
P(x) > P (x) = e €@ (x) (2.7)
Avec U = e'e@

Le terme cinétique devient :
Piy, 0" — Piy, U+ 0* (Uy) = iy, U + U (0*y) + iy, o+ (U + i0" U)(2.8)
Avec (U + i0*U) = 0*a(x) (2.9)

I est claire que le terme de masse est invariant(y’'1’ = 1p), par contre le terme cinétique

ne I’est plus (l/_)'i)/u o*Y + l[_)i)/# 0" 1) a cause de I’action de la dérivée sur le paramétre o
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MY = O (ee*™y) (2.10)
= etealghy 4ok (e'@ ) (2.11)
= (0"Y + ie (0" a(X)P) (2.12)

Le terme supplémentaire qui apparait dans le lagrangien est sous la forme :

5L = —e (0" a(x)y, Y (2.13)

Ce dernier terme n’est pas invariant sous la transformation locale de jauge, de ce fait, on

introduit un champ A“(X) dit champ de jauge [11], dans le lagrangien (2.3). Alors on a introduit un

champ A”(x)camps de jauge, et en modifiant le lagrangien:
L= Yli@, —ied,®]y, — my (2.14)
On définir La déerivee covariante comme sulit :
D" = o* — ied*(x) (2.15)

On impose la transformation du dérive covariant sous la transformation de jauge locale

comme suit :
(D¥y) = U(D"y) (2.16)

Avec dette condition, le lagrangien de la QED L' = @(iyuD“ — m)y devient invariant

de jauge. En effet,

UDMY) = 0y’ — ieAMGOW = o (U (X)) — ieAM (X)UP(X) (2.17)

= (Q*U)Y + U (8%) — ieA™ (x)U (2.18)
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=U [0" — ieA*(X) P (%) (2.19)
Do, — ieA'*UY = — ieUAMY — (0"U)Y (2.20)

De la on déduit AMU = UA* — (i/e)o"U (2.21)

La transformation imposée au dérivé covariant nous impose donc une transformation aux

champs de jauge comme suit :

AM = UAMUY — (i /e) (0" U)UY (2.21)

=U[A*— (i / &)Ut d*UU*t (2.22)

De la on déduit la loi de transformation de A" :
A — A" = A + Ma(x) (2.23)
Finalement, le lagrangien de la QED invariant par transformation de jauge locale s’écrit :

L= J@yrD, - my— (1/HF,@FYx) (225

11.2.2. Théorie de jauge non abélienne et lagrangien de la QCD

Compte tenu de tout ce qui précédé, il est possible de construire une nouvelle théorie, Il suffit
d’appliquer une procédure identique a celle qui conduit a I’¢lectrodynamique. Le but principal
étant, rappelons-le, d’ajouter suffisamment d’éléments au Lagrangien libre pour rendre ce dernier
symétrique par rapport au groupe de la théorie. Pour cela, il faudra tout d’abord d’identifier le
groupe de symétrie de la théorie et suivre apres les étapes suivantes :

1. introduire un champ A

2. définir une dérivée covariante
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3. imposer la bonne loi de transformation de A

4. identifier le bon Lagrangien libre pour A

Le choix d’un groupe de Lie:

La nature des quarks nous méene maintenant a choisir un groupe de Lie, qui agira comme groupe de
transformation a l’intérieur de notre théorie de champs quantiques de Iinteraction forte. Les
conditions qu’il doit respecter sont résumées ici :

1 - La couleur doit étre une symétrie exacte.

2 - Il y atrois couleurs possibles: C =1, 2, 3.

3 - Les antiquarks sont différents des quarks.

4 — Prendre en compte le confinement des quarks.

5 - la liberté asymptotique.

Seulement deux groupes de Lie non isomorphes entre eux ont une représentation
tridimensionnelle irréductible : SU(3) et SO(3). Or, SO(3) est un groupe réel alors que la condition
N2 3 implique des matrices de transformation complexes. Le seul candidat acceptable parmi les
groupes non abéliens reste donc SU(3). Il est a noter que Gell-Mann et Neman avaient déja montré
que les particules élémentaires remplissaient des représentations irréductibles de ce groupe de
symétrie.

La construction de la chromodynamique quantique, autrement dit la théorie de I’interaction
forte, est engendrée par le groupe de jauge SU(3) dont on verra qu’il produit huit champs de jauge
qu’on appelle gluons. Quant aux spineurs des theories, ce sont les six quarks, dont chacun forme un
triplet par rapport au groupe de symétrie.

Des résultats généraux a propos des groupes SU(n), nous savons que les générateurs T qui
forment I’algébre SU(n) sont auto-adjoints et de trace nulle. De plus, on ajoute généralement une

condition d’orthogonalité, ce qui donne :

T = T
Tr(T% =0
Tr(T*T°) = (PA)6®

Nous savons directement que le groupe SU(3) est un groupe a 9 - 1 = 8 parametres réels. On aura
donc huit générateurs aussi. Il est aisé de les construire. En effet, SU(2) étant un sous-groupe de
SU(3) dont on connait déja les trois générateurs, on les trouve simplement en construisant les

matrices 3x3 dont quatre éléments sont ceux des matrices de Pauli. On obtient alors neuf matrices
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différentes, mais 1’ensemble est linéairement dépendant. Les trois matrices créées a partir de leurs

dépendances, on en regroupe deux en une seule pour trouver I’ensemble suivant [9][10]:

010 0 - 0 1 0 0
A'=100|.92-1i 0 o0|:2°=[0 -1 0
0 0O 0 0 O 0 0 O
0 0 1 0 0 —i 0 00O
2'=lo 0 o0|.4=/0 0 0].2°=l0 0 1|
1 00 i 0 O 010

00 O 1100

A'=[0 0 -i ,,18—%00 0

0 i O 1 0 -2

La relation de commutation qui leur est associés s’écrit avec les constantes de
structure(f “#Y Ycomme suit :
[ 1 = 2iftw (2.26)
Avec fiB= 46 = 57 - {345 _ 6 - - 1, 5B 678 _ B,

Les constantes de structure sont complétement antisymetriques
(" =  — 7 = — P9 tel groupe dont les générateurs ne commutent pas entre eux

est dit non-abélien (un champ de jauge non-abélien est aussi appelé un champ de Yang-Mills) [9]

[10].

Des arguments théoriques plus sophistiqués, complétés par les expériences en physique des
hautes énergies, demandent I’introduction de six champs spinoriels, les quarks, dont nous donnons

directement les charges électriques Q respectives :

up U Charm C Top T Q = + 2/3
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Down D StrangeS Bottom B Q — — 1/3

Le spineur de Dirac nous donne uniquement le moment et le spin d’un quark, mais il ne suffit

pas pour décrire 1’état exact d’un quark , car pour chaque quark il existe trois états de couleur
différents, et pour décrire 1’état exact d’un quark il faut associer un vecteur Colonne (c) de trois

éléments pour chaque couleur : rouge, bleu et vert.

1 0 0
(C)= 0 |wi; (Cuo)=| 1 Jwi; (Cy)={ O |wi:r pour rouge, b pour blue et v pour
0 0 1
vert [6].
Ou Vi (I =1, 2, 3, 4, 5 6) représente 1'un des six quarks.

Ainsi chaque type de quark peut apparaitre dans trois états differents (analogues des deux
états d’isospin), qu’on appelle couleur, rouge, vert et bleu, d’ou le nom de la théorie.

Toute la demarche que nous avons suivie pour établir le Lagrangien de la QED peut étre
reprise point par point ici.

L’essentiel est & nouveau le fait qu’on impose la symétrie de jauge locale U(X) (€) SU(3).

Comme pour la QED, nous partons du Lagrangien pour un fermion libre :
Ly = B (iy* 9, — m)y (2.27)
La transformation locale de jauge :

P(x) = P'(x) = Upx) (2.28)

D’aprés la théorie des groupes de Lie, un élément U du groupe agissant sur la représentation

fondamentale s’écrit :

U = exp (—i0*xX)A, / 2) (2.29)
Avec o=1, 2,3.....,8.

La convention d’Einstein sur I’indice muet a=1, 2,3.....,8 est adoptée.
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1. Onintroduit un champ de jauge A(X), ou de maniére équivalente huit champs

vectorielsAj}, définis par:

A, = gsAiA, / 2,avec a=1, 2,3......8.

On définit la dérivée covariante par:

D, = 8, —iA,(x) = 9, — igcA%, /2 (2.30)

Pour la suite on impose la loi de transformation suivante :
D) = (D'wW) = (D'WUy) = (UDy) (2.31)
De la on peut facilement déduire que le champ AH“ se transforme comme suite :
Af — A = A — (1/ 85)0,6%(x) (2.32)
Le lagrangien devient alors :
Ly = Y (iy,D* — m)yyp (2.33)
Sachant que la transformation infinitésimale de jauge peut s’écrire sous la forme :
U=exp(—i0*(xX)A, /2) =1 —-1i0%x)A, / 2 (2.34)
On déduit la transformation de champ de jauge :
AL — AY = A% — (i/gs)0,0%(x) + fPvePal (2.35)

Comme pour la QED, on vérifié facilement que le terme de masse associé aux champs

Aua (X)n’est pas invariant de jauge. Les gluons sont donc des champs de masse nulle [6] [11].

Ajoutons le terme libre pour le champ de jauge. Pour cela, on introduit le tenseur :
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G, = 0,A

uv u v_avA

(TR i[Ap_l AV]

On obtient :

GE = (0,48 — 8,AY) + g,f®rabal

Guv = (Aa/z) GS(V =(i/gs )[D;u D,]

On déduit le lagrangien des gluons :

Lglouns = - (1/4)63\/65‘/ = —-@Q/2)Tr {Gquuv}

Finalement, le lagrangien de la chromodynamique s’écrit sous la forme :

L = Ll + Lglouns

Locp = Y (iy,D* — my — (1/4) GG
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L’¢équation d’évolution DGLAP
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I11.1. L’hypothése d’invariance d’échelle

La section efficace d’un processus fait intervenir un facteur qui décrit la constitution interne du
nucléon. Ce facteur inclut en fait les «fonctions de structure » qui, sont déterminées par
I’expérience. Les fonctions de structure n’ont aucune dimension physique.

Il est possible de montrer que la section efficace différentielle, qui doit étre déterminée par

I’expérience de collision inélastique e-p, s’écrit sous la forme :

d’c _ 4ma®? E
2 - 2 2
dq-dv q° Emg

(% F,(q% v) cos?(8/2) — 2F,(q* v) sin 2(9/2)) (3.1)

Ou a est la constante de structure fine, appelée aussi constante de couplage
électromagnétique [12]. F; et F, sont les fonctions de structures qui décrivent la forme de la cible
(du nucléon). Les autres variables sont définies precédemment dans le chapitre 1. Il est intéressant
de noter que I’expression compléte de la section efficace de Mott est donnée par la formule (1.40)
du chapitre 1.

Les fonctions de structure décrivent 1’évolution de la structure du proton durant la réaction.
L’expérience doit fixer cette inconnue, et elles sont déterminées dans les expériences de collisions

En définissant la variable sans dimension x comme il dans I’équation (1.49), on peut

formuler I’hypothése d’invariance d’échelle (ou invariance de Bjorken) comme suit :
Fi,(v,q%) = Fi2(x,q%) = F,(v)q*>» m} 3.2)

Les fonctions de structures F; ,sont donc indépendantes par rapport a q2.

\'}’

Y 3 S
4G —
~ Y .
2) o 4 T
& —.

Figure 8. Formation des hadrons lors d’une collision sonde-nucléon. La figure est inspirée de la
référence [12]
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111.2. Partons et fonctions de structure

L’idée des partons proposée par Feynman se réesume essentiellement a la supposition suivante :
les nucléons (protons ou neutron) sont constitués de particules ponctuelles, quasi-libre et sans
masse. La fonction de structure, qui ne dépend que de la variable sans dimension x, mesure donc la

facon dont I'impulsion est repartie parmi ces partons [13].

11.2.1. Violation de ’invariance d’échelle

La violation de I’invariance d’échelle peut étre considérée comme la variation de F, en fonction
de g% a haute énergie. En effet, a basse énergie, cette fonction de structure est pratiquement
constante.

La dépendance en g? peut étre obtenue théoriquement en tenant compte des diagrammes d’ou

supérieur, tel que 1’émission des gluons réels ou virtuels [15].

111.3. L’équation de I’évolution DGLAP

111.3.1. Introduction :

A haute énergie, 1’étude de I’interaction forte est particulierement importante pour comprendre le
comportement des partons (gluons et quarks) ainsi que dans la recherche des nouvelles particules.
L’interaction forte doit &tre comprise a un trés haut niveau de précision et il faut donc en mesurer
les paraméetres fondamentaux (.., PDF, . . ).

Dans cette derniére partic de ce mémoire, on s’intéresse a la résolution de 1’équation d’évolution
des fonctions de structure connue par équation DGLAP (Altarelli-Parisi-Dokshitze-Gribov et

Lipatov).

111.3.2. Résolution de I’équation DGLAP dans I’espace des moments

Dans ce qui suit, on s’intéresse a 1I’équation d’évolution des fonctions de structure. La

fonction de structure est donnée sous la forme suivante [18][19][8] :

Fz(x, QZ) = xZN QI%/ fN(erz) (33)
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Avec fy (x, Q?) est la densité de parton :

fu(x, 08 = £ +1og (L) [ 22 p(*/) fu ) (3.4)

Xyz

On a I’équation suivante qui représente 1’équation d’évolution, des densités de partons, dite
équation DGLAP, dans le cadre de la QCD perturbative.

dfy(x,Q0%) sw?) 1d
dlrnj(CMZ) = az,’i J, ypqq /2 fvW? 2) (3.5)

Il est possible d’avoir une bonne idée de I’évolution des distributions des partons dans

I’espace des moments [8] :
1 -
fo? x) = f; N7 (P, x)dx (3.6)

En intégrant I’équation DGLAP et en inversant 1’ordre de I’intégrale double, on trouve apres

calculs :
df y(@® s
L = ey D) (3.7)
Avec
1 y_ 2 1
YN = fo y" 1qu dy , t=In (ﬁ—z) Ou z= x/y et ay = (3.8)

En remplacant par sa forme explicite qui dépend de 1’échelle de renormalisation, on obtient :

dfy(x,Q*) _ 1
dt 2wt quq .0 (3.9)

Avec :

A Est la constante fondamentale de QCD que 1’on détermine expérimentalement, sur la base d’une

compilation des données expérimentales on trouve [6]: 4 = 21033 Mev.

La variation du parametre y, en fonction de g — 1 x fait conformément a la courbe de la figure 9
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N=1

Figure 9. Variation de y, en fonction du nombre des moments N.reference [8]

-10 =_1 1 lLLlll

L’équation (3.9) peut étre résolue analytiqguement. On obtient facilement aprés intégration :

futo) _ to L
= e (3.10)
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Figure 10.Evolution de la fonction de structure a large x et pour différente valeur du nombre des
moments N

De I’équation (3.6), on déduit que 1’évolution de gy en fonction de i a large N, correspond a

I’évolution de q en fonction de u a large x.

Les courbes de la figure 10 représentent 1’évolution des fonctions de structure en fonction de u a
large X, et pour différentes valeurs du nombre de moment N.
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Conclusion générale
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Il est clair a travers tous les problemes abordés dans le cadre de ce mémoire, que la théorie
de la QCD perturbative demeure un vaste domaine, ainsi que ses applications en physique des
particules ou physique des hautes énergies.

Dans un premier temps, nous avons étudié la diffusion de Mott, qui est une diffusion
élastique. Pour cela, nous avons calculé la section efficace différentielle correspondante. Nous
avons par la suite tracé le graphe de la section efficace en fonction de 1’énergie E, et de I’angle de
diffusion 8. Nous avons ainsi constaté que la section efficace diminue avec I’augmentation de
I’énergie E, et de I’angle de diffusion 6.

Par la suite, on s’est intéressé a la diffusion profondément inélastique dans le cadre de la
QCD perturbative et du modele des partons (quarks et gluons). La distribution de ces dernieres
particules a l’intérieur du nucléon en fonction de I’énergie est donnée par les fonctions de
structures. L’évolution de ces distributions en fonction de 1’énergie est régie par 1’équation intégro-
différentielle DGLAP.

La résolution de cette équation dans I’espace des moments nous a permis d’analyser le

comportement des fonctions de structures.
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Annexe 01 : Régles de Feynman de la QED

Pour calculer I’amplitude de diffusion iM, on utilise les régles de Feynman suivantes [4]:

Feynman Rules for -l
u u /A /
—_ N iy, T me)
AR Electrons and positrons: —CFT“W
i ~ig
(p-m) ! ~ig,,
’ Photons: 3
q
e £
iey"
(charge -€)
y

Figure 11. Les regles de Feynman pour la QED
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I11.4. Annexe 02.Regle de Feynman de la QCD [9] :

Ci-apres, les regles de Feynman de la QCD utilisée dans ce présent mémoire :

1. Ligne externe :
Un quark comme ligne externe de moment P, spin S, et couleur C :

entrant : (MU (s)(P)C }

* Quark{Sortant: (D Uus)(P)Ct

° Antiquark{entmnt: (V(s)(P)C + }

sortant: (7)V(s)(P)C

Avec c représente la couleur de quark

Une gluon comme ligne externe de moment p, polarisationg, et colleura :

AT
entrant | : & (p)a“
V)
[
entrant| + [ : &, (p)a®

\ J

e Gluon {

2. Propagateur :

e Quark- ( ® : ® ) Antiquark:—i(soym’mc)

2_m2c2

(Cl',ﬂ q - 6,V) 5B

__iguv

e Gluon
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e Quark-Gluon ( ) 'zgslay#

e Trois Gluon

Yo 1—Gsf Y [va (ky = k2)y + gya(ky — k3), + a5, (k3 — k1))

e Quater Gluon

B.v Y. A
: _igsz [faﬁn fyén (gul gup - gup gvl)
+ fa&’ f,[?yn (guv g/lp - gu/l gvp)
+ fayn f5[37) (gup Gva — g;w g/lp )]
o, 4 5.p
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Abstract :

In this work we have exposed the perturbative QCD Lagrangian formalism as a quantum
field theory, then we studied the electron proton deep inelastic scattering, in order to compute
in detail Mott’s differential cross section, then we talked briefly about the proton’s structure
functions that depends on the distribution functions of partons inside the nucleon, at high
energy the violation of Bjorken Scaling led to the DGLAP evolution equation, in the end we
did a solution to the DGLAP evolution equation for the quarks in the moments space.

Key Words :DGLAP Equation, Proton structure, Parton distribution functions, Perturbative
QCD, Collider Physics, Parton model

Résumé:

Dans ce mémoire, nous avons exposé en detail le formalisme théorique de la
Chromodynamique Quantique perturbative (QCD), ainsi que le processus de diffusion
profondément inélastique.

nous avons particulierement détalé les calcules de la section efficace différentielle de Mott.
Enfin, la résolution de I’équation d'évolution des fonctions de structure (DGLAP) dans

I’espace de moment est présentée dans la derniére partie de ce mémoire.

Mots CIés : Equation DGLAP, Structure du Proton, fonction de distribution Partonique,
QCD Perturbative, Physique des collisionneurs, modele de Parton



