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Introduction

L’objectif de ce mémoire est d’étudier quelques méthodes de résolution
de problemes aux limites du second ordre sur les intervalles non bornés, et
mettre le point sur 'utilisation de la théorie du point fixe pour résoudre de
tels problemes, et sur les problemes de compacité qui sont souvent roncontrés.

Les problemes aux limites sur les intervalles infinis ont d’abord été étudiés
a la fin du 19°™¢ siecle avec les travaux importants de A. Kneser [20] sur les
solutions monotones sur [0, +o00| des équations différentielles ordinaires du
second ordre du type

u'(t) = f(t,u(t)), te]|0,+o0] (1)

Le résultat du type Kneser a été suivi par A. Mambriani [24] en 1929. (voir
aussi Gross [18], Wong [26]). Dans tous ces travaux, les conditions sur la
fonction f sont imposées pour assurer I'existence locale d’une solution unique
pour I"équation (1).

Au début des années cinquante, la recherche de solutions bornées pour les
problémes aux limites est initié par C. Corduneanu [12], [13] qui a considéré
les problemes aux limites du second ordre suivants :

u'(t) = f(t,u(t)), te€]0,+o0]
0)=a, a€ceR (2)
(t)

u
u bornée sur [0, +o0],

et
{u”(t) = f(t,u(t), teR

u(t) bornée sur R.



Introduction

Depuis le début des années soixante-dix, les problemes aux limites sur les
intervalles infinis ont été étudiés intensivement. Granas, Guenther, Lee, et
O’Regan [17], Baxley[8], Bobisud [7], Agarwal et O’Regan, [2], [3], [4], [5] et
Ma et Zhu [23] ont utilisé une variété de méthodes pour étudier les problemes
aux limites associés aux équations différentielles ordinaires du second ordre
sur les intervalles infinis.

On peut étudier les problemes aux limites du second ordre sur les intervalles
infinis directement sur les non bornés ou utiliser un processus de diagonali-
sation.

Pour cela on a divisé notre travail en cinq chapitres, organisés comme suit :

Le premier chapitre est consacré a quelques définitions principales uti-
lisées dans la suite du travail, on a donné aussi les différents théoremes de
point fixe qui sont : le théoreme de Schauder, le théoreme de Furi-Pera,
I’Alternative nonlinéaire de Leray-Schauder et le théoreme du point fixe de
Krasnoselskii et quelques criteres de compacité a savoir, le critere de Cordu-
neanu et le critere de compacité sur les espaces LP.

Dans le deuxieme chapitre, on va établir I'existence de solution pour le
probleme aux limites sur [0, +o0] :

—u(t) + m*u(t) = f(t,u(t)), ppt=0,
u(0) = a, tginoo u(t) =0,

avec m > 0,a € R, on utilisera le théoreme du point fixe de Furi-Pera et le
critere de compacité d’Ascoli-Arzéla. La solution ici est construite a partir
de solutions partielles définies sur des intervalles compacts de type [0, t,,].

Dans le troisieme chapitre, on s’intéresse a 1’existence de solutions d’un
probleme aux limites sur R, on étudie le probleme suivant :

—u"(t) + cu'(t) + Au(t) = f(t,u(t), teR,
|t|1_1>1£1 u(t) =0,

avec ¢ > 0,A > 0 et f: R xR — R une fonction continue qui satisfait
lim f(¢,0) =0.

[t| =400



Ce chapitre comporte deux parties :

Dans la premiere partie, on montre ’existence d’une solution dans l’es-
pace Fy = Cp(R,R) en utilisant le théoreme du point fixe de Schauder, et
dans la deuxieme partie on montre ’existence d’une solution faible dans I’es-
pace L"(R), en utilisant le théoreme du point fixe de Schauder-Tychonoff.
Pour montrer la compacité de I'opérateur du point fixe, on va employer le
critere de compacité d’Ascoli-Arzéla dans la premiere partie et le critere com-
pacité de Fréchet-kolmogorov dans la deuxieme partie.

Dans le quatrieme chapitre, on va étudier ’existence d’une solution pour
le probleme a trois points suivant :

—u”(t) = f(t,u(t),v'(t)), t>0,
u(0) = au(n), lim u/(t) =0,
t—-+o0
avec « € R,a#0,n € Rf et f: Ix € Rt — R* est S-Carathéodory. On va
utiliser I’Alternative nonlinéaire de Leray-Schauder et le critere de compacité
de Corduneanu.

Dans le chapitre cing, nous avons étudié ’existence des solutions positives
pour le probleme au limites suivant :

{—U”(t) + k2 (Hu(t) = Am(t) f(t,ut), teR],
u(0) =0, t£+moou(t) =0,

Ici k& est une fonction au lieu d'une constante; ce qui pose beaucoup de
difficultés notament pour la construction de la fonction de Green.

On utilise le théoreme du point fixe de krasnoselskii et le critere de compacité
de Corduneanu sur les cones.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Quelques notations

C*(I,J) := l'ensembles des fonctions f : I — J, k fois continument
dérivables.

Co(I,J):=C(I,J).
Ck(I) := C*(I,R).
Co(R,R) :={u e C(R,R) : | Ilim u(t) = 0}, muni de la norme ||u||qo.
t|—+o00
[ulloo == [Julle = sup u(t)].
tel
Cy(I,R) := l'espace de toutes les fonctions bornées de C'(I1,R).
1 I 1 . . . / .
CLLR) :={ueC'Y(I,R): tEeroo u(t) et tginoou (t) existe}.
LP(I) = {u, [, |u(t)Pdt < +o0}.
ull oy = (f, lu(t) ).
WhP(I) := {u € C*Y(I,R),u™ € Lr(I)}.

L7 .= Pespace des fonctions localement LP-intégrables.



Préliminaires

Wit (1) = {u € C* /(L. R), u™ € L}, (I)}.
Ci(RY):={ue€ C(R*),tliin u(t) existent}.
R* := [0, +o0].

R :=]0, +o0.

10



Préliminaires

1.2 Quelques définitions

Définition 1.1. (Espace métrique)
Un espace métrique (E,d) est la donnée d’un ensemble E et d’une applica-
tion d: E x E — RT appelée distance qui vérifie :

1. z,ye Eetd(x,y) =0 =1y,
2. Vr,y € E:d(z,y) =d(y, z),

3. Vr,y,z € E 1 d(x,y) <d(x,z)+ d(z,y) (inégalité triangulaire).

Définition 1.2. (Espace vectoriel normé)
Soit E un espace vectoriel sur K, une norme sur E est une application

.l : E— [0, +00]

ayant les proprictées suivantes :
—x€FBet|z]|=0=2=0,
— Vo e E\VA €K, on a ||A\x|| = |A|||z]],
—VeeEVyeE: x4yl <zl + llyll.

Le couple (E,||.||) est dit espace vectoriel normé.

Définition 1.3. (Espace complet)
On dit que (E,d) est complet si toutes les suites de Cauchy sont convergentes.

Définition 1.4. (Espace de Banach)
On appelle un espace de Banach, un espace vectoriel normé qui est complet
pour la distance issue de sa norme.

Définition 1.5. On dit que f est un homéomorphisme de E sur F' si [ est
bijective et continue de E sur F et si f~1 est continue de F sur E.

On dit que E et F' sont homéomorphes s’il existe un homéomorphisme de E
sur F'.

11



Préliminaires

Définition 1.6. Un espace topolgique E est dit métrisable s’il est homéomorphe
a un espace métrique.

Définition 1.7. Une topologie est dite métrisable si et seulement s’il existe
une métrique telle que la topologie soit associée a cette métrique.

Définition 1.8. (Espace de Fréchet) On appelle espace de Fréchet un
espace vectoriel muni d’une topologie métrisable, et complet pour cette topo-
logue.

Soit E un espace vectoriel normé, A un sous-ensemble de F.

Définition 1.9. (Borné) On dit que A est un sous-ensemble borné de E
si, IM > 0 tel que Vx € A, ||z|| < M.

Définition 1.10. (Fermé) On appelle A un sous-ensemble fermé de E si,
pour toute suite convergente (fy)n>1 C A le point limite est aussi dans A.

Définition 1.11. (Ouvert) On dit que A est un sous-ensemble ouvert de
E si,Vx € A;30 >0 tel quey € E, ||z —y|| <d =y € A.

Définition 1.12. On dit que A est convexe si, pour chaque x,y € A et
Ae[0,1], onadz+(1—Nye A

Définition 1.13. Soit I C R, on dit que f : I x R — R est une fonction
de Carathéodory si :

1. Uapplication x — f(x,y) est mesurable pour tout y € R,

2. Uapplication y — f(x,y) est continue sur R pour presque tout x € 1.

Si pour chaque nombre réelr > 0, il existe h, € L*(I) tell que |f(x,y)| < h.(z),
pour presque tout x € I et pour tout y € R, avec |ul, |u| < r, alors f est dite
L'-Carathéodory.

Définition 1.14. f: I x R? — R est S-Carathéodory si :
— Uapplication x — f(x,y,2) est mesurable pour tout (y, z) € R%

— Uapplication (y, z) — f(x,y,2) est continue sur R?* pour presque tout
xel.

12



Préliminaires

— pour chaquer > 0, il existe p, € L' (I, [0, +00|) avec zp, € L ([0, +00])
tell que
max (|y|,|z]) <r=|f(x,y,2)| < ¢, pour presque tout x € I.

Définition 1.15. (Céne)

Soit E un espace de Banach, et K C E un sous-ensemble non-vide, fermé et
conveze.

K est un cone sur E s’il verifie les conditions suivantes :

1. Vex e K, Az € K pour tout réel A > 0,
2. sixe Ket—xeK, alorsx=0.

Définition 1.16. Une application F' : E — E est dite complétement conti-
nue st F' est continue et ['tmage de tout ensemble borné de E est relativement
compacte.

1.3 Quelques théoremes du points fixes

Dans cette section, on va citer quelques théoremes de points fixes utilisés
dans les chapitres qui suivent.
On commence par le théoreme de Schauder qui généralise le théoreme de
Brouwer en dimension infinie.

Théoréme 1.1. (Schauder)[28] Soit E un espace de Banach et K une
partie non vide de E, convexe, fermée et bornée. Si T est une application
continue de K dans K, et T(K) est relativement compact sur E, alors T
admet un point fixe dans K.

Théoréeme 1.2. (Furi-Pera)[16]

Soit E espace de Fréchet, Q) un sous-ensemble convexe fermé de E, 0 € Q) et
soit T : ) — E une application continue compacte. De plus, pour toute suite
(uj; Aj);», de 0Q x [0, 1] qui converge vers (u, A) avec u = AT(u),0 <A <1,
on a N1 (u;) € Q pour tout j assez-grand. Alors, T admet un point fize dans

Q.

Théoréme 1.3. (Leray-Schauder)/[28]
Soit E un espace de Banach et F : E — E un opérateur. St

1. F' est un opérateur complétement continu

13



Préliminaires

2. Il existe v > 0 tel que si x = ANF(z) avec X €]0, 1], alors ||z|| <,

alors F' admet un point fize.

Théoréme 1.4. (Alternative nonlinéaire de leray-Schauder)/[14], [25],

(28]
Soient E un espace de Banach et F': E — E un opérateur compléetement
continu. Alors on a :

ou bien

1. L’équation x = NF(z) admet une solution x pour A =1,

ou bien

2. Pour tout X €]0,1] l'ensemble {x € E,x = AFx} n'est pas borné.

Théoréme 1.5. (Schauder-Tychonoff)[28]
Soit K un sous-ensemble conveze, fermé d’un espace de Fréchet. Si F' : K —

K est une application continue et compacte alors F' admet un point fixe dans
K.

On fera appel au chapitre 5 au théoreme de Krasnoselskii du & Guo (1988)
qui est une version de type norme du théoreme d’expansion et de compression
d’un cone de Krasnoselskii (voir annexe).

Théoréme 1.6. (Krasnoselskii)[19] Soit K un cone d’un espace de Ba-
nach E. On suppose que 21,8 sont des sous-ensembles bornés de E avec
0€ 0,0 C Q. Soit A: KN (Qy\ Q) — K un opérateur complétement
continu et si ['une des conditions suivantes est satisfaite :

1. ||Az|| < ||z||,z € KNOQ et ||[Az|| > ||z]|,x € K N 0Qy,
2. | Az|| > ||z||,z € KNOQ et ||Az|| < [|z]],x € K N 0OQ,.
Alors A admet un point fize dans K N (Q \ O1).

1.4 Quelques critéres de compacité
Pour montrer la compacité de 'opérateur du point fixe, on aura besoin de

quelques criteres de compacité. On commence par le critere d’Ascoli-Arzéla
qui donne la compacité sur les intervalles bornés.

14



Préliminaires

1.4.1 Critere de compacité d’Ascoli-Arzéla
Théoreme 1.7. [9] Soit (fr)nen C C([a, b],R) une suite vérifiant :
1. (fo)nen est uniformément bornée, i.e g C Cy([a, b],R),

de > 0,Vn e N ||fa]l < cllg]-

2. (fn)nen est équi-continue, i.e
Ve > 0,30 =0(e),Vt, s € [a,b] : [t—s| <6 = |fult)—fu(s)] < e,Vn € N.

Alors, (fn)nen est relativement copmacte. (i.e (fn)nen admet une sous-suite
convergente).

1.4.2 Criteres de compacité sur des intervalles non-
bornés

Critere de compacité de Corduneanu
Soit C; = {u € C(R*),tliin u(t) existe}.

C; est un espace de Banach muni de la norme

[ulle = sup [u(t)].
teR+

Définition 1.17. La famille A C C) est dite équi-convergente si :

Ve > 0,37 =T(e) > 0,Vt > T, |u(t) — lim u(t)| <e,Vu € A.

t—+o0

Définition 1.18. La famille A C C; est dite équi-continue sur chaque inter-
valle compact de R st :

Ve > 0,36 = 5(5) > 07V(t1,t2) S 127 |t1 — t2| < 0 = |U<t1) — U(t2)| < €,VU e A

La proposition suivante donne le critere de compacité de Corduneanu
utilisé dans le chapitre 4.

Proposition 1.1. (Critére de Corduneanw)[6], [10],[11] Une famille
A C Cj est relativement compacte si et seulement si les conditions suivantes
sont satisfaites :

15



Préliminaires

1. A est uniformément bornée dans Cj.

2. A est équi-continue sur chaque intervalle compact de R.
3. A est équi-convergente.

1.4.3 Critere de compacité dans les espace L”

Proposition 1.2. (Fréchet-Kolmogorov)[27, p.275] Un ensemble S C L? (R)
(1 < p < 400) est relativement compact si et seulement si S est borné et

pour chaque € > 0, on a :

136 >0 tel que [T |u(x + h) — u(x)|Pdr < €,Yu € S,¥0 < h < 4.

2. il existe N > 0 tel que fR\[fN ] lu(x)|Pde < e,Yu € S.

16



Chapitre 2

Etude d’un probleme aux
limites sur [0, +o0]

Dans ce chapitre, on va établir I'existence d'une solution pour le probleme
aux limites suivant :

—u"(t) + m*u(t) = f(t,u(t)), ppt=>0
w(0) =a, lim wu(t) =0,

t—+00

(2.1)

oum > 0et f:[0,+o0[xR — R est telle que :

1. f est une fonction de L'—Carathéodory avec

t

lim e_mzt/ €™ *h,(s)ds = 0,

t——+o00 0

2. dMy > |a| tel que |u(t)] < My, ¢ € RT pour toute fonction u € Cp(R*,R)N
W2HRT, R) qui satisfait

loc

w(0) =a, lim u(t) =0,

t——+o00

{—u"(t) + mPu(t) = Af(t,u(t)), ppt=>0

pour tout 0 < A\ < 1.
La solution est construite en utilisant un processus de diagonalisation.

Théoréme 2.1. [1] Sous les conditions 1. et 2. le probléme (2.1) admet une
solution u € Cy(RT,R) N W2 HRT, R).



Etude d'un probleme aux limites sur [0, +o00|

Démonstration. On va utiliser le théoréme du point fixe de Furi-Pera (théoreme
1.3). Il est facile de voir de la condition 1. que le probleme (2.1) est équivalent
a trouver une solution u qui satisfait

1 Hoo
u(t) = ae™™"t — m ) f(s,u(s))ds
—m?2t

- [ stsatonas

m2

€—m2t +o0

+ f(s,u(s))ds.

m?  Jo
Soit Q@ = {u € C,(RT,R) : ||ul]|lo < Mo+ 1 = ¢} et soit opérateur
T:Q — C(RT,R) défini par :

1 [t

Tu(t) = ae™™" — f(s,u(s))ds

2
m ¢
—m?2t

- /0 s F(s,u(s))ds

m2

e—mzt +o0

+ f(s,u(s))ds.

m? J,

Q est un sous-ensemble borné, convexe fermé de C'(R*,R), on montre que
T:Q — C(RT,R) est continu et compact.

D’abord, on montre la continuité.
Soit ur, — u dans @ on doit montrer Tu;, — Tu dans C(R*,R). Il existe

h. € LY(RT) avec | f(s,ur(s))] < he(s) et |f(s,u(s))] < he(s) pour presque
tout s € RT. Nous avons aussi

(s, ur(s)) = f(s,u(s)) p.pse€RT,

ainsi d’apres le théoreme de la convergence dominé de Lebesgue Tu(s) — Tu(s)

18



Etude d'un probleme aux limites sur [0, +o00|

sur [0, t,,]. Soit t,v € [0,t,,] avec t < v. Alors

1 “+oo efmzt

Tup(t) — Tup(v)| = |ae ™ — f(s,up(s))ds — — /0 €™ f(s, ug(s))ds

m? J,
6—m2t +oo ) 1 400

+ pal i f(s,ugp(s))ds —ae™™" + g ; (s, u(s))ds
e—mQV +o0

/OV emQSf(s, ug(s))ds — — f(s,ug(s))ds]|

0
2 2 ]_ v
— -m“t _ _—m v\ _ _— d
e =) = [ Fs ()
t

7m21/

2 /1t €75 (5, un(5))ds

e

v __ —m?t
+ T:/o e™ f(s,ur(s))ds +

2 2
emt_emu +o0o

t f(s,ui(s))ds]

m2 0
1 14
m ), he(s)ds
t €—m2t v
he(s)d h.(s)d
/0 (s)ds + — /t (s)ds
“+o0o
/ he(s)ds.
0

Puisque h. € L'(R") et la fonction exponentielle est continue, alors Ve > 0,
36 > 0 tel que t,v € [0,t,] et |t — v| < implique Vk

m

S |&| ‘efmzt _ €7m21/

—m2t —m2y

(& — €

|Tug(t) — Tu(v)] < e. (2.2)
et de la méme fagon on obtient
|Tu(t) — Tu(v)| <e. (2.3)

Par conséquent, (2.2),(2.3) et la limite ponctuelle sur [0,,,] impliquant la
convergence uniforme sur [0,t,,], ainsi Popérateur T : @ — C(R*,R) est
continu.

On montre maintenant que 7'(Q)) est relativement compact dans C(R*, R).
Pour le faire, on montre que 7'(Q)) est uniformément borné et équi-continu
sur [0,t,]. On sait qu’il existe h. € L'(RT) avec |f(s,u(s))| < he(s) pour
presque tout s € RT. L’équi-continuité de T(Q) sur [0,t,,], se fait de la
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Etude d'un probleme aux limites sur [0, +o00|

méme maniere que la démonstration de la continuité. De méme, T(Q)) est
uniformément borné puisque pour tout ¢ € [0, ¢,,] et pour tout u € Q on a :

2 1 too
|Tu(t)] < |a|le”™| + —2/ he(s)ds
m= Jy

T e [f 2
- m mshC d
s ale ) [ e ns)is

1 2 [T
+ ﬁ|6_m g /0 he(s)ds

1 +oo 1 t
<la| + —2/ he(s)ds + —/ he(s)ds
ms Ji 0

m2
1 oo
+— / he(s)ds
0

m2

3 [t
< la| + @/o he(s)ds

Donc T(Q) est relativement compact dans C'(R*,R), ainsi 7' : Q@ — C(RT,R)
est compact.

Maintenant on va montrer que la condition du théoreme de Furi-Pera
(théoreme 1.3) est satisfaite.

On prend une suite (u;, A;);>1 de 9Q x [0, 1] qui converge vers (u, \) avec
u(t) = ANTu(t) et 0 < A < 1, on doit montrer que ;T (u;) € @ pour j
assez-grand. Soit u € C'(R*,R) avec |u(t)| < ¢ pour tout ¢t € R*. Alors

[
ITu(t)] < |a|e_m2t+w/ he(s)ds
t
—m?2t

e t 2
+ / e *he(s)ds
0

m2

(&

—-m?t 400
+ / he(s)ds = U (t).
0

m2

On a tli+m U.(t) = 0. Ceci, ainsi que le fait que u € 9Q impliquent qu’il
—400
existe ag > 0 avec |Tug(t)| < My + 1= c pour t € [ag, +oo[ et 7 € N\ {0}.
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Etude d'un probleme aux limites sur [0, +o00|

Par conséquent
N Tu;(t)] <ec, telag,+oo] etjeN\{0}. (2.4)

Etudions maintenant le cas ¢ € [0, ag]. Puisque T' est continu sur ) on a
Twu; — Tu uniformément sur [0, ap]. De plus, puisque A\; — X et T(Q) est
borné dans C'(R*,R), on a A\;Tu; — AT'u uniformément sur [0, ao], car

. 1 [*e
NTwy(t) = ATu®)] = hjae™ =X [ flsuj(s)ds
efmzt —m?2t +oo

_ Aj_Q/t €™ f (s, u;(s))ds + Nj—s— f(s,u;(s))ds
m 0 m 0

2 1 oo 67m2t B,
— Xae ™+ )\W f(s,u(s))ds + A — /0 e f(s,u(s))ds
emet +o00o '
A [T psutsas

0

1 “+o00 1 t
< ]Aj—)\]\a|+])\j—)\]ﬁ/t hc(s)der])\j—)\]ﬁ/o he(s)ds
1 [+
+ A — )\|ﬁ/0 h.(s)ds
1 —+00 1 t
= [N = Al(Ja] + W/t he(s)ds + W/o he(s)ds

1 t 1 400
+ ﬁ/o he(s)ds + W/o he(s)ds)
— 0.
Ainsi il existe jop € N\ {0} avec
N Tu;(t)] < |ATu(t)|+1, te€][0,a0] pourj> jo. (2.5)
Puisque u(t) = AT'u(t) alors
IATu(t)| < M.
donc (2.5) implique pour j > jo

N Tu;(t)] < Mo+1=¢, pourte]|0,a. (2.6)
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Etude d'un probleme aux limites sur [0, +o00|

Donc (2.4) et (2.6) impliquent que A\;Tu; € Q) pour j > jo.

Par conséquent toutes les conditions du théoreme 1.3 de Furi-Pera sont sa-
tisfaites, alors 7" admet un point fixe v dans Q).

Donc le probléeme (2.1) admet une solution. O
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Chapitre 3

Etude d’un probleme aux
limites sur R

Dans ce chapitre, on s’intéresse a l’existence de la solution classique dans
I'espace Cp(R, R) et de la solution faible dans L"(R) du probleme suivant :

(3.1)

ot c > 0,A>0et f: R — R est une fonction continue qui satisfait
lim f(¢,0) = 0. La fonction de Green associée au probleme (3.1) est définie

[t| =400
par :
ertt=s) gt <g
G(t,s) = - 3.2
(t, 5) rL— T {GTQ(t_S) sit>s (32)
ou
c+ V2 + 4\ c— V2 +4\
7’1:—2 >0 etr2:—2 < 0.

3.1 La solution classique pour un probleme
aux limites sur R

Dans cette section, on considere I'espace Ey := Co(R,R). On a le résultat
d’existence suivant :



Etude d’un probleme aux limites sur R

Théoréme 3.1. [15] Soit G la fonction de Green définie par (3.2), on suppose
que les hypotheses suivantes sont vérifiées :

( . .
IV : RT — RT  continue et croissante;

dq € Ey positive, continue telle que
f(tu)] < q(®)(Jul),¥(t,u) € R

+oo
M, € RS, %1\040) <1 aveca:= Sup/ G(t,s)q(s)ds < +o0.
\ teR J -0

(3.3)
Alors le probléeme (3.1) admet une solution u € Ejy.

Démonstration. Il est clair que le probleme (3.1) est équivalent a trouver une
solution de I’équation intégrale :

u(t):/ OOG(t,s)f(s,u(s))ds,

o

On définit U'opérateur T : Ey — Ey par

+o00
Tu(t) = / G(t,s)f(s,u(s))ds. (3.4)
On va utiliser le théoreme du point fixe de Schauder (théoreme 1.2), pour
I’existence des points fixes de I'opérateur 7' dans I'espace de Banach Ej.
Pour cela on va partager la démonstration en quatre étapes.

Etape 1 : L'opérateur T est bien défini.
En effet, pour tout u € Fy, on obtient, par les hypotheses (3.3) :

Tuo)] < [ G| uls)lds

—00

+oo
< / G(t,5)q(s) ¥ (|u(s)|)ds

00
—+00

< W(lu(s)|) / G(t,s)q(s)ds, teER

—0o0

< a¥(||ul]) < oo.

De plus, pour tout s € R, G(+o0,s) = 0, et alors, en prenant la limite dans
I'expression T'u(t), on obtient : Tu(fo00) = 0. Donc l'opérateur T : Ey — Fy

24



Etude d’un probleme aux limites sur R

est bien défini.

Etape 2 : L'opérateur T est continu.
Soit (un)n € Ey une suite convergente uniformément vers ugy sur tout sous
intervalle compact de R. Pour a > 0, on montre la convergence uniforme de
(T'uy),, vers Tug sur Uintervalle [—a, al.

Tuy,(t) — Tug(t) :/ OoG(t, s)f(s,un(s))—/ OoG(zﬁ, s)f(s,up(s)ds
_icl)) _Oo-i-oo
:/ G(t, s)f(s,un(s))ds+[rb G(t,s)f(s,un(s))ds

—b

+/ G(t,s)[f(s,un(s))—f(s7u0(s)]ds—/ G(t,s)f(s,up(s)ds

b —00
— " G(t,s)f(s,up(s)ds
+b

:/_ G(t,s)[f(s,un(s)) — f(s,uo(s)]ds

b

T / Gt 5) F (5, un(s))ds — G(t, 8)f (s, uo(s))ds,
]R\[—b,-i—b] R\[—b,—l—b}
donc
+b

[ Tun () = Tuo ()| S/ G(t,8)|f (s, un(s)) = f(s,uo(s)|ds

—b

G(t,s)|f(s,u,(s))|ds — G(t,s)|f(s,ug(s))|ds.
# L GOl = [ G5l w(o)

Soit € > 0 et on choisit un certain b > a assez-grand. Par la convergence
uniforme de la suite (u,), sur [—b,b] et la cotnuité de f, il existe un entier
N = N(e,b) tel que

+b

n>N=1I=sup [ Gt ) f(s un(s) — f(s,uo(s)|ds < =,
teR J—p 2

par le critere de la convergence de Cauchy et | ‘lim f(s,u(s)) =0, on a
Ss|—+00

himswp [ Glts)lfsuls)lds < 5,
teR JR\[-b,p] 4
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Etude d’un probleme aux limites sur R

et par le théoreme de la convergence dominée de Lebegue, on a aussi

Limsw [ Gl f(sun()ds
R\[—b,b]

teR

< sup / G w ()i

teR

<U([lun ) s / G(t, )q(s)ds
R\[—b,b]

teR

<€
1

Par conséquent
T, (t) — Tug(t)| < L1 + I + I3 < €.

Ceci prouve la convergence uniforme de la suite (T'u,,), vers la limite Tug
sur l'intervalle [—a, a.

Etape 3 : Pour M > 0, U'ensemble {Tu, ||u| < M} est relativement
compact dans Ej.

Par le théoreme d’Ascoli-Arzéla, il suffit de montrer que toutes les fonc-
tions de cet ensemble sont équi-continues sur chaque sous intervalle [—a, a]
et qu'il existe une fonction v € E tel que pour tout ¢ € R, [Tu(t)]| < ~(¢).

Soit t1,ty € [—a,a]; on a les estimations suivantes :

—+00

[Tu(ty) — Tu(ty)] S/ |G(t1,8) = Gta, 5)[f (s, uls)]ds

—00

< / TGt 5) = Gt 8)la(s) T (Ju(s)))ds

o0

+oo
< W(M) / Gt 8) — Gltz, 5)lg(s)ds

o0

Par la continuité de la fonction de Green G, le second membre de cette
inégalité tend vers 0, quand t; — t, d’ou I'équicontinuité de l’ensemble
{Tu, [|ul < M}
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Maintenant, on a :

|Tu(t) G(t,s)|f(s,u(s))|ds

IN

\\

)¥(Ju(s)|)ds

< M)/ G(t, s)q(s)ds == 1(t), Vi€ R.

on a 7 est continue grace a la contnuité des fonctions G, ¢ et ¥. De plus
1tligcn v(t) =0, donc v € Ej.
—oo

Etape 4 : II existe R > 0 tel que T(B(0, R)) C B(0, R).
D’apres les hypotheses (3.3), on sait que 3M, tel que %1;40) < 1.Si||ul]| < My,
alors

HﬂWWSgg[mGwﬁﬂﬂWW@mk
< a¥ (M)
< My,

donc il suffit de prendre R = M.
Donc d’apres le théoreme du point fixe de Schauder (théoréme 1.2) 'opérateur
T admet un point fixe u dans Ej. O

3.2 Existence d’une solution faible
Ici on cherche une solution dans L"(R) pour le probeme (3.1). On a le
théoreme d’existence suivant.

Théoréme 3.2. [15] Supposons que la nonlinéairité a variables séparées
f(t,v) = q(t)g(v) est de type Carathéodory avec q € LP(R) (1 < p < 400) et
g satisfait la condition de croissance polynomiale générale :

dk,0 > 0,|g(s)| < k|s|”, ppteR et pour tout s € R.

o= [T (X160 )P e)ds) ™ di < o (3.5)
avec (0 #£1) ou (0 =1 et ko' <1) avec:= &3 L?

pio
Alors le probléme (3.1) admet une solution u dans L"(R) avec r = 7.
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Etude d’un probleme aux limites sur R

Démonstration. Considérons 'espace de Banach £ = L"(R) muni la norme

= (/ |u<s>|’“ds)i ,

et l'opérateur 7' : E — E défini par (3.4).

On va utiliser le théoreme du point fixe de Schauder-Tychonoff pour montrer
I'existence d’un point fixe de 'opérateur 7T'.

La démonstration est partagée en trois étapes.

Etape 1 : L'opérateur T est continu.

Considérons un certain uy € L"(R) et montrons la continuité de 7" en wy.
D’apres I'inégalité de Holder, nous avons :

+oo
T = Tuo|” = / Tu(t) — Tuo(t)|"dt

dt

= /j:oo '/_:O G(t,5)q(s)[g(ul(s)) = g(uo(s))]ds

< [ ([ Tieworasra)” ([ st - stutopras)

o
Notons que £ = -Z donc
P p—1

D=

r
o

P

ru-Tul <o ™ lgtus)) - sl ds)

o0

Soit ¢ > 0. A partir de la condition de croissance satisfaite par la fonction
g dans I'hypothese (3.5), nous savons que 'opérateur de Nemyts'kii G défini
par :

G:L'(R) — L (R)
Gu(t) = g(u(?))

est continu. Alors pour un £ donné, il existe un certain 6 > 0 tel que

. 4
Prds < —,
a

= woll < 5= [ lafuts) - ouo(s)
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d’ou ||Tu — Tug||” < €", donc T est continu sur L"(R).

Etape 2 : Pour tout M > 0, limage {T(u), ||u|]| < M} est relativement
compacte dans E.

On utilise I'inégalité de Holder, on obtient :

+o00
Tulr = [ iTutera
+oo r

dt

‘/_:o G(t, s)a(s)g(u(s))ds

r

< ([ Twtwerras)” [T ([ Tiewsrews)

x_

+00 . pr +o0 pL*
<k ( / u(s)[*7 ds) - ( / \u(s)yrds)

< ak"||u

hSabt

r
pT
Y

on en déduit que || Tu| < ko ||ul|7.
En posant S = {u € E;|jul| < M}, nous obtenons enfin ||Tu|| < kar Mo~
pour tout u € S. Alors I'image S’ = T'(S) est bornée dans L"(R).

De plus, par 'inégalité de Holder nous avons pour tout u € S :

/+0° |Tu(t+ h) — Tu(t)|"dt

r

dt

- /: '/:O@“ + hys) = G(t,5))a(s)g(u(s))ds
+o0 +00

S/ (/ |G(t+h,s)—G(t,s)|pqp(s)ds); (/+oo |g(u(s))p*ds);*dt

o0
r

2 “+oo “+oo P
< k"M </ / |G(t+ h,s) — G(t, 8)|pqp(s)dsdt>

puisque 0 < a < oo, nous en déduisons que Ve > 0,30 > 0,Vu € S,
Vh(0 < h < 4),

—+o00
/ Tu(t + h) — Tu()dt < "

[ee)
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De plus, on résulte que pour tout u € S

'r2 +oo po-Tl
/ |Tu(t)|"dt < k:TMP*/ (/ |G(t, s)|pqp(s)ds) dt.
R\[—N,N] R\[—N,N] —o0

On conclut pour tout u € S, et pour tout € > 0, il existe un certain N = N(¢)

tel que
/ Tu(t)|dt < <.
R\[—N,N]

Grace au critere de Fréchet-Kolmogorov (proposition 1.2), on déduit que 'en-
semble image T'(S) est relativement compact dans L"(R).

Etape 3 : Il existe un certain R > 0 tel que T(B(0, R)) C B(0, R).
En effet, pour tout u € F satisfaisant ||u|| < R, nous avons

(p—1)2 (p—1)2

o §k‘a%R pPo

Tl < ko |Jull

Maintenant, pour tout 6 # 1, il existe un certain R > 0 tel que karR? < R.
Ceci reste vraie si # = 1 et kar < 1. Alors I'implication suivante est vraie

|ul| < R=||Tu| <R,
d’ott T(B) C B.

D’apres le théoreme de point fixe de Schauder-Tychonoff (théoréeme 1.6)
T admet un point fixe dans E. O
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Chapitre 4

Etude d’un probleme aux
limites a trois points sur la
demi-droite réelle

Dans ce chapitre, on va étudier I'existence d’une solution pour le probleme
a trois points suivant, ou la nonlinéairité dépend de la dérivée u’

{—u”(t) = f(t,u(t),u'(t)), t>0

u(0) = au(n), tginoo W(t) = 0. (4.1)

ona€eR, a#0,neR et f: xR — RT est S-Carathéodory.
Théoreme 4.1. [22] Soit f : RT x R* — R une fonction S-Carathéodory qui

satisfait la condition suivante :

11 existe trois fonctions positives p,q,r € L'([0, +00[) avec tp(t),tq(t),tr(t) € L'([0, +o0])
telles que :

|f(t,u(t), v ()| < p(t)|ut)|+qt)|vt)|+r(t), pour p.pt € [0,+oo] et tout (u,v) € R

Le probléme (4.1) admet au moins une solution u si l'une des conditions
sutvantes est satisfaite :

I.n9P+P+Q<leta<,

2. 7P+ P +Q<let0<a<l,
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3. max (2LP+ P+ Q,- 5P+ -4P) <leta>1,

«

+oo 400 “+00
j dt. P = d - d
/0 p(H)dt, P / (), Q / o(t)dt
“+oo +o00 400
1 z/ tq(t)dt R :/ r(t)dt, Ry :/ tr(t)dt.
0 0 0

Pour montrer ce résultat, on a besoin de construire 'opérateur du point
fixe et la fonction de Green associée. On a besoin de quelques lemmes.

avec

Lemme 4.1. [22] Pour un certain v € L'(RT) avec tv(t) € L'(RT), le
probleme suivant :

u'(t) =v(t), t>0
{ (0) = au(n),  lim '(t) = 0.

t—-+o0

admet une solution unique u qui s’écrit sous la forme :

+o0
u(t) = /o G(t,s)v(s)ds

ou G est la fonction de Green associée, définie par :

s 0 < s < min(n,1),
Gits) = 1 al(s—1t)+t 0<t<s,
L—a lan—-s)+s 0<n<s<t,
an—t)+t 0 < max(n,t) < s.

Lemme 4.2. [22] Pour tout t,s € [0, +00[, on a :

s a <0,
Gt s)| < { == 0<a<l,
max(2%, ) a> 1

Lemme 4.3. [22] La fonction de Green satisfait :

_ 1
lim G(t,s) = G(s) := {3 §=

t——+o00 11—«
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On définie maintenant I'opérateur 7' : CL_ (RT) x [0,1] — CL (R™) par :

+oo
TN = [ Glts) (s uls) il (9)ds, (42)
0
1 +)\ . 1 + : . / . .
avec CL (R") :={u e C'(R )’tlg-noo u(t) et tlgrnoou (t) existent} muni de
la norme
[Jul| = max(|[uloo, [[4'[|oo)-

Gréce au lemme 4.1, u est une solution de probleme (4.1) si et seulement si
u est un point fixe de T'(., 1).

Pour démontrer le théoreme 4.1, nous aurons besoin du lemme principal
suivant :

Lemme 4.4. [22] Soit f : [0, +00[xR?* = R une fonction S-Carathéodory.
Alors, pour tout X € [0,1], 'opérateur T (u, \) défini par (4.2) est complétement
continu en u.

Démonstration. (dulemme 4.4) On va utiliser le critere de compacité de Cor-
duneanu (proposition 1.1). On va partager la démonstration en trois étapes :

Etape 1. T est bien défina.
Soit u € CL il existe r > 0 tel que ||u|| < r. Puisque f est S-Carathéodory,
il existe ¢, € L'(RT), avec s, € LY(RT) tel que |f(s,u(s),u'(s))| < ¢.(s),
pour chaque A € [0, 1] et pour presque tout ¢ > 0 on a :
+oo

[T (u, A)(B)] = A i G(t,5)f (s, u(s),u'(s))ds]

<X / G )1 (5, uls), o (5))|ds

+o0o
< / |G(t, 5)|@r(s)ds < 400.
0

Car par le lemme 4.2 on a |G(t, s)| < ks ou bien |G(¢,s)| < k' pour certaines
constantes positives k, k’.

Soit t1,ty € Rf, on a les estimations suivantes

T ) (t) = T ) 2) < | Gt 5) — Glta, )1 (s, uls), ol (5)))ds
<[ Gt ) — Gt )| pr(s)ds
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Par la continuité de la fonction de Green et le théoreme de la convergence
dominé de Lebesgue, le second membre de cette inégalité tend vers 0 lorsque
t1 — to.

La dérivation de la fonction de Green G en t donne :

0 0 sis<t¢
2a,s) = =
a8 (0:) {1 sis >t

donc
+ooa

T(w\)() = A / SG(1,5) (s, u(s), o (5))ds

0

+o0
= /\/t f(s,u(s),u'(s))ds.

Soit t1,t3 € RS, on a

400 +o00
PN () = T A ()] = 3 [ Flsulhao)ds A [ fls,uls).al(s))ds

< A / (s, u(s)), () ds
< )\/chr(s)ds.

Ce qui tend vers 0 lorsque t; — t, puisque ¢, € L'(R).
Alors T'(u, \) € C'(RT).
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D’apres le lemme 4.3 nous avons :

lim T'(u,\)(t) = lim /\/U OoG(t, s)f(s,u(s),u'(s))ds

t—+00 t—+o00

+o0
= )\/0 G(s)f(s,u(s),u'(s))ds

AT ,
= 1—a/0 sf(s,u(s),u'(s))ds
b [ (- @)s) s, u(s), w (9))ds
< 1i\a/0 OOsf(s,u(s),u/(s))ds
a +00 +00
[ ) s+ [ spsu(e) s
< 1fa/0 sor(s)ds + 10‘172/0 ds+A/0 soi(s
<+ 00,
et
: , : 0 ,
t£+mooT(u, N(t) = >\t£+moo i aG(t,s)f(s,u(s),u (s))ds
+o0
= A lim f(s,u(s),u'(s))ds

t—+o00 ¢

= 0.
Donc T'(u, A) € CL(R"), pour chaque (u, \) € CL (R") x [0, 1].

Etape 2. Pour chaque \ € [0,1], T'(u, \) est continu par rapport a u.
Soit u, — u lorsque n — +o0 sur C1 (R™). Nous montrons que pour chaque
A € [0,1], T(un, A) — T'(u, A) lorsque n — +o0 sur CL (RT).

Soit 7 > 0 un nombre réel tel que max(||ul|, I%E\ii{} ||un]]) < ro. Nous avons
0
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[T (un, A) () = T(u, A)(1)] =

/O ) G(t,5)[f (s, un(s), uy(s))ds — f(s,u(s), u'(s))]ds

<

/0 ) G(s)[f (s, un(s), up(s)) — f(s,uls), u'(s))]ds

S/O NGO (s, 10n(), 1, ()] + 1 s u(s), ()] ds

+oo
<2 [ (G0l (o) < +ox.
0
De plus, f est une fonction Carathéodory. Alors, lorsque n — +o00
[T (i, A)(+00) = T (uin, A)(+00)|
+oo
< A/ G()IIf (s, un(s),up,(s)) — f(s,u(s),u(s))|ds — 0.
0

Aussi, nous avons lorsque ¢t — 400

T (1, A)(t) — T (w10, N) (+00)] < A / Gt 5) — G315y tunls), s (5)) | ds

< [ 169 = Gllen (s 0

et
—+o00

[T (un, A)' () = T (u, A)'(+00)| S/ £ (5, un(s), uy(s))|ds

t—i—oo
< / ©ro(8)ds — 0.
t

De méme, nous avons
T (u, \)(t) — T'(u, \)(+00)| — 0,  lorsque t — +o0

et
|T(u, \)'(t) — T'(u, \)'(+00)| = 0,  lorsque t — +oo

Soit A > 0. pour tout ¢t € [0, A], nous avons lorsque n — 400,

[T (un, A)(E) = T, A)(2)]
S/O |Gt 9)I1f (s, un(s), uy(s)) = f(s, uls), u'(s))|ds — 0.
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et
T (s A)'(t) = T'(u, A)' ()]

s[mu@w@MM$r¢@m@wwmw+0

Etape 3. Pour chaque A € [0,1], T(u,\) envoie les ensembles bornés de E
en des ensembles relativement compacts.

Soit B C E un sous ensemble borné.

I1 est facile de voir que T'B est uniformément borné. Montrer que T'B est équi-
continu et équi-convergent se fait de la méme maniere que la démonstration
de la continuité de T'(u, \).

Par conséquent, T'(., A) est complétement continu. ]

Démonstration. (du théoreme 4.1)
On va utiliser I’Alternative nonlinéaire de Leray-Schauder(Théoreme 1.5), il
suffit de montrer que les points fixes de T'(., \) appartiennent a une boule
fermée de C!_(RT), indépendament de \. Soit u(t) = T'(u, \)(t).
On a

/()] =

+oo
/t Af(s,u(s),u'(s))ds

SZMWhM%WWW
+oo
SL A (s, u(s), o (5))|ds.

d’ou
e/ loe < At us )|

On distingue trois cas :

1" cas : . < 0.

Pour tout u € C! (RT) on a u(0)u(n) < 0, par conséquent il existe un
certain to € [0, 7] tel que u(ty) = 0. Alors on a

/t: o (5)ds

< (ttto)ulle < E+n)ulle, tERT.  (43)

u(t)] =
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D’apres la condition du théoréeme 4.1 et I'inégalité (4.3), on obtient

|t || oo < /0 h |f(t, u(t),u (t)|dt car 0 < A< 1
+o0 +o0 400
< [ pouola [ oo [

o0 o0 o0
<l [ e+ e [ o [ o
0 0 0
= (nP + P, + Q)||v|| + R,
et puisque nP + P, + @ < 1, alors :

R

Nl < = M. 4.4
Wl € T prmg = M (44)

Au méme temps, nous avons pour t € R*

“+o00

u(t)] < G(t,5)f (s u(s),u'(s))ds

0

gAmW@M$wmw

< /O+OO sp(s)|u(s)|ds + /O+OO sq(s)|u/'(s)|ds + /O%O sr(s)ds

< Pilulloc + @1t |l + Ry
< Py||ullee + Q1 M] + Ry,

et d’apres l'inégalité (4.4), on a :

Q1M] + Ry

<

= M.

Ainsi
Jul] < M,

ou M = max(M;, M]) qui est indépendant de \.
2°m¢ cas : 0 < a < 1. Pour tout u € C, nous avons pour t € R*,

u(t)] = < alu(n)] + t]u]|, (4.5)

au(n) + /Ot u'(s)ds
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On fait le méme travail pour u(n), on aura :

n
u(n)] < e, (46)

on remplace (4.6) dans (4.5), on obtient

u(t)] < (% 44|l pour tout u € CL. (4.7)

D’apres la condition du théoreme 4.1 et I'inégalité (4.7), on obtient
+o0
ol < [ 17000
0
+o0 +o0o +oo
< [Tromolas [ o [
0 0 0
+o0 an +oo +oo
<l [ ($2 ) plorde e [ atte [ e
0 0 0

11—«

@]
_ (—”P+P1 +Q) Il + R,
11—«

et puisque 7L P + P + Q < 1, alors :

Il < =y =7 gy = )

et on a aussi
ol < [
< ([l + [ s+ [ o)

11—«

1
< 7o (Billullo + Qullelloo + Ba),

d’apres l'inégalité (4.8) on a :

M/
Ql 2+R1 = MQ-

< -

Ainsi
Jull < M,
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ou M = max(Ms, M}) qui est indépendant de A.
3°"¢ cas : a > 1. Pour tout u € CL et pour t € RT, nous avons

u(t)] =

1
< O+t =nlllu o, (4.9)

wm+élbws

On fait le méme travail pour «(0), on aura :

Ui

u(0)] <

[ oo (4.10)

on remplace (4.10) dans (4.9) on obtient

u(t)] < —= ol + It = il
Ui /
S| —= Ft 00
_(a_1+ +n)||u|!
donc
an /
] < | ——+t 0o 4.11
o)l < (25 +¢) I (a.11)

D’apres la condition du théoréme 4.1 et I'inégalité (4.11), on obtient

—+oo

ol < [ 1500, ute)

+00 +00 +o00
< [ sl [ awhiolas [ o
0 0 0

“+o0 an —+o0 —+oo

< HU/HOO/ <— + t) p()dt + Hu’Hoo/ o(t)dt +/ r(t)dt
0 a—1 0 0

- ( 0”71P+P1 +Q) /]| + R,

alors :

(a — 1R o
~1)(1—-P, —Q)—anP

D’apres le lemme 4.2, si a > 1, on a

ol < o M, (412)

as

KXt@IS{a#

o S1 s <

sl s>

QIS
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Donc

u(t) s/f‘
g/;

as
a—1

ds

f(s,u(s), u(s))

(6] n

|

ilf( U(S)aul(«?))‘der/
n

o0

- 1f(8,u(8),ul(8)) ds + /0+°° ‘ai 13f(5’u(5),u’(s))‘ ds

<2 (] Tt + [ g+ [ r(s)is)

“a—1

o (i 1 (/O+OO p(s)|u(s)|ds + /O+OO q(s)|v/(s)|ds + /O+Oo r(s)ds)

N e
< (Pllulloo + QlIt'lloc + B) + — (Piulloc + Qul[t/lloc + ).

+

D’apres 'inégalité (4.12), on a :

a(@Mz+ By) +n((QM;3 + R)

= M.
(a —1) — (aP, + P ¥

[l <

ainsi

Jull < M,
ou M = max(Ms, M}) qui est indépendant de A.

Finalement, il est facile de voir que dans les trois cas, M est indépendant
de A. Donc I'ensemble {u € CL (R),u = T(u,\)} est borné pour tout \ €
10, 1[. D’apres 'alternative nonlinéaire de Leray-Schauder, Ju : u(t) = T'(u, \)(¢)
donc le probleme (4.1) admet une solution v € CL (R™).

[
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Chapitre 5

Existence de solutions positives
pour un probleme aux limites
sur la demi-droite réelle

Dans ce chapitre, on va étudier I'existence de solutions positives pour
un probleme aux limites dont 'opérateur de dérivation est a coefficients va-
riables. Ce type de problemes présente beaucoup de difficultés car la fonction
de Green n’est pas connue explicitement. Elle résulte d’une série de lemmes.
On considere le probleme suivant :

—u(t) + K> (t)u(t) = dm(t) f(t,u(t)), te€RF,
u(0) =0, lim u(t) =0,

t—+00

(5.1)

ol A est un parametre, m : R — R™ est continue et m(t) # 0 sur R} .
f:RT x Rt — R est continue et k : R™ — R} est telle que

(A1) k:RT — RS est continue et bornée. On note :

H = sup k(t), h= inf k(t).

teR+ teR+t

On considere aussi '’hypothese suivante :

(Az) 3d € [h, H]Np,tligrn e [1er*[k?(s) — d?]ds existe.
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5.1 Construction de la fonction de Green

Nous avons besoin des lemmes suivants : (voir [23])
Lemme 5.1. Sous l’hypothése (Ay), le probléme de cauchy
—u"(t) + E*(t)u(t) =0, teRf,
(0)=0, 4(0)=1,
admet une solution unique ¢1(t) définie sur [0,+oc[. De plus, ¢ (t) > 0 sur
R*, et ¢1 n'est pas bornée.
Lemme 5.2. Sous l’hypothése (Ay), le probléme suivant :

{—u”(t) + k2(tu(t) =0, teRS,

u(0) =1, tEeroou(t) =0, (5.2)

admet une solution unique ¢o(t) définie sur [0, +oo[. De plus,
Ga(t) > 0 et ¢h(t) <0 sur [0,4o00].

Lemme 5.3. Sous les hypothéses (A1) et (Az), la solution unique du probléme
(5.2) satisfait
$o(t) _

I
1450 o(t)
Lemme 5.4. Sous les hypotheses (A

) et
Sup <Z51( )¢2(t)

et (A ), il existe M > 0 tel que

t€[0,+o00[
Maintenant, soit
¢1(t)¢2($)7 S Z t?
G(t,s) = 5.3
() {¢1<s>¢2<t>, s<t. (53)

Lemme 5.5. Sous les hypothéses (Ay) et (As), pour tout v € C(RT,R)N LY(RT),
le probleme suivant :

{—U”(t) +Eu(t) = o(t), teRS, (5.4
(0) =0, Einoo u(t) =0,
est équivalent a l’équation intégrale
+0o0
u(t) = G(t, s)v(s)ds. (5.5)

0
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Démonstration. D’abord, on montre que la solution unique du probleme (5.4)
peut étre représentée par (5.5).
En fait, on sait que ’équation

u"(t) — K2 (tu(t) =0, t €0, +ool,

admet deux solutions linéairement indépendantes ¢, et ¢o,
¢1(0)  ¢2(0) /

= —¢1(0) =—-1+#0.
#4(0) oy(0) |~ O =17
Par la méthode de variation des constantes, on peut obtenir que la solution
unique du probleme (5.4) peut étre représentée par

puisque

+0o0
u(t) —/ G(t,s)v(s)ds,
0
ou G(t,s) est définie par (5.3).
Maintenant, on vérifie que la fonction définie par 1’équation intégrale (5.5)

est une solution du probleme (5.4).
De (5.5), on sait que

+o0
/Cbl )o2(t) )ds+ P2(s)P1(t)v(s)ds

it /¢1 (5)ds + da(t) (1) ()
o) [ das)u(s)ds — du(B)paltold)

gt /¢1 (s)ds+ 64(0) [ duls)o(s)ds,

t
et

/¢1 (5)ds + Sh(t)én (£)u(t)
o) [ duls)u(s)ds — G (H)daltult).

De sorte que

o) - (e = | G0 S0
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On a G(0,s) = 0 implique u(0) = 0.
En appliquant le lemme 5.4 et le fait que v € L'(R™), on a pour tout € > 0,
il existe un Ny > 0 tel que
+00 +oo e
61(8)p2(s)|v(s)|ds < M/ lv(s)|ds < 3 powr tout ¢ > Nj.
¢ ¢
De lim ¢9(t) =0, il existe Ny tel que

t—+o00

+o0o
¢1(N1)¢2(t)/0 lv(s)|ds < %, Yt > N.

Soit N := max{Ny, No}. Alors pour ¢t > N, on obtient

+oo
(1)) = / o))+ [ onlt)oals)u(s)ds

+oo

= ¢1( )@2(t)|v(s)|ds + fbl( Jo2()o(s)lds + [ i(s)oa(B)lv(s)lds
+oo +o00 +oo
< ¢1(N1)¢2(7f)/ |v(s)lds + ¢1(s)¢2(t)[v(s)|ds + ¢1(s)¢2(t)[v(s)|ds
Ny Ny N1
+oo +o0o
<oNoalt) [ ellds+ 20 [ Juls)lds
0 M
e 2t
< g + ? =&
Donc tEer u(t) = 0.
D’ou la solution de (5.4) peut étre écrite sous la forme u(t) = f0+oo G(t,s)v(s)ds

]

5.2 Propriétés de la fonction de Green

Maintenant, on a par le lemme 5.5 précédent, pour tout v € C(R*T, R)N LY(R™),
les problemes

—u"(t) + h2u(t) = v(t), teR}F,
u(0) = 0, lim u(t) =0,

t——+o0
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—u"(t) + H*u(t) = v(t), teR],
u(0) = 0, lim u(t) =0,

t——+o0

sont équivalents aux équations intégrales
+o00
w)= [ Gilt,s)u(s)ds,
0

et
+oo
us(t) = / Gt s)v(s)ds,

respectivement, ou

[\]

ho|(eh* —em)eht t>s.

1 {(eht —eM)ehs t<s,

et

G - 1 (th _ e—Ht)e—Hs’ t S s,
2(t75> - ﬁ (eHS . 6_H5>6_Ht7 t> s

Lemme 5.6. [23] Pour tout (t,s) € RT x RY, on a

1
GQ(ta S) < G(ta‘S) < Gl(t73> < ﬁ

Lemme 5.7. [23] Pour 0 €]1,+00[, on a

Ga(8)C(s.5) 2 TC(L A pour (1,5) € B x K

Lemme 5.8. [23] Pour tout sous-intervalle [a, 5] C|0, 400, t € [a,f] et
s €]0,+o00[, on a

G(t,s) > 0G(s,s)pa(s),

ol

6 :=min{q(t)| ¢ € [a, 0]},
et
q(t) = min{2hey (), do(t)}, t € RT.
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Lemme 5.9. [23] On suppose que les hypothéses (A1) et (As) sont satisfaites,
soit w(t) lunique solution du probléme suivant :

—u"(t) + K*u(t) = ¢5(t), teRS, pell, +oof
u(0) =0, lim wu(t) =0,

t——+o0

Alors il existe L > 0 tel que w(t) < Lq(t),t € R}, avec

* J

o0
w(t) = /0 G(t, s)ph(s)ds. (5.6)

5.3 Existence d’ une solution positive

Soit £ = {u € C’(RJ“,]R),tEELn lu(t)|¢%(t) = r pour un certain r € R}.

E est un espace de Banach muni de la norme

lull = sup {[u(t)|¢5(t)}, pour 6 > 1.
teRT

Pour montrer la compacité de 'opérateur du point fixe on a besoin du lemme
suivant qui est une conséquence immédiate du critére de Corduneanu (lemme

1.1).
Lemme 5.10. [23] Soit D C E. Alors D est relativement compact dans E
st et seulement si les conditions sutvantes sont satisfaites :

1. D est borné dans FE,

2. les fonctions appartenant a {v : v(t) = ¢5(t)u(t),u € D} sont locale-
ment équi-continues sur RT,

3. les fonctions appartenant a {v : v(t) = ¢5(t)u(t),u € D} sont équi-

convergentes.

On considere les hypotheses suivantes :

(As3) f @ [0,+00[x][0,+00]— R est continue et il existe M > 0,u >
1,0 < p <1 tels que:

0< f(t,s)+ Mh(t) <alt)+bt)uP, V(t,u) € Rt x R,
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oua,b e C(RT,RY).

(Ay) M, = 0+°° ¢2(s)G(s, s)a(s)m(s)ds < 400

(A5) il existe une constante 6 €]1, 4+o00| telle que :
Mfz%im@@$M$;ﬂW@m@Ms<+w.

(Ayp) il existe un sous intervalle [a, B[C R, tel que

t
lim St = 400  uniformément sur [a, (.
u——+00 U

On défini un cone P de F
h
P={ueFE:u(t)>0,teRl, etu(t)> ﬁq(t)||u||}

et 'opérateur A: P — P

AMﬂ:aAmG@Qm®U@m@»+M%@Ww

Lemme 5.11. [23] Sous les hypothéses (A1) — (As), on a A(P) C P et
A: P — P est compléetement continu.

Démonstration. (du lemme 5.11)
On utilisera le critere de compacité de Corduneanu (Lemme 1.1) et la démonstration
est partagée en trois étapes.

Etape 1 : A(P) C P.
Pour tout u € P, d’apres le lemme 5.7 on a :

040 =3 [ OGS (svu(s) + M(s))ds
+o00
<A [ 6u(6)6s.9)ats) + s M uls) P
<\ (M1 e [ ¢;-9p<s>a<s,s>b<s>m<s>) s

==

< A (M A+ Ma|jul”). (5.7)
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Alors "
sup {| Au(t)|¢5(t)} < AE(Ml + Ms||ul[?) < +o0.

teR+

Donc Au € E,Vu € P.
Par les lemmes 5.7 et 5.8, nous avons :

—+00

Au(t) = A G(t, s)m(s)(f(s,u(s)) + Moh(s))ds

0

+o00
>0 [ a0G s 0a(sm(e) s, u(s) + M (s))ds

>0 [ a6 )AEM) (s, uls)) + Moh())ds

= LAY Au(E), VE >0

En passant au supremum sur &, on déduit que
h
Au(t) > o)l Aul, Vu e P
D’ou A(P) C P.

Etape 2 : A est continu.

Soit (u,)n>1 € P une suite convergente vers uy € P. Alors 3M > 0, tel que

lun|| < M,n € N. Donc

| A, (t) — Aug(t)|

_ ’L/mGts F(5,1a(5)) + Mh(s) — (s, uals)) — Mh(s)lds
< | " Ga()G (s, 5Jmls) (5, un(5)) + M(s) — F(s,u0(s)) — Mh(s)lds
< ;m@@Guﬁm@U@w@»+M%®H¢®wwD+M%@MS
< 9 Om 62(5)G (s, s)a(s)m(s)ds + 2M? Om L9 ()G (s, 8)b(s)m(s)ds
= 2M; + 2MPM,.
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Dans, par la contnuité de f et le théoreme de la convergence dominée de
Lebesgue nous avons :

lim |[[Au, — Au||
n——+0o0

+o00
A tim sup | [ 630G $)m(s)(F(s,un(s)) + Mh(s))ds

n=+o0cr+ Jo
“+00

-/ S(t)G(t, s)m(s)(f (s, uo(s)) + M (s))ds|

<Gy Jim sup [ oG O s ()) + M) = Flsuals)) = Mo s)ds
=0,

ainsi, A est continu.

Etape 3 : Lopérateur A est relativement compact.
Soit D C P un ensemble borné i.e IM > 0 tel que |ju|| < M,Vu € D. On
doit montrer que les hypotheses de lemme (5.10) sont satisfaites.

(a) On montre que A(D) est un ensemble borné dans E.

Pour tout u € D, d’apres (As) — (As) et les premieres inégalités de I'étape 1,
on conclut que

H H
lAull < A (M + Mejull”) < A (M + M2 M),
ce qui implique que A(D) est borné dans E.

(b) On montre que les fonctions appartenant a {v : v(t) = ¢4(t)Au(t),u € D}
sont localement équi-continues sur R*.
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Pour tout u € D et tout T' > 0, si t1,ty € [0,T] avec t; < tp, on a
|95(t1) Au(ty) — @5 (t2) Ault)]

= A /0 (Gt $)6(1) — Gty 5)6(12))m(s) (F (5, u(s)) + Mh(s))ds

SA/O |G(t1, 8)d5(t1) — G(t2, 5)¢5(t2)| m(s)(a(s) + b(s)|ul”)ds

400
+>\/ |G(t1, 5)¢5(t1) — G(t2, 5)¢5(t2)| m(s)(als) + b(s)|ul*)ds

:/\/0 |G(t1, 8)d5(t1) — G(t2, 8)¢5(t2)| m(s)(a(s) + b(s)|ul")ds

“+o00

+ Apr(t1)05(t1) — da(t2)d5(t2)] ; P2(s)|m(s)(a(s) + b(s)[ul’)ds

De (Ay) et (As), on conclut que

—+00

da(s)a(s)m(s)ds < 400, / oi % (s)a(s)m(s)ds < +o0.

T

Donc, pour tout ¢ > 0,35 > 0, tel que Vty,to € [0,T] avec t; < ty et
|t1 —t2[< (5,

|05 (t) Au(t) — ¢5(t2) Au(ts)| < e, u € D.

Comme T est arbitraire, les fonctions appartenant a {v : v(t) = ¢5(¢)Au(t),u € D}
sont localement équi-continues sur R*.

(c) On montre que les fonctions appartenant a {v : v(t) = ¢4(t)Au(t),u € D}
sont équi-convergentes.
Soit o = 9_71, alors ¢ > 0. Comme tlim ¢2(t) =0, 0on aVe > 0,37 > 0, tel
que ——+o00
he
t) -0 <
1906) -0 (AH(M1 + My MP)

Ainsi, d’apres le lemme 5.7 il vient que pour € > 0,37 > 0, tel que u € D et

)U , YVt €T, o0l

51



Existence de solutions positives pour un probleme aux limites sur la
demi-droite réelle

t > T impliquent
0 < ¢5(t) Au(t)

+oo

= A i G (t)G(t, s)m(s)(f (s, u(s)) + Mdh(s))ds

= A3 (1) i 27 (OG(E, s)m(s)(f (s, uls)) + Mh(s))ds

SM)‘%@)% i $2(s)G (s, s)m(s)(a(s) + b(s)|ul’)ds

<5 ( [ o6 alomisas +ul? |

“+o00

h
o H p
< AGG (1) (Mo + Maull”)

H
< /\(253(?5)%(1\41 + My M?)
<e.

Donc, les fonctions appartenant & {v : v(t) = ¢%(t)Au(t),u € D} sont équi-
convergentes.

Comme les hypotheses de lemme 5.10 sont vérifiées, alors 'opérateur A est
relativement compact. O

Le résultat d’existence pour cette section est le suivant.

Théoreme 5.1. [23] Sous les hypotheses (A1) —(Ag), le probleme (5.1) admet
au moins une solution positive si X > 0 est assez petit.

Démonstration. (du théoreme 5.1) On va utiliser le théoréme du point fixe

de Krasnoselskii (théoreme 1.7).

On pose z = AMw, ou w est défini par (5.6). Alors (5.1) admet une
solution positive u si et seulement si u 4+ z = u est une solution de

—a"(t) + K*(t)u(t) — dm(t)g(t,u — z) =0, ¢ €]0,4o0],
@(0) = 0, Jim a(t) =0,

et w > z pour t €]0, 400, ot g : RT x R — RT est définie par

g(t,u) = f(t,a) + My(t), (t,a) € [0, +o0[x[0, +00],
; f(t,0) + Mh(t), (t,@) € [0, +oo[x[—00,0].
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Pour v € P, soit Av I'unique solution de :

{~“>+W(MU m(t)g(t,v —2) =0, €0, +o0],
a(0) =0, lim a(t) =0,

Alors Av(t) = )\f m(s)g(s,v(s)—z(s))ds. Par le lemme 5.10, A(P) C P.
Soit
NE0 Al fixé, o A= mi ! ! (5.8)
: xé, ou A :=min : : :
M+ (3F)" My LM

On montre que la condition (i) du théoréme de Krasnoselskii (théoreme 1.7)
est satisfaite.
On pose

- N 2H
O ={ue k|l < T}

et on montre que ||Aa|| < [|all,a € P NoQ;.
Pour @ € P N 0§y, nous avons u(t) > 2q(t),0 < z(t) < ¢(t), alors

I — 2| = sup @5(t)[a(t) — =(t)]

teR+t

< sup ¢4 (t)a(t)
teR+
= |||

et par la suite

+0o0o
#4() Adi(t) = A1) / G(t, s)m(s)g(s, i(s) — =(s))ds

<A O+O<> b2(8)G(s,8)m(s)g(s,u(s) — z(s))ds

<A i OO¢2(S)G(8,8)W( )(a(s) +b(s)|a(t) — =(t)[")ds
<A+ ()

§1<%?. (5.9)
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Donc || Al < ||lal|, Ya € P N osY,.
Maintenant on pose
0 = min ¢(t), (5.10)

a<t<p

on fixe ty € [a, 8] et on choisit un nombre réel N > 0, tel que

2
N)\d ¢2 to) / Pa(s m(s)ds > 1. (5.11)

D’apres (Ag) on choisit B > 22 tel que si @ > 7= R4, alors

—— >N, pourt€ q,/f] (5.12)
U
“ MLMH 1
- — > — 5.13
Rh T 2 ( )
Soit B
Oy ={ueE, |ul <R}
Montrons que |[Aa|| > ||all,a € P N OQs.
Pour @ € PN 0%, on a
Ha(t) MMLH .
t) = AMw(t) < AMLq(t) < A\ML— = — t).
£(0) = AMw(t) < AMLg(t) < MWLy T = 2
Ainsi,
AMLH
a(t) —z(t) > (1 — —=—)u(t). (5.14)
Rh
En combinant (5.13) avec (5.14) et en utilisant le lemme 5.9, il en résulte que
a(t) — =(t) > Salt) = Jq@)lall = Jo RS, t € [a,f)
="\ =51 ! ’

Ceci avec (5.12) impliquent

g(t,u—2) > N(u— z) EN— t e [a,p].
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Donc de (5.11), on obtient

¢ (to) Ati(te) = Aqﬁg(to)/o ) G(to, s)m(s)g(s, u(s) — z(s))ds

, )
> )\gbg(to)/ G(to,s)m(s)N};—?ds

, i
> A1) [ doa(s)Gls.spm(s) N s

> R =|al],

Donc ||Aal| > ||al|,a € P N oQs.
D’ou, d’apres le théoreme du point fixe de Krasnoselskii A admet un point
fixew € PN (Q\ Qo), tel que

<l <R (5.15)

De plus, en combinant (5.15) avec (5.8) et en utilisant le lemme 5.9, on
obtient pour ¢ > 0

h
a2 ga)all = 2q(t) = 2AM Lq(t)
> 2XMuw(t) = 22(), (5.16)
alors u = @ — z > 14 est une solution positive de (5.1). O

5.4 Existence de deux solutions positives

On considere 'hypothese suivante :
(A7) il existe a > 0 tel que f(t,u) > 0 pour (t,u) € [0, +o0[Xx]0, a.

Théoréeme 5.2. [23] Sous les hypotheses (A1) —(Az), le probleme (5.1) admet
au moins deux solutions positives si A > 0 est assez petit.

Démonstration. (du théoréme 5.2) on va utiliser le théoreme du point fixe de
Krasnoselskii.

De (5.15) et (5.16), il vient que le probleme (5.1) admet une solution
positive u; satisfaisant

L.
luall = Flla]] = 1. (5.17)
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Pour trouver la deuxiéme solution positive du probleme (5.1), on pose

* ft’u7 t’u €R+X 07a7
Pty = {100 (0 R0
f(t,a), (t,u) € R x [a,o00].

Alors f*(t,u) > 0 pour tout (t,u) € RT x RT, ot a est la constante de la

condition (Az).

Maintenant, nous considérons le probleme aux limites auxiliaire suivant :
—u"(t) + E2()u(t) = Am(t) f*(t,u), te€R], (5.19)

avec les conditions au bords du probleme (5.1). Il est facile de vérifier que

(5.19) est équivalent a I’équation du point fixe u = Fu,

ou

(5.18)

Fu(t) := )\/OOO G(t, s)m(s)f*(s,u(s))ds.

Il n’est pas dificile de vérifier que F' : P — P est completement continue et
F(P) C P. On définit

p =min{0.9,a}, (5.20)
et

A E]O, Al[ ﬁXé, ou A1 = min {m,A} . (521)

On choisit

Q5 = {u € CRT), Jull < p}
et on montre que ||Fu| <||ul, pour u € PN JQs.
Pour u € PN oS3, on a

() Fult) = Ay (t) /OOO G(t,s)m(s)f*(s,u(s))ds

<A 000 2(8)G(s,s)m(s) f*(s,u(s))ds
<A OOO $2(s)G (s, s)m(s)(als) + b(s)|u(s)[” — M¢h)ds
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Par conséquent
| Ful| < ||ul|, Vu € PN oQs.
De (A7), on a
(2
lim —f (t,u) = 400

u—0t u

uniformément sur [0, co[. Cela signifie qu’il existe une constante r : r < p,

telle que
it u) >nu,  (t,u) € [0,00[x][0, 7], (5.22)

ou

LEVTE /j Ga(3)G (s, s)m(s)ds > 1, (5:23)

ot § est comme dans le lemme 5.8. Maintenant, pour u € P et ||u]| = ¢5(8)r,
on a

$(tyu(t) < lull = ¢3(B)r,  t € [a, B].

Alors u(t) < r,t € [, 3].
En combinant (5.10) avec (5.22) et (5.23) et en utilisant le lemme 5.9, il
résult que

A(B)Fu(B) = A(5) / " G(B, sym(s) £ (s, u(s))ds
B8
> AY(B) / 5G(s, 5)da(s)m(s) f*(s, u(s))ds
aﬂ
> A4(9) [ 3G (s,9)0a(s)m{s)u(s)is
aﬁ
> Ad(8) / 5G(5,5)n(s)m( s ool ul s

nA62h
> PR gl [ (61 opmis)as
> |ul]
Ainsi, on peut définir
= {u € B.[|ull < ¢5(8)r},

pour que
| Ful| > |lul|,uw € PN oQy.
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Par la deuxieme partie du théoreme de Krasnoselskii, il en suit que le probleme
(5.19) avec les conditions aux limites dans (5.1) a une solution positive uy
satisfaisant

5 (B)r < uzl| < p.

Ceci avec (5.18) et (5.20) impliquent que uy est également une solution du
probleme (5.1).

De (5.20),(5.17) et (5.21), on en conclut que (5.1) a deux solutions positives
distinctes uy et ug pour A €]0, Aq]. O

Remarque 5.1. On considére la condition suivante :
(A)) k est une fonction périodique,
les résultats des théoremes 5.1 et 5.2 restent vrais si on remplace la condition
(As) par (AY) (voir [21])
5.5 Example d’application

Le théoreme 5.1 est appliquable pour le probleme suivant :

—u(t) + (sint + 3)%u(t) — 2(e ui(t) —e™¥) =0, tel,
u(0) =0, lim wu(t) =0,

t—+00

qui admet au moins une solution positive pour A €]0, A[out A = min{m, 2}
et M < [ll,Mg < le
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Annexes

Le théoreme de la convergence dominée de Le-
besgue

Théoréme 6.3. Soit (f,), une suite de fonctions appartenant a L*(S2) avec
Q CR".
On suppose que :

1. fo— f p.p sur,

2. il existe une fonction g € L*(Q) telle que : Vn, |f.(t)| < g(t) p.pt € Q.
Alors f e L'(Q) et ||fr — fllzr) — 0.

Inégalité de Holder

Soit 1 < p < 400, p* 'exposant conjugué de p (i.e % + }% =1).
Soit f € L? et g € LP alors

fae Ll etlfall < I1flp-lglly-

Théoreme du point fixe de Brouwer, 1912
Théoreme 6.4. Soit K un compact, convexe non vide de R™ et f: K — K
une application continue. Alors f admet au moins un point fize dans K.
Théoreme du point fixe de Krasnoselskii

Théoréme 6.5. [21] Soit K un cone d’un espace de Banach E et A : K — K
un opérateur compact verifiant ['une des conditions suivantes :



Annexes

1. Az # x,Vx € 0K, et Ax £ x,Va € OKp,

2. Az £ x, Vo € 0K,, et Ax # x,Vox € 0K,

avec 0 <r < R.
Alors A admet un point fize v € K tel que r < ||z|| < R,
avec : K, = KN B(0,r), Kr = KN B(0, R).
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Conclusion

Dans ce mémoire nous avons étudié quelques méthodes de résolutions de
problemes aux limites du second ordre sur les intervalles non bornés.
Notre travail consiste a comprendre et faire une synthese de quelques articles
de recherche sur la résolution de quelques problemes aux limites sur les in-
tervalles non bornés en utilisant different théoremes du point fixe.

Nous avons utilisé les théoremes du point fixe de Schauder, de Furi-
Pera, le théoreme de Schauder-Tycnoff, d’Alternative nonlinéaire de Leray-
Schauder et le théoreme de Krasnoselskii pour montrer 1’existence des solu-
tions pour ces probléemes.

Ainsi nous avons utilisé, pour la compacité de 'opérateur du point fixe,
le théoreme d’Ascoli-Arzéla sur les intervalles bornés, le critere de Cordu-
neanu sur les intervalles non bornés et le critere de compacité de Fréchet-
Kolmogorov dans les espaces L”.

Les démonstrations des résultats principaux sont détaillées pour mieux
expliquer la maniere dont les théoremes du point fixe sont utilisés. Des
démonst-rations de quelques lemmes sont omises lorsque c’est purement tech-
nique et sort de 'objectif de ce mémoire.
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