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Introduction générale

La Statistique a plusieurs objets : descriptif ou exploratoire, décisionnel (tests),
modélisation selon que I'on cherche a représenter des structures de donnée, confirmer ou
expliciter un modele théorique ou encore prévoir. Différents modeles ont été développés
afin de pouvoir modéliser différents problemes statistiques dont "modeles linéaires,modeles
de dénombrements, familles exponentielles, modeles log linéaire etc.

Dans l’arsenal des modeles statistiques, les modeles dits linéaires sont largement
dominants. Que les variables prédictives au sein de ces modeles soient numériques,
catégorielles (recodées en indicatrices) ou les deux en méme temps, on peut exprimer
dans une formulation unifiée les méthodes bien connues que sont la régression linéaire,
I’analyse de la variance et l'analyse de la covariance. Ce cadre simple, déja assez
intégrateur, est classiquement nommé Modele Linéaire Général. Il fait 'hypothese d'une
distribution gaussienne sur la variable dépendante, conditionnellement aux prédicteurs,
et d'un lien linéaire ou de proportionnalité entre variables explicatives et a expliquer. Or
ces modeles ne sont pas toujours adéquats a tous problemes statistiques, certains sont

assez compliqué pour qu’ils soient modélisés par ces modeles simples.

En 1972 de nouveaux modeles ont été formulés par John Nelder et Robert Wedderburn
appelés modeles linéaires généralisés comme une généralisation souple de la régression li-
néaire. Le GLM "General Lineair Modeles” généralise la régression linéaire en permettant
au modele linéaire d’étre relié a la variable réponse via une fonction lien [2]. Aussi comme
un moyen d’unifier les autres modeles statistiques y compris la régression linéaire, la régres-
sion logistique et la régression de Poisson. Ils proposent une méthode itérative dénommée

méthode des moindres carrés repondérés itérativement pour ’estimation du maximum de
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vraisemblance des parametres du modele. L’estimation du maximum de vraisemblance
reste populaire et est la méthode par défaut dans de nombreux logiciels de calculs statis-
tiques.
Notre objective dans ce mémoire est bien de présenter les différents modeles statistiques
utilisés afin de modéliser différents problemes recontrés dans la pratique. Un intérét par-
ticulier est donné au modeles linéaires généralisés.
Ce mémoire est organisé en trois chapitres :
— Le premier chapitre sera consacré a la présentation des différents modeles statis-
tiques :
— modeles linéaire : régression linéaire simple et multiple ;
— modeles de dénombrement : régression logistique et log linéaire.
— Le deuxieme chapitre portera sur une formalisation mathématique d’'un GLM et les
outils statistiques permettant de réaliser notre étude.
— Le troisieme chapitre présentera les différentes applications que nous avons réalisé
sur les modeles étudiés.

Nous avons achevé notre travail par une conclusion générale.



Premiere partie

Partie théorique



Chapitre 1

Représentation des modeles

statistiques

1.1 Introduction

Le cadre général de ce chapitre considere donc les observations d’une variable aléatoire
Y dite réponse, exogene, dépendante qui doit étre expliquée (modélisée) par les mesures
effectuées sur p variables dites explicatives, de controle, endogenes, dépendantes, régres-
seurs. Ces variables peuvent étre quantitatives ou qualitatives, ce critere détermine le type
de méthode ou de modele a mettre en oeuvre : régression linéaire, régression logistique,

données de comptage et le modele log-linéaire.

1.2 Modeles de régression linéaire

En statistique, en économétrie et en apprentissage automatique, un modele de régres-
sion linéaire est un modele de régression qui cherche a établir une relation linéaire entre

une variable, dite expliquée, et une ou plusieurs variables, dites explicatives.



CHAPITRE 1. REPRESENTATION DES MODELES STATISTIQUES

1.2.1 Régression linéaire simple

On appelle généralement modele linéaire simple un modele de régression linéaire avec
une seule variable explicative, ou cette variable Y est expliquée, modélisée par une fonc-
tion affine d’'une autre variable X. La finalité d’'un tel modele est multiple et dépend donc
du contexte et surtout des questions sous-jacentes. C’est une approche exploratoire ou
une recherche d’une réponse a une question du type : une variable quantitative X par
exemple : "la concentration d’une molécule” a-t-elle une influence sur la variable quantita-
tive Y exemple : "une culture bactérienne”. Ou enfin la recherche d’un modele de prévision
de Y en fonction de X : calibration d’un appareil de mesure d’une concentration a partir
d’une mesure optique. Des concepts clefs : modele, estimations, tests, diagnostics sont
introduits et déclinés dans ce contexte élémentaire. Leur emploi et leur signification dé-
pendent des objectifs. Ils se retrouvent dans une présentation plus générale du modele de
régression multiple et cette premiere partie sert donc d’introduction.

Avant tout travail de modélisation, une approche descriptive ou exploratoire est néces-
saire pour dépister des difficultés dans les données : dissymétrie des distributions, valeurs
atypiques, liaison non linéaire entre les variables. En fonction des résultats obtenus, une
transformation préalable des variables peut s’avérer nécessaire.

Ce modele est souvent présenté dans les manuels de statistiques a des fins pédagogiques,

sous le titre d’ajustement affine.

1.2.1.1 Le modele

On note Y la variable aléatoire réelle a expliquer et X la variable explicative (déter-
ministe) ou effet fixe ou facteur controlé. Le modele revient a supposer, qu’en moyenne,
E(Y ) est une fonction affine de X [9].

— Dans le cas ou X est déterministe, le modele s’écrit :

E(Y) = f(X) = ap + a, X. (1.1)

— Dans le cas ou X est aléatoire, le modele s’écrit alors conditionnellement aux obser-

vations de X :
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EY|X =2)=ay+uX (1.2)

Il conduit aux méme estimations

— pour une séquence d’observations aléatoires identiquement distribuées
(yi,x;);i=1,...,n(n > 2, et les x; non tous égaux) le modele s’écrit avec les
observation :

yl-:ao—i—alxi—i—ei;i: 1,...,n (13)

Les hypotheses relatives a ce modele sont les suivantes :
— la distribution de I'erreur € est indépendante de X ou X est fixe,

— Derreur est centrée et de variance constante (homoscédasticité) :

Vi=1,...,n;E(e) = 0; Var(e;) = o? (1.4)

— ag et a; sont constants, pas de rupture du modele.
~ Hypothese complémentaire pour les inferences :e ~ N (0,02 1,)

— Forme matricielle : Le modeéle s’écrit sous la forme suivantes :

(0 1 = €1
Y2 I €9
. . . Qo .
Y=Xa+e& = + (1.5)
aq .
Yn I x, €n

— Sous les hypotheses de base suivantes :
— Hy: E(e;) =0.Vt =1,...,n. Le modele est en moyenne bien spécifié.
~ Hy : Var(e) = E(e}) = 02, Vt = 1, ...,n. (Le risque d’amplitude de l'erreur est le
méme quelque soit la période).
— Hj : les erreurs sont non corrélés cov(e, €;) = 0, Vt # k.
— H, : la distribution de l.erreur ¢, est indépendante de x.

— Hjy : La variable explicative X est non aléatoire et prend au moins deux valeurs

différentes.
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1.2.1.2 Estimation

L’estimation des parametres ag,a; et o2 est obtenue en maximisant la vraisemblance,
sous I'hypothese que les erreurs sont gaussiennes, ou encore par minimisation de la somme
des carrés des écarts entre observations et modele (moindres carrés). Pour un jeu de

données (x;,y;);i = 1,...,n le critere des moindres carrés s’écrit :

n

i i — ap — a1%;)° 1.6
min }_(y; — o — a17;) (1.6)

=1

On pose :

=1 i=1

§2= Y w8 = > (- 0 (18)

n—1 n—1

! > (@i =3y -y = Sy (1.9)
S,S,

i=1

R
Yoon—1

Avec S,, est la covariance empirique entre x et y, S? est la variance empirique de x et S2
Y » Mz Y
est la variance empirique de y.

Les moindres carrés sont donnés par les formules suivantes :

~ Sxy

Ces estimateurs sont des estimateurs sans biais et de variances minimum parmi les esti-
mateurs fonctions linéaires des y; resp. (parmi tous les estimateurs dans le cas gaussien).A

chaque valeur de X correspond la valeur estimée (ou prédite, ajustée) de Y :
Yi = Go + a1; (1.12)
Les résidus calculés ou estimés sont :
e =Y — Ui (1.13)

La variance o2 est estimée par la variation résiduelle :

2=t > el (1.14)
=1

n—24
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Le coefficient de corrélation entre X et Y est donnée par :

Sazy
ey = 1.15
P Y S;SQ ( )
Et le coefficient de détermination donné par la formule suivante :
SCFE SCR
P=—=1-—— ou0<R*<1. 1.1
R =ser sor Cv0sH s (1.16)

Avec :
—- SCT =577 (y+ — §)?, "Somme des Carrés Totale ou Variation totale”;
- SCE =7 (4:—9)? = a1 >, (x,—Z)? "Somme des Carrés Expliquée ou Variation
Expliquée par la régression”;
~ SCR=3%7" (ye —9)* = >, €7, "Somme des Carrés Résiduelle ou Variation Rési-

duelle Appliquée par les Résidus”.

1.2.1.3 Les tests statistiques

Meéme si le coefficient de détermination est grand cela ne signifie pas toujours que le
modele est bon, d’ou 'utilité des tests statistiques.
— Test de fisher :
Afin de construire ce test nous avons besoin d’'une hypothese supplémentaire qui est
caractérisée par la normalité des erreurs ¢;.
— Soit Hg :

& ~ N(0,07) avec t = 1...n.

— Ce test repose sur 'indicateur suivant :

SCE R?
Fx = @ = —R2 (]_]_7)
n—2 n—2

— Le test de Ficher consiste a vérifier si le modele est globalement significatif. Cela
revient a tester dans le modele si la variable explicative x est significative . On

considere le test suivant :

Hy:a; =0 contre Hy:ay #0
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— Sous Hy, F* ~ Fisher(1,n — 2). Pour un seuil de signification a "généralement

égal a 0.05”, fo(1;n — 2) est la valeur lue sur la table de Fisher a 1 et n-2 d.d.1.

- Si F* > fo(1;n — 2), alors on rejette Hy. Par conséquent, on accepte H;.
D’ou la variable explicative est significative dans le modele. Le modele est alors
globalement significatif.

- Si F* < fo(1;n — 2) alors on accepte Hy. D’ou, la variable explicative du
modele est non significative au seuil « : Le modele n’est alors pas globalement
significatif.

— Test de Student :
Le test de Student, consiste a mesurer la signification statistique de la variable

explicative x, sur la variable dépendante Y.

— On note :
D
ay ~
0&1

— Considérons le test suivant :

Hy:a; =0 contre Hy : a; #0

— Le test est basé sur la statistique suivante :

~

tr

a -~ 2

L ~t(n—2)

a1
— Sous Hy : t}; ~ t(n —2) et on note t(a n-2)la valeur lue sur la table de Student
pour un seuil de signification fixé a et (n — 2) d.d.l. On a la regle de décision

suivante :

— Si ta, =| Ua |> t(s,n—2), on rejette Hy, d’ou on accepte H; : Le parametre a;
ay

est alors significativement différent de 0. La variable explicatif est alors signifi-

cativement dans le modele.

— Si ts, =| U“ |< t(2n-2), on accepte Hy. D’olt le parameétre a; = 0 la variable X

al

est alors non significative de Y :

10



CHAPITRE 1. REPRESENTATION DES MODELES STATISTIQUES

1.2.1.4 Intervalle de confiance

Pour obtenir un intervalle de confiance pour le parametre a; au seuil de signification

a (ou bien au niveau de confiance 1 — «), on utilise la statistique :

o ay —a
ay
Oal

~ Student(n — 2).

a — a

<t%]:1—a(:)P[&1—t%0@1<a1<d1+t%0dl]:1—a.

o
2 N
04,

D’ot, l'intervalle de confiance pour au seuil a est donnée par :

[Ca(al) = [&1 - t%J&l,dl +t%0d1].

1.2.1.5 Exemple de regression linéaire simple

L’analyse de la température de fonctionnement d’un procédé chimique sur le rendement
de produit a donné les valeurs suivantes :

Pour la température x; et le rendement correspondant ;.

Température C " || Rendement %
100 45
110 51
120 54
130 61
140 66
150 70
160 74
170 78
180 85
190 89

TABLE 1.1: Tableau des données de I'analyse de la température

11



CHAPITRE 1. REPRESENTATION DES MODELES STATISTIQUES

Le graphe ci-dessous représente les points (x;;y;) pour ces données et suggere une

relation linéaire entre X et Y.

rendementvs température
80

85 O

B8O

75

70 o

65 e

60

55
[0]

50

45

o]

40

80 110 130 150 170 180

FIGURE 1.1: rendement vs température.

La droite de régression estimée est :

Y =ap+aX

Les variables aléatoires ag et a; sont des estimateurs de ag et de la pente a;.

12
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Les valeurs estimées en chaque point de X; pour ¢ = 1,...,10 sont données dans les

tableaux suivants :

Température C | Rendement % (Xi—2)?2 | (V=Y | (X;—2)(Yi-Y)
100 45 2025 497.29 1003.5
110 51 1225 265.69 570.5
120 54 625 176.89 332.5
130 61 225 39.69 94.5
140 66 25 1.69 6.5
150 70 25 7.29 13.5
160 74 225 44.89 100.5
170 78 625 114.49 267.5
180 85 1225 313.29 619.5
190 89 2025 470.89 976.5

TABLE 1.2: tableaul des estimations

~

Y (Y; =Y)? | (Vi —Y)?
45.5636 || 0.3176 472.4695
50.3939 || 0.3673 285.8148
55.2242 || 1.4987 145.8239
60.0545 || 0.8938 52.4966
64.8848 || 1.2435 5.8329
69.7151 | 0.0811 5.8329
74.5454 | 0.2975 52.4966
79.3755 | 1.8927 145.8239
84.2060 || 0.6303 285.8148
89.0363 || 0.0013 472.4695

TABLE 1.3: Tableau 2 des estimations

13



CHAPITRE 1. REPRESENTATION DES MODELES STATISTIQUES

La droite de régression obtenue est donnée dans la figure suivantes :

B /ﬁ
) /
80

Q données

63 dratte de rég

80 110 130 130 170 180

FIGURE 1.2: rendement vs température.

1.2.2 Régression linéaire multiple

Le modele de régression linéaire multiple est 1’outil statistique le plus habituellement
mis en oeuvre pour l’'étude de données multidimensionnelles. Cas particulier de modele
linéaire, il constitue la généralisation naturelle de la régression simple dans lequel une

variable quantitative Y est expliquée, modélisée, par plusieurs variables quantitatives X

pour j =1,....p.

1.2.2.1 Le modele

Une variable quantitative Y dite a expliquer (ou encore, réponse, exogene, dépendante)
est mise en relation avec p variables quantitatives X1, ..., X? dites explicatives (ou encore
de controle, endogenes, indépendantes, regresseurs)[10].

Les données sont supposées provenir de I'observation d’un échantillon statistique de taille
n(n>p+1)de RPHY .
Lol al )i =1, ... (1.18)

(z},..

14



CHAPITRE 1. REPRESENTATION DES MODELES STATISTIQUES

L’écriture du modele linéaire dans cette situation conduit a supposer que ’espérance de
Y appartient au sous-espace de R™ engendré par 1, X!, ..., X? ou 1 désigne le vecteur de

R™ constitué de 1. C’est-a-dire que les (p + 1) variables aléatoires verifient :
Yi = ag + a1 + agx; + ... +aprt +e3i=1,2,...,n. (1.19)

sous les hypotheses suivantes :
— Les ¢; sont des termes d’erreurs , d’une variable U, non observés, indépendants et
identiquement distribuées ;

E(e) =0,Var(U) = 0’1 (1.20)

€

~ Les termes a7 sont supposés déterministes (facteurs controles) ou bien l'erreur U est
indépendante de la distribution conjointe de X*, ..., X? .On écrit dans ce dernier cas
que :

E(Y|X', ..., X?) = ap + a12} + agx} + ... + a,af (1.21)
Var(Y|X', ..., X?) = o? (1.22)

— Les parametres inconnus ay, ..., a, sont supposés constants.
— En option, pour I’étude spécifique des lois des estimateurs, une quatrieme hypothése

considére la normalité de la variable d’erreur U ~ N(0,02I) . Les ¢; sont alors i.i.d

de loi N(0,02).

Les données sont rangées dans une matrice X(n X (p+1)) de terme général x7, dont

la premiere colonne contient le vecteur 1 (xf = 1) et dans un vecteur Y de terme
général y;. En notant les vecteurs :

€ =[e1,...,6) et a = lag,ai..., ay) e modele s’écrit matriciellement :
y = Xa +e. (1.23)

— Forme matricielle
L’écriture précédente du modele est d’'un maniement peu pratique. Afin d’en alléger
I’écriture et de faciliter I’'expression de certains résultats, on a habituellement recours

aux notations matricielles. En écrivant le modele, observation par observation, on
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aura

¢

Y1 =09+ a1r11 +

Y2 = ag + a1T21 +

[ Yn = Qo + a1Tp1 +

Soit, sous forme matricielle :

Avec :

n

Yn

= X

(n,1)  (n,p+1)(p+1,1)

1 T11

1 Tnl

T apTyp €

R apllfg’p + €9

et ATy, + €y

a

ZL’lp

Tnp

+ €
(n,1)

Qo

a

ap

€1

€n

(1.24)

(1.25)

Nous remarquons la premiere colonne de la matrice X, composée de 1, qui correspond

au coefficient ag (coefficient du terme constant).

La dimension de la matrice X est donc de n lignes et p + 1 colonnes (p étant le

nombre de variables explicatives réelles, c’est-a-dire constante exclue).

— Sous les hypothéeses de base suivantes :

Hypotheses stochastiques :

— H; : Les X sont non aléatoires c-a-d. les x;; sont observés sans erreur;

— Hy : Ele;] = 0, espérance de lerreur est nulle. En moyenne, le modele est bien

spécifié ;

~ Hjy : E[¢?] = 02, la variance de l'erreur est constante, c’est 'hypothese de homos-

1

cédasticité;

— Hy @ cov(e;,e) = 0 pour @ # j, les erreurs sont indépendantes, c’est I’hypothese

de non auto-corrélation des résidus ;

— Hj :cov(zyj,€) = 0, l'erreur est indépendante des variables exogenes ;

16
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— Hg : ¢, ~ N(0,02), les erreurs sont distribuées selon une loi normale.

Hypotheses structurelles :

— Hy : La matrice (X’X) est réguliere c-a-d. det((X’X)™1) #£ 0 et (X°X) ™! existe.
Elle indique I’absence de colinéarité entre les exogenes ;

- Hg: (an) tend vers une matrice finie non singuliére lorsque n ™ 400

— Hy :n > p+1, le nombre d’observations est supérieur au nombre de parametres
a estimer. Dans le cas o n = p+ 1, nous avons une interpolation, la droite passe
exactement par tous les points. Lorsque n < p + 1, la matrice (X’X) n’est plus
inversible.

Remarque :

On appel X’ la matrice transposé de X.

1.2.2.2 Estimation des parametres

La méthode des moindres carrés cherche la meilleure estimation des parametres ”a;”

en minimisant la quantité S :
S=> ¢ (1.26)
i
avec :

e=Y — Xa (1.27)

7€” 1 ’erreur observée (le résidu).
— L’estimateur des moindres carrés ordinaires

— a) principe de calcul : Pour trouver les parametres qui minimise S :

S = Zee/ = Zej (1.28)

2

= Iy — (a0 + aigws + .+ aip1y)] (1.29)
On doit resoudre :
oS
o= 1.
90 0 (1.30)

17
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Il ya (p + 1) équation dite "équation normales” a résoudre
S=¢ee= (Y —Xa) (Y — Xa)
= (V' = (Xa))(Y — Xa)
= (Y' - dX")(Y — Xa)
=YY -dXY -Y'Xa+ dX'Xa
=YY —dXY - dX'Y 4+ dX'Xa
=Y'Y - 2dX'Y +d'X'Xa
—_— @ =
da
= a = (X'X)"'X'Y

—2(X'Y) + 2(X'X)a = 0

Ce qui donne :
a = (X'X)"'X', (1.31)

avec :

n in’l N ZQJi,p
i 7

Z Ti1 Z 9521 Z Ti1T4p
(X/X): (2 3 3

2
Z xi,p

2

Matrice des sommes des produits croisés entre les variables exogenes-symétrique
(son inverse et aussi symétrique).
Si les variables sont centrées alors %(X’X) = matrice de variance covariance.

Si les variables sont centrées et reduites alors %(X'X) = matrice de corrélation.

2 Y

Z Yz‘$i,1
(X'Y)= l

Z Y;xi,p
7
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vecteur des sommes des produits croisés entre I’endogene et les variables exogenes.
Si les variables sont centrées alors %(X’Y) = vecteur de covariance Y et X.

Si les variables sont centrées et réduite alors %(X’Y) = vecteur des corrélations
entre Y et X.

— b) Biais de a : Etapel : expimer a en fonction de a

a=(X'X)"'X'Y
= (X'X)"'X'[Xa + €]

a=a+ (XX) ' X'e

Etape2 : voir sous quelle conditions E[a] = a

Ela] = a+ E[(X'X)"'X'¢]
=a+ (X'X) ' X'El[¢]

=a

Parce que X non aléatoire, et E[e¢] = 0 (d’aprés les hypotheses Hy et Hy )

1.2.2.3 Matrice de variance-covariance

La matrice de variance-covariance des coefficients est importante, car elle renseigne
sur la variance de chaque coefficient estimé, et permet de faire des tests d’hypothese,
notamment de voir si chaque coefficient est significativement différent de zéro. Elle est

définie par :

V(ao) cov(ap,a1) . . . cov(aog,ap)
cov(ay, o) V(ao) ... cov(a,ap)
Q, =
olimin . . Vi
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La matrice est symétrique, sur la diagonale principale nous observons les variances des
coefficients estimés.

Cette matrice est définie de la maniere suivante :

Q= FE[(a—a)(a—a) (1.32)
Or :
i—a=(XX)"'Xe
(@ —a) = X[(X'X)7Y
= X(X'X) ! car (X'X) ™! est symétrique
Ainsi :
(@—a)(a—a) =(XX) " Xe/X(X'X)™! (1.33)

En passant a l'espérance mathématique, et sachant que les X sont non-stochastiques

d’apres 'hypothese (Hy) :
El(a—a)(a—a)] = (X'X)"'X'E[ee]X(X'X) (1.34)

La quantité Fle€'], de dimension (n, n), représente la matrice de variance covariance des

erreurs, en voici le détail :

E(€;) E(eies) . . . E(eren)

Elee'] =

E(e,)

Nous observons les variances des erreurs sur la diagonale principale, et les covariances sur
les autres cases.

Or, par hypothese (H;) la variance de I'erreur est constante V(e;) = E(e,) = o, et d’apres
I'hypothese (Hy) leurs covariances sont nulles cov(e;, €;) = 0.

De ce fait :

Eled] = 0.1 (1.35)
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Ou I est la matrice unité de dimension (n,n).

La matrice de variance covariance des estimateurs s’en retrouve grandement simplifiée.

En effet :

El(a—a)(a—a)] = (X'X) " X Ele]X(X'X) ™
=0, (X'X) "' X' TX(X'X) !
= o, (X'X) "I X'X(X'X) !
= o, (X'X)7!

Nous trouvons ainsi la matrice de variance covariance des coefficients estimés :

Q= o, (X'X)™! (1.36)

1.2.2.4 Estimation de la variance du résidu

. ;. 2 .y . o .
Pour la variance du résidu (¢° = war[e]), on peut utiliser I'estimateur sans biais

construit a partir de la variance des résidus observés :

> o 1 S
S=6=—-—"Y4¢ (1.37)

E=Y-Y (1.38)

Sia= = =S 9) (139

— on n’inclut pas ’espérance des résidus, car celle-ci est supposée étre zéro selon I'ypo-

these (Hsy). Surtout, les résidus du modele ont exactement une moyenne de zéro
lorsqu’une constante est introduite dans le modele.

— La somme des carrés est divisée par (n —p—1) =n — (p+ 1) et non par n — 1. En

fait,n —p — 1 correspond aux degrés de liberté du modele (le nombre d’observations

moins le nombre de coefficients & estimer). On remarque effectivement que :
Eldd=0c(n—p—1) (1.40)
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1.2.2.5 Estimation de la matrice de variance-covariance

. , . ;. 2 . . .
11 suffit de remplacer la variance théorique des résidus ¢~ par son estimateur sans biais

des moindres carrés :
n
2 A2 1 2
S =0 :—1 E € (1.41)
n J— —
p i=1
L’estimateur de la matrice de variance-covariance des résidus devient :

varla) = 6 (X'X) ™! (1.42)

. . , A2 . . < A~ . . .
La variance estimée 04, de l'estimation du parametre a; est lue sur la diagonale principale

de cette matrice.

1.2.2.6 Equation d’analyse de la variance et qualité d’un ajustement

Soient les deux relations suivantes :

)Y y=> Gi—y=79 (1.43)
i=1 =1

b)Y €=0 (1.44)

i=1

De a et b , nous en déduisons 1’équation fondamentale d’analyse de la variance :

n n

Swi—m) =D wi—9) + > € (1.45)

=1 i=1

D'ou :
SCT =SCE+ SCR
tels que :
e SCT : représente la somme des carrés totale, elle signifie la quantité de variabilité
dans les données originales ;
e SCE : représente la somme des carrés expliquée, elle signifie la quantité de variabilité
dans le modéle ajusté aux données originales ;
e SCR : représente la somme des carrés résiduelles, elle signfie la quantité de

variabilité non-expliquée par I'ajustement.

22



CHAPITRE 1. REPRESENTATION DES MODELES STATISTIQUES

La variabilité totale (SCT) est égale a la variabilité expliquée (SCE) + la variabilité des
résidus (SCR). Cette équation va nous permettre de juger la qualité de I'ajustement d’un
modele ; en effet, plus la variance expliquée est ” proche ” de la variance totale, meilleur est

I’ajustement global du modele. C’est pourquoi nous calculons le rapport SCE sur SCT :

Z(ﬁz - ?5)2 Z 5:

R=d— =11 1.46
> (vi — ) > (vi — 9) (1.46)
ou bien :
> SCFE SCR
B =ser =1~ sor (1.47)

R’est appelé le coefficient de détermination, et R le coefficient de corrélation multiple. R’
mesure la proportion de la variance de Y expliquée par la régression de Y sur X. Dans
le cas de données centrées (moyenne nulle) et seulement dans ce cas, le coefficient de
détermination est égal a :
Rty g e (1.48)
Y'Y Y'Y

Cette qualité de D’ajustement et I'appréciation que Pon a de R” doivent étre tempérées

par le degré de liberté de I'estimation. En effet, lorsque le degré de liberté est faible, il
convient de corriger le R” afin de tenir compte du relativement faible nombre d’obser-

vations comparé au nombre de facteurs explicatifs par le calcul d'un R corrigé ” noté
-

n—1
n—p—1
Ona R* < R et sin est grand R ~ R”.

R=1- (1-R) (1.49)

1.2.2.7 Les tests statistiques

— Test de fisher
Dans ce test, nous allons nous interroger sur la signification globale du modele de
régression, c’est-a-dire si I’ensemble des variables explicatives a une influence sur la
variable a expliquer. Ce test peut étre formulé de la maniere suivante : existe-t-il au
moins une variable explicative significative

Soit le test d’hypotheses :
HO . ”al =02 = ... =0p = 0”7
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contre

H; : 7 1l existe au moins un des coefficients non null ”

Le cas ou I'hypothese Hj est acceptée signifie qu’il n’existe aucune relation linéaire
significative entre la variable a expliquer et les variables explicatives (ou encore que
la Somme des Carrés Expliqués n’est pas significativement différente de 0).

Nous reprenons 1’équation fondamentale d’analyse de la variance :

n n

D=9 =D -9+« (1.50)

i—1 i=1
La régression est jugée significative si la variabilité expliquée est significativement

différente de 0. Le tableau d’analyse de la variance permet d’effectuer le test de

Fisher. o,
Fr=—2% 1.51
22;15 ( )
(n—p—1)
Démonstration :
SCT SCR
SCE SeT—SoT
P _ P
SCR_~— SCT _SCE
P SCT _ SCT
p n—p—1
1-(1-R?)
_ p
1-R2
n—p—1
R2
p— ?
1-R2
n—p—1
Alors :
SCE R2
P _ P
SCR_ ~— 1-R?
n—p—1 n—p—1

Le tableau de I'analyse de la variance :

Source de variation | Somme des carrés | Degré de liberté | carrés moyens
T1y .oy Tp SCE = ;(gl_é)Q D SCTE
Résidu SCR = ztj 5 n—p—1 son,
Total SOT =Xy = 9) n—1 ser
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L’hypothese de normalité des erreurs implique que sous I’hypothese Hy, F* suit une
loi de Fisher (rapport de deux chi-deux). Nous comparons donc ce F* calculé au F
théorique a p et (n —p — 1) degrés de liberté : si F'* > F nous rejetons I’hypothese
Hy, le modele est globalement explicatif.

— Test de student
Pour savoir la signification individuelle de chacune des variables explicatives
(constante incluse),on utilise le test de Student sous I'hypothese de normalité des
erreurs, qui nous permettra de savoir si chaque parametre est significativement dif-
férent de zéro ou non.
On test ’hypothése :

Hy:7a; =0” contre Hy : "a; #0” (i =0,...,p)

Sous Hj on calcule le ratio de student :

. a;
ts, = I& | — tn-@+1)

a;

ag

Ou 05, est I’écart type estimé, obtenu a partir de la matrice des variances-covariances

estimée :
Qs =6, (X'X)!
Avec :

On compare 5, a t(2 n—p-1), lu sur la table de student.
— Sity, > (2 n—p-1), alors on rejette Hy.

- Sit < b2 n—p-1); alors on accepte Hy.

1.2.2.8 Intervalles de confiances

L’intervalle de confiance permet de savoir s’il ya une relation entre la variable expli-
cative X,; et la variable expliquée Y , en tenant compte des autres variables explicatives
qui sont dans le modele.

Au niveau de confiance «, l'intervalle de confiance pour chaque coefficient de régression
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a; tel que (i =0,...,p) est donnée par :
IC,, = [a; — Gat(2 m—p-1); @i + Oa,t(2 n—p-1)] (1.52)
Avec :
e {2 est le quantile de la distribution t.
® 7, est I'écart type estimé.
— Sil'IC,, exclut la valeur zéro, alors on déduit qu’il ya une association linéaire signi-
ficative entre Y et X,;.

— Sil'IC,, inclut la valeur zéro, alors on déduit que la variable X; n’apporte aucune

information supplémentaire pour la prédiction de Y.

1.2.2.9 Exemple de régression linéaire multiple

— Les données :

Prenant ’exemple suivant a deux variables :

Ti1 || T2 || Yi
9 52 || 38
13 || 70 || 57
22 || 78 | 43
11 || 83 || 84
18 || 68 || 17

TABLE 1.4: Tableau des données

— Estimation :
T1 = 14.6, 25 = 70.2 et y = 47.8
SCEy =113.2, SCE; = 560.8
SPFE,, = 1064, SPE,, = —230.4 ,SPE,, = 670.2

bo = g — bli’l — bgi’g =-31.2

- SCEQSPEly — SPElgspEgy

by = = -3.84
! SCE,SCFE, — SPE2,
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. SCE15PE2y - SPEHSPEly

_ = 1.92
? SCE,SCE, — SPE2,

— Le modéle estimé est :

y=—31.2—3.84x; + 1.92z,

1.3 Modeéeles de dénombrement

Les modeles décrits dans cette partie s’intéressent plus particulierement a la descrip-
tion ou 'explication d’observations constituées d’effectifs comme, par exemple, le nombre
de succes d'une variable de Bernouilli lors d’une séquence d’essais ou encore le nombre
d’individus qui prennent une combinaison donnée de modalités de variables qualitatives
ou niveaux de facteurs. Contrairement aux modeles précédents "modele linéaire” basés sur
I’hypothese de normalité des observations, les lois concernées sont maintenant discretes et
associées a des dénombrements : loi de Poisson, binomiale, multinomiale. Néanmoins, tous
les modeles considérés dans cette partie appartiennent a la famille des modeles linéaires

généralisés.

1.3.1 Modele de Régression logistique

Historiquement, la régression logistique ou régression binomiale fut la premiere mé-
thode utilisée, notamment en marketing pour le scoring et en épidémiologie, pour aborder
la modélisation d’'une variable binaire binomiale (nombre de succes pour n; essais) ou
de Bernoulli (avec n; = 1) : possession on non d'un produit, bon ou mauvais client, dé-
ces ou survie d'un patient, absence ou présence d'une pathologie... . Bien connue dans
ces types d’applications et largement répandue, la régression logistique conduit a des in-
terprétations pouvant étre complexes mais rentrées dans les usages pour quantifier, par
exemple, des facteurs de risque liés a une pathologie, une faillite... . Cette méthode reste
donc la plus utilisée méme si, en terme de qualité prévisionnelle, d’autres approches sont
susceptibles, en fonction des données étudiées, d’apporter de bien meilleurs résultats. Il
est donc important de bien maitriser les différents aspects de la régression logistique dont
I'interprétation des parametres, la sélection de modele par sélection de variables ou par

régularisation. Cas particulier de modele linéaire général, la régression logistique reprend
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la plupart des usages des méthodes de cette famille : estimation par maximisation de la
vraisemblance, statistiques de test suivant asymptotiquement des lois du chi-deux, cal-
cul des résidus, observations influentes, critere pénalisé (AIC) d’Akaike pour la sélection
de modele. Néanmoins, certaines spécificités méritent d’etre soulignées pour un meilleur
usage de méme qu’il est important de rappeler que d’autres méthodes peuvent conduire a
de meilleure prévision, donc de meilleurs scores et que c¢’est souvent un bon investissement

que de faire évouer ses habitudes[11].

1.3.1.1 Représentation du modele

Ce modele de regression logistique décrit la modélisation d’une variable qualitative Z
a 2 modalités : 1 ou 0, succes ou échec. Les modeles de régression précédents adaptés a
I’explication d'une variable quantitative ne s’appliquent plus directement car le régresseur
linéaire usuel X/ ne prend pas des valeurs simplement binaires. L’objectif est adapté a

cette situation en cherchant a expliquer les probabilités[20] :
7=p(Z =1)oul —m =p(Z =0) (1.53)

ou plutot une transformation de celles-ci, par 'observation conjointe des variables expli-
catives. L’idée est en effet de faire intervenir une fonction réelle monotone g opérant de

[0,1] dans R et donc de chercher un modele linéaire de la forme :

g(m) = 23 (1.54)

Il existe de nombreuses fonctions, dont le graphe présente une forme sigmoidale et qui sont
candidates pour remplir ce role, trois sont pratiquement disponibles dans les logiciels :
— probit : g est alors la fonction inverse de la fonction de répartition d’une loi normale,
mais son expression n’est pas explicite.

— log-log : avec g définie par :
g(m) = In[—In(1 — 7)] (1.55)

mais cette fonction est dissymétrique.
— logit est définie par :
ex

g(m) = logit(m) = In 1 i —;avec: g (z) = T (1.56)
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Plusieurs raisons, tant théoriques que pratiques, font préférer cette derniere solution.
Le rapport w/(1 — 7) qui exprime une “cote”, appelé 'odds et la régression logistique
s’interprete donc comme la recherche d’une modélisation linéaire du “log odds” tandis que
les coefficients de certains modeles expriment des “odds ratio” ¢’est-‘a-dire I'influence d’un
facteur qualitatif sur le risque (ou la chance) d'un échec (d'un succes) de Z.
On se limite a la description de I'usage élémentaire de la régression logistique. Des complé-
ments concernant 1’explication d’une variable qualitative ordinale (plusieurs modalités),

I'intervention de variables explicatives avec effet aléatoire.

1.3.1.2 Formulation du modéle

— Modele logistique a une variable explicative X :

exp60+61X
Remarque :
- On a
e=1—-7n(X)SiY =1
— Ou
e=—7n(X)SiY =0
— Modele logistique multivarié :
eXpﬂO-FZ?:l Bi X
Y=PY=1|X;)+e=n(X;)+e= - eXp»BOJrZ?:lﬁij + € (1.58)
— Transformation LOGIT :
Logit{n(X)] = (")) — g, 4+ 5, x (1.59)
ogit|m =ln(——%=) = )
9 1— 7(X) 0 1

— Intérets :
— Permet de revenir a un modele linéaire classique
— Interprétation des coefficients du modele comme une mesure d’association de X

par rapport a Y (Notion d’odds-ratio)
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1.3.1.3 Estimation des coefficients

En régression logistique, la MMC "Méthode des moindres carrés ordinaires” ne permet
pas d’obtenir une estimation des coefficients. On utilise alors la Méthode du maximum de
vraisemblance (Maximum likelihood),qui est une Méthode classique permettant d’estimer
les parametres d’une loi, d’'un modele.

— Maximum de vraisemblance :

— Estimateurs des parametres sans biais et de faible variance.

n variables aléatoires Y; i.i.d qui suivent une loi de Bernouli de parametre 8 B(/3).

— La vraisemblance d’un n-échantillon vy, ys, . . . , ¥, est définie comme la probabilité

d’observer cet échantillon :

— Les variables Y; étant indépendantes on aura :

L(B, Y1+ Yn) —Hﬂy’( — Bty (1.61)

=1
On aura donc selon le modele logistique pour une seule variable explicative X
quantitative :

Yi _ —Yi
L= H 1+ expﬁ0+31X) (1 1+ expﬁo+,31X) (162)

— trouver les parametres (3, et(3; qui maximisent la probabilité d’observer 1’échan-
tillon "i.e. maximisation de la vraisemblance”

) (1= ) ) (1.63)

max (L) = max(

Bo,b1 Bo,B1 pale ( 1+ expﬂo-i-ﬁlX 14+ expﬁo+ﬂ1X

Pour des raisons de simplicité de calcul, on passe généralement par le log :

max(L) = max(log L 1.64
/30,,3)1(< ) /30,5}1(( & ) ( )

— En utilisant la Méthode de Newton-Raphson (analyse numérique) pour calculer

Bo, B1 on a recours aux dérivées partielles :
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— l'intéret est de pouvoir calculer pour tout i :

Py =1 lxms) = - fpfpf),fx (1.6
— Variance et écart-type :
En posant 3 = (fo, ..., 41)f, On a :
o o2 -1
V(B) = (—a—wlnL(ﬁ,Y)) = (X'WX)™, (1.66)
Ou X=
1 11 .. xpa
I 210 .. xpo
1 @i, - Tpn
Et
W = diag(p(e) (1 — (1)), o pl) (1 — paa). (1.67)
o(f;) = \/@, racine carrée de la j + 1-eme composante du vecteurV (3;)
(1.68)

1.3.1.4 Modéle binomial

On considere, pour i = 1,...1 différentes valeurs fixées z}, ..., 2! des variables expli-
catives X1, ..., X?. Ces dernieres pouvant étre des variables quantitatives ou encore des
variables qualitatives, c’est-a-dire des facteurs issus d’une planification expérimentale.
Pour chaque groupe, c’est-a-dire pour chacune des combinaisons de valeurs ou facteurs,

on réalise n; observations telle que :

n = ijnl (1.69)

de la variable Z qui se mettent sous la forme :

Y1 Yr
n g

(1.70)

ou y; désigne le nombre de "succes” observés lors des n; essais. On suppose que toutes les

observations sont indépendantes et qu’a l'intérieur d'un méme groupe, la probabilité m;
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de succes est constante. Alors, la variable y; sachant n; et d’espérance E(y;) = n;m; suit
une loi binomiale B(n;, ;) dont la fonction de densité s’écrit :

n;

P(Y =vy;) = (1 — ni)(”i—yi) (1.71)
Yi
On suppose que le vecteur des fonctions logit des probabilités 7; appartient au sous-espace

vect { X!, ..., X7} engendré par les variables explicatives :
logit(m;)) = 2,1 =1,..., 1 (1.72)

ce qui s’écrit encore :

zB
M= (1.73)
1 + exp®#

Le vecteur des parametres est estimé par maximisation de la log-vraisemblance. Il n’y
a pas de solution analytique, celle-ci est obtenue par des méthodes numériques itératives
(par exemple Newton Raphson) dont certaines reviennent a itérer des estimations de
modeles de régression par moindres carrés généralisés avec des poids et des métriques

adaptés a chaque itération.

L’optimisation fournit une estimation b de f,il est alors facile d’en déduire les estima-

tions ou prévisions des probabilités ; :

xlb
=P T (1.74)
1 4 exp®i
et ainsi celles des effectifs :

1.3.1.5 Significativité de la régression

— Test de Wald :
Soit je{0, ..., p}.Le test de Wald permet d’évaluer I'influence de X; sur Y.

On considere les hypotheses :

Hy : Bj =0 contre Hy : 3; # 0.
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On calcule la réalisation z,s de

Z, = (1.76)

On consideére une v.a Z ~ N(0,1).

Alors la p-valeurs associée est :

p —valeur = p(| Z |>| Zops |)-

Dans ces tests de significativité de la régression un code est attribué a chaque résultat
pour évaluer le degré de significativité :
Le code *, signifie que I'influence de X sur Y est significative, le code **, signifie
qu’elle est tres significative et le code *** signifie qu’elle est hautement significative.
Déviance :
On appelle déviance la réalisation D de :

Y;

)+ (1 —wi) 1n(11_;ﬁ(y;i>)) (1.77)

D=2 (¥;n(
i=1
Avec x; = (1,214, .o, Tps)
C’est 2 fois la différence entre les log-vraisemblances évaluées en Y; et p(z;).
Loi de D :
Si le modele est bien adapté au probleme, la loi limit de D est X 2(n—(p+1))
Test de la déviance :
Soit je{0, ..., p}. Le test de la déviance vise a évaluer 'influence (ou la contribution)
de X sur Y .
La p-valeur associée utilise la loi du Chi-deux :
Le code *, signifie que l'influence de X sur Y est significative, le code **, signifie

sokok

qu’elle est tres significative et le code signifie qu’elle est hautement significative.

Test Ir :

On considere les hypotheses :

H0351=52:-~-:5p20
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Contre

H, : il y a au moins un coefficient non nul

Pour ce faire, on utilise le test du rapport de vraisemblance (Ir pour likelihood ratio)
(asymptotique). La p-valeur associée utilise la loi du Chi-deux :
Le code *, signifie que I'influence de X, sur Y est significative, le code **, signifie

kK

qu’elle est tres significative et le code signifie qu’elle est hautement significative.

1.3.1.6 Intervalle de confiance
Intervalle de confiance pour f; : soit je{0,...,p} Un intervalle de confiance pour
B; au seuil a ,ael0, 1], est la réalisation ig; de :

~

]5j = [5] - 20:6(6]')7 Bj + Zoj&(Bj)}

Ou z, est le réel vérifiant P(| Z |> z,) = a, avec Z ~ N(0,1).
Intervalle de confiance pour p(x) : Un intervalle de confiance pour p(x), avec x =

(21, ..., ), au niveau 100(1 — )% ,ae]0, 1], est la réalisation 7, de :
L) = [logit™" (logitp(z) — za6(logitp(z))), logit™ ' (logitp(x) + za6 (logitp(x)))] ,

ol z, est le réel vérifiant P(| Z |> z,) = a, avec Z ~ N(0,1).

1.3.1.7 Exemple de régression logistique

— les données :
I’étude a était réalisée sur un échantillon de 65 malade vérifiant si un patient est at-
teint d'une maladie cardiaque y La variable a expliquer binaire : "Présence/absence
de la maladie cardiaque”;

X La variable explicative quantitative : "L’age du patient”.
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Les résultats obtenus sont données dans le graphe suivant :

1.2

1 O— T H T i —————

0.8

0.6 # absence

W présence

0.4

FIGURE 1.3: 1.Présence ou absence de la maladie cardiaque

Nous constatons que le graphe donné ci-dessous ne montre pas clairement
I'existence d’une liaison entre Y et X.

Par contre si I'on utilise la variable age découpée en classes et la proportion de
malades par classe, la liaison entre Y et X apparait plus clairement sous la forme

d’une courbe en S :

a9

x

0.8
0,7

x

0,6

x

0.5

¥

»

»

0.4 # Sériel
0,3

¥

0,2
0,1 &

FIGURE 1.4: 2.La liaison entre X et Y
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— Application du modele logistique
L’objectif est de modéliser 11(z) = prob(Y =1 | X = z)

On a:
expﬁ0+5lx

II(x) = 1T oxphiis

I () = Sull(z)(1 — II(z))
Nous avons choisit la fonction logistique car elle est adaptée a la modélisation de
probabilités en prenant ses valeurs entre 0 et 1 selon une courbe en S.
Son utilisation est par exemple indiquée lors de la modélisation du risque individuel
de développer une maladie dans les études épidémiologiques.
En effet, en considérant que la variable x représente un indice résultant de la com-
binaison de plusieurs facteurs de risque, on peut interpréter F(x) comme le risque
d’étre atteint de cette maladie.
Dans ce contexte le risque est minimal pour de faibles valeurs de x.
Il augmente pour les valeurs intermédiaires de x.
Il apparait proche de 1 pour des valeurs plus élevées de x.

— Estimation des parametres du modele logistique :
expﬁ0+5lzz

) = T =p(r =A% =) = 77 e

Vraisemblance
n

L(B) = HH(%)yi(l — T0(;)) 7%

i=1
Log de la vraisemblance

LogL(B) = Z yiLoglli(z) + (1 — ;) Log(1 — I;(z))

Maximum de vraisemblance

On obtient B en annulant BL%E(B)
On aura :
Bo = —5.3095
By = 0.1109
Et

—2LogL = 107.35est minimum
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— Le modeéle estimé :

. eXp—5.3095+0.HOQz

) =
( ) 1+exp75.3095+0.1109x

On conclu que la probabilité d’étre atteint de la maladie augmente avec 1’age.

1.3.2 Modele log-linéaire ou poissonien

Le modele log-linéaire ou modele poissonien s’intéresse plus particulierement a la des-
cription ou l'explication d’observations constituées d’effectifs; nombre de succes d’une
variable de Bernouilli lors d’une séquence d’essais dans la cas précédent de la régression
logistique, nombre d’individus qui prennent une combinaison donnée de modalités de va-
riables qualitatives ou niveaux de facteurs, dans le cas présent. Ce modele fait également
partie de la famille du modele linéaire général en étant associé a une loi de Poisson. Il est
également appelé aussi modele log-linéaire et s’applique principalement a la modélisation

d’une table de contingence complete[12].

1.3.2.1 Représentation du modele

Le modele est associé a une loi de poisson décrit comme suit :

— Soit A ,un réel et Y une variable aléatoire réelle, Y ~ P(\) si et seulement siV keN :

P(Y =k)= eXp_)‘;\:—T (1.78)
En conséquence, on aura :
EY)=Var(Y)= A (1.79)
Le modele de régression de Poisson est donné par :
In(y) = Bo + Brz1 + ... + Biwi + ... + Py, (1.80)

— vy est la réalisation de Y variable endogene suivant une loi de poisson ;

— B, ordonnée a l'origine;

— B; coefficient associé a la i€ variable explicative x;
Les données se présentent généralement sous la forme d’une table de contingence obtenue
par le croisement de plusieurs variables qualitatives et dont chaque cellule contient un ef-

fectif ou une fréquence a modéliser. Nous nous limiterons a I’étude d’'une table élémentaire
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en laissant de coté des structures plus complexes, par exemple lorsque des zéros structu-
rels, des indépendances conditionnelles, des propriétés de symétrie ou quasi-symétrie, une
table creuse, sont a prendre en compte. D’autre part, sous sa forme la plus générale, le mo-
dele peut intégrer également des variables quantitatives. Ce type de situation se retrouve
en analyse des correspondances simple ou multiple mais ici, 'objectif est d’expliquer ou

de modéliser les effectifs en fonction des modalités prises par les variables qualitatives.

1.3.2.2 Distributions

On considere la table de contingence complete constituée a partir de 1’observation
des variables qualitatives X', X2, ..., X? sur un échantillon de n individus. Les effectifs
{Yjk...;j=1...J ;k=1.. K;l=1..L} de chaque cellule sont rangés dans un vecteur y a I com-
posantes (I=J*K*L).

L’hypotheses sur la distribution est considérées en fonction du contexte expérimental :

— Poisson :

Le modele le plus simple consiste a supposer que les variables observées Y; suivent
des lois de Poisson indépendantes de parametre \; = E(Y;).La distribution conjointe
admet alors pour densité :

1

M exp i
R (1.81)
- Y
1.3.2.3 Estimation du modéele
Nous avons :
I[E(y)] = In(A) = Bo + Biz1 + ... + Biwi + ... + By (1.82)

Le but est d’estimer Sy et le vecteur S des coefficients 3; en utilisant la méthode du
maximum de vraisemblance :

— Fonction de vraisemblance :

L=]]Pi=k)=]]exp™ o (1.83)
i=1 v
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avec n le nombre d’observations ;

;i ={21, .., x;;} et f={B1, ..., 5;}
— Logarithme de la Vraisemblance :

n

In(L) =Y [kiIn(k;) — \j] — cte (1.84)

i=1
— Maximisation grace a la dérivée :

Jln(L) 0ln(L)

s(Bo,B) = ( )

9B ' 0P
= (Z(?/z —Ai), Zﬂfz(yz — i)
i=1 i=1
— Variance et écart-type :En posant 5 = (5o, ..., Bp)t, On a :
(A 0 -1 t -1
V(8) = (= lnl(8.) ™ = (XWx)~,
Ou X=
1 11 - Tpa
1 T12 - Tp2
1z, Tpn
Et W = diag(\(z1), ..., Mz,))
6> =\/V()

1.3.2.4 Significativité de la régression

— Test de Wald : Soit je{0, ..., p}. L’objectif du test de Wald est d’évaluer 'influence
(ou la contribution) de X sur Y .

On considere les hypotheses :
Hy : 8; = 0 contre Hy : 3; # 0.

On calcule la réalisation z,s de

Z, = (1.85)
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On considére une v.a Z ~ N(0,1).

Alors la p-valeurs associée est :

p —valeur = p(| Z |>| Zops |)-

Dans ces tests de significativité de la régression un code est attribué a chaque résultat
pour évaluer le degré de significativité :
Le code *, signifie que l'influence de X sur Y est significative, le code **, signifie

K gignifie qu’elle est hautement significative.

qu’elle est tres significative et le code
Déviance :
On appelle déviance la réalisation D de :

Y; I —wy
S\(xi)) + (1 — ) 1H(1_—5\(xi>)) (1.86)

D=2 i(yi In(
=1

Avec x; = (1,214, ..., Tp;)

C’est 2 fois la différence entre les log-vraisemblances évaluées en Y; et S\(xz)

Loi de D :

Si le modele est bien adapté au probleme (ou exact), la loi limite (ou exacte) de D
est X?(n— (p+1))

Test de la déviance :

Soit je{0,...,p}. L’objectif du test de la déviance est d’évaluer I'influence (ou la
contribution) de X; sur Y.

La p-valeur associée utilise la loi du Chi-deux :

Le code *, signifie que I'influence de X; sur Y est significative, le code **, signifie

Kokok

qu’elle est tres significative et le code signifie qu’elle est hautement significative.

Test Ir :

On considere les hypotheses :

H0351=52=-~:5p:0

Contre

H; : il y a au moins un coefficient non nul
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Pour ce faire, on utilise le test du rapport de vraisemblance (Ir pour likelihood ratio)
(asymptotique). La p-valeur associée utilise la loi du Chi-deux :
Le code *, signifie que I'influence de X sur Y est significative, le code **, signifie

qu’elle est tres significative et le code *** signifie qu’elle est hautement significative.

1.3.2.5 Intervalle de confiance

Intervalle de confiance pour 3; : soit je0,...,p Un intervalle de confiance pour 3;
au seuil a ,ae(0, 1], est la réalisation ig, de :

~

Igj = [5] - Zo:&(Bj)v Bj + Zoja—(Bj)}

Ou z, est le réel vérifiant P(| Z |> z,) = a, avec Z ~ N(0,1).
Intervalle de confiance pour A(x) : Un intervalle de confiance pour p(x), avec x =

(w1,...,p), au seuil a ,ae]0, 1], est la réalisation iy de :
Iz = [exp(ln(;\(l’)) — 26 (In(A(2)))), exp(n(A(2)) + 206 (In(A(2)))) |,

ou z, est le réel vérifiant P(| Z |> z,) = a, avec Z ~ N(0,1).

1.3.2.6 Exemple de régression de poisson

La régression de Poisson permet de modéliser des comptages distribués selon une loi
de Poisson en fonction de variables explicatives quantitatives ou qualitatives.
Nous représentons un exemple sur le risque de Mélanome présenté dans Tenenhaus (1993)
— Les données :
Y :Comptage; X;...X Variables explicatives.
Le tableau suivants résume les données : ou :
N : La région du nord; S : La région du sud; Population : Nombre estimé de
personnes soumises au risque.
— Le modele

Y; ~ Poisson(\;)
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Age | Région | Y=mélanome | Population
<35 | N 61 2880262
35-44 | N 76 564535
45-54 || N 98 592983
55-64 | N 104 450740
65-74 || N 63 270908
>74 | N 80 161850
<35 | S 64 1074246
35-44 || S 75 220407
45-54 || S 68 198119
55-64 || S 63 134084
65-74 | S 47 70708
>74 || S 27 34233
TABLE 1.5: Tableau des données
Log(\i) = Bo + Bi X + ... + BpXpi
— Vraissemblance
i=1

Ot i est I'indice de la ™ population.
— Estimation
On estime les 3; en maximisant la vraissemblance.

Le modele estimé est donné par :

In(\;) = —6.89 — 2.94(age < 35) — 1.15(age35 — 44) — 1.03(aged5 — 54)

— 0.70(agebb — 64) — 0.58(age65 — 74) — 0.82Nord
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Chapitre 2

Modeles linéaires généralisés

(estimations et prédictions)

2.1 Introduction

En statistique, le modele linéaire généralisé (GLM) est une généralisation de la regres-
sion linéaire. Il permet d’étudier la liaison entre une variable réponse et un ensemble de
variables explicatives ou prédicateurs (xy, T, ...Zy).

Les modeles linéaires généralisés ont été formules par Nelder et Wedderburn en 1972 et ont
été exposés de fagon complete par Mc Cullagh et Nelder en 1989 comme un moyen d’unifier
les modeles statistiques y compris la regression linéaire, la regression logistique , la Regres-
sion log linéaire. Ils proposent une méthode iterative dénommée méthode des moindres
carres ré-pondérés itérativement pour I'estimation du maximum de vraisemblance des pa-
rametres du modele. L’estimation du maximum de vraisemblance reste populaire et est la

méthode par défaut dans de nombreux logiciels de calculs statistiques [2].

2.2 Famille exponentielle

En probabilités et statistique, une famille exponentielle est une classe de distributions

de probabilité qui ont des propriétés algébriques intéressantes. Souvent, elles sont les seules
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a présenter ces propriétés que nous présenterons dans ce qui suit. Les familles exponen-
tielles apparaissent de fagon naturelle dans la recherche de distributions lors d’applications
statistiques, en particulier dans les méthodes bayesiennes. La famille exponentielle com-
prend quantité de distributions parmi les plus courantes : Normale, exponentielle, gamma,
chi-carré, béta, Dirichlet, Bernoulli, Bernoulli multinomiale, Poisson, Wishart, Wishart
Inverse, etc. D’autres distributions courantes ne forment une famille exponentielle que
si certains parametres sont fixes et de valeur connue, telles la binomiale (nombre de ti-
rages fixés), multinomiale (idem) et binomiale négative (nombre d’échecs fixés). Parmi les
distributions d’'usage courant qui ne sont pas de famille exponentielle, on peut citer la t
de Student, la plupart des mixtures, ainsi que la famille des distributions uniformes de
bornes non fixées. La famille exponentielle est a la base des fonctions de distribution utili-
sées dans le Modele linéaire généralisé, qui comprend la plupart des modeles de régression

en statistique et en économétrie[? |.

2.2.1 Définition

Un modele statistique sur un espace des observations E est dit famille exponentielle
générale s’il existe un entier p, des fonctions 7, T, C et h tels que les densités puisse

s’écrire, pour tout # de ¢, sous la forme :
folw) = expOTE) C(0)h(z) (2.1)

Avec les contraintes que :
— T soit une fonction mesurable a valeurs dans RP ;
— 1 soit une fonction a valeurs dans R” ;
— C soit une fonction réelle positive qui ne dépend pas de x;
— h soit une fonction borélienne positive qui ne dépend pas de 6
Le vecteur aléatoire T(X) est appelé statistique canonique du modele. Si la fonction T est
I'identité, la famille exponentielle est dite naturelle.
On parle de forme canonique d’une famille exponentielle générale quand les densités de

probabilités ont la forme :

fo(z) = exp®T@) C(0)h(x) (2.2)
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pour tout # de 1, ce qu’il est toujours possible d’obtenir quitte a reparamétriser la famille
par 6" = n(0). Dans ce cas le parametre 6 de la famille exponentielle est appelé parametre

canonique.

2.2.2 propriétés algébriques

— La caractérisation d’une distribution en famille exponentielle permet de reformuler
la distribution a l’aide de ce qu’on appelle des parametres naturels .

— Statistique fréquentiste : elles permettent d’obtenir facilement des statistiques
d’échantillonnage, a savoir les statistiques suffisantes naturelles de la famille, qui
résument un échantillon de données a 1’aide d’un nombre réduit de valeurs.

— Statistique bayésienne : elles possedent des prieures conjuguées qui facilitent la mise
a jour des distributions dites "subjectives”.

De plus, la distribution prédictive a posteriori d’une variable aléatoire de famille exponen-
tielle (& prieure conjuguée) peut toujours s’écrire en forme close (pour autant que le facteur
de normalisation de la famille exponentielle puisse lui-méme s’écrire en forme close). Il est
a noter toutefois que souvent ces distributions ne sont pas elles-mémes de famille exponen-

tielle. Exemples courants : la t de Student, la béta-binomiale ou la Dirichlet-multinomiale.

2.3 Présentation du modele linéaire généralisé :

2.3.1 Définition du modele

Dans bien des applications, les variables a expliquer ne varient pas dans tout R mais
dans R, ,N ou encore un intervalle d’entiers. Il est clair que le modele gaussien est mal
adapté a cette situation. Le modele linéaire généralisé (GLM) spécifie que y; est une
variable aléatoire dont la loi est paramétrée par une combinaison linéaire des régresseurs
x; 3, par exemple y; ~ P(x;[3).

En pratique la situation est la suivante : on dispose de données y et X (réponses et variables
explicatives) ; il faut alors spécifier une famille (FPy)geR de distributions de probabilité a

un parametre réel 6 ainsi qu'une fonction réelle n — r(n) dont l'inverse est appelé fonction
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de lien, qui fait le lien entre le parametre 0 et z3. Le modele est alors[2] :
yi~ Py, i =1...n

Ep,[Y] = r(z:8)
Cette derniere équation présuppose que l'application 6 — Fy[Y], est bijective ce qui sera
toujours le cas, car on manipulera essentiellement des familles exponentielles dont 6 est
le parametre naturel (le facteur de y dans I'exponentielle). On voit que le modele linéaire
gaussien rentre dans ce cadre avec la famille N (0, 0?%) et r(n) = .
Choix de la famille Py Les logiciels proposent typiquement les familles :
— Valeurs réelles positives
— Gamma
— Inverse gaussienne
— Valeurs entieres positives non bornées
— Poisson
— Valeurs entieres positives dans un intervalle
— Binomiale
La distribution binomiale négative est également proposée mais semble peu utilisée
Choix de r. Le choix par défaut proposé par les logiciels est 7(n) = E,[Y], ce qui conduit
a #; = x;3; ce choix permet une estimation numériquement robuste, et conduit a des
valeurs réalistes indépendamment de x; (i.e par exemple comprises entre 0 et 1 si la loi est
binomiale).Pour comprendre les implications du choix de r, précisons la paramétrisation

des modeles. Ces familles ont toutes une densité de la forme :

[ (Wi, 05, ¢) = exp{[Yit — b(0:)]/a(0) + c(Yi, ¢)}

2.3.2 Les composantes du modele linéaire généralisé :

Les modeles linéaires généralisés sont caractérisés par trois composantes : la compo-
sante aléatoire, le prédicteurs linéaire ou composante déterministe et la fonction lien[21].
— La composante aléatoire : identifie la distribution de probabilités de la variable

a expliquer, qui est définie par la distribution de probabilité de La variable réponse

y. Elle peut étre choisie dans la famille exponentielle a laquelle appartiennent les
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lois normales, binomiales, de Poisson, gamma, etc... Une propriété de ces lois est
que pour chacune d’elle, il existe une relation spécifique entre 'espérance E(Y) =
et la variance Var(Y') = a(¢)Var(u), souvent a(¢) = ¢.

— Prédicteur linéaire : ou la composante déterministe est définie par la fonction
linéaire des variables explicatives, utilisées comme prédicteurs dans le modele. Dans
un modele linéaire généralisé, 1'espérance mathématique de Y, notée pu, varie en
fonction des valeurs des variables explicatives. Le prédicteur linéaire est exprime

sous forme d’une combinaison linéaire.
n = Bo+ 1 X1+ BoXo + ... + 5, X,

— la fonction lien : exprime une relation fonctionnelle entre la composante détermi-
niste et la composante aléatoire. Elle spécifie le fait que ’espérance mathématique
de Y , notée pu, est liée au prédicteur linéaire et construit a partir des variables

explicatives.

2.3.2.1 La composante aléatoire :

Elle est définie par la distribution de probabilité de la variable réponse.
Soit Y7, Ys, ..., Y, des variables d'un échantillon aléatoire de la variable réponse Y, ces
variables étant supposées indépendantes admettant des distributions issues d’une famille
exponentielle.

Chaque observation Y; admet une fonction de densité de la forme :

f(ir 03, ) = exp{[Yibi — b(0)]/a(¢) + c(Vi, ¢)}

Le parametre 6;est appelé parametre naturel de la famille exponentielle. La fonction a(¢)
a la forme de a(¢) = wi ou les poids w; sont connus, ¢ est appelé parametre de dispersion.
Remarque : l'expression précedente représente la forme la plus générale des modeles
linéaires généralisés. Elle englobe 'ensemble des lois usuelles utilisant un ou deux para-
metres, tels que la loi normale, I'inverse de la loi normale, la loi gamma, la loi Poisson et la
loi binomiale. Dans lequel ¢ est un parametre de nuisance. Si ¢ est une constante connue

(en générale elle est égale a 1) I'expression précédante se met sous la forme canonique
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suivante :
f(Y3,0:) = a(6:)b(Y;) exp[Yid)(6;)]
En posant :
0(6:) = [ 5 al6h) = expl o 521.60) = expletvi o).

Le terme ¥(f) est appelé le parametre naturel de la distribution. Tout autre parametre
de la distribution est considéré comme un parametre de nuisance.

Cette famille f(Y;,6) comprend de nombreuses distributions importantes telles-que la loi
de Poisson et la loi binomiale. La valeur du parametre 6; dépend des valeurs des variables

explicatives.

2.3.2.2 La composante déterministe :

La composante déterministe du modele se rapporte a un vecteur d’'un ensemble de

variables explicatives n = 1y, 12, ..., N, par un modele linéaire :
n=Xp

La matrice X se compose de n valeurs des variables explicatives, S est le vecteur des
parametres du modele, le vecteur 7 est appelé le prédicteur linéaire La fonction lien
spécifie comment ’espérance mathématique de Y, notée p, est liée au prédicteur linéaire

construit a partir des variables explicatives.

2.3.2.3 La fonction lien :

Cette composante exprime une relation fonctionnelle entre la composante déterministe
et la composante aléatoire.
Soit = E(Y) on pose n = g(u).
ou g est appelé fonction lien, c’est une fonction différenciable et monotone.
Donc on peut modéliser I'espérance p directement comme dans la régression linéaire, ou

modéliser une fonction monotone g(u) de 'espérance. On a alors :

g(p) = X'p

La fonction lien qui associe la moyenne p au parametre naturel est appelée fonction de

lien canonique. A toute loi de probabilité de la composante aléatoire est associée une
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fonction spécifique de l'espérance appelée parametre canonique. Pour la distribution
normale il s’agit de l'espérance elle-méme. Pour la distribution Poisson le parametre
canonique est le logarithme de I'espérance . Pour la distribution binomiale le parametre
canonique est la probabilité de succes. Le tableau suivant résume les différents types de

modeles couverts par le modele linéaire généralisé[4].

Composante a | Lien Composante d | Modele

Normale Identité Quantitatives Régression

Normale Identité Quantitatives Analyse du var

Normale Identité Mixtes Analyse du cov

Binomiale Logit Mixtes Régression logistique

Poisson log Mixtes Modeles log-linéaires

Multinomiale Logit généralisé | Mixtes Modeles a réponses multinomiales
TABLE 2.1: Récapitulatif des principaux modeles

Avec :

Composante a : les composantes aléatoires ;

Composante d : les composantes déterministes.

Les fonctions de lien typiquement utilisées sont données dans le tableau suivants :

Lien w=r(n)
identité i

logarithme e

logit Tre

loglog complémentaire | 1 — exp(—e")
probit d(n)
puissance nt/e

TABLE 2.2: Tableau des fonctions de lien
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2.3.3 Les distributions du modele

2.3.3.1 La distribution de Poisson :
Si y; désigne 'effectif de la ™ cellule distribuée selon une loi de Poisson de parametres
E(y;) = p; et Var(y;) = p; . Sa distribution de probabilité est définie par :

Yi
M
[y, i) = e Hi—
;!
log f(?/w Mi) = (yi log p1; — p; — log yi!)

La 2™¢ forme exponentielle de la distribution de Poisson est définie par :
f(yi, i) = exp(yilog pi — i — log yi!)

[ (i, 0) = a(0:)b(ys)exply:V(6;)]
[y, 0) = exp(—m)i exply; log ]

Les composantes du modele sont données par :
9(0:) = logp , a(0;) = exp(—pi) , bly:) = 57-
La fonction de lien canonique est g(u;) = logpu;, elle permet de modéliser le logarithme de

I’espérance, le modele utilisant ce lien est le modele loglinaire.

2.3.3.2 La distribution binomiale :

Notons Y7, Y5, ..., Y, des variables d'un échantillon aléatoire de taille n de la variable
de réponse Y, ces variables étant supposées indépendantes. Chaque variable Y; est binaire
(succes-échec), ou de fagon plus générale Y; peut étre le nombre de succes au cours d’'un
certain nombre d’essais. On supposera alors que la composante aléatoire est distribuée
selon une loi binomiale de parametres E(y;) = II; et Var(y;) = II;(1—11;) . Sa distribution
de probabilité est définie par :

[y, 1) = C¥IIY (1 — IL;)" %

log f(yi, ;) = log CY' + y;log I; + (n — y;) log(1 — 11;)

1I; ,
log f(ys, I1;) = {y; log T + nlog(l —II;) + log C¥}

-
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La 2™¢ forme exponentielle de la distribution de binomiale est définie par :

. I1;
Flys, i) = (1 = IL)" O3 exply; log ]

f(yi,0) = a(0;)b(y:) exply:I(0;)]

Les parametres sont :
a(0;) = (1 —1L)" , b(y;) = C¥% | 9(6;) = log i

11,
1-1I1;

La fonction lien canonique est g(I1;) = log elle est appelée fonction logit de II.

2.3.3.3 La distribution normale :

Soit Y1, Y5, ..., Y, des variables d’un échantillon aléatoire gaussien de la variableY, ces
variables sont supposées indépendantes. Alors la composante aléatoire est distribuée selon
une distribution normale de parameétres (u, 0?), les fonctions de densités de ces variables

s’écrivent.

1 =5 (yi—pi)?
2 202
79 iyo_i - e“%
f (i, iy 07) N
2 1 1 )
log f(yi, pi, 07) = log m — ﬁ(yz — 117)
-1 2 -1

1 i, 02) = — 2+ i — —= 2 — logo?V/ 211
og [ (Yi, i, 07) exp[203y1+20i2yu 2o7H ~ logo ]

La 2™¢ forme exponentielle de la loi Normale selon la forme du GLM est :

2 2
Yilb; 12 Y; 1 2
1 o) = + [— + [—2 — Zlog[2I107
ng(yzv,uzaaz) exp{[ 02‘2 ] [ 20_?] [ 2022 5 Og[ 01]]}

Les composantes du modeles sont :

2 2
9(6:) = i, a(0;) = exp[-5] , b(yi) = exp{—7 — 3log[2IIo7]} ¢ = o7
La famille gaussienne se met sous cette forme canonique. C’est une famille exponentielle

de parametre de dispersion ¢ = o? et de parametre naturel 0; = E(y;) = u;, Donc la
fonction de lien canonique est la fonction identité g(u;) = p;.
Le tableau suivant indique les composantes de la famille exponentielle pour des lois

usuelles :
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Distribution O(p) b(6) a(o)
Normale N (u,0?) u £ o?
BinomialeS(1, p) log 75, | log(1 + e?) || 1
Poisson P(u) log el 1
Gamma G(p,v) ’71 —log —6 1
Gauss inverse IG(u,c?) ﬁ —v/—20 o?

TABLE 2.3: Tableau récapitulatif des composantes des lois de la famille exponentielle

2.3.4 Principe d’estimation d’un modele linéaire généralisé :
2.3.4.1 La méthode des moindres carrées :

Les parametres du modele linéaire sont classiquement estimés par la méthode des
moindres carrées qui vise a minimiser la somme des carrés des écarts entre les valeurs
observées Y; et les valeurs prédites p; = Z?:o B Xi;

Donc la somme des carrées des écarts entre les réponses observées et prédites est une
fonction quadratique des parametres inconnus :

> Y- Z B Xiy)?

=1

2.3.4.2 La méthode du maximum de vraisemblance

L’estimation des parametres §; est calculée par la maximisation du log de vraisem-
blance du modele linéaire généralisé. Cette estimation s’applique a toutes les lois de dis-
tributions appartenant a la famille exponentielle de la 2™¢ forme.

— Estimation des coefficients par la méthode du maximum de vraisem-

blance :

Soit Y une variable qui obéit a une loi de distribution f(y;,0;, ). A partir d'un cer-
tain nombre d’observations de Y,(Y1,Ys,..,Y,) on détermine les valeurs inconnues
des parametres 6;. La méthode du maximum de vraisemblance postule que cette

valeur de 6; devrait étre celle qui maximise la probabilité et d’obtenir les valeurs
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observées de Y. La procedure d’estimation par la méthode du maximum de vrai-
semblance de la premiere expression du modele linéaire généralisé est définie par :

La Fonction de vraisemblance du GLM :

F(i: 05, 0) = exp{[yib; — b(6:)]/a(9) + c(yi, 9)}

En général Il est plus pratique d’opérer sur la transformation logarithmique de
f(yi, 0;, @) qui s’exprime comme une somme de fonctions de 6 plutot qu'un produit
de fonctions comme c’est le cas pour f(y;;6;, ¢). Que I'on désigne par log f(y;; 6;, @)
et on la note [(y;; 6;, ¢).

Le log de vraisemblance de la ¢™¢ observation est exprimée par :

Uyi; 05, 8) = [yi0i — 0(0:)]/a(@) + c(yi, ¢)

La Maximisation du log de vraisemblance est en fonction des premieres et deuxiemes

dérivées. alors on 'applique aux résultats de la vraisemblance :

ol /
5 = (= 0] /a(0))

1
062

Les conditions de régularités des lois appartenant aux familles exponentielles sont

= —b (6:)/a(9)

vérifiées et permettent d’écrire :

E(g) =0 et —E(5) = E(5)

o0; o) = EGg
Alors :
E(Y;) = pi = b (6;)
Et comme
E{b'(0:)/a(¢)} = E{[Y; = b (6:)]/a(6)’]} = Var(Yi)/a*(¢)
Donc :

Var(Y;) =b (6;)a(o)

Ainsi ¢ est appelé parametre de dispersion lorsque, u est la fonction d’identité.
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Equations de vraisemblance
Soit X La matrice qui se compose de p observations des variables explicatives,
un vecteur de p parametres du modelé et n le prédicateur linéaire a n composantes
défini par .

n=Xp

La fonction lien est supposée étre monotone et différenciable telle que :

ni = g(Hi)

La fonction lien canonique est donnée par :

g(i) = 0;

Soit n observations indépendantes et 6 dépend de [ ,le log de vraisemblance est

défini par :
L(B) = Zlog f(yi; 0:,0) = Zlogl(yi§ 0i, ®)
i=1 i=1
Pour obtenir les équations de vraisemblance, on Calcule :

aﬁj B 591’ 8#2‘7 37% ’ aﬁj

Comme :
8[2 /
50, — Wi — 0 (0)]/a(®)} = {ly: — wil/a(¢)
opi — Var(yy) -
06, ~ alo) @
Avec gg; = Tij, car 1; = 25:1 Bjis

Puisque,g‘;: dépends de la fonction lien 1; = g(p;) du modele alors :

o (yi—p)  ald)  Opi
dB;  alg) x Var(Y;) % 8_7h X i

Les équations de vraisemblance sont données par :

— (yi — fi)Ti;  Opi
Z Var(Y;) 8 on; 0

Ces équations sont non linéaires en [.pour les résoudre on utilise des méthodes

itératives telles que la méthode de newton Raphson (ou I'on utilise le Hessien) ou la
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méthode des scores de fisher (on utilise la matrice d’information). Les éléments de
la matrice d’information sont données par :

0°L(B)

B 5,08

)

Elle est notée par F et égale a :
F=XWX

De terme général

o 82[/(6) o = xikxm a,uz
b= E(ﬁﬁjﬁﬁk) B _Zl Var(Y;) 8 (37h)

Ou W est la matrice diagonale, ces éléments sont définies par :

1 Opti \o
Var(Y;) % ((9772)

w; =

La procédure d’estimation par la méthode du maximum de vraisemblance de la

deuxieme expression du modele linéaire généralisé est, (plusieurs simplifications in-

terviennent) :
8/%
Zﬁﬂu
Opu; i i »
e _ o :ab_w:b(gi)
Ainsi
al; (yi — 1) ” (yi — i)
= X b (0;) X x;; = ——— X Xy
9p;  Var(y;) (6:) I a(o) J
Les termes g;L_a(g ne dépendent plus de y; alors on montre que le Hessien est égale a

la matrice d’information et donc les méthodes de newton Raphson coincident avec
les méthodes de résolutions des scores de Fisher.
Si, en plus a(¢) est constante pour les observations, alors les équations de vraisem-
blance s’écrivent :

X /y =X 7
La valeur de la fonction en son maximum joue un role central dans la définition du

test statistique du rapport de vraisemblance.
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2.3.5 Construction pratique d’un modele linéaire généralisé

La Construction pratique d’'un modele linéaire généralisé est une interprétation des

résultats qui sont basée sur :

Le choix du modele (ie.la loi de probabilité de la fonction de réponse);

Les statistiques permettant d’apprécier I'adéquation du modele aux données ;

Les tests d’hypothese concernant les coefficients du modele ;
— La construction d’intervalles de confiance pour les coefficients du modele ;

— L’analyse des déviances et des résidus.

2.3.5.1 Le choix du modeéle :

Le plus souvent le choix de la loi de probabilité de la fonction de réponse découle
naturellement de la nature du probleme étudié. On peut alors choisir comme fonction
de lien, la fonction de lien canonique associée a la loi de probabilité de la fonction de
réponse étudiée.

Il est toujours possible d’utiliser d’autre fonction de lien par exemple : I'identité, le Logit,

Probit, Puissance et Logarithme.

2.3.5.2 Adéquation du modéele :

Deux statistiques sont utiles pour juger de 'adéquation du modele aux données :

— La déviance normalisée.

— La statistique du Khi-deux de Pearson.
Un modele linéaire généralisé est défini par la loi de probabilité f(y;6) de la réponse Y
et la nature de la fonction de lien g reliant I'espérance p et Y aux variables explicatives
X1, Xos ooy Xiy gs) = 8.
On note b 'estimation du maximum de vraisemblance de . Pour mesurer I'adéquation
du modele étudié aux données, on construit tout d’abord un modele saturé, modele basé
sur la méme loi de probabilité et la méme fonction de lien, mais contenant autant de

variables explicatives indépendantes que de données : ce modele permet de reconstruire
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parfaitement les données. On note b,,,, 1'estimation du vecteur des parametres § pour ce
modelé.
— La déviance :
Dans le modele linéaire, la décomposition de la somme des carrées en somme des
carrées expliquée par le modele, SCL, et somme des carrées résiduelle, SCR, fournit

une mesure d’adéquation classique, le coefficient de détermination

B SCL
-~ SCL+ SCR

R2
Il fournit une mesure pratique d’adéquation parce qu’il est compris entre 0 et 1 et
que sa borne supérieure peut étre atteinte a condition d’utiliser un nombre suffisam-
ment élevé de coefficients (modele dit saturé).

Ce coefficient, dont le calcul ne fait intervenir que les valeurs observées et prédites,
pourrait étre calculé pour n’importe quel modele linéaire généralisé, cependant il ne
bénéficierait pas des mémes avantages. Il suffit d’imaginer le cas de données binaires
comme dans une enquéte épidémiologique ou tous les sujets de I’échantillon ont des
profils de risque différents, par exemple parce que certains risques sont mesurés sur
une échelle continue. Les observations ne peuvent prendre n’importe quelle valeur
de l'intervalle [0, 1].

On préfere utiliser un coefficient appelé déviance D = 2(L,,.r — Lo) qui représente
le double du logarithme d’un rapport de vraisemblance. Il est toujours possible de
construire un modele qui comprend autant de parametres que d’observations. Ce
modele comprend autant de parametres que d’observations distinctes (modele dit
saturé) et puisqu’il ne permet pas de les résumer. Cependant on peut le considérer
comme une référence : aucun modele ne s’ajuste mieux et sa log-vraisemblance L,
est la plus élevée parmi tous ceux de la famille considérée. La log-vraisemblance L
du modele dont on veut mesurer ’adequation est inférieure, mais si la difference n’est
pas trop élevée on pourra affirmer qu’il s’ajuste bien aux données. Sous 1'hypothese
que le modele considere est correct, on montre que 2(L,q, — Lo) suit asymptotique-
ment une distribution de chi — 2 dont le nombre de degrés de liberté est égal a la
différence entre le nombre de parametres des 2 modeles. On peut remarquer qu’il est

strictement équivalent de comparer deux modeles emboités en calculant la différence
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de leurs déviances ou le double de la différence de leur log-vraisemblances.

Dans le modele linéaire qui suppose des observations normales de variance constante,
la deviance Z(y;—;yﬁ est apparentée a la somme des carrés résiduelles SCR =
> (v = 9)%.

Dans un modele logistique, qui suppose des observations y; distribuées selon des lois
binomiales B(n;,I1;), la vraisemblance du modele saturé qui prédit les probabilités
II; est vg = JJIY (1 — )™~ % | celle du modele saturé qui prédit les fréquences
observées fi = yi/n; et Vipaw = [[ f77(1 — fi)" ¥ et la déviance vaut donc :

1—fi
1-1I

Ji
D=2 [ylog =+ (ns = yi) log ]

D = QZoijlogg—Z;j =0,1
indice les deux modalités de réponse possibles. De fagcon générale, le tableau suivant
donne la forme de la déviance pour quatre des principales distributions de la famille
exponentielle. La déviance des différentes distributions de la famille exponentielle

sont données dans le tableau suivant :

Distribution | Déviance

Normale Sy — i)?

Poisson >lylog 4 — (y — f1)]
Binomiale 2[ylog £ + (n — y)log(;=4)]
Gamma 22(—10g%+y_7ﬂ)

TABLE 2.4: Déviance des différentes distributions de la famille exponentielle

Les résidus : L’observation des résidus permet d’identifier les observations qui
s’ajustent mal au modele. Les résidus bruts représentent les différences Y; — Yientre
réponse observée et prédite. Leur variance vaut o?(1 — hy). On peut leur préférer
les résidus de Pearson %, de déviance (1 — hy;), dont les carrées représente la

Yi—Y;
sv/1—h;;

contribution de 'observation au X? de Pearson, ou les résidus studentisés
de variance unité.

Ces trois types de residus existent sous une forme dite de prediction qui utilise la
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regression effectuée sur ’ensemble de I’échantillon moins le point considere. En ap-
pelant X; la matrice des variables explicatives sans la ligne z;, f3; et s; les estimations

correspondantes des coefficients § et 1’écart type résiduel o, Y; la valeur prédite par

x; et B;, On obtient les résidus de prédiction Y; — Y; et s%, noter que dans cette

formule, le bras de levier h;;, qui ne depend que des covariables X, et calculé sur la
matrice complete. Il est plus pertinent de comparer a une distribution de Student
( ou pratiquement a une distribution normale) la valeur des residus studentisés de
prediction que celle des résidus de Student simples car une observation suffisamment
excentrée a la fois du point de vue des Co variables et du point de vue de la variable

réponse Y,a un résidus nul.
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Chapitre 3

Application

Ce chapitre sera consacré a I'application des différents modeles statistiques déja pré-

sentés sur des données réelles.

3.1 Application de la régression linéaire simple

3.1.1 Introduction

Notre premiere application portera sur la régression linéaire simple.
Pour se faire nous allons procéder comme suit :

— Récolte de données;

— Représentation graphique des données;

— Estimation des parametres du modele;

— Tests statistiques ;

— Intervalle de confiance.

3.1.2 Récolte de données

Notre étude portera sur le trafics aérien dans l'aéroport de béjaia, ou nous allons
étudier le nombre de passagers en fonction du temps; Les données couvrent la période

2005 jusqu’a 2013 (Voir Table 3.1) .
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On note par :
NP : nombre de passagers (la variable a expliquer) ;

AN : année (la variable explicative).

Nombre de passagers | Année
103455 2005
104043 2006
115864 2007
205312 2008
229333 2009
217453 2010
233782 2011
249156 2012
295020 2013

TABLE 3.1: Nombre de passagers par année

3.1.3 Représentation graphique des données

Dans notre étude nous avons utilisé le logiciel R, nous avons introduit les données du
nombre de passagers sous forme d’un vecteur que nous avons nommé NP en utilisant la
formule suivante :
> N P=c(103455,104043,115864,205312,229333,217453,233782,249156,295020)
> NP
[1]103455 104043 115864 205312 229333 217453 233782 249156 295020
Et nous avons introduit les années sous forme d’un vecteur que nous avons nommé AN
en utilisant la formule suivante :
> AN=c(2005,2006,2007,2008,2009,2010,2011,2012,2013)
> AN
[1] 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013

Puis nous avons utilisé la formule suivante pour tracer le nuage de points :
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> plot(AN, NP)

Le graphe ci-dessous représente le résultat obtenu :

=1
-
-—
=3
o

250000

NP
200000

150000

100000

2005 2005 2010 2012

FIGURE 3.1: nombre de passager en fonction du temps

On remarque une régularité dans le nuage, presque un alignement. Cet élément suggere
qu’une droite serait un bon résumé de ces points. Donc le modele adéquat pour ce probleme

est le modele de regression linéaire simple.

3.1.4 Estimation des parametres du modele

Le modele est donné par la formule suivante :
y=ar+b

Nous avons appliqué la méthode des moindres carrées ordinaires (MCO) pour estimer les
parametres du modele.

Pour se faire nous avons utilisé la commande suivante :

> Im(NP~AN)

Call :

> Im(formula = NP~AN)
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Coefficients :

(Intercept) AN

-48341812 24160

Les parametres estimées sont :
& = 24160 et B = —48341812

Le modele estimé est donné par :
J=azx+6+¢
7y = 24160x — 48341812 + ¢;

avect=1,...,9.
La droite d’ajustement représentée sur le méme plan que le nuage de points (par la com-
mande "abline” sous R) est donnée par :

> abline(48341812, 24159.6, col ='red’)

p=1
b3
=3
=1
-
o

200000 260000
|

NP

150000

100000

200G 20E 2010 2012

FIGURE 3.2: nombre de passager en fonction du temps

Les valeurs estimée §; sont obtenues par :
Ui = ar; + 8

La commande suivante nous donne les estimations :
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> (yChap < —alphaChap * AN + betaChap)

[1] 98185.82 122345.42 146505.02 170664.62 194824.22 218983.82 243143.42 267303.02
291462.62

Les résidus sont obtenus par :

e = Yi — Yi-

> (residus < —NP — yChap)

[1] 5269.178 -18302.422 -30641.022 34647.378 34508.778 -1530.822 -9361.422 -18147.022
3557.378

La somme des carrés des résidus (SCR) :

> (SCR < —sum(residus?))

[1] 4124860662

La somme des carrés totale (SCT) :

> (SCT < —sum((NP — mean(N P))?))

[1] 39146036992

Ces deux valeurs permettent d’obtenir la somme des carrés expliquée (SCE=SCT-
SCR) :
La somme des carrés expliquée SCE :
> (SCE < =SCT — SCR)
[1] 35021176330
Le coefficient de corrélation linéaire :
La commande cor() permet d’afficher directement le coefficient de corrélation linéaire, et
on obtient un résultat tres proche de 1
> cor(AN,NP)
[1] 0.9458482
Le coefficient de détermination (R?) :
>(R2< —-1—-SCR/SCT)
[1] 0.8946289
La variance des résidus :

> (hatSigma2, < —SCR/(n — 2))
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[1] 589265809

La variance estimée des estimateurs de a et  sont données par :

La variance estimée de a : > (hatSigma2.lphaChap < —hatSigma2,/(sum(AN?) —
n * mean(AN)?))

[1] 9821097

La variance estimée de [ :

> (hatSigma2yetaChap < —mean(AN)? x hatSigma2,lphaChap + hatSigma2,/n)

[1] 3.963881e+13

3.1.5 Tests statistiques

Le modele étant un modele de regression simple, alors les tests utilisés sont Fisher et
Student qui permettront de tester la signification de la variable ” temps ” dans le modele.
Test de student :

Test :”Hy : a; = 0” contre "Hy : ay # 07

Pour n=9 taille de I’échantillon, k=1 nombre de variable explicative.

En utilisant la commande suivante :

> (tObs,lpha < —(alphaChap — 0)/hatSigma,lphaChap)

On trouve :

[1] 7.709208

On compare a la valeur théorique :

>qt(p=1-0.05/2,df =n —2)

[1] 2.364624

On trouve : ¢ = 7.709. Au seuil de signification o = 5%,la valeur théorique lue sur la
table de student est £(4/2,n—2) = t(0.025,7) = 2.3646.

On a |t} |=7.709 >= t(0.025,7) = 2.3646.

Donc La variable "temps” est une variable explicative significative pour le modele.
Le test de Fisher :

Test :”Hy : ap = 0” contre "Hy : ay # 07

Pour n=9 taille de I’échantillon, k=1 nombre de variable explicative.
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En utilisant la commande suivante :

> (Fobs < —(R2/1)/((1 — R2)/(n — 2)))

On trouve :

[1] 59.43188

On compare a la valeur théorique :

>qf(p=1-0.05df1 =1,df2=n—2)

[1] 5.591448

On trouve : F* = 59.43. Au seuil de signification o = 5%,la valeur théorique lue sur la
table de Fisher pour n-2 degrés de liberté est Fsy = 5.59.

On a F™ = 5943 > F,q,7) = 5.59

D’ou on rejette largement I'’hypothese Hy et on accepte ’hypothese H; d’ou la variable

“temps” est une variable explicative significative pour le modele.

3.1.6 Intervalle de confiance

Pour calculer I'intervalle de confiance pour aq, on utilise la fonction prédifinie "confint”
comme suit au niveau 95% :
> con fint(Im(NP~AN))
On aura : [Cys%(ar) = [16749.19 £ 31570.01]

3.2 Application de la régression linéaire multiple

3.2.1 Introduction

Dans cette partie notre application sera réalisé sur la régression linéaire multiple.
Pour se faire nous allons procédé comme suit :

— Récolte de données;

— Estimation des parametres du modele;

— Tests statistiques ;

— Intervalle de confiance.
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3.2.2 Récolte de données

Notre étude portera sur les sorties de marchandises dans le port de béjaai durant

I’'année 2014 que nous souhaitons expliquer en fonctions de certains facteurs (entrées de

marchandises et le temps donnée par mois).

Le tableau suivants regroupe nos données :

Sorties de marchandises

Entrées de marchandises | Mois

1412117
1184007
1600881
1528210
1481342
1479066
1626816
1560075
1598639
1533378
1840133
1862422

1441120.5
1102467.2
1751045.8
1396056.9
1543081.9
1664679.3
14741422
152765.3

1698379.1
1488074.2
1830762.3
1819132.5

© 00 N O Ut k= W N =

—_ =
= O

12

TABLE 3.2: les entrées et sorties de marchandises pendant une année

3.2.3 Estimation des parametres du modele

Le modele est donné par la formule suivante :

Sorties = ag + ayentres + asTemps + €

D’ol1 notre modeles a deux facteurs est données par :

Y =ap+ e X4 as X% + €

Nous avons appliqué la méthode des moindres carrées qui cherche la meilleure estimation

des parametres "a;” pour estimer les parametres du modele.

Pour se faire nous allons tout d’abord introduire nos données sous forme de vecteurs dans
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le logiciel R :
>Sorties=c(1412116.79,1184007.47,1600881.35,1528209.79,1481342.06,1479066.43,1626816.03,
1560075.15,1598639.11,1533378.01,1840132.73,1862421.65)

> Sorties

[1] 1412117 1184007 1600881 1528210 1481342 1479066 1626816 1560075 1598639 1533378
1840133 1862422.
>Entrées=c(1441120.49,1102467.17,1751045.82,1396056.94,1543081.89,1664679.29,
1474142.18,152765.32,1698379.09,1488074.23,1830762.34,1819132.54)

>Entrées

[1] 1441120.5 1102467.2 1751045.8 1396056.9 1543081.9 1664679.3 1474142.2 152765.3
1698379.1 1488074.2 1830762.3 1819132.5

>Temps=c(1 :12)

>Temps

112345678910 11 12.

Les commandes suivantes nous donne les estimations :

> Tab = data. frame(Sortie, Entres, Temps)

> Step(Im(Sortie™ Entres + Temps, Data = tab)

> Call

Im(Formula = Sortie™ Entres + Temps, Data = tab)

Coeffecients :

(Intercept) Entrées Temps

5.54 x 10° 5.81 x 107! 1.724 x 104

Les estimateurs sont donnés par :

Go = 5.54 x 10°

a; =5.81x 107!

ap = 1.724 x 10*

D’otu le modele estimé est donné par :

§ =554 x 105+ 581 x 1072 X1 +1.724 x 10°X? + ¢
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3.2.4 Tests statistiques

Test individuel de Student

— Test sur le coefficient ay :
Soient les hypotheses suivantes :
Hy:"a; =07 contre Hy : "a; # 07
ce test est basé sur la statistique :
th, =l 55 |— tns)
En utilisant la commande suivante sous le logiciel R on aura :
> (tObs <-hatalphal/ hatSigmaalpha)
> [1] 3.57 *
> p-value=0.0002768

On a donc :

ts =3.57

On compare a la valeur théorique :

> (T-tab <- qt(p = 1-0.05/2, df = n-3))

[1] 2.055529

On trouve | &} |= 3.57 > 44, = 2.3646.

Et on a :

p-value=0.0002768 < * 70.05”

D’ou rejette 'hypothese Hy et on accepte H;.

le coefficient a; est significativement différent de zéro.
— Test sur le coefficient ay :

Soient les hypotheses suivantes :

Hy:7ay =07 contre Hy : "ay # 07

ce test est basé sur la statistique :

th, = 22 |— t-s)

En utilisant la commande suivante sous le logiciel R on aura :

> (tObs <-hatalpha2/ hatSigmaalpha)
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> [1] 1.91 *
> p-value=0.0002768
On a donc :

ts =191

On compare a la valeur théorique :
> (T-tab <- qt(p = 1-0.05/2, df = n-3))
[1] 1.765
On trouve | ¢}, |= 1.91 > ;4 = 1.765.
Et on a :
p-value=0.0002768 < * ”0.05”
D’ou on rejette 'hypothese hg et on accepte hy.
le coefficient as est significativement différent de zéro.
Test globale de Fisher :
On test les hypotheses suivantes :
"Hy:ay =ay=0" contre "Hy : Jda; #0,i =1,2"

Ce test est basé sur la statistique de fisher suivante :

R2 R2
* P — 1 y
Fr = 1-R2 ~ 1-RZ2 F(Qvn—?’)

n—p—1 n—2
En utilisant la commande suivante :

> (F-obs <- (R2 / p) / (1-R2) / (n-p-1))

[1] 23.29

On aura :

F* =23.29

La valeur lue sur la table de fisher est :

> (F-tab <- qf(p = 1-0.05, dfl = p, df2 = n-p-1))
Fip =42

Donc :

F* > F,, d’ou on rejette Hy; donc le modele est globalement significatif.
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3.2.5 Intervalle de confiance

Pour obtenir les intervalles de confiance pour ag,a; et as on utilise la commande sui-
vante :
> Confit(Im(Sortie™ Entre + Temps))
On aura :
intercept 64470.6868 1.043450e+-06
Entrée 0.21287166 9.494191e-01
Temps -3181.9632094 3.765826e+04
D’ou :
IC,, = [64470.6868;1.043450 x 10%]
IC,, = [0.21287166;9.494191 x 1079
IC,, = [-3181.9632094; 3.765826 x 10%]
Remarquons bien que :
ap € 1C,,
ay € 1C,,
as € 1C,,

D’ou le modeéle est validé.

3.3 Application de la régression logistique

3.3.1 Introduction

Dans ce qui suit notre application portera sur la régression logistique.
Pour se faire nous allons procédé comme suit :

— Récolte de données;

— Représentation graphique des données ;

— Estimation des parametres du modele;

— Tests statistiques;

— Intervalle de confiance.
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3.3.2 Récolte des données

On souhaite étudier la présence ou 'absence d’une maladie cardiovasculaire chez 40
personnes ol x représente 1'age et y la variable indiquant s’ils sont atteint ou non de la
maladie.

Voici le tableau qui regroupe les données :

Age | P/A | Age | P/A | Age | P/A || Age | P/A
47 1 66 0 67 0 95 0
35 1 35 1 32 1 56 0
22 1 52 1 38 0 31 1
39 1 61 0 ol 1 48 0
30 1 28 1 o1 0 50 0
46 0 67 0 27 1 66 0
45 1 25 1 38 0 21 1
45 1 31 1 48 1 44 1
34 1 68 1 52 1 43 0
52 1 47 1 50 1 59 0

TABLE 3.3: Tableau des données des malades

Avec :
Age : représente 'age du malade;

P/A : représente la présence ou I'absence de la maladie(ie 0 :absence 1 :présence).

3.3.3 Représentation graphique des données

Nous avons introduit les données de 1’age des personnes dans le logiciel R sous forme
d’un vecteur que nous avons nommé X en utilisant la formule suivante :
>x=c(47,35,22,39,30,46,45,45,34,52,66,35,52,61,28,67,25,31,68,47,67,32,38,51,51,27,
38,48,52,50,55,56,31,48,50,66,21,44,43,59)
>

[1] 47 35 22 39 30 46 45 45 34 52 66 35 52 61 28 67 25 31 68 47 67 32 38 51 51 27 38 48
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52 50 55 56 31 48 50 66 21 44 43 59

Et nous avons introduit les données de présence ou absence de la maladie sous forme
d’un vecteur y :
>y=c(1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,0,1,1,0,1,0,1,1,1,1,0,1,0,1,0,1,0,1,1,1,0,0,1,0,0,0,1,1,0,0)

>y

1)1111101111011010111101010101110010001100

Puis nous avons utilisé la formule suivante pour la représentation graphique :

>Plot(x,y)

Le graphe ci-dessous représente le résultat obtenu :
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FIGURE 3.3: présence ou absence de la maladie

Si l'on représente la relation entre logit(E(Y)) et X, on retrouve bien une relation linéaire.
En revanche, I’échelle des ordonnées n’est pas aisée a interpréter. On procede donc a une
transformation inverse de la relation :

En utilisant les formules suivantes sous R :

> logit-ypredit=-0.12xx+5.95

> ypredit=exp(logit-ypredit)/(1+ exp(logit-ypredit)) transfo inverse de logit
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> plot(x.y)
> o=order(x)
> points(x,ypredit, col="red” type="1", lwd=2)

On obtient le graphe suivant :
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FIGURE 3.4: présence ou absence de la maladie
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3.3.4 Estimation des parametres du modele

Le modele est donné par la formule suivante :
logit(E(y)) = oz + By
En utilisant les formules suivantes sur R :
> reg = glm(y~x, family = binomial(link = logit))
> reg
Call : glm(formula = y~x, family = binomial(link = logit))
Coeflicients :
(Intercept) x
5.9462 -0.1156
On obtient donc le modele suivant :

Logit(E(y)) = —0,12x + 5.94

3.3.5 Tests statistiques

Test de Wald :
Le test de Wald permet d’évaluer I'influence de X; sur Y.
En utilisant les formules suivantes :
> Summary(req)
> Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)
on obtient :
Coefficients :
(Intercept) 5.9462 1.9599 3.034 0.00241 **
x -0.1156 0.0397 -2.912 0.00360 **

995k k99

Remarquons bien que le code est attribué a ce test ce qui signifie que I'influence

de X; sur Y est tres significative.

Test de la déviance :
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Le test de la déviance vise a évaluer la contribution de X; sur Y .
Dans ce test la p-valeur associée utilise la loi du Chi-deux.

En utilisant la formule suivante sous "R” :

> anova(reg, test = "Chisq” ,Model : binomial, link : logit)

On aura :

Df Deviance Resid. Df Resid. Dev Pr(>Chi)

NULL 39 52.925

x 1 13.308 38 39.617 0.0002643 ***

995k 3k k9

Dans ce test le code attribué est , d’ou l'influence de X, sur Y est hautement

significative.

Test Ir :
Pour ce test, on utilise le test du rapport de vraisemblance (Ir pour likelihood ratio)
En utilisant les formules suivantes :
> reg=glm(y~z, family = binomial)
> reg0=glm(y~1, family = binomial)
> anova(reg0, reg, test = "Chisq”)
On obtient le résultat suivant :
Resid. Df Resid. Dev Df Deviance Pr(>Chi)
1 39 52.925
2 38 39.617 1 13.308 0.0002643 ***

Aussi le code attribué a ce test est 7**¥*”

, d’ou I'influence de X; sur Y est hautement
significative.

On conclut que le modele est significatif.

3.3.6 Intervalle de confiance

Intervalle de confiance pour j; :
Pour obtenir I'intervalles de confiance pour 3; on utilise la formule suivante :
> confint.default(reg, level = 0.95) On obtient le résultat suivant :
(Results) 2.5 % 97.5 %
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(Intercept) 2.1049627 9.7874537
x -0.1933855 -0.0377741

Intervalle de confiance pour p(x) :
Pour obtenir 'intervalles de confiance pour p(z) on utilise la formule suivante :
> logitp = predict.glm(reg, se.fit = TRUE)
> iclogit = c(logitp fit - 1.96 x logitp se.fit,logitp fit + 1.96 x logitp se.fit)
> ic = (exp(iclogit) / (1 + exp(iclogit))
On obtient le résultat suivant :
(Results) 2.5 % 97.5 %
Px 0.43559408 0.70198207

3.4 Application du modele linéaire généralisé

Dans cette derniere partie notre étude portera sur les modeles linéaires généralisés.

Pour pouvoir procéder a cette application nous avons suivis les étapes suivantes :
— Analyser les données "le choix de la loi de probabilité de la fonction réponse”;
— Estimation des parametres du modele ;

— Tests statistiques d’hypothese sur les parametres du modele ;

3.4.1 Les données

Dans notre étude nous souhaitons étudier l'influence de la dose d’un poison (disulfide
de carbone) sur la mortalité de cafards.

Les données sont rangés dans le tableau suivant :
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Epreuve || la dose || total | les morts
1.691 59 6

1.724 60 16

1.755 62 18

1.784 56 28

1.811 63 52

1.837 59 53

1.861 62 61

1.884 60 60

co I O Ut k=W N =

TABLE 3.4: Tableau des données

3.4.2 Modélisation du probleme

On note :
i=0,...,8 les groupes;
n; : taille du i™¢ groupe;
Y; : nombre de morts dans le groupe i;
x; . la dose de poison ;
I1; : la probabilité de mourir dans le groupe i.

Le modele est alors :

yi ~ B(n;, 11;)

B(n;,11;) : la loi Binomiale de parametre n; et I1;.

Avec :

lea—l—bxz

On veut garder la simplicité d’interprétation du modele linéaire.
On ne modélise pas directement II; mais g(II;) :
g :fonction lien

g(IL;) = a + bx;
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g:10,1] — R
La fonction de lien adéquate pour le modele est logit :

g(I1) = log(75)

3.4.3 Estimation des parametres du modele

Pour estimer les parametres du modele sous R on utilise les formules suivantes :
>cafards< —read.table("cafards.dat”, header=TRUE)
>attach(cafards)
> cafards
ldose total morts
1.691 59 6
1.724 60 13
> y< —cbind(morts,total-morts)
> model< —glm(y~1dose, family=binomial(link="logit”))
> y.prop< —morts/total
> model.prop< —glm(y.prop~ldose, weights=total, family=binomial(link="logit”))
Les résultats obtenus sont :

Call :

glm(formula = y~ ldose, family = binomial(link = "logit”))
Deviance Residuals :

Min 1Q) Median 3Q) Max

-1.5878 -0.4085 0.8442 1.2455 1.5860

Coefficients :

Estimate Std. Error z value Pr(> |z|)

(Intercept) -60.740 5.182 -11.72 <2e-16 ***

ldose 34.286 2.913 11.77 <2e-16 ***

Interprétation des parametres

g(I1) = log(1%5) = a + by = —11.72 + 5.182x;
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o exp(a+bx;)
HZ " 1l+exp(atbz;)
On a:
I(.) = 1_?;‘:(;‘21) : la probabilité de déceés quand on ne met pas de poison.

II;(z) = 0.5 Dose Iétale a 50% :

Pour z; = ¢

Ty/(1-II
% = exp(b(r2 — 21))

Calcule de la vraisemblance :
En utilisant la formule suivante sous R :
> LVsat < — sum(log(dbinom(morts,total,morts/total)))
On aura :
(Y1, Y2, vy Yn)=-13.09902.
Calcule E(y;) :
E(Y;) est estimé comme la moyenne py par max de vraisemblance ;
En utilisant les formules suivantes :
> po < — sum(morts)/sum(total)
> LVy < — sum(log(dbinom(morts,total,py)))
On aura :
E(y)= -155.2002 Calcule de la deviance :
D = 2(lypae — Lo)
En utilisant la formule suivante :
> dev0 = 2*(LVsat-LVO0)
D= 284.2024
Deviance residuelle :
En utilisant la formule suivante :
> devx = 2*(LVsat-LVx)
On aura :
Null deviance : 284.202 C'his on 7 degrees of freedom
Residual deviance : 11.116 C'hiy on 6 degrees of freedom
Dx=11.11558
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Le modele estimé :

Nous avons tracé la courbe du modele estimé en utilisant les formules suivantes sous R :
> y< —cbind(morts,total-morts)

> model< —glm(y~ldose, family=binomial(link="logit”))

> curve y
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FIGURE 3.5: courbe du modéle estimé

Interprétation de la courbe :

e Le poison n’est utile qu’a une dose supérieure a 1.6;

e la mortalité atteint son maximum a une dose supérieure ou égale a 1.9.
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Conclusion générale

En dépit du fait que les modeles linéaires généralisés sont désormais des outils clas-
siques en statistiques, ils ne sont encore que trop rarement intégrés. Leurs extensions
récentes, avec inclusion d’effets aléatoires ou de classes latentes, rendent ces outils d'une
importance considérable pour une étude statistique. Leur maitrise suppose d’avoir claire-
ment a l'esprit les hypotheses inhérentes a tout modele de régression, en particulier les
concepts de distribution, de moyenne et de variance conditionnelles.

Nous avons tenus dans ce mémoire a mettre en évidence ce type de modeles statistiques
ainsi que la démarche a suivre pour leurs réalisation : la récoltes de données, proposition
du modele adéquat, estimations des parametres etc.

Nous terminons ce travail par une application sur les différents modeles, présentés aupa-
ravant, sur des données réelles.

Enfin, nous souhaitons que notre travail a permit de montrer 'importance de ces modeles
statistiques et qu’il servira de référence pour d’éventuelles études statistiques théoriques

ou appliquées.
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