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Notations

i,j,k, € Indices

] .

Jacobienne

(¢,1m) - Coordonnées de I'élément de référence

w : Fonction de pondération

ne : Nombre d’éléments

nn : Nombre de nceuds

npg : Nombre de points de Gauss

r.

Q:

Distance entre la source et un point sur la frontiere

Domaine

: Frontiére (contour)

: Opérateur de dérivée partielle
: Fonction de Dirac

: Opérateur nabla

: Opérateur Laplace

: Solution

: Condition de Neumann
: Condition de Dirichlet

: Gradients de la solution
: Vecteur normale

: Masse volumique

: Pression

: Pulsation
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Introduction générale

En ingénierie, plusieurs phénomeénes ne peuvent pas étre traités analytiquement et
le recours aux méthodes numériques est indispensable. De nos jours, la
modélisation numérique prend une proportion croissante devant la complexité des
problémes traités au vu des facilités et des gains de temps indéniables offerts par
les ordinateurs. Cela s'avére particuliérement exacte dans le domaine de la
mécanique des milieux continus ou la méthode des éléments de frontiére (Boundry
Element Method) se pose comme une technique numérique puissante jouissant
d'une grande précision. Les avantages que présente cette méthode l'aménent a
concurrencer la méthode des éléments finis (Finite Element Method) plus
largement utilisée dans les problémes d'ingénierie et a prendre le pas sur cette

derniére dans certains cas spécifiques.

Ce travail a fait l'objet de notre mémoire de fin d’étude sur les éléments de
frontieres. Pour cela, il est organisé en quatre chapitres. Dans le premier chapitre,
on a donné quelques généralités concernant les deux méthodes numériques les plus
utilisées en ingénieur a savoir la méthode des éléments finis « FEM » et la méthode
des éléments de frontiere « BEM ». Dans le second chapitre, on a exposé le principe
des équations intégrales de frontiére ainsi que les différents étapes de a savoir pour
leur formulation et on a donné un apercu sur la techniques de couplage entre la
méthode des éléments finis et la méthode des éléments de frontiere. Le troisiéme
chapitre est consacré a la discrétisation des équations intégrales par les éléments
de frontiére. Le quatrieme chapitre comporte la partie de notre travail ou on a
exposé les résultats obtenus ainsi que leurs comparaisons aux solutions
analytiques excitantes dans la littérature. Enfin, le manuscrit cléturé par une

conclusion.




Chapitre 1: Généralités

1.1 Introduction

En générale pour vérifier un phénomeéne naturel ou un probleme d’ingénierie, on
est obligé de faire appelle a un modéle mathématique pouvant d’écrire d’une
maniére fiable le probléme en question. Ce modéle s’appuie généralement sur des
postulats de base et des hypothéses simplificatrices pour aboutir a des équations
gouvernantes, qui sont souvent des équations différentielles aux quelles sont
ajoutées des conditions au limites [20]. Dans plusieurs situations, la résolution
analytique de ces équations s’avére difficile et parfois impossible, alors, le recours
aux méthodes numériques est indispensable. Parmi ces méthodes on

distingue [2,3] :

e La méthode des différences finies ;

e La méthode des volumes finis ;

e La méthode des éléments de frontiere ;
e La méthode des éléments finis.

Le choix de la méthode dépend des particularités des équations constituant le
modéle mathématiques du systeme a simuler, on les emplois parfois de fagon
combinée ou couplage entre méthodes numériques tel que éléments finis—éléments

de frontieres MEF/BEM).




1.2 La Méthode des éléments finis :

La méthode des éléments finis est I'une des techniques numériques les plus
puissantes, elle permet de résoudre de maniére discréte une équation aux dérivées
partielles, dont on cherche une solution approchée suffisamment fiable. De maniére
générale, cette méthode offre la possibilité de développer un programme
permettant de résoudre plusieurs types de problémes. En particulier, toute forme
complexe d'un domaine géométrique ou un probléme posé avec toutes les conditions
aux limites peut étre facilement traité par cette méthode. La résolution dun

probleme physique par éléments finis suit les étapes suivant :

Formulation des équations gouvernante et des

conditions aux limites

(—

[ Division du domaine en sous domaine }

(—

Approximation sur un €lément ]

-

Assemblage et application des

conditions aux limites

(—

[ Résolution du systéme global ]

Fig.1.1 : principe de la MEF

Cette méthode s’applique dans les différents domaines tell que 'analyse linéaire
(statique et dynamique) analyse non linéaire (grands déplacements, grandes
déformations, contact et frottement, flambage, ...) mise en forme des matériaux

thermique (en régime permanent et transitoire, ...) mécanique des fluides




électromagnétismes dynamiques rapides (choc, impact, crash) optimisation des
structures.

1.3 La méthode des éléments de frontieres :

Est une méthode de calcul numérique qui sert a résoudre les équations aux
dérivées partielles qui ont été formulées comme des équations intégrales de
frontiéres. Elle remplace les équations aux dérivées partielles posées sur un
domaine, par des équations intégrales sur la frontiére du domaine, alors, le
domaine sera ainsi réduit d’'une dimension. Cette méthode est particuliérement
intéressante pour des problémes extérieurs comme elle peut étre appliquée dans de
nombreux domaines de l'ingénierie et de la science, y compris la mécanique des

fluides, acoustique, électromagnétisme et mécanique de la rupture[4].
La résolution d’un probléme physique par la BEM suit les étapes suivantes [1] :

e Etablissement des équations gouvernantes.

e Ecriture des équations sous forme intégrale.

e C(Calculer la solution fondamentale.

e Application du théoréeme de réciprocité.

e Division de la frontiére en segments (éléments).

e Kcriture des matrices élémentaires.

e Assemblage et application des conditions aux limites.

e Résolution du systeme globale.

1.4 Historique de la BEM :

Les techniques d’équations intégrales dans les problémes de valeur aux limites ne
datent pas d’aujourd’hui. En 1903, Fredholm a utilisé les équations intégrales
discrétisées dans les problemes de potentiels qui forment la base de l'approche
indirecte des éléments de frontieére. Cette approche est dite indirecte car elle utilise

des fonctions de densité fictive ou des sources sans signification physique mais peut




étre utilisée pour calculer des quantités physique telles que les déplacements ou les
contraintes. Une équation intégrale traitant les valeurs des déplacements et des
contraintes a la frontiére a été établie par Somigliana (1886). L’identité de
Somigliana forme la base de la formulation directe en éléments de frontiere (BME)
[5]. Plusieurs ouvrages et articles sur les équations intégrales en potentiels et en
théorie d’élasticité ont été publiés par Kellog (1929), Muskhelishvili (1953),
Milkhin (1957) et Kupradze (1965). Cependant les formulations intégrales étaient
résolues par des procédures analytiques qui limitaient leurs applications aux
problemes simples. Jusqu’ aux années soixante, le champ dapplication des
équations intégrales était limité et leur résolution numérique n’était pas
considérée. Au début des années soixante, grace a l'évolution de loutil
informatique, des techniques numériques commencaient a étre introduites en
ingénierie. En 1963, une avancée considérable dans les solutions d’intégrales de
frontiére a été remarquée suite a la publication de deux articles par Jaswon et
Symm/[5]. Leur approche consistait a discrétiser les équations intégrales des
problémes de potentiel bidimensionnel gouvernés par I'équation de Laplace en
éléments linéiques sur lesquels les fonctions de potentiel sont supposées

constantes.

Le premier article utilisant 'approche directe en déplacements et contraintes dans
une équation intégrale applicable sur la frontiére a été publié par Rizzo(1967). Son
travail était le premier a exploiter la forte analogie entre la théorie de potentiel et

celle de I’élasticité et a proposer une résolution numérique.

L’extension aux problémes tridimensionnels par Cruses (1969) a suivie une
formulation similaire a celle des travaux de Rizzo mais en utilisant des éléments
triangulaires dans la discrétisation de la surface. Durant cette période de
développement(de 1967 & 1972), la formulation d’équation intégrale a été étendue
aux probléme : non homogéne (Rizzo et Shippy 1968), électrodynamique (Cruse
1968 puis Cruse et Rizzo 1968)élastoplastiques (Swedlow et Cruse 1971),
matériaux non isotrope(Cruse et Swedlow1971)et mécanisme de fracture en 3D
(Cruse et Van 1972). Ces publications ont été cruciales car elles ont fourni une
fondation stable pour promouvoir le déplacement de la BEM et démontrer sa

fiabilité. Des modeéles de résolution numérique ont été établis en utilisant des




éléments d’'ordre supérieur avec des fonctions de forme quadratique (Lachat 1978)

(5].

Depuis les années 70, I'approche par équation intégrales de frontiére a continué de
se développer a vivre allure, tant bien du point de vue mathématique, élargissant

ainsi ses champs d’application, on cite entre autres [13,14] :

e Aspect non linéaire de la mécanique continue.
e Décomposition et parallélisassion du domaine/de la frontiére.

e Couplage BME/FME.

1.5 Comparaison des deux méthodes

Lorsqu’on est habitué a utiliser une méthode aussi puissante tell que MEF on se
demande souvent l'intérét d'une nouvel méthode tell que la BEM, ce pendant la
citation de quelques avantages et inconvénients va nous aidée a avoir un apercu

claire :

e Utilisation de notions mathématiques complexes : Les mathématiques
utilisées dans la formulation des éléments de frontiére peuvent paraitre
non usuelles aux ingénieurs (mais pas difficiles & apprendre).
Cependant, plusieurs procédures numériques d’éléments finis sont
directement applicables aux solutions d’éléments de frontiére (telles que
I'intégration numérique et le traitement des conditions aux limites).
Durant les premiéres phases de développement des techniques
d’éléments de frontiére, des connaissances considérables en
mathématiques avancées étaient nécessaires pour prouver l'existence et
I'unicité de chaque solution ce qui n’est plus nécessaire maintenant que
la formulation des éléments de frontiére est bien établie, et que 'unicité
des solutions est admise (Uexactitude des programmes par éléments de

frontiére est une preuve en elle méme).




Les mathématiques utilisées dans la formulation des éléments finis sont
plus familiéres aux ingénieurs. Cependant de plus en plus d’ouvrages
traitant les éléments de frontiéres ont disponibles ce qui permet de

rendre la méthode plus accessible.

Moins de temps de préparation de données : Ceci est un résultat direct
de la réduction d’'une dimension du domaine étudié, le temps requis
pour la préparation des données est ainsi considérablement réduit. De

plus, les changements ultérieurs dans le maillage sont faciles.

La FEM est plus établie et plus développée commercialement,
particulierement pour les probléemes non linéaires complexes ou des
tests approfondis ont été accomplis pour garantir sa fiabilité. De plus,
les ingénieurs tendent a utiliser des logiciels et programmes
informatiques déja établis au lieu de s’aventurer dans de nouvelles

méthodes.

Avec moins de données on peut exécuter un programme efficace par

contre avec la MEF nécessite une informatique puissante [23.10].

Les outils de maillage et de représentation développés pour les éléments
finis sont directement applicables aux problémes déléments de
frontiére. Des matrices solution complétement pleines : La matrice
solution résultant de la formulation par éléments de frontiére est
dissymétrique et completement remplie, alors que les matrices
d’éléments finis sont généralement de dimension plus grande mais
moins remplies. Ce qui veut dire que la matrice solution par éléments
de frontiére doit étre entiérement enregistrée dans la mémoire de
lordinateur. Cependant, ce n’est pas un sérieux inconvénient car pour
obtenir un méme niveau de précision qu'en éléments finis, la méthode
des éléments de frontiére requiere un nombre de nceuds et d’éléments

relativement modeste [1.21.23].

La BEM est trés adaptée (et plus précise) pour les problémes linéaires
(particuliérement pour les problémes 3D avec des variables qui

changent rapidement telles que les cas de fissures et de probléemes de




contact, discontinuités géométriques ...). A cause de la grande réduction
du temps requis pour modéliser un probléme particulier, la BEM est
trés appropriée pour les modeles d’analyse préliminaires ou la
géométrie et le chargement peuvent étre ultérieurement modifiés avec
peu defforts. Cela donne plus de liberté au concepteur dans
Iexpérimentation avec de nouvelles formes et de nouvelles géométries

[11.23].

Dans le cas d’'un calcul BEM sans couplage, le principal avantage de la
méthode BEM réside en sa faculté a fournir une solution sur la frontiére
uniquement sur base d’'une discrétisation de cette frontiére et donc un
degré de modélisation moindre que celui de la méthode FEM. Cet
avantage est d’autant plus mis en avant dans un probléme nécessitant
I'introduction d’une condition aux limites appliquée infiniment loin de la
structure étudiée. En effet, par la méthode FEM, l'utilisateur se verra
dans l'obligation de discrétiser une grande partie du domaine extérieur
afin dimposer la condition aux limites suffisamment loin de la
structure. Concernant la méthode BEM, cette condition aux limites est
automatiquement respectée par la solution particuliére et ne nécessite
donc aucun traitement particulier. Comme il le sera mis en évidence
dans la suite, les équations intégrales font intervenir deux inconnues en
chacun des noeuds de la frontiere. Il est donc indispensable d'imposer

une de ces deux inconnues afin de pouvoir résoudre le probléme [23].

la méthode FEM s’applique a tout type de probléme (équations linéaires
et non linéaires) tandis que pour la méthode BEM, certaine solutions
particuliéres ne sont pas encore connues, ce qui induit une limitation

d’applicabilité de cette derniére méthode.




Chapitre 2: Equations

intégrales de frontieres

2.1 Principe des méthodes intégrales :

La méthode des équations intégrales permet de résoudre un probléme aux limites
d’inconnue u, posé dans un domaine (), associé a un opérateur aux dérivées
partielles du second ordre linéaire LL. Le probléme aux limites peut se d'écrire par

I'ensemble d’équations ci—dessous :

Lu+f=0 10
u=yg |13
. 2.1)
o= 92 |I

Ou g4, g, et la source f sont des donnés du probleme et n désigne la normale a la

frontiére I'. On peut montrer que l'operateur u — Z—Z apparait dans la formule de

réciprocité ci-dessous qui peut étre démontrée dans le cas ou I'operateur différentiel

L est a coefficients constants par utilisation du théoréme de Green [5.6.18] :

f(L L )dv—f o O ar 2.2
X u.w—Lw.u = F(an.w 6n'u) (2.2)

Dans le cas ou la solution recherchée est un scalaire, la fonction w est alors

remplacée par une solution particuliere, dite élémentaire, qui vérifie 'équation :

Lw+f=0




ou f représente une source ponctuelle (f(y) = §(y — x)) appliquée en un point fixé

x & I'. Notons G (x,y) cette solution élémentaire, fonction du point courant y.
La mesure de Dirac 6(y — x)vérifie la propriété :

k=1 xeQ-rT

k=0 x & Q (2.3)

f Sy — x)u(y)dV = ku(x) avec{
Q

La substitution de w par G dans la formule de réciprocité (2.2) conduit a la relation

suivante, pour x € Q dénommée représentation intégrale :

0Gxy) ouly) .

In In (x, y)]dL, (2.4)

) = [ F0)6G %, + [ o)
Q r
2.2 Problémes de potentiels (Equation de Laplace) :

Considérons un probléme gouverné par 'équation de Laplace (2.5) définie dans un

domaine Q de frontiére I' et qui est donnée par :

72u=0 (2.5)

Les conditions aux limites associées a '’équation (2.5) sont :

u=u surl 4
Ju _ r
= — = sur
q on q 2

Tel que u et g sont respectivement les conditions de Dirichlet et de Neumann, et

I et I, définissent une partition de la frontiere I'.

La forme intégrale de l'expression (2.5), en adoptant w comme fonction de

pondération, peut étre écrite sous la forme suivante :

J,(7*wWwdn =0 (2.6)
En intégrant deux fois par partie 'équation (2 .6), on obtient 'expression suivante :
f 4 dn—fau dr f W ar 2.7

0

10



L’un des points essentiels des équations intégrales consiste a obtenir une solution

fondamentale (w = g) au point y, relative a une impulsion Dirac §(y — x)

appliqué en un point x € I':

Aw = §(y — x) (2.8)

Dans le cas de probléme bidimensionnel, la solution fondamentale de 'équation de

Laplace est donnée par [2,5 ,14] :

_ 1 l ! 2
g(x,y) = o= () (2.9)

avec r est la distance radiale entre le point x et y. La substitution de 'équation

(2.8) dans (2.7), on obtient :

ku(x) = fr q()gx, y)dl — fr h(x,y)u(y)dr (2.10)

avec k prend la valeur 1 six € Q et 0 six & Q. h(x,y) désigne la dérivée de g(x,y)

par rapport a la normale n tel que :

dg(x,y)
=277 2.11
h(x,y) I (2.11)
Six € Q, alors k = 1 et I'expression (2.10) devient :
u(x) = f q()g(x,y)drl — f h(x,y)u(y) dr (2.12)
r r

qui donne explicitement la valeur de u en tout point x intérieur de Q. Si x & Q, alors

k = 0 et l'expression (2.10) devient :

f q()g(x,y)dr — f h(x, y)u(y)dl =0 (2.13)
r r

L'expression (2.10) est valable pour x € I. Cependant, si le point x se trouve a la
frontiére (x € I'), l'expression (2.10) devient une équation intégrale de frontiére qui
ne porte que sur des valeurs de u et q a la frontiere. Cette équation présente alors
des singularités non intégrables, et le terme k est déterminé par un passage a la

limite (2.17) et (2.18) lorsque le point x est entouré par un demi-cercle de frontiére
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I, et de rayon € qui tend vers 0 (fig2.1). Dans ce cas, le point x = p appartenant au

domaine Q' de frontiérel_; U T, .

Fig. 2.1 : Tllustration de domaine élargie quand le point singulier est dans

la frontiére [19].

En étudiant terme par terme de 'équation (2.7), d'ou1 :

f Wdr—f a< L )ar 2.14
Fsuan = Feuan ST (2.14)

f awdr—f a< L )ar 2.15
Apres simplification on aura :

f War--L 1w 216

Fsuan = anuxns (2.16)

Il est a noter que (2.16) est obtenu pour x € Q'. Pour ramener x a la frontiére, le

rayon € doit étre infiniment petit. Pour cela, on utilise la limite suivante :

li W ar = | u(x) _ o) 2.17
e% uan _el—%l(_ 21 g)—— 2 ( )
On procede de la méme maniére concernant le deuxieme terme, d’ou :
ou 1
lim w—dl = llm(—— — (x)ns) Ine=0 (2.18)

£-0 on
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Par analogie, on obtient k = % ; Cela est valable pour une frontiére réguliére (lisse).

\ N V4 N\ 6 .
Dans le cas ou la frontiére n'est pas réguliére k = . » avec 6 angle interne entre

deux frontieres consécutives.

Alors, la constante k est donnée par :

sila frontiere est réguliere

k(x) = (2.19)

f;l’|cnm|>—s

sila frontiere est irréguliére

2.3 Couplage éléments finis—éléments de frontieres FEM/BEM

La méthode des éléments de frontiéres(BEM) n’est pas toujours satisfaisante car
cette méthode nécessite I'introduction d’autres méthodes numériques tell que la
méthode des éléments finis (MEF). Cela signifie qu'on peut coupler entres ces
deux méthodes selon le besoin ou le type de probléme étudié (Iinéaire, non linéaire,

borné, ...etc.).

L’idée de coupler les deux méthodes est fortement motivée par la combinaison de
leurs avantages et la réduction de leurs inconvénients. Plusieurs études ont été
accomplies en utilisant différentes formulations pour les équations intégrales de
frontiére telles que la méthode de Galerkine [5,6,16], éléments de frontiére a
réciprocité duale (DRBEM)[19,25], principe variationnel [25], fonctions de Green
particuliéres [1], couplage direct par transformation des matrice [24], éléments de
frontiére discontinus[26]....etc. Méme si la majeure partie des techniques de
couplage force 'une des deux méthodes a étre au méme format que 'autre pour les
rendre compatibles, bon nombre de chercheurs préféerent cependant préserver les
caractéristiques de chacune d’elles en utilisant un processus de couplage itératif

pour satisfaire les conditions d’équilibre a I'interface de couplagel1].

Il y a parfois des avantages dans la combinaison des éléments finis (FE) et de

frontiére (BE).
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Par exemple, dans beaucoup de problémes traitant des domaines non borné, les BE
peuvent fournir les conditions appropriées pour représenter la partie infinie alors
que les FE peuvent traiter les matériaux aux propriétés complexes dans la partie la
plus proche. Les BE sont aussi intéressants dans les régions de concentration de
contraintes ou de potentiels mais les FE peuvent étre plus adéquats et plus simples
a utiliser dans des cas de non homogénéité, anisotropie et non linéarité. Il est donc
important de savoir modéliser un systéme physique en utilisant aussi bien les FE

que les BE selon les géométries et les conditions aux limites (CAL).
On rapporte ici trois méthodes de couplage :

lere méthode : on utilise la solution de la MEF pour définir les conditions aux

limites de 1a BEM.

Cette technique est purement empirique et consiste en la résolution préalable par
MEF pour zoomer dans un domaine particulier en utilisant les résultats obtenus
comme CAL en déplacements ou en potentiels. L’approche ne peut pas étre

facilement justifiée d’un point de vue mathématique.

2eme méthode: on traite le probléeme par la BEM comme étant un probléme de
MEEF. On considére les sous-domaines Q et Q, , tell que Q, est représenté en BEM

et O, Discrétisé en MEF, les matrices de BEM pour (), peuvent s’écrire :

HU = GQ (2.20)

Et celles MEF pour Q, sont :

KU=F (2.21)

Ou K est la matrice rigidité et F le vecteur force. Notons que U représente les
déplacements (ou les potentiels) et Q les forces de surface (ou les flux). On peut

réduire (2.21) a une forme FE en inversion le G :

G 'HU =Q (2.22)

Puis en convertit les valeurs des forces nodales Q en matrice force nodale

équivalente de type utilisé en FE. Ceci est en pondérant les forces a la frontiére par
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la fonction d’interpolation utilisés pour les déplacements, ce qui produit une

matrice M telle que :

F=MQ (2.23)

Cette opération est standard en EF mais il est rare d'écrire la distribution de la

matrice M sous forme explicite ; 'équation (2.23) peut s’écrire :

MG *H)(U) =MQ =F (2.24)

Ou le vecteur F' a la méme forme qu’en éléments finis, et on peut donc réécrire la

formule précédente sous la forme :

K'U=F (2.25)

K'=MG'H

K'est une matrice de rigidité obtenue a partir de la formulation en BEM. Elle est
généralement asymétrique du fait des approximations intervenant dans la
discrétisation, méme si cette matrice est parfois symétrisée simplement en prenant

la moyenne des éléments extra-diagonaux c'est-a-dire on calcule: iz(l(’ +K’T) ;

mais ce calcule il n’est pas exacte; il induit a des imprécisions de résultats dans
plusieurs cas de pratique. La matrice équivalente en MEF de I'équation (2.25) peut
maintenant étre assemblée avec les matrices relatives au sous-domaine Q?pour

constituer la matrice globale de rigidité (Fig.2.2).

N

Fig.2.2 : domaine divisé en deux sous domaine FE et BE
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3éme méthode : cette méthode est I'inverse de la 2éme méthode, cette approche a
été propose par Brebbia et Georgiou (1979) [26] ; consiste & traiter le domaine par
éléments finis comme étant un domaine d’éléments de frontiéres. Considérons les
deux sous domaines, on peut écrire les équations gouvernantes de premier sous

domaine ; de maniére suivant :

[H' H} {Z;} = [6G1] {g;} (2.26)

L’indice I représente I'interface.

Les matrices pour MEF dans le deuxiéme sous domaine peuvent étre assimilées a

la matrice M introduite dans I'équation (2.23) :

U? Q?
k2 k71 {Uad = em{2,] 227)
U Q;
En posant Q; = Qf = —Q? et U; = U} = U?, on satisfaisant automatiquement les

conditions d’équilibre et de compatibilité ; les équations (2.26) et (2.27) peuvent

étre réarrangé dans le méme systéme comme suit :

Ul
Hl Hi-G1 1 1
' Gz, 02 Ul _J6 02]{(22} (2.28)
0 K?M? K?[|Q o Mm2IQ
UZ

Ces équations nécessitent un réarrangement en concordance avec les conditions

d’équilibre. Notons que cette approche ne nécessite aucune inversion de matrice.
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Chapitre 3: Discrétisation par

éléments de frontiere.

3.1 Introduction :

Pour résoudre numériquement les équations intégrales, on subdivise le contour I’
en n, éléments de frontiéres isoparamétriques. Sur chaque élément j, la solution
uet le gradient de la solution g dépendant de type de I'élément considéré.

L’interpolation nodale de u et q sont données par :

u = Nu/ ; q =Ng’ (3.1)
ou N est le vecteur des fonctions de forme de I'élément j (ces fonctions sont les
mémes qu'en éléments finis). u/ et g/ sont les valeurs nodales de u et g aux nceuds
de I'élément j. En tenant compte de (2.19), I'expression discréte de I'équation (2.10)
en un point i de la frontiere s'ecrit :

Ne
kiut +Z
j=1

q’ (3.2)

Ne
=1

J

thdr,- ngdr,-
rj rj

n
. point i
élément j
7 noeud 2
Q
T

Fig. 3.1 : Discrétisation de la frontiere.
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En générale, les intégrales de I'équation (3.2) sont calculées numériquement, les
fonctions d’interpolation tendent a étre exprimées en un systéme homogéne de
coordonnées de référence &, qui nécessitent par la suite un transfert vers le systéme

globale x; (transformation géométrique)[1].

Les coordonnées cartésiennes de la frontiére peuvent étre aussi écrites en fonction
des coordonnées nodales pour les éléments de références ; le changement se fait en

introduisant le Jacobien.
3.2 Transformation des coordonnées :

Les éléments utilisés dans les problémes bidimensionnels sont des segments de
frontiere généralement de type : droits ou curvilignes. Les fonctions u et g en plus
celle utilisées pour décrire la géométrie peuvent étre constantes sur chaque
éléments, linéaires ou bien n’‘importe quelle autre fonction produisant un élément
curviligne [1]. L’étude de 1'élément nécessite le passage du repére global
cartésien(x,y) au repere de référence (¢,n). La transformation pour une fonction

donnée u est décrite comme suit :

(9w If"_x "’_ﬂl (0w
3 ¢ 9¢y]o
{au}:m_x ayHai (3.3)

\an) 157 a5l 5y)

owy  (du
{gi}:]{gi} (3.4)
57 ay

Ou J est la matrice Jacobienne.
La relation inverse est donnée par :
(&)

{ou = ou (35)
@ an
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Les transformations de ce type nous permettent de décrire la différentiation d’'une

surface ou d'un contour en fonction des coordonnées de référence.

La différentielle d'une surface Q est écrite comme suit :

ar  ar
Q= _ |dryar _
d 71d¢ dn ag ¥ dn d§ dn (3.6)
dl' = |Jiinld§ = Z—g g (3.7)
Avec J;;n, - Jacobienne linéique.
ar n
A an
x2
_)
n
%
ar
9
§
_)
T
x1

Fig. 3.2 : Eléments quadratiques courbes pour probleme bidimensionnels.

Pour calculer les valeurs de ces Jacobiennes, on a besoin de connaitre la variation
des coordonnées (x,y) en fonction du systéme (&,n) qui sont données en termes des
mémes fonctions d’interpolation utilisées pour la solution et les gradients de la

solution (3.1).

{;} =N {;ﬂ} (3.8)
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x/ . 14 . i .
Avec {y j} valeurs nodales des coordonnées de I'élément j considéré et N fonctions

d’interpolation utilisées pour le champ de variables et les gradients de la solution ;

Iélément dans ce cas est dit isoparamétrique. L’équation (3.2) peut étre écrite

comme suit :

e+ ) || hN(s)Uunldz]uf=Z | gN(f)l]szE]qj (39)
j=1 j j=1 J

En appliquant I'intégration numérique (quadrature de Gauss) a 'équation

précédente [4], on remplace les intégrales par des sommes :

ne (Npg Ne (NDpg
K+ 3 wie (Nelinl (09 = D' Wi (GN)ilfunl {07 (3.10)
j=1 k=1 j=1 k=1

Ou npg est le nombre de points d'intégration sur la frontiére ainsi que les éléments
et w le poids de ces points. Les quantités(hN); , (gN), sont les valeurs des fonctions

aux points de Gauss ¢ ; ou k représentante direction.
3.3 Systeme d’équations

L’équation(3.9) qui correspond a I'élément j, peut étre écrite sous forme :

nn nn
kit +Zﬁijuj = EG”qi (3.11)
j=1 j=1

Ou nn est le nombre des nceuds, u/ et g/ sont les déplacements et les gradients de

déplacements défini sur 'élément jet les matrices H et G sont :

av =f hN.dl; ; GY =f g N.d[; (3.12)
r; rj
La sommation couvre tous les éléments de la frontiére, y compris ceux auxquels
appartient le noeud i. L'indice t représente le numéro du nceud i dans I'élément j.
Pour des éléments constants, la sommation couvre uniquement un seul élément

j =i et N; est la matrice identité.

20



Posons que :
. g | # |
HU = { L#J (3.13)

L’équation(3.11) devient :

nn nn
2 HYu = 2 GUq’ (3.14)
j=1 j=1

Donc on aura un systéme d’équations algébriques suivant :

HU = GQ (3.15)

Les vecteurs de u et g représentent toutes les valeurs de la solution et les
gradients de la solution avant applications des conditions aux limites. Ces
conditions peuvent étre introduites en réarrangeant les colonnes de H et G de
maniére a mettre tout les inconnues dans un vecteurs X a la partie gauche de

Iéquation, ce qui donne le systéme suivant :
AX =F (3.16)

La résolution de ce systéme donne toute les valeurs a la frontiére.
3.4 Formulation en éléments constants :

On considére que la frontiere est subdivisée en ne éléments et les valeurs uet q
sont supposées constantes sur chaque éléments et égales aux valeurs aux mi-

éléments. Comme le montre la figure (3.3).

La forme discrétisée de '’équation (2.10) pour chaque pointi , avant I'application

des conditions aux limites est comme suit:

ne ne
iyt +Zf hudl = Zf gqdr (3.17)
=17t =T

Sachant que pour ce type d’éléments, la frontiére est toujours réguliere et pour

i =jle parametre k = 1/2.
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les points

Elément |

Finde
['élément j

>

Neeud |

Debut de
['élément j

Fig.3.3 : Elément constant.

[; est la frontiere de I'élément j. On tire les valeurs de u et g des intégrales puisque
ils sont constants sur chaque éléments j, que seront notés u’ et ¢ pour 'élément j.

On aura I’équation suivante :

1 ne ne
—ui+z fhdr uj=z fgdr g (3.18)
2 - r - r
j=1 N7 j=1 ™
Notons que les termes fr- hdl et fr- gdr reliant le nceud a I'élément. Pour cette
J J
raison les valeurs obtenu sont parfois appelées coefficients d’influence :

ﬁii=f hdl; et Gii=f gdl; (3.19)
Fj r;

J

On remplacant les termes de (3.18) dans 1’équation (3.19), on aura l’équation

sulvante :

1 ne ne
Eui+2ﬁ”ui =ZG”qi (3.20)
j=1 j=1

Supposant que la position de i varie de 1jusqu’a ne, nous obtenant un systéme

d’équation résultant de I'’équation (3.20) pour chaque point de la frontiere :

H/={ 1 (3.21)

Donc I'équation (3.20)peut étre écrite :
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ne ne
2 Hiuw =) GYq/ (3.22)
j=1

j=1 =

Ce systéme peut étre exprimé sous forme matricielle suivant :

HU = GQ (3.23)

Ou Het G sont deux matrices ne x ne et U, Q sont des vecteurs de longueurs ne.

Pour résoudre le systéme (3.23) et appliquer les conditions aux limites, on doit
réarranger le systeme et déplacer les colonnes de H et G d'un coté a l'autre pour
avoir ce systéme :

AX=F (3.24)

Ou X représente un vecteur d'inconnues u, q de valeurs limites; F est trouvé on
multipliant les colonnes correspondantes par les valeurs connues de u et g, tandis
que les inconnues sont maintenant un mélange de potentiel et de ses dérivée.

L’équation (3.24) peut étre résolue et toutes les valeurs limites sont connues.

¢ Points intérieurs:

Une fois cela est fait, il est possible de calculer une valeur interne de u a
I'intérieur du domaine Q; on utilisant I'équation(2.12), et qui peut étre écrite

comme suit :

ut =fhud1"—fgq ar (3.25)
r r

Si on considére que la solution fondamentale agit sur un point i a I'intérieur du
domaine Q et que toutes les valeurs de u et g sont connues. Le processus

d’intégration et la discrétisation est le méme que l'intégrale de frontiére, on aura :

ne ne
ul = 2 Gl gl — 2 A (3.26)
j=1 j=1

Les coefficients GYet HY sont calculés a nouveaux pour chaque points internes

différents.
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A X
xJ
, Pointde la
j N
X2 frontiére
1
|
1
1 , .
I Elément j
1
1
1
i |
X 2 | 1
|
Point ! !
intérieur | !
! 1
| 1
! 1
! 1
! 1
! 1
1 | o
x' x4 X1
Fig.3.4 : représentation des parameétres utilisés.
. . . ou
Les valeurs des flux internes dans les deux directions xlet x2. g, = et

Qx2 = ;% sont calculés en effectuant des dérivées sur(3.26), i.e.

@) = (28) = [ o (2 ar— [ (20 ar

@ = (28 = [ a(22) ar- [ (2L ar
D2l = \5x2) = Fq 0x2 Fu 0x2

Sachant que les dérivées ne sont effectuées que sur la solution fondamentale. Les

fonctions g et h calculent les variations du flux autour du point i .

= () = 2 (G )= ([ () )
w'=(55) -2 G )= ([ () )

j=1

Les noyaux a intégrés toutes au long de 'élément sont :
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(ag>i_ =5 3.29
axk - 27r axk nr)= 27'[rr'k ( . )
Et

oh\" 1/ 1 1

(M) T <_? (ran + r-znz)) =- [(2r12 — V)ny + 2147510, (3.30)

OhN" 1
(@) T [(2r4 = D)ny + 2r475m,]

Ou r indique la dérivé au point intégré; i.e.

() -
oxk) Tk

Et n,, n, sont les composantes de 'unité normale, I'intégrale des données dans les

expressions (3.30) se fait numériquement en utilisant une quadrature Gaussienne.

e Evaluation des intégrales :

Les intégrales comme GYet HY peuvent étre calculés en utilisant l'intégration
numériques de Gauss Legendre pour le cas i #j; et dans le cas i = j 'élément
présente une singularité en raison de la solution fondamentale qui exige une
intégration plus précise. Dans le cas des éléments de frontiére, les intégrales de
Glet HY peuvent étre calculé analytiquement, le terme H¥est identiquement nul

car la normale n est perpendiculaire aux éléments :

ﬁii—f nar = 249" ar — o (3.31)
B r; dron :
L’intégrale du terme G :

G“’—f dr—if lnldl" (3.32)

Pour intégrer facilement on doit modifier les coordonnées réels par une cordonnée
/7 V4 l V4 / a
de référence ¢ donc on aurar = |E E| ou [ est la longueur de I'élément (figure 3.5).

Alors le terme (3.29) devient :
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+1 (333)

Gl 1fpzlldl“ 1fpzlld 1fll 1d§ 1l[l<1>
= — n— = — n—dr = — n—-— =——\|ln|—
2m J,, r Tlpgr T 21 Jo fl/2 T2 1/2

1

0)
(1 Node i 2
o > 0
§=-1 =0 =1
[ I — r: »
e / >

Fig. 3.5 : Elément de référence pour élément constants [6].

3.5 Formulation en éléments linéaires :

On considére maintenant une variation linéaire de u et g, les noeuds sont

supposées étre aux extrémités de I’élément comme le montre la figure suivant :

Elément |

Neeud extréme

Neeud extréme

Fig. 3.6 : Elément linéaires.

L’équation intégrale gouvernante est :

kiu' + [ hudl = [ gqdr (3.34)

26



;6 . . . .
Dans ce cas k! =5~ ou 0 est l'angle interne du coin en radian, aprés la

discrétisation de la frontiére en ne éléments 'équation (3.34) peut étre écrite sous

la forme suivante :

ne ne
iyt +Zf hudl = Zf gqdr (3.35)
=17t =T

Les intégrales de cette équation sont difficiles a évaluer que ceux des éléments
constants, uet qvarie lineairement sur chaque élément I;, donc il n’est pas
possible de les faire sortir des intégrales, leurs valeurs en un point de I'élément
peut étre définit en terme de leur valeurs nodales et les deux fonctions
d’'interpolation linéaire N; et N, qui sont données en termes de coordonnées
homogeénes ¢ (Figure 3.7) tel que :

1 1
u(e) =Nyt + N2 = N Nl {] 5 a(0) = Mgt Nag? = s (] 336)

o Nodal value
Nodal valye of ofuorg
uorg e
X ' .’
o-1 -

bo—— [/ ———— e [[] o]

Lamae / o

Fig.3.7: Elément de référence pour élément linéaires [6].

& est une coordonné qui varie de —1 a1 les fonctions d’interpolation s’écrit :

N1=%(1—£) ; N2=%(1+£) (3.37)

Les intégrales de I'équation (3.35) peuvent étre écrites comme suit :
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1 L. s 1
f hudl = f [N; N,] {“z}hdr = [nY hY] {“2} (3.38)
rj r; u u
J J
Pour un élément j on a deux termes:

(h§f=f1v1hdr
F.

o (3.39)
Lhy =f N, hdr
F.

vty

De la méme facon on obtient :

1 (gl
[ saar= [ w{%}gar = [g¢ o¥] (L.} (340)
rj rj q q

Et

/ (3.41)

Aprés avoir évalué les intégrales sur chaque élément, on obtient :

ne ne
kiul + Z HIw = Z GYq/ (3.42)
j=1 j=1

e Traitement des coins :

Un domaine est discrétisé on utilisant les éléments de frontiére présentera une
série de probléeme qui nécessitent une attention particuliere car les conditions des
deux cotés des éléments ne peuvent pas étre les mémes. Lorsque la frontiére est
discrétisé en élément linéaire, le nceud 2 de I'élément j est le méme point du nceud
1 de Iélément j+ 1 , (figure3.8) et comme le potentiel est constant sur chaque
points de la frontiére, u? de I'élément jet u' de I'élément j + 1 sont tous les deux
le méme ; cependant, cet argument ne peut étre appliqué que en regle générale de
flux, comme il y a des points de frontiére pour lesquels le flux varie et ceci lorsque

la normale n’est pas unique (point de coins).
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M @
element j+ 2 ,“Wp, ment
‘ e nt |
0

(2)

H

Fig.3.8 : Elément de coins [6].

Il ce peut aussi que le flux prévu le long de la frontiere réguliere présente des
discontinuités en certain points particuliers, tandis que les coins avec des valeurs
différents de flux des deux cotés existent dans de nombreux problémes pratique, et

les valeurs discontinues de flux le long d’'une frontiére lisse sont rarement prescrit.

Pour tenir compte de la possibilité que le flux du nceud 2 d’'un élément peut étre
différent du flux du noeud 1 de 1’élément suivant, les flux peuvent étre disposés
dans un tableau a 2n vecteur ; la substitution de ’équation (3.38)et (3.40) pour tous

les éléments j dans (3.35), on obtient I'expression du nceud i :

ut (qz )
kiut + [AY H2 | fine] u,z =[¢1* G G"Z”e]{q, } (3.43)
u".’le qu.ne}

Ou HY est égale a hlij le terme de I'élément j plus hzij_l le terme de I'élément
j—1, dou I'équation (3.43) représente I'équation assemblé du noeud i; I'équation

(3.43) peut étre écrite comme suit :

2ne

ne
kiul + Z AW = Z GYq/ (3.44)
=1 =1

[’équation (3.22), peut aussi étre écrite comme suit :

ne 2ne
Z Hijw = Z Gl gl (3.45)
j=1 j=1
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Et 'ensemble en forme matricielle devient :

HU = GQ (3.46)

Ou G est une matrice rectangulaire ne x 2ne.
3.6 Formulation en éléments discontinus :

Pour éviter d’avoir des flux inconnus aux nceuds de coins (écrire une seul équation),
les nceuds des deux éléments linéaires qui sont assemblés au coin peuvent étre
déplacé a l'intérieur ces éléments. Les noeuds deviennent comme deux nceuds
différents (Figure 3.9) et une seule équation sera écrite pour chaque nceud. Le
: s s . . ;. . . 5
potentiel et le flux sont représentés par des fonctions linéaires ainsi que ’ensemble
des éléments en fonctions de leurs valeurs nodales et deux d’entres eux sont

discontinus dans le coin.

Les éléments discontinus sont également utiles pour situations dans lesquelles une
des variables prend une valeur infinie a la fin de I'élément, dans ce cas, les valeurs
de la variable au niveau de nceud décalé de I'extrémité de I'élément est finie et peut
étre calculé a partir du systéme d’équation sans difficulté numérique. Les valeurs
de u et q en tout point sur un élément linéaire ont été définis en termes de leurs

valeurs au point extérieur de 'équation (3.34).

1 1
u(e) = Nyut 4t = ) 5 @ = Mgt g =) @)

Si les deux noeuds d'un élément sont décalés par rapport aux distances extrémes A
et B respectivement comme représentés sur la figure (Fig.3.9). Toute équation sera

spécifiée pour chaque nceud.
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Fig.3.9 : Elément discontinus [6].
u® N1($q) Nz(fa)] ut
= 3.48
(o =ven wenl o) (348)

Ou ¢, = (Za/l) —leté=1- (Zb/l) sont des conditions locales pour les points

nodales.

On remplacant I'équation (3.48) dans I'équation (3.47) on obtient les valeurs

de u en tout point de I’élément en fonction des valeurs nodales.

w@ =M No{¥,) (3.49)

u

De la méme maniere on obtient :

q(©) =[N, N.]Q {Zb} (3.50)

Aprés discrétisation de la frontiére en ne élément, I'équation intégrale pour chaque

point i peut étre écrite comme suit :

ne ne
iyt +Zf hudr =Zf gqdr (3.51)
j=1 Fj j=1 Fj

Les intégrales sur un élément discontinu sont :
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fr jhu ar = fr j[Nl N,]Qhd; {ZZ} = [hY nY] {ZZ} (3.52)

_ a9 i ifa”
gqdl = | [Ny N2]JQgdl i =[gc g/11",
Fj Fj q q

Lors de la résolution d’'un probléme potentiel, les éléments continus et discontinus
peuvent étre utilisés ensembles dans la méme maille. Le nombre total des nceuds

est égales au nombre total d’éléments, de plus un nceud supplémentaires pour

chaque élément discontinu, le coefficient k! est égales a 1/2 pour les noeuds sur les

éléments discontinus, les intégrales h,” , hy", g,Vet g, tout le long des éléments
discontinus données par I'’équation (3.52) peuvent étre calculés par la quadrature
gaussienne et lorsque le noeud i n’appartient pas a ’élément discontinu haij = hy b
et g, et g, peuvent étre obtenu facilement par intégration analytique, I'élément

est subdivisé en deux parties une sur chaque coté du noeud.

Les intégrales résultantes se composent des intégrales qui ont le méme principe

que ceux des éléments linéaires réguliers.
3.7 Conclusion

On peut déterminer dans ce chapitre que la méthode des éléments de frontiere
(BEM) posséde plusieurs formules de discrétisation, qui lui permet de traiter des
déférents problémes d'ingénieur quelque soit leurs complexités géométriques. De
plus, elle nous permet des gains important en termes de temps de calcul par la

réduction des tailles de maillage.
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Chapitre 4: Applications

4.1 Introduction

Dans les chapitres précédents 1,2 et 3, nous avons exposé la méthode des éléments
de frontiére, ces avantages, ces inconvénients, le domaine d’application et nous

avons vu les différentes étapes de formulation et de discrétisation.

Dans ce chapitre, nous allons procéder a la mise en ceuvre de la BEM au cas des
réservoirs semi-infinis. Tout d’abord, nous allons commencer par la validation de
nos programmes de calcul élaborés dans le cadre de ce travail par un exemple
numérique. Ensuite on passera aux différentes applications concernant les

réservoirs semi-infinis avec I’hypothése d'un fluide incompressible.
4.2 Etape et caractéristique d'un programme BEM :

Les programmes basés sur la méthode des éléments de frontiére introduisent

quelques blocs fonctionnels caractéristiques [1] :

Lecture, vérification et organisation des données décrivant le maillage

(nceuds et éléments), conditions aux limites.

¢ Construction des matrices élémentaires puis assemblage de celle-ci pour
former les matrices globales associées aux déplacements et au gradient

des déplacements.

e Résolution du systéme d’équations aprées prise en compte des conditions

aux limites.

e Impression des résultats apres calcul éventuel des variables

additionnelles (déplacement et gradient des déplacements).
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4.3 Outil de programmation :

MATLAB (Matrix Laboratry) est un logiciel de calcul numérique produit par Math
Works, et est un langage simple, trés efficace et puissant, optimisé pour le
traitement des matrices. I1 permet le traitement des données sans aucune
limitation de taille et de réaliser des calculs numérique et symboliques de facon
fiable et rapide, grace aux divers fonctions intégrées et a un ensemble d’outils
testés et regroupés selon usage (toolbox) et il contient aussi une interface

graphique puissante.
4.4 Validation :

Afin de valider les programmes de calcul élaborés dans le cadre de ce mémoire, on
propose d’étudier une plaque semi-infinie de la figure (4.1) et qui est régie par
I'équation par l'équation de Laplace Au = 0,avec u est le champ de variable (la
solution recherchée). Dans ce cas, le probléme mathématique a résoudre est donné

par le systéme suivant :

Au = |2
|6u ou _
{611 Ju _ )
|5, = 3, = 1 =5sn() 1
ku=ﬁ=0 |[;
A
v
3 1
— A
2
H Iz
I3
v -
0~ . g x

Fig.4.1 : Géométrie de la plaque.
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Avec u et g sont respectivement les conditions de Dirichlet et de Neumann.

La solution analytique de systéme précédent et qui servira comme outil de

comparaison est donnée par : u, = e * sin(y)

Les résultats obtenus sont tracés sur la figure (4.2) ainsi que leurs comparaisons a

la solution analytique :

| oo 1 P
o BEN ‘ o .
0.2 — Anal e W / \\\ "

/ | 05 / , \ — Anal

0 [ 00
0.2 — Anal //

0.8 /

o 12, 3 ¢ 5

Fig. 4.2 : Comparaison entre les résultats numériques (BEM) et analytique.

(a) : Solution u sur le bord haut (b) : Solution u sur le bord gauche

(c) Gradient de la Solution q sur le bord bas.
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D’apreés les courbes de la figure (4.2), on remarque que les résultats obtenus
numériquement par la méthode des éléments de frontiéres (BEM) collent
parfaitement avec la solution analytique. Cela confirme d’'une part I'efficacité et la
puissance de la méthode des éléments de frontiére et d’autre par, la validation de

nos programmes de calcul élaboré dans le cadre de ce mémoire.

Maintenant, nous allons essayer de valider le programme permettant le calcul de la
b

solution a lintérieur du domaine. Pour cela on refait la méme application
précédente avec un certain nombre de points internes, reparties sur ’axe médiane

de la plaque.

Les résultats obtenus sont portés sur la figure (4.3) ou on constate que la solution
numérique coincide parfaitement avec la solution analytique et ce qui confirme

encore une fois la validité des programmes réalisés.

0.8
o BEM

0.6 _Anal

Fig.4.3 : Comparaison entre la solution BEM et la solution analytique, pour des

points internes.
4.5 Application au cas des réservoirs semi-infinis

Dans cette partie nous allons étudier un réservoir semi-infini (fig.4.4) de hauteur

H =100 m et de longueur assez grande pour étre supposés infinie.
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Le fluide du réservoir est supposé comme étant incompressible de masse volumique
p = 1000 Kg/m? et qui subit de trés faibles mouvements, sans écoulements. Alors

le comportement des pressions hydrodynamiques est décrit par I'équation de

Laplace suivante :

y
I x5 i s

Structure

rigide I,

A

v

Fig.4.4 : réservoir semi-infini.

Les sollicitations considérées dans ce cas sont dans des déplacements harmoniques
d’amplitude égale a I'unité et de pulsation d’excitation w , exercées directement sur

le fluide par la structure rigide. Alors la condition nécessaire sur l'interface de

fluide-structure I, est :

% _9p_ _ w?u
on Ox P 0

Avec n est la normale par rapport a I'interface fluide-structure et u, est 'amplitude

des déplacements définis dans 'espace de Fourier.
Dans la surface libre du réservoir I';, la condition imposée est :
p=0

et sur la frontiére Iz :
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ap_ap_o
on 9y

Donc le probleme mathématique a résoudre est :

(Ap=0 |Q
ip=0 Ty
dp Op )

—_— —= = F
{,an ax PW™ U T
(00 _op _ .
kan dy 3

Il est a noter que les résultats obtenus seront exprimés par le coefficient de
pression hydrodynamique C, =p/pgh et comparés a la solution analytique de

Westergaard [22].

Dans un premier temps, on a tronqué le domaine d’étude en trois positions
différentes L = 0.5H,L = HetL = 2H . Ensuite, on a considéré trois pulsations

d’excitation pour chaque position de la limite L (w = 10, 20 et 40rd /sec ).

Les résultats obtenus sont montrés sur les figures (4.5 a, b et ¢) ot on a tracé la

distribution de C, sur l'interface fluide-structure et sur la figure (4.6) on a tracé la
variation de C, en fonction de w du point le plus bas de linterface fluide-structure

en variant la pulsation d’excitation w de 1jusqu’a 70 rd/sec.
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Fig.4.5: Distribution de coefficient hydrodynamique sur I'interface structure-fluide.
(a):w = 10rd/sec, (b):w = 20rd/sec, (c¢): w = 40rd/sec.
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—Anal LA
500 4 BEM(L=0.5H) A
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40 o BEM(L=2H) i a”
A o
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w
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Fig.4.6 : Variation de C, en fonction de w(rd/sec).
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Les figures (4.5) et (4.6) montre que la solution obtenue par éléments de
frontiére(BEM) ne fournit pas de bon résultats lorsque la position de la limite de
troncature est proche de I'interface fluide-structure et la convergence a la solution
analytique ne peut étre observée que lorsque L; =2, ce qui montre que les
éléments de frontiére ne permettent pas de donner de trés bon résultats dans le cas

de domaine ouvert et notamment dans les réservoirs semi-infinis.

Pour améliorer la qualité des résultats obtenus, on doit ajouter une condition a la

limite de troncature, afin de tenir compte des effets de dissipation d’énergie a

e e . .. . , . . 0 7]
I'infini. Pour cela la condition a imposée sur I, (Fig.4.7) : ﬁ = £ =¢&p
A
y Iy
ol Al
N - .
| Fluide
Lr Structure
El .. I 1 ibl
| rigide ) incompressible
R To
S YA SR
R
= gk o
L T .-l_'i il 'L
P AR, >
I3 x

Fig.4.7 : Domaine fluide borné.

Le parameétre ¢ dépend de la condition imposée. Si on adopte la condition de

Sharan, alors [7] :

Maintenant si la condition de Maity Damodar est adoptée, le parametre ¢ est

donnée par :

o (_1)n+1 L, X
1 Zn=1/1— e cos(1, %) 2n—-1Dm
{== = avecl, =-——F——
Hq, (DM 5 x " 2
neT 7 e ") COS(ﬂn%)
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Dans les deux cas le systéme a résoudre est :

(Ap =0 |Q
p=20 Ty
op .

%z —Puy |F2
<ap

—=0 I
In T3
op

£ _ T,

Pour étudier lefficacité de l'insertion de ces deux conditions dans un modéle
d’éléments de frontiére, on va refaire les mémes applications précédentes, les
résultats obtenus sont reportés sur la figure (4.8) pour la distribution de C, sur

I'interface fluide-structure et sur la figure (4.9) pour la variation de C, en

fonction w .

41



—_ 1 — T
.\'\1 —Anal e w=10rd/sec —Anal
" '\"MNW“"”’S“ o CMaityL=02H 0 T, o C Sharan(L=0.2H)
\ + C Maity(L=0.5H) g | CSharan(L=05H)
= 0§ . 08 g,
=" '\\ = “lq%%“
04 ."‘-\ 04
02 \ 02
0 - 0
o 1 2 3 4 5 6 1 8 o 4 2 3 4 5 6 1 8
¢ c
p p
ey !
T, w=0rdisec | Anal I | _
03 T, o C.Maity(L=0.2H) N\Mﬂ"fd/sec oA"a' _
' \ W 08 C.Sharan(L-0.2H)
C Maity(L=0.3H g CStaanL03H
= AN QT
- \\. = %%“&‘
b4 '-\ 04
0.2 \ 0.2
0 5 10 15 0 2 3 0
: ) 0 5 0 ¢t 2 % N
p p
1 — 1 1 —! [
T, - A0rdise —Anal T, w=40rd/sec |—Anal
0 e, IR | a0z "y e, o C Sharan(L=0.2H)
* C.Maity(L=0.5H) | * C.Sharan(L=0.5H)
= (6 \“\ =
04 .,\ 04
02 \ 02
; 0
Y W, ® W (O go 0 12
p

p

Fig.4.8 : Distribution de coefficient hydrodynamique sur I'interface structure-fluide pour

w = 10,20et 40rd/sec pour les deux conditions Sharan et Maity.
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Fig.4.9 : Comparaison des résultats des deux conditions Sharan et Maity pour

Lr = OZH,Lr = OSH .

Les résultats obtenus par linsertion de ces deux conditions dans un modéle
d’éléments de frontiére montrent une grande ressemblance avec la solution
analytique de Westergaard et méme pour des positions de troncature trés proche

de l'interface fluide-structure.

Si on compare entre la condition de Maity et la condition de Sharan, on constate

que la premiére condition est la plus performante par rapport a la deuxieme.

Dans la section qui suit, nous allons étudier l'efficacité des éléments de frontiére
avec traitement de la limite troncature par la condition de Sharan, par la

condition de Maity, ou sans aucun traitement.

Pour cela, nous allons tracer la variation de C, en fonction de la position de la

limite de troncature L;. Les résultats obtenus sont illustres sur les figures (4.10).
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Fig.4.10 : Coefficient de pression C, en fonction du positionnemet de la limite

de troncatureL; pour des pulsations différentes w = 10,20et 40rd /sec.
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Ces figures montrent bien la puissance de la BEM avec traitement de la limite de
troncature par la condition de Maity ou de Sharan contrairement au BEM sans
aucun traitement de limite qui demande le positionnement de L; loin de I'interface

fluide-structure.

4.6 Conclusion

On peut dire que pour le cas d'un domaine fluide incompressible considérée infini,
la considération d’une limite de troncature libre sans condition, exige la troncature
du domaine a une distance égale au moins deux fois la hauteur, pour obtenir la

convergence de la solution recherché.

L’étude faite sur les éléments de frontiere avec traitement de la limite de
troncature, permet dobtenir des résultats satisfaisant pour des limites de
troncature proche de l'origine, les conditions que nous avons appliquées sur cette
frontiére sont la condition de Sharan et Maity Damodar et la condition de Maity

semble la plus avantageuse pour obtenir la convergence recherché.
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Conclusion générale

Ce travail, qui a fait l'objet d'un mémoire de fin d’étude, sur la méthode des
éléments de frontiére. Cela nous a permet de s'initier et de se familiariser avec la

méthode des équations intégrales et des éléments de frontieres.

Nous avons exposés la méthode BEM, ces caractéristiques, ces avantages et nous
avons montré que sa puissance réside dans la discrétisation particuliere du

systéme physique considérée et cela permet d’élaborer des modéles numériques.

Nous avons développées des programmes numériques sous l'environnement
MATLAB, consolidé par des fonctions connexes, qui permettent de traiter des

problémes gouvernés par I'équation de Laplace.

L’étude faite sur I'exemple de la plaque a permet de valider les programmes
numériques développés et d’obtenir une bonne convergence des résultats et cela on
utilisant la formulation en éléments constants qui on témoigné de cette bonne

précision.

Nous avons utilisés les programmes développés pour calculer les pressions
hydrodynamiques des fluides et cela nous permet de conclure que les éléments de
frontiéres trouvent leurs efficacités dans la résolution des problémes a domaines
ouvert et cela par les solutions fondamentales (solution de Green) qui tiennent

compte du caractére ouvert des domaines infinis.

L'utilisation des éléments de frontiére seuls dans le calcul des réservoirs semi-
infinis ne fournit pas de trés bons résultats, alors le traitement de la limite de
troncature doit étre effectué par I'insertion d'une condition convenable a savoir la

condition de Maity ou de Sharan.
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