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Introduction générale

L’objectif de ce travail est de présenter quelques théorémes du point fixe sur les
cones en introduisant la théorie de 'indice du point fixe et de donner ensuite quelques
applications & des problémes aux limites associés a certains types d’équations différentielles
ordinaires. Beaucoup de problémes en analyse et dans les applications peuvent étre réduits
a l’étude de I'ensemble de solutions d’une équation de la forme f(z) = yo dans un espace
approprié. La théorie du degré topologique est un moyen d’examiner cet ensemble de
solutions et obtenir des informations sur ’existence des solutions, leurs nombre et leurs
nature. Cette théorie est utilisée aussi dans ’étude des équations différentielles ordinaires
et des équations aux dérivées partielles. Plusieurs de ces applications impliquent I'usage
des théorémes du point fixe convenables; le degré topologique fournit une technique
naturelle pour présenter de tels théoréemes.

Dans ce mémoire, on commence par définir le degré topologique deg(f, <, yo) dans le
cas le plus simple ou 2 C R” et f est continue différentiable. Comme les espaces seront
généralisés, des restrictions seront mises sur les fonctions. Cependant, en relation avec les
fonctions non linéaires dans les espaces de Banach ordonnés, il est naturel de considérer
des fonctions définies sur des sous-ensembles ouverts d’'un cone. Si le cone n’a pas de
points intérieurs, la plupart des cones positifs en dimension infinie ont ce défaut; le degré
de Leray-Schauder n’est pas immédiatement applicable. Mais & cause du fait que le cone
est un rétracté de ’espace de Banach qui le contient, il est possible, d’aprés le théoréme
d’extension de Dugundji, de définir un nombre entier i(f, 2, X) appelé indice du point
fixe de f sur €2 par rapport & X tel que X soit un rétracté de I'’espace de Banach qui le

contient,  un ouvert borné dans X et f : O — X une fonction compacte sans points
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fixes sur 0f). Notons que cet indice du point fixe est une extension du degré topologique
de Leray-Schauder.

Dans ce mémoire, on s’intérésse notamment & 1’étude d’existence de points fixes positifs
par l'utilisation de la théorie de I'indice du point fixe sur les cones. On commencera par
présenter une généralisation du théoréme des valeurs intermédiaires dans un espace de
Banach ordonné; c’est un résultat di a Krasnosel’skii [11] en 1960. Pour P un cone dans
un espace de Banach X, soit Pr un ensemble dans P défini par P, = {x € P : ||z|| < r}
et F': P — P un opérateur compact; les conditions importantes de cette généralisation
sont: Flo L v, x € 0P, et Fx ? x, v € OPg. Quand r < R, nous parlerons de la
compression d’un céne; par contre le cas R < r, représente 1 expansion d’un coéne. On
appelle cette généralisation, le théoréme du point fixe d’expansion et de compression d’un
cone; il assure l'existence d’un point fixe dans la coquille conique {x € P : min{r, R} <
|z|| < max{r, R}}. On rappelle que Fx £ © < x — Fx ¢ P par contre Fx > z &
Fz —x € P —{0}. Ces derniéres années, ce théoréme a connu un grand développement
par Guo [9] , Avery et Anderson [2], Avery, Anderson et Krueger [3] et d’autres. Parmi
ces développements, le plus utilisé dans les applications, est le théoréme d’expansion et
de compression d’un cone de type norme di & Guo; ce théoréme a été ensuite amélioré,
en 2002, par Avery et Anderson & un théoréme d’expansion et de compression d’un cone
de type fonctionnel. Cette amélioration permet de choisir deux fonctionnelles o et 3
satisfaisant certaines conditions qui seront utilisées au lieu de la norme; dans ce cas,
on cherche lexistence d'un point fixe dans la coquille conique {x € P : «a(z) > r et
p(z) < R} avec r, R deux nombres réels vérifiant R > r > 0. Signalons enfin que
Avery, Anderson et Krueger, en 2006, ont pu amélioré ce dernier théoréme en utilisant
la convergence des itérations de Picard pour estimer la solution obtenue. Notons que
la flexibilité d’utiliser des fonctionnelles au lieu d’une norme permet au théoréme d étre
utilisé dans beaucoup de situations. En particulier dans les problémes aux limites, ces
fonctionnelles permettent d’améliorer des conditions suffisantes pour assurer I'existence
des solutions positives multiples. Pour traiter la question de multiplicité de solutions,

nous nous basons essentiellement sur l'article de Leggett et Williams [14] (1979), ou ils
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présentent de nouveaux théorémes des points fixes multiples qui améliorent les résultats
de H. Amman [1]. Les résultats présentés dans ce mémoire sont dis essentiellement a
Guo [9] en 1988. Ce mémoire se compose de trois chapitres:

Nous présentons, dans le premier chapitre, quelques résultats préliminaires indispens-
ables & la compréhension de la suite du travail. Ces résultats concernent essentiellement
les notions suivantes: les cones, le degré topologique et I'indice du point fixe. Nous avons
rassemblé & la fin de ce chapitre quelques lemmes fondamentaux auquels nous aurons a
se réferer tout au long de ce travail.

Dans la premiére partie du deuxiéme chapitre, nous présentons quelques théorémes du
point fixe sur les cones pour les opérateurs compacts qui entrainent ’existence d’un point
fixe positif.

Dans la deuxiéme partie, nous nous intéréssons a l’existence des points fixes multiples
d’un opérateur non linéaire complétement continu défini sur un cone dans un espace
de Banach ordonné. Nous présentons dans cette partie des théorémes qui donnent des
conditions suffisantes pour qu'un opérateur puisse avoir deux ou trois points fixes positifs.

Dans le dernier chapitre, on étudiera quelques problémes aux limites du type Dirichlet,

associés aux équations différentielles ordinaires du second ordre.



CHAPITRE

Indice du point fixe

1.1 Les cones
Soit F un espace de Banach.

Définition 1.1.1 Un sous-ensemble non vide P de E est dit cone ordonné sur E s’il est

convexe, fermé et vérifie les deux conditions suivantes:
1. (xePetA>0)= \xe P
2. PN(—P)={0g}. i.e. (x€ P et—x€P)=x=0p.
La premiére condition entraine que Op € P.
Définition 1.1.2 Un sous-ensemble non vide C C E est appelé cone si:
x e C eta>0 implique ax € C.
Chaque cone ordonné est un cone, mais la réciproque est fausse.
Dans ce qui suit, pour simplifier, I’appelation cone sera réservée pour cone ordonné.

Définition 1.1.3 Soit P un cone sur E. Alors on définit sur E une relation d’ordre

partiel donnée par

Ve,ye F:e<y&sy—xe P
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Nous pouvons aussi introduire les relations suivantes:
er<ysax<yetx#y.

oa:<<y<:>y—:c6103 oa]%#z.

De plus, on définit le segment d’un cone P par [x,y] ={z € Pz < z < y}.

Proposition 1.1.1 Pout tout u,x,y et z € P et a,b € R, on a

1. x <ux.

2. (x<yety<z)=z<z

3. (r<yety<z)=x=y.

4. (x<yet0<a<b)=ax <by.

S (r<yetu<z)=x+u<y+z

6. r<yety<Kz)=r<Laz.

7T (r<<yety<z)=r<Kz.

8 (r<yety<z)=r<Kz

9. (r <y eta>0)=ar < ay.

10. Soient (z,), et (yn)n deuz suites de E telles que: ¥n € N, x, < y,. Alors

lim x, < lim y,.

n—o0 n—oo

Démonstration. Elles se démontrent en utilisant les définitions précédentes. m
Définition 1.1.4 Un espace de Banach est dit ordonné s’il contient un cone P.

Définition 1.1.5 Soit P un cone sur E. Alors, on dit que
e P est solide si P # @ ou P = int(P).

o P est générateur si E =P — P. i.e. Vo € E, 3 u,v € P tels que: © =u —v.
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Exemples des cones solides et générateurs

1) E=R, P=R,.

On a: R, est convexe, fermé de R et il vérifie les deux conditions

e(zeR et A>0)= X >0= A \r eR,.

e(zeR et —z€eR )= (r>0et —x>0)=2=0.

Donc R, est bien un cone sur R.

Il est solide, car: int(R,) = ]0,+oo[ # @. 1l est générateur, car : Vo € R, Ju,v € R,

tels que: © = u — v.
Remarque 1.1.1 Sur R, on définit deux cones solides et générateurs : R_ et R,.

2) E=R* P=R, xR,.

On a: P est convexe et fermé de R2. De plus, on vérifie que

e X =(r,y)ePet A>0= Az, \y e R, = A\X € P.

e XecPet—-XeP=zx—axeR,ety,—yceR, =2=y=0=X =0 .

Ainsi, on a montré¢ que P est un cone sur R% 1l est solide, car: int(P) = ]0, +-o00[ X
10, +00[ # & et il est générateur, car le fait que Ry est un cone générateur sur R, nous

donne:
Ve e R, Juj,v; e Ry 1 . =uy — 0.

Vy € R, Jug,ve € Ry 1y = us — vs.
Donc, VX = (z,y) € R?,3U = (uy,uz) et AV = (vy,v2) € Ry xR, telsque X =U-V.

Remarque 1.1.2 Sur R2, on définit quatres cones solides et générateurs: R, x R,
R, xR_,R_ xR, et R_ xR_.
Cone normal
Définition 1.1.6 Un cone P sur E est dit normal (ou naturel) si
36> 0: Vo,y e P ([lzfl =yl =1) = [l +yl = 4.

Géométriquement, la normalité de P signifie que l’angle entre chaque deux vecteurs uni-
taires positifs ne peut pas dépasser w. Autrement dit, un cone normal ne peut pas étre trop

large.
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Le théoréme suivant nous donne d’autres définitions d’un cone normal & savoir;

Théoréme 1.1.1 Soit P un cone sur E. Alors les assertions suivantes sont équivalentes:
P est normal;

(1)
(2) Iy >0:Va,y € P, |lz 4yl = ymax{|[z]], [[yl};
(3)

IN >0:Vo,y€ P,Op <x<y=|z| < N|yl;

(i.e. la norme ||.|| est semi-monotone.)

(4) 1l existe une norme équivalente ||.||, sur E telle que
Vz,y € P, Op <z <y =zl < llylly;

(i.e. la norme ||.||, est monotone.)

Tp < 2p < Yy |20 — || — 0 et ||y, — 2| — 0= ||z, — 2| — O;

(6) L’ensemble (B + P) N (B — P) est borné, ot B est la boule unité fermée sur E;

(7) Tout intervalle ordonné [x,y| = {z € E:x < z <y} est borné.
Démonstration. [9] =

Remarque 1.1.3 [’assertion (3) peut étre considérée comme définition d’un coéne normal
P sur E, et dans ce cas, la plus petite constante N > 0 telle que (3) soit vérifiée est appelée

"constante de normalité de P".

Exemples de cones normaux

HE=R", P={z=(v1,...,70,) ER" : 2, > 0,Vi =1,n} = (R,)".

e P, est un cone solide et générateur sur E;, car ]31 = (R%)" et Vi=1,n:Vz; € R;
(R, étant un cone générateur sur R), Ju;, v; € Ry 1 x; = uy — ;.

e P est normal, avec la constante de normalité N = 1, car toutes les normes sur R"
sont monotones.

Vo,y €R®, Opn Sz <y =zl < Iyl
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2) Ey = C(G) : 'espace des fonctions continues sur un ensemble fermé borné de R™.

Py ={z € C(G):z(t) > 0,Vt € G}.

e P, est un cone solide et générateur sur C(G).

e Il est normal car |.|[¢(5 définée par

2]l ¢y = sup |z ()]
teG

est monotone sur F;.

e On définit d’autres cones sur C(G) tels que:

Ps={r€C(G):z(t) >0et /G z(t)dt > o [|z ()]l (e}

Py ={z € C(G) :2(t) 2 0 et minz(t) = eo [lo(t)lle () )
ot Gy est un sous ensemble fermé de G et g9 € |0,1[. P3 et P, sont des cones solides et
normaux sur C(G).
3) E3 = LP(Q) : I'espace des fonctions Lebesgue-mesurables, p—sommables sur 2 C R”

avec p > 1et 0 < mes(Q) < oco.
P; = L7 (Q) = {z € LP(Q) : z(t) > 0 p.p dans Q}.

e Il est clair que P5 est un cone générateur, et puisque la norme de LP((2) est croissante,
alors il est normal, mais il n’est pas solide, car int(Ps) = & sauf pour le come LT () qui
est d’intérieur non vide.

4) E, = C([0,27]) : Pespace des fonctions contintiement différentiables sur [0, 27]
muni de la norme

— /
lzllg, = max |2(t)] + max |2'(¢)].

Soit
Ps={z € Ey:z(t) > 0,Vt € [0,27]}.
o Il est clair que Py est un cone solide sur Fy. Ainsi, Py est générateur car, Vo € Fy,
x peut s’écrire: t =y—zouy=M >0et z=M—x, M > max x(t) et y,z € Ps. Mais

0<t<2r
il n’est pas normal car sinon, la troisieme propriété du théoréme précédent donne:

IN >0:Ve,ye P, 0<x<y= HxHE4 §N||yHE4.
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Soit donc x,,(t) = 1 —cosnt, y,(t) =2. Ona: Vn € N, z,,,y, € Fs et 0 < x,,(t) < y,(¢)
car Vt € [0,27], 1 — cosnt < 2. Mais,

|znllp, = max |1 —cosnt|+n max |sinnt|
0<t<2r 0<t<2nm
= 2+4n,Yn € N.

Alors, 24+ n < 2N,Vn € N, ce qui est impossible par passage a la limite quand n — +oo.

Opérateurs monotones

Définition 1.1.7 Soit X etY deux espaces de Banach ordonnés .

1. L'opérateur T : D(T) C X — Y est dit croissant si pour tout x,y € D(T),

r<y="Tr <Ty.

2. L’opérateur T est dit strictement ou fortement croissant si le symbole 7 < 7 est

”

remplacé par” <7 ou” K7 respectivement.

3. Lopérateur T : D(T) C X — Y est dit décroissant si pour tout x,y € D(T),

r<y="Tz>Ty.

”

4. L’opérateur T est dit strictement ou fortement décroissant si le symbole ” > 7 est

remplacé par” >7 ou” >7 respectivement.

5. L'opérateur T est dit positif si, T(0) > 0 et pour tout x € D(T), x > 0= Tz > 0.
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1.2 Le degré topologique

1.2.1 Degré topologique de Brouwer

Introduction et motivation
Soit 2 un ouvert borné de R”, f :  — R” une application de C'(Q2)NC(Q) et y, € R™.

On considére le probléme suivant:
(P) Trouver z € Q tel que f(z) = yo.

Si f est linéaire et det My # 0, ott M est la matrice associée a f, alors (P) admet une
solution unique dans 2 pour tout yo € R™. Mais ceci n’est pas une condition nécessaire
et suffisante, car il peut exister des solutions pour certains y lorsque det M; = 0, donc
les solutions ne sont pas stables : si I’on perturbe un peu g, il peut ne plus exister de
solutions du tout. Par contre, si det M; # 0, la solution de (P) est particuliérement
stable; si l'on perturbe yo ou f (par une application linéaire), on sait qu’il continue a
exister une solution de (P), qui est de plus proche de la solution originellement cherchée.
Notre but, est de développer un outil jouant, pour les applications non linéaires, ce role
de déterminant pour les applications linéaires. C’est ce qu’on appellera " le degré de f en
Yo par rapport a 2 " et qu’on notera d = deg(f,€,yo) dont la non nullité de ce dernier,
entraine que le probléme considéré posséde au moins une solution dans ). Evidemment,
ce degré dépendra de f et yg, ainsi que de ’ensemble sur lequel on veut résoudre (P).

Une premiére idée de définir le degré, pourra étre la suivante
"C’est le nombre de solutions de (P)."

Et comme 'on a déja indiqué ci-avant, il est plus facile de prouver que d # 0 que
de prouver l'existence des solutions de (P), et pour cela, cette définition est inutile. De
maniére un peu pratique, pour rendre cette définition puissante, on ne compte que les
solutions stables avec une "orientation". En d’autres termes, on s’intéresse au comporte-
ment des solutions au fur et & mesure que ’on modifie f. On commence donc par partir
d’une fonction fy assez simple pour laquelle I’équation fy(z) = yo admet au moins une

solution, et on cherche & modifier continiement f, pour arriver & f (plus précisemment,

10
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on utilise une homotopie entre fy et f ). En général, ceci n’est pas faisable, car les so-
lutions & "suivre" peuvent sortir du domaine, ou bien disparaitre tout simplement. (par
exemple, une parabole de R? orientée vers le haut et ayant deux zéros; si on la monte
progressivement; & un moment donné, ces deux zéros se rejoignent, puis disparaissent). Il
faudra donc éliminer ces deux situations :

e La premiére: " fuite d’une solution par le bord du domaine concerné "

Elle sera éviter en ne regardant que des fonctions pour lesquelles les solutions eventuelles
de f(x) = yo restent éloignées de 02 ( la frontiere de 2 ).

e La deuxiéme: " disparition des solutions "
Elle sera reglée en associant a chaque solution de f(z) = yo "un signe" indiquant si

elle est susceptible ou non de disparaitre aprés s’étre rassemblée avec 'une des autres

solutions.

Exemples en dimension 1

Exemple 1.2.1 Soit f : [0,1] — R une fonction continue telle que f(0) # 0 et f(1) #0

et notons
d=d(£,10,11,0) = 5 [sgn(£(1)) ~ sgn(f(0))].

Considérons le probléme
(Py)  Trouver z €)0,1] : f(x)=0.

Sid#0, alors f(0) et f(1) ont des signes différents. i.e. f(0)f(1) <O0.

Le théoreme des valeurs intermédiaires nous donne
J2€]0,1] : f(z)=0

L’entier d ( qui vaut —1,0 ou 1 ), permet donc (d’aprés ce qui précéde) de s’assurer
que (P1) admet au moins une solution dans |0, 1[, il suffit qu’il soit non nul, et il est trés
facile a calculer dont il ne demande qu’a estimer le signe de f au bord du domaine de
définition. Si l’on perturbe f légérement, alors comme f‘{oyl}(x) # 0, son signe en ces deux
points reste inchangé, donc d est constant; s’il était non nul avant perturbation, il le reste

aussi aprés perturbation, et une solution de (Py) continue donc a exister.

11



1.2. Le degré topologique

Rappelons que la non nullité de d est une condition suffisante seulement. Il peut exister
des fonctions de degré nul, pour lesquelles (P) admet au moins une solution, comme le
montre 'ezemple suivant: (pour (Py))

Soit f(x) =1— Az(l —z), ou X\ > 0. On vérifie bien que f(0) = f(1) =1 #0.

Done, f(x) =0=1-Az(1—2)=0= X2 - Xz +1=0, A=) \—4).

Si A >4, alors A >0 et (P1) admet deux solutions distinctes sur |0, 1[, mais d = 0.

Si l’on souhaite un degré adapté o (P1) ou le second membre n'est pas forcément nul,
en tenant compte de l'ouvert ) sur lequel on cherche les solutions, alors en le décomposant
en ses composantes connexes

Q= U ]ai,bi[,

el

on peut définir

AF. 2 0) = 5 S lsan(F(B) — o) — sgn( (@) — )

icl
lorsque f : Q — R est continue telle que f,,(x) # 0 (comme ) est borné, cette

non annulation implique que f — yo ne peut changer de signe que sur un nombre fini de

composantes connezes de ), et que la somme sur I est en fait finie.)
Exemple 1.2.2 Q =]0,1[ et f : Q — R une application de classe C' vérifiant I’hypothése
(H) Pour toute solution x de (P), f'(x) # 0,

On définit alors le degré topologique (qui est un entier relatif) de f en yo relativement
a 2 par
dosgn(f'(x;)), si {zs,i € I} est l'ensemble des solutions de (P);

i€l

d(f7 Q? yO) =

0 , st le probléeme (P) n’a pas de solution.

ot yo ¢ f(OR2) et I C N,
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1.2. Le degré topologique

Illustrations graphiques :

Lo Ho

Définition du degré topologique de Brouwer en utilisant le signe du détermi-

nant Jacobien

Soit Q un ouvert borné de R, f : Q — R” une application dans C*(Q) N C(Q) et yo €
R™\ f(052). On considére le probléme suivant

(P) Trouver x € Q tel que f(z) = yo.

Le cas régulier: Pour z( € 2, on notera Df(zg) = (%)Km@(xo), la matrice Jacobi-
1< j<

enne de f en zg et Jr(vo) = det[Df(x¢)] le déterminant Jacobien de f en z.
Définition 1.2.1 1. Un point xy € Q est dit "régulier” si Jr(xo) # 0.

2. Un point x¢ € Q est dit "singulier” ou bien "critique" s’il n’est pas réqulier.

Dans ce cas, I’ensemble des points singuliers de f sur €2 est donné par
Sp(2) = {wo € Q= Ty(x0) = 0}
3. Une valeur yo € f(Q) est dite "réquliére” si
I {wo}) N 84(Q) = 2.

Autrement dit, yo est réguliere si: Yo € f~({yo}), J(x) # 0. Sinon, elle est dite

"singuliére".
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1.2. Le degré topologique

Proposition 1.2.1 Si yo ¢ f(09) est une valeur réguliere, alors l’ensemble f~({yo})
est fini.

Démonstration.

yo réguliere = Vx € f ({yo}), Js(x) #0
= Ve e ['({w}), U € V() tel que fiy est un homéomorphisme
(théoréme de l'inversion locale.)
= tous les points de f~'({yo}) sont isolés.

( F'{yo}) est un ensemble discret)

Or, f étant continue, f~ ({yo}) est fermé donc compact car il est inclus dans le borné

Q. Enfin,

F({wo}) est compact et discret < f~ ({yo}) est fini.

Définition du degré topologique de Brouwer:

Siyo & [f(02) U f(S§(€2))], alors on définit le degré topologique de Brouwer de f en

Yo relativement a €2 par

> sgnJg(x);
deg(f,Qp0) = ¢ =€ {wod)
Le cas singulier: Siyg ¢ f(09) est une valeur singuliére, on pose

deg(f7 Qv y0) = deg(f’ Q? y1)7

ou y; est une valeur réguliere proche de yy et dont I'existence est assurée par le lemme

suivant:

Lemme 1.2.1 (Lemme de Sard) Soit Q@ C R" un ouvert et f une application con-

tindement dérivable sur Q. Alors, Uensemble f(S;(Q2)) est de mesure de Lebesgue-nulle.

Démonstration. [12] =
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1.2. Le degré topologique

Exemple de calcul du degré topologique en dimension 2

Soit © = (]—1,1[)? et f : R? — R? la fonction définie par
flay) =@y —2"y).

Montrons que deg(f,2,0g2) = —1. On a: Sp(Q) = {X = (x,y) € R? : J;(X) = 0},
Df(x,y) = (5312 1) = Js(z,y) = —32% Donc, J(z,y) =0 =2 =0ety € R.
D’ou:
Sp(2) ={(0,y) : y € R} = (Oy).

i.e. les valeurs singulieéres sont alors représentées par I’axe des ordonnées.

f@,y) = Yo =(0,0) = (z,y) = (0,0) = [~ ({¥o}) = {(0,0)}. Alors

Y NSp() = {(0,0)} # 2,

ceci montre que Yy est une valeur singuliére. Calculons maintenant f(0€2).
On a 092 = (D;) U (D2) U (D3) U (Dy) avec
(D) ={(=Ly)/—1<y<1}, (Ds)={(z,+1)/ -1 <z <1},
(D2) ={(+Ly)/ —1<y <1}, (Dy) ={(z,-1)/-1<z <1}
Donc, f(09) = (A1) U(Az)U(A3)U(Ay) ot (A;) = f(D;), Vi = 1,4. On trouve (A,) :
y=x—1 y=x+1 y=1 =—-1

, (Ag) : , (Ag) - et (Ay) :
0<xr<1 —1<z<0 -1 <z<1 —1<x<1

Il est clair que Yy ¢ f(092). Posons donc
deg(f, €2, Yy) = deg(f, €2, Y1),
avec Y; = (—1,0) € B(0,1) pour la norme
1@, y)l o = max(l], [y]).

Vérifions que Y; est une valeur réguliere. On a:

Flo) = (5.0 = (r.9) = (§/3.0)
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1.2. Le degré topologique

alors f~'({Y1}) N Sf(R2) = @. De plus, f~H({Y1}) C Q, Y1 ¢ f(99Q) et Y1 ¢ f(Sp(Q)), car
f(S5(Q) = f((Oy)) = {f(z,9) : (v,y) € (Oy)} ={f0,y) : y € R} = {(y,y) : y € R},

donc f(S(€2)) est exactement la premiére bissectrice. Finalement, on trouve :

deg(f, €2, Og2) = Sgnjf({’/g, 0) = —1, (car: Vz € R*, J;(x) <0).

7

Propriétés du degré topologique de Brouwer

Dans tout ce qui suit, on désignera par Z; I'application identité sur R™. Alors on a les
propriétés suivantes :

1) Degré de l’identité

1, siy€f
(G) deg(Ida Qa yﬂ) = _
0, siyy¢
(_1)71, St Yo € Q
(b) deg(_z—dv Qa yU) = —
07 st Yo ¢ Q

2) Additivite
Soit yg € R™ et (2;);er C Q une famille d’ouverts deux a deux disjoints vérifiant I'une
des conditions suivantes:
(a) Q= iLeJ]Qi et yo ¢ f(00).
() U CQetyod f(2\ U Q).
Alors,
deg(f, €2 yo) = Zdeg(f, Q. v0),

el
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1.2. Le degré topologique

ou seul un nombre fini de termes dans la somme est non nul.

3) Invariance par homotopie

Soit {f;}o<i<1 une famille d’applications de C(©2, R"), dépendant contintiment de ¢ et
{vo(t)},<,<, une famille de points continus en ¢ et tels que yo(t) ¢ f,(99), V¢ € [0, 1]. Alors

le degré deg(fi, €2, yo(t)) ne dépend pas de t.

deg(fo, 2, 40(0)) = deg(f1, 2, yo(1)).

Les fonctions f; sont dites reliées homotopiquement. Plus généralement, on dit que
deux fonctions f et g sont homotopes s'il existe une fonction continue H : [0,1] x  — R"
telle que:

H(0,7) = f(x), H(1,z) = g(v),Yx € Q.

4) Résolution des équations algébriques

deg(f,Qy0) #0 =3z € Q: f(z) = yo.

5) Continuité par rapport a y,

Si y; est voisin de yo ¢ f(02) (dans un sens & préciser), alors

deg(f7 Qa yO) = deg(fa Qv yl)'

6) Invariance sur le bord

Si 4o ¢ F(00) et (1) = g1pn (1), alors
deg(f7 Q? yO) - deg(Q? Qv yO)

Cette propriété montre que, pour le degré, tout se passe sur le bord.
7) Continuité par rapport a la fonction
Soit 7 = dist(yo, f(0Q)) > 0 et soit g € C*(Q) telle que

sup [lg(z) — f(z)[| <r;

€00

alors,

deg(f7 Qv yO) = deg(Q? Qv yO)
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1.2. Le degré topologique

Autrement dit, deux fonctions voisines ont le méme degré.
8) Constance sur les composantes connexes de R"\ f(02)

deg(f,€2,.) est constant sur les composantes connexes de R™\ f(0%2).

Corollaire 1.2.1 (Propriété d’excision)

Soit KK C Q un un fermé et yo ¢ [f(K) U f(OQ)]. Alors,

deg(fa Qa yU) = deg<f7 Q\]Ca yU)'

Corollaire 1.2.2 (Propriété d’invariance par rapport a [’ouvert)
Si xg € Q est une solution isolée de f(x) = yo, alors Irg > 0 tel que pour tout r < ro,

le degré deg(f, B.(zo),yo) est constant. i.e.

deg(f, Br<x0)7 yU) = deg(f7 BTO (‘TO)7 y0)7 Vr < To-

Démonstration. [4] =

Théoréme du point fixe de Brouwer, 1912

Théoréme 1.2.1 Soit C' un compact, convexe non vide de R™ et f : C'— C une appli-
cation continue. Alors f admet au moins un point fixe dans C.

En particulier, pour C' = B; la boule unité fermée de R".

Démonstration. Démontrons ce théoréme dans le cas oi C' = B(0, R), R > 0.
e Si f(xg) = xo pour zg € JC, alors le théoréme est démontré.

e Sinon, f(x) # x,Vx € OC. Dans ce cas, on consideére la déformation continue

fi(x) =a —tf(x)

Pour ¢t € [0,1] et z € OC, on a:

(@)l =z =tf ()]
> llzll =t f @)l
> |[R—=t]f(@)[|
> (1-6)R
> 0,
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1.2. Le degré topologique

car: Vo € B(0,R), f(z) € B(0,R) = ||f(x)]| < R. Donc, fi(z) # 0,Yz € 0C, d’ou
yo =0 ¢ f,(0C). Le degré deg(Z, — tf, 8’ ,0) est donc bien défini et vaut, par homotopie,

deg(fb 8’7 O) = deg(zd - f7 8’7 0) = deg(an 67 0) = deg(Id7 8’7 0) =L

Alors f admet au moins un point fixe sur C. =

Remarque 1.2.1 Ce théoréme a une extension en dimension infinie, le théoréeme du

point five de Schauder.

1.2.2 Degré topologique de Leray-Schauder, 1934 [13]

Dans cette partie, on veut construire un degré de facon qu’il ait la méme conclusion
que celui de Brouwer, mais en dimension infinie. C’est 'outil permettant de s’assurer
'existence d’au moins une solution pour I’équation f(z) = yo, ou f est une application
continue d’un espace de Banach F dans lui-méme. Contrairement au cas de dimension
finie, ce degré; dit de Leray-Schauder, ne pourra pas étre défini pour toutes les applications
continues de E dans E. Il faudra donc restreindre les fonctions que ’on considére et pour
cela, on construit le degré topologique de Leray-Schauder sur les applications qui différent
de l'identité par une application compacte.

A présent, énongons la proposition suivante qui donne la différence essentielle entre

les espaces de dimensions finie et infinie & savoir;

Proposition 1.2.2 Soit B la boule unité ouverte d’un espace vectoriel normé X. Alors

on a les équivalences suivantes :
dim X < 400 < toute application continue f : B — B admet au moins un point fize.

& la boule unité fermée B est compacte.
& la frontiére OB est compacte.

& de toute suite de B, on peut extraire une sous-suite convergente.
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1.2. Le degré topologique

Application compacte [4]

Définition 1.2.2 Soit X et Y deux espaces de Banach, ) un ouvert de X et f : Q0 - Y

une fonction continue.
1. f est dite compacte si f(Q) est compacte.

2. f est dite complétement continue si l'image de tout borné est relativement compacte.

Remarques 1.2.2 (a) 1l est clair que toute application continue, compacte est copléte-

ment continue. La réciproque est vraie si on a la bornitude de €.

(b) En général, la compacité nimplique pas la continuité comme le montre l’ezemple
illustré ci-dessus, ot Q =)0, 1[C R. f est compacte, car () est un fermé borné dans R,
donc compact. Mais f n’est pas continue.

(¢) Toute application linéaire compacte est continue; la réciproque est vraie si f est de

rang fini. (le rang est la dimension de l’espace image.)

Caractérisation des applications compactes

Soient X et Y deux espaces de Banach.

Proposition 1.2.3 Une application continue f : X — Y est dite compacte si et seule-
ment si de toute suite (z,,)neny de X, on peut extraire une sous-suite (T, ren telle que la

suite (f(xn,))ken converge dans'Y.
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1.2. Le degré topologique

Approximation des applications compactes

Proposition 1.2.4 Soit I un fermé borné d’un espace de Banach X et f : K — X une
application. Alors, f est compacte si et seulement si [ est limite uniforme d’une suite

(fn)nen d’applications compactes de rangs finis.

Perturbation compacte de I’identité

Définition 1.2.3 Une application de la forme f =1, — K ou Z, est l'application iden-
tité et K une application compacte (caractérisée par la proposition 1.2.4 comme limite
uniforme d’une suite d’applications compactes de rangs finis (K.):) est dite perturbation

compacte de l'identité (ou application de Leray-Schauder).

Définition du degré topologique de Leray-Schauder

La raison pour laquelle on est capable de construire un degré pour les perturbations
compactes de I'identité est que les applications compactes s’approchent bien par des ap-

plications continues en dimension finie (pour lesquelles on a déja le degré de Brouwer).
Définition 1.2.4 Soit X un espace de Banach, 2 C X un ouvert borné et
f =TI, — K :Q — X une perturbation compacte de Uidentité.

Pour yo € X \ f(0), on pose § = dist(yo, f(ON)) = inanHyO — f(z)||x > 0. Soit
faS
K. : Q — X une application compacte & valeur dans un espace N. C X de dimension

finie contenant yq et telle que

N S

sup [ Ke(2) — K(2)] x <

xeﬁ

Alors on définit le degré de Leray-Schauder par
deg(z-d - K7 Qa Z/O) = deg(Id - KE? Q7 Z/o) = deg(Id - KE|§ON57 an NE? yU)

Ce dernier est un degré de Brouwer, car 2N N, est de dimension finie du fait que N,

l’est aussi.
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1.2. Le degré topologique

Proposition 1.2.5 Le degré de Brouwer deg(Zq — K.|gnn., 2N Ne, o) est bien défini.
Démonstration. [4] =

Remarques 1.2.3 (1) La définition du degré de Leray-Schauder est indépendante du
choix de K. et N.. [4]

(2) Sidim X < oo, les degrés de Brouwer et Leray-Schauder coinsident.

Propriétés du degré topologique de Leray-Schauder

On cite les propriétés les plus importantes du degré de Leray-Schauder. Soit donc €2 un
ouvert borné d’un espace de Banach X.

1) Normalisation

1, siyg € €

deg(Id7Q7y0) = {O si Yo ¢ ﬁ

2) Additivité
Si Qy, Q2 sont deux ouverts disjoints inclus dans Q tels que yo ¢ (Zy—K)(Q\ (2,UQ)),

alors,

deg(Id - K7 Qa ?Jo) - deg(zd - K, Qla yO) + deg(Id - K7 Q27 yO)

3) Invariance par homotopie
si H:[0,1] x Q — X est compacte, yo : [0,1] — X est continue et pour tout ¢ € [0, 1],
yo(t) & (Zy — H(t,.))(012), alors

deg(zd - H(Oa ')7 Q> yO(())) = deg(zd - H(L ')7 Qv yO(l))'

4) Résolution des équations algébriques

deg(Zy — K,Qy0) #0=3Jx € Q: o — K(z) = .

Théoréme du point fixe de Schauder, 1930

Théoréme 1.2.2 Soit C' un sous-ensemble convexe, fermé, borné, non vide d’un espace
de Banach X et K : C' — C une application compacte. Alors K admet au moins un point

fize dans C.
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1.2. Le degré topologique

Démonstration. La preuve classique du théoréme du point fixe de Schauder est
probablement celle qui consiste & se ramener au théoréme du point fixe de Brouwer en
utilisant le fait qu’une application compacte en dimension infinie est approchable par des
applications continues de rangs finis. Elle se fait en deux étapes;

1% étape : C = B(0, R), R > 0 (une boule fermée centrée en 0 de rayon R).

e S'il existe xyg € C : K(z9) = ¢, alors il n’y a rien a démontrer.

e Sinon, Vz € 0C, K(x) # x. Dans ce cas, on considére la déformation compacte
K, =1, —tK,

out € [0,1]. S'il existe x € C : tK(z) = x, alors R = ||z|| = [[tK(x)|| = t|| K (z)| < Rt,
car K(r) € B(0,R),Yx € B(0,R). Donc : t > 1, et comme t € [0,1], alors t = 1 et
K(z) = x ce qui contredit le fait que K(x) # x sur dC. Par conséquent, V¢ € [0, 1],
Ve € dC,on a:

tK(x) #x=x—tK(x)#0

= yo=0¢ K, (0C).

D’ou le degré deg(Kj, (07 ,0) est bien défini et vaut, par homotopie,
deg(Kh Ca O) = deg<Id - K; Cv 0) = deg(K07 C? 0) = deg(z-(h Ca O) =1

Alors, 3z € C tel que (Z;— K)(x) = 0= K(z) = z. D’ou I'existence d’au moins un point
fixe de K dans C.

2%me étape : C' est un convexe, fermé, borné, non vide. On considére 1’application
continue 7 : B — C telle que C soit contenu dans B. Soit le diagramme B - C X Bet
r(z) = x, Vo € C. L’application K or est compacte car K est compacte et r est continue.

D’apres la premiere étape, K o r admet un point fixe xy € B, i.e: xg = (K or)(zg). Or,

r(zo) € C et par hypothese, K(C) C C, alors K(r(z)) € C et donc zg € C. m

Remarque 1.2.4 Les deux théorémes du point fize en question sont cependant similaires.
En fait, le théoréme du point fixe de Brouwer est un cas particulier du théoréme du point

fixe de Schauder, puisque toute application continue est compacte en dimension finie.
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1.3 Indice du point fixe

Commengons d’abord par donner la définition suivante:

Définition 1.3.1 Soit X un espace de Banach. Un sous-ensemble Y C X est dit un

rétracté de X s’il existe une application continue r : X — Y telle que
r(r) =x,Vr €Y.

Ou encore si Igy admet une extension a X. L’application r est alors appelée rétrac-

tion.

Remarque 1.3.1 Toute partie convexe fermée d’un espace de Banach X est une rétractée

de X, en particulier, tout cone P C X est un rétracté de X.

Exemple 1.3.1 La boule B, = B(z, R) est une rétractée de R". Il suffit pour cela de

considérer l’application définie par

(2) x, si |l — x| < R.
r(x) =
zo + RE=20- si ||lo — xo]| > R.

[lz—woll?

Un des outils les plus importants de ’analyse fonctionnelle non linéaire, est le degré
topologique de Leray-Schauder pour les applications compactes, définies sur la fermeture
des sous-ensembles ouverts bornés dans les espaces de Banach. Cependant, en relation
avec les applications non linéaires définies dans les espaces ordonnés, il est naturel de con-
sidérer aussi les applications définies sur les sous-ensembles ouverts d’un cone positif. Si ce
dernier n’a pas de points intérieurs (la plupart des cones de dimension infinie intéressants
-du point de vue des applications- ne sont pas solides), alors le degré de Leray-Schauder
n’est pas immédiatement applicable. Mais a cause du fait qu’un cone est un rétracté de
I’espace de Banach qui le contient, il est possible de définir dans un cone positif, "l'indice
du point fixe" pour les applications compactes. Cet indice du point fixe est une extension
de la notion du degré de Leray-Schauder.

Dans ce qui suit, on donnera les propriétés les plus importantes de cet indice; on
indiquera en particulier que I'indice du point fixe peut étre dérivé du degré bien connu de

Leray-Schauder.

24



1.3. Indice du point fixe

1.3.1 Axiomes de I’indice du point fixe

Théoréme 1.3.1 (définitions axiomatiques)
Soit E un espace de Banach, X un rétracté de E. Pour tout ouvert borné €2 de X
et toute application compacte f : Q — X sans points fixes sur 09, il existe un unique

nombre entier noté i(f,Q, X) ayant les propriétés suivantes:

1. Normalisation

i(f,Q,X) =1 si f est constante sur Q. (i.e. f(x) = yo,Yr € Q, ol yo est une

constante de €).)

2. Addstivité

Pour tous sous-ensembles ouverts et disjoints 2y, {2y de Q tels que f n’admet pas

de point fize sur Q\(Q U Qy), on a:

Z(f797X) :i(faﬂlaX)+i<f792aX>7

ol l(f, Qk,X) = Z(f|m,9k,X), ke {1,2}

3. Invariance homotopique

L’entier i(hy, Q, X) est indépendant du choiz du paramétre t € [0, 1], ou
he 1 [0,1] x Q — X
('[J,l’) = ht(x) = h(t,I‘)

est un opérateur compact tel que VY € 09, Vt € [0,1] : hy(x) # x.

i.e. hy n‘admet pas de points fixes sur 052, et on a:

’i(ho,Q,X) == i(hl, Q,X)

4. Permanence

SiY est un rétracté de X telle que f(Q) C Y, alors
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Plus généralement, lintervalle [0, 1] peut étre remplacé par un intervalle fermé de

R.

La famille {i(f,Q, X) tel que X est un rétracté de E, Q est un ouvert borné de X
et f: Q — X est une application compacte sans points fixes sur 99} est uniquement
déterminée par les propriétés (1) — (4), avec Uentier i( f, 2, X') est appelé I'indice du point
fixe de f sur Q2 par rapport & X.

Démonstration. Soit {i(f, 2, X)} une famille satisfaisant les propriétés (1) — (4). Si
on choisit X = E, alors (1) — (4) représentent les propriétés du degré de Leray-Schauder,
d’out la définition

i(f,Q, X) = deg(Zs — f,9,0), (1)
ot (Zg— f)(z) # 0,V € 09, i.e: le degré de Leray-Schauder deg(Z; — f,2,0) est bien
défini.

Supposons maintenant que X soit un rétracté de E, donc il existe une rétraction
r: E — X telle que Vx € X, r(xz) = z. Pour tout sous-ensemble ouvert 2 de X, on choisit

une boule Bg = {zx € E : |z|]| < R}. D’apres la propriété (4), on a
i(f,9,X) =i(for,BeNr 1 (Q), E) = deg(Zs — f or, B N 77(),0).
En effet, d'une part, r : £ — X est une rétraction donc continue, par conséquent, €2

est un ouvert de X = r~1(2) est un ouvert de E. Evidemment, BrNr~1(£2) est un ouvert

borné de E et on a

<)

BrNr=1(Q) Ccr1(Q) Ccr Q) =r1(Q).

Il s’en suit que
(for)(Brnr=t(Q)) C (for)(r™(Q)) = f(Q) C X.
La propriété de permanence est donc applicable et on a:

i(for,BeNr~H(Q),E) = i(for,[BrNr '(Q)]NX,X)

= i(f orBrrr1@)nx, 2, X)

(
(
= i(f orisrar-1 @), 2, X)
= i(f,Q,X).
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Enfin, le résultat demandé est obtenu en utilisant I’égalité (1). =

Remarque 1.3.2 D’aprés ce qui précéde, on définit I'indice du point fixe d’un opérateur

compact f sur Q relativement a X par
i(f,Q, X) = deg(Za — for, BrNr~1(),0). (2)

our:E — X est une rétraction et Br est une boule de X.
Notons que cette définition est indépendante du choix de la rétraction v et de la boule
Bgr. En effet, soit 1, : E — X une autre rétraction. On pose V = ri*(Q) Nr~Y(Q) et

ro = 1. D’aprés la propriété d’excision du degré de Leray-Schauder, on obtient:
deg(Zy — for;,BrN rj_l(Q), 0) =deg(Zy — for;, BkNV,0), j € {0,1}.
Introduisons ’opérateur compact h : [0,1] x V — X par:

h(A o) = ha(z) = rol[(1 = A)f(ro(x)) + Af (ri(x))].

On remarque que h(\, x) # x, V(A\,z) € [0,1] x IV. i.e. le degré de Leray-Schauder
deg(Zy—h(A,.), BrNV,0) est bien défini VA € [0, 1]. La propriété d’invariance homotopique

du degré de Leray-Schauder entraine que:
deg(Zy — fory, BRNV,0) =deg(Zy— for, BgNV,0).

Par conséquent, la définition de i(f,Q, X) est indépendante du choizx de la rétraction
r et de la boule Bp.

Rappelons que le degré de leray-Schauder admet une extension aux ouverts non bornés
de X. (Voir Annexes.)

Finalement, par la définition (2) et les propriétés de degré de Leray-Schauder, on peut

vérifier les propriétés (1) — (4). Voici quelques conséquences simples:

Corollaire 1.3.1 L’indice du point fize vérifie les propriétés suivantes:
(1) Propriété d’excision

Soit V C Q un sous-ensemble ouvert tel que f soit sans points fives sur Q\V, alors

i(f, 92, X) = i(f, v, X).
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(ii) Propriété de l’existence
i(f,Q, X) #0= f admet au moins un point fixe sur .

Démonstration. (i) Soit Q; = Q et Oy = @. Alors on a : Q\ (2 UQ) = Q\Q = 99,
f est donc, par hypotheése, sans points fixes sur 0f2, la propriété d’additivité de 'indice a
lieu et on a:

i(f,,X)=14i(f,0X)+i(f,9,X)=1i(f, o, X)=0.

Si on prend maintenant £2; = V. la méme propriété nous donne
if, 0, X) =i(f, V. X) +i(f, 2, X) =i(f,V, X).

D’ou le résultat demandé.

(74) On raisonne par ’absurde. On suppose que i(f,Q, X) # 0 et que f n’admet pas
de point fixe sur Q. Soit V = @, i.e : Q\V = Q, f étant sans points fixes sur et 99,
donc elle I'est aussi sur QU0 = Q. Ceci nous permet d’appliquer la propriété d’excision

pour V = &, et on a:
i(f,Q,X) =i(f, V. X) =i(f,9,X)=0.

Ce qui contredit le fait que i(f,€2, X) # 0. D’ou le résultat demandé. =

Autre démonstration du théoréme du point fixe de Schauder en utilisant

I’indice du point fixe

Le théoréme du point fixe de Schauder qui dit: toute application compacte K : C' — C
d’un sous-ensemble convexe, fermé, borné, non vide d’un espace de Banach dans lui méme,
admet au moins un point fixe dans C', peut se démontrer en utilisant ’indice du point
fixe. En effet, supposons que K est sans point fixe sur dC' car sinon, il n’y aura rien a
démontrer. Par la remarque 1.3.1, C' est un rétracté de X, donc l'indice i(K,C,C') est

bien défini. On se fixe zy € C et on définit 'application compacte h; : [0,1] x C — C' par

hi(z) = h(t,z) = (1 —t)Kz + txg, out € [0, 1].
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Alors, h; n’admet pas de point fixe sur 0C' car sinon, il existerait x € JC' tel que

(1-t)Kx +txg=2,Vt € [0,1] = Kz —x = t(Kz — x9),Vt € [0, 1].

Donc en particulier, pour ¢ = 0, on obtient: Kz — x = 0, ceci implique que K admet
un point fixe sur dC, mais par hypothése, il ne l'est pas. D’ou la contradiction. Par
conséquent, la prorpriété de 'invariance homotopique de I'indice du point fixe et la nor-

malisation nous donnent

i(K,C,C) = i(z,C,C) = 1.

Finalement, la propriété de I'existence entraine que K admet au moins un point fixe

dans C.

Remarque 1.3.3 On peut démontrer le méme résultat si C' est seulement un rétracté de

X, en considérant une boule contenant f(C') et en appliquant la propriété de l'invariance

homotopique du degré de Leray-Schauder pour la déformation homotopique
ha(x) =2 — XK or)(x),0 <A< 1,

avec r est une rétraction quelconque.

1.3.2 Lemmes fondamentaux

Dans tout ce qui suit, on considére X un espace de Banach, P C X un cone et {2 un

ouvert borné de X.
Définition 1.3.2 Soit P C X un céone. Pour r > 0, on introduit les ensembles:
P.=PnB0,r)={zeP:|z| <r}
OP,={xeP: |z|]|=r}
Lemme 1.3.1 So0it0 € Q et F : PNQ — P un opérateur compact satisfaisant I’hypothése
(H1) Fz# Xz, Vo€ PNOQ et YA > 1.

Alors,
iW(F,PNQ,P)=1.
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Démonstration. Soit la déformation homotopique
H:[0,1]xPNQ—P

(t,x) — H(t,z) = Hy(x) =tFx.

Alors, H est un opérateur compact sans points fixes sur P N JQ. i.e. Vit € [0,1],
Ve € PN oQ, Hy(x) # x. En effet, sl existe t € [0,1], pour lequel Jxg € P N 09,
Hy(zg) = xo, alors deux cas se présentent;

e Pour ¢ = 0, on obtient 'existence d’un point xq € P N 0N2 tel que xo = 0, d’ou la
contradiction.

e Pour ¢ €]0, 1], on obtient I'existence d’un point fixe xy € P N 9N tel que tFzq = xo;
donc Fzg = %xg, ol % > 1, d’ou la contradiction avec I'hypothése (H;). Alors, d’apres les
propriétés de I'invariance homotopique et de la normalisation de I'indice du point fixe, on

en déduit que
i(H,PNQ,P)=i(F,PNQ,P)=1i(Hy,PNQ,P)=1i0,PNQ,P)=1.
D’ou le résultat demandé. m
Lemme 1.3.2 S0it0 € Q et F : PNQ — P un opérateur compact satisfaisant I’hypothése
(Hs)  ||Fz|| < ||z|| et Fx # x, Yx € P NON.
Alors,
iW(F,PNQ,P)=1.

Démonstration. Il suffit de montrer que (Hs) = (H;). En effet; raisonnons par
I'absurde et supposons que (Hz) est vérifiee sans que (H;) le soit. Donc, Jxy € P N I1Y,
dXg > 1 tels que Fxg = A\gxo.

e SiNg > 1:||Fxol = ||Moxo|l = Ao ||@oll > ||xoll, ce qui contredit le fait que ||Fz| <
x| ,Vz € PN oS.

e Si\g=1:Fxy =z ce qui contredit le fait que Fx # z, Vx € PN oSQ.

Ainsi, on a démontré que (Hz) = (H;), par suite, le premier lemme nous donne

i(F,PNQ,P)=1.
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Lemme 1.3.3 Soit0 € Q et F : PNQ — P un opérateur compact satisfaisant U’hypothése
(Hs) Fa#x, YVee PNo.

Alors,
i(F,PNQ,P)=1.

Démonstration. En procédant de la méme maniére que la démonstration du lemme
précédent, on montre que (H3z) = (H;). En effet, s'il existe zp € PN ONQ et \g > 1 :
Fxo = Aoy, alors, Fxg > xg, ce qui contredit (Hz). m
Lemme 1.3.4 S0it0 € Q et F : PNQ — P un opérateur compact satisfaisant ’hypothése

(H4)  Fug > 0; up € P\{0} tel que: x — Fx # lug, Vo € PNOINQ, YA > 0.

Alors,
i(F,PNQ,P)=0.

Démonstration. Dans le cas ou {2 est une boule ouverte de centre 0 et de rayon r,

on aura PNQ = P, = PN B(0,r). Soit = sup || Fz| et soit A > &

oo lluwoll *
On définit I'application compacte H : [0,1] x P, — P par

H(t,x) = Hi(z) = tFx + (1 — t)(Fz + Aug).

Alors, H n’admet pas de points fixes sur dF,, car sinon, il existerait to € [0,1] et

T € OP, tels que
toF'xo + (1 — to)(Fx() + )\'LL()) =29 = 29— Fxg= )\(1 — to)Uo.

Et comme ¢, < 1, alors A(1 — ty) > 0, ce qui contredit ’hypothese (H4). D’apres la

propriété de 'invariance homotopique du point fixe de H;, on obtient

i(Hy, P., P) =i(F, P., P) = i(Hy, P., P) = i(F + \ug, P, P).
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Si on suppose que i(F + Aug, P., P) # 0, alors 3xy € P, tel que g = Fxg + Aug. Par

conséquent,

lzoll = [[Fzo + Auo|
> Afuoll = [[Fol]
T+
> luoll = [[F'o|
[[uo
> 4= [[Fao

> r+ ||Fao|| — [|[Faol =1

Mais zg € P, = ||zo|| < r, d’ou la contradiction. Ainsi, on a démontré que i(F +

Mg, P, P) = 0 et donc le résultat demandé en découle. m

Lemme 1.3.5 S0it0 € Q et F : PNQ — P un opérateur compact satisfaisant I’hypothése

(a) inf ||Fz| >0,
(Hs) : { 2€PNOQ
(b) Fa # px,Yx € PNOQ et Vi €]0,1].
Alors,
i(F,PNQ,P)=0.

Démonstration. Posons 2 = B(0, 7). Grace aux théorémes d’extension de Dugundji
(voir Annexes), on peut toujours considérer ’application compacte F; : X — Conv(F(0F,)),

ou Conv(F(OP,)) est le plus petit convexe contenant F(OF,), et telle que
Fix = Fx, Vx € OP,.

D’autre part, le fait que [0 ¢ C' C P et C est compact] = [0 ¢ Conv(C)]; permet de
dire que

inf ||Fiz|| = a > 0.
zeX
En effet, d’une part, on a:
(a) = ||Fzx| >0,Vz e PNoQ=0P.
= dist(Fz,0) > 0,Vz € 0P,
= 0¢ F(0P,).
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D’autre part, l'opérateur F': P, — P est compact = F(P,) l'est aussi, donc F(OF,) est
un compact inclus dans P. On obtient donc 0 ¢ Conv(F(0F,)).

Maintenant, on considére la déformation homotopique
H,(z)=H(p,z) = (1 —p)Fae+ pkFiz, pel0,1] et k> 1.

e L’indice du point fixe i(H,,, P, P) est bien défini, Vi € [0,1], du fait que H,, est sans
points fixes sur P,. En effet, supposons par 'absurde qu'il existe xo € 9P, et p, € [0, 1]

tels que H,, (x¢) = 0. Donc,
(1 — pg)Fag + pokFraeo = xg = (14 (k — 1)pg) Frg = o,

car Fix = Fx, Vxr € OF,. D’ou

1

Frg= ———
. 1+ (k= 1)ug

xo.

Mais, m €]0, 1], ceci contredit (b). Alors, la propriété de 'invariance homo-

topique de I'indice du point fixe a lieu, et on a
i(F, P, P) = i(kFy, Py, P).
Sii(kFy, P, P) # 0, alors 3z; € P, tel que x1 = kFyz;. Or, | Fiz|| > o,Vz € P,, donc
|Fai] > a = & |Fia|| > ka = |lo1]| > ka = ka <r =k < g

On trouve finalement, i(kFy, P, P) = 0, pour k > max{1, - }.
Donc, le résultat demandé en découle. m
Lemme 1.3.6 Soit F : PN Q — P un opérateur compact satisfaisant I’hypothése
(Hs)  ||Fz|| > ||z|| et Fx # x, Yx € P NON.

Alors,
i(F,PNQ,P)=0.
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Démonstration. Montrons par 'absurde que (Hg) = (H4). Supposons donc que :
Yug > 0, dzg € PN O, Iy > 0: 29 — Fxg = Auyp.

e \g =0: Fxy = x¢, contradiction avec Fx # x, Vo € PN ISQ.

e Ny > 0:29— Fzg = Mug > 0 = Fry < z9g = ||[Faol| < ||zo]|, contradiction
avec ||[Fz|| > ||z||, Vo € PN 0OQ. Dou (He) = (Ha), et par le lemme 1.3.4, on trouve
i(F,PNQ,P)=0. m

Lemme 1.3.7 Soit F : P, — P un opérateur compact satisfaisant Uhypothése
(H7z) Fx & x,Vz € 0P,

Alors,
i(F,P,,P)=0.

Démonstration. Raisonnons par ’absurde. Supposons que i(F, P,, P) # 0. Comme

F est compact, alors il est borné sur P,, ceci est équivalent & dire que
Ja>0:VYz €P,, |Fz| <a.
Soit xy € P tel que ||xg]| > r + a et considérons I'homotopie compacte
H(t,x) = Hi(z) = Fx + txzo, t € [0,1].

Alors H; est sans point fixe sur 0Py, car sinon, il existerait = € 0F, tel que H(t,z) =

Fx +txy = x. Donc,
r=Fr+tegysx—Fr=trge P, (cart >0 et zg € P)

& Fa < z,(relation d’ordre sur P),

ceci contredit (H7). Par I'invariance homotopique de 'indice du point fixe, on obtient
i(F + xg, P, P) =i(F, P., P).

Sii(F + xo, P, P) # 0, alors 3x1 € P, : Fxy + x9 = 7.
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Donc, xg = x1 — Fr1 = ||xo]| = ||o1 — Fai|| < ||z1]] + ||[Fz1|| < r + a, dapres la
bornitude de F sur P,. Ainsi, on a trouvé que ||2¢|| < 7 + a, mais x¢ est supposé tel que

|zo|| > r + a, d’ou la contradiction. Finalement, on déduit que
i(F + 20, P, P) = i(F, Py, P) = 0.

Cecl termine la démonstration du lemme 1.3.7. =
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CHAPITRE

2 Quelques théorémes du

point fixe sur les cénes

Maintenant, on est en mesure d’énoncer quelques théorémes du point fixe sur les cones.

2.1 Théorémes du point fixe d’expansion et de com-

pression d’un coéne

2.1.1 Théoréme du point fixe de Krasnosel’skii

Commencons d’abord par le théoréme principal suivant, appelé théoréme du point fixe
d’expansion et de compression d’'un cone (di & Krasnosel’skii [11] en 1960) qui généralise
le théoreme des valeurs intermédiaires dans un espace de Banach ordonné affirmant que

si F: ]a,b] — R ou [a,b] C R est un intervalle non vide tel que
(F(a) —a)(b— F(b)) > 0.
Alors F' admet au moins un point fixe dans |a, b|.
Théoréme 2.1.1 Soient P un céne dans un espace de Banach X et F : P — P un

opérateur compact vérifiant l'une des conditions suivantes :

1. Fx # x,¥Yx € OP, et Fx & x, Vo € OPp.
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2. Fr £ x, Ve € 0P, et Fx # x, V& € OPp.
Alors, si 0 <1 < R, F' admet au moins un point fize x € P tel que r < ||z|| < R.

Illustration graphique dans R o P =R, 0P, = {r} et 0P = {R}.

Fx Fx

Démonstration. 1°F cas : F vérifie 1.

e S’il existe x € 0P, U 0Py tel que F'x = x, alors la preuve est terminée.

e Sinon, posons 2 = Pg, Q = Pr\P, C Pr et Qy = P, C Pg. On vérifie alors que
DN Q= @, Q\(Q UQy) = 0P, U PR, et comme Fx # x, Vo € P, U Py, l'indice du
point fixe étant additif, donc

i(F, Pg, P) = i(F, Pp\P,, P) +i(F, P., P) = i(F, PR\P,, P) = —1.
En effet, d’apres les lemmes 1.3.3 et 1.3.7, la premiére inégalité de 1 donne
i(F,P.,P) =1,

et la deuxiéme donne

i(F, Pg, P) = 0.

e 2°™Me cqag . [ vérifie 2.

Si on procede de la méme maniere que dans le premier cas, on trouve

i(F,P.,P) =0,
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i(F, Pg, P) = 1.

Par suite, on obtient

i(F, PR\P,, P) = 1.

Finalement, on a démontré que i(F, Pg\P,, P) # 0, et en utilisant la propriété de
Iexistence de l'indice du point fixe, on conclut que F' admet au moins un point fixe

x € Pg\P.. D’oil le résultat. m

Remarque 2.1.1 Dans le théoréme précédent,
o Si F vérifie 1, alors on dit que F' est l’expanseur du cone P.

o Si F vérifie 2, alors on dit que F' est le compresseur du cone P.
Théorémes d’expansion d’un céne

Les théorémes suivants assurent l’existence du point fixe de I'opérateur F' dans la

coquille conique définie par (en posant 0 < r < R)

Pr={rxeP:r<|z| <R}
dont les frontiéres inférieure et supérieure sont de type
{z € P:all = p} on p € {r, R}.

Théoréme 2.1.2 Soit F : Py — P un opérateur compact tel que les conditions suivantes

soient satisfaites:

1. Jug >0:x— Fax # Aug, Vo € OP, et VA > 0.

2. Fx # Xz, Vr € OPg et VA > 1.
Alors, F' admet au moins un point fize x € P, g.

Démonstration. Notons d’abord que les conditions 1 et 2 de ce théoréme, sont

respectivement les conditions (Hy) et (H;) des lemmes 1.3.4 et 1.3.1, donc

i(F,P,,P) =0 et i(F,Pp, P) = 1.
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Comme l'on a déja vu dans la démonstration du théoréeme de Krasnosel’skii, et par

I’additivité de I'indice du point fixe, on obtient
i(F, PR\P,, P) = 1.
Par suite, 'opérateur F' admet au moins un point fixe dans PR\E =P rCFP R =

Théoréme 2.1.3 Soit F : Pr — P un opérateur compact vérifiant les conditions suiv-

antes :
1. Fx # \x pour ||z|]| =7r et A > 1,
2. Fx # px pour ||z|| = R et 0 < u < 1;
3. xé&f)}% |Fz|| > 0.
Alors, F' admet au moins un point fize v € ?,R.
Démonstration. Le résultat est donné par les lemmes 1.3.1, 1.3.5 et le théoréme
21.1. =
Théoréme 2.1.4 Soit F : P — P un opérateur compact tel que :
1. Fx # Mx,Vx € OP, et VA > 1;
2. ||Fz|| > ||z|| et Fx # x, Vo € OPk.
Alors, F admet au moins un point five v € P, g.

Démonstration. Il se montre de la méme maniére que dans la démonstration du

théoréme 2.1.1 en utilisant les lemmes 1.3.1 et 1.3.6. m
Théoréme 2.1.5 Soit F : P, — P un opérateur compact satisfaisant les conditions :
1. ||Fz|| < ||z|| et Fx # z, Yx € OP,;

2. Jug >0/ z — Fx # Aug, Vo € OPg et VA > 0.
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Alors, F' admet au moins un point fixe x € P, g.
Démonstration. Elle est basée sur les lemmes 1.3.2 et 1.3.4. =

Remarque 2.1.2 Les théorémes du point fize de compression d’un cone s’obtiennent si

la premiére condition est vérifiée sur OPg et la deuziéme sur OP,.

2.1.2 Théoréme du point fixe d’expansion et de compression

d’un cone de type norme

La version de type norme du théoréme du point fixe d’expansion et de compression d’un

cone de Krasnosel’skii, est obtenue par Guo [9].

Théoréme 2.1.6 Soit X un espace de Banach, ) et Qs deux ouverts bornés de X tels
que 0 € Qp, Q1 C Qy et P C X un cone. On considére lopérateur compact F : P N

(Q\Q1) — X wvérifiant l'une des conditions suivantes:

1. ||Fz|| < ||z||, Vo € PNOQY et ||[Fx| > ||z||, Ve € PN OSs.

2. ||Fz|| > ||z||, Yo € PN OQy et ||[Fz|| < ||z||, Vo € PN OQs.

Alors, F admet au moins un point fize dans PN (Q2\Q).

Démonstration. Démontrons ce théoréme sous la condition 1. (la preuve est analogue
si F' vérifie 2).

Commencons d’abord par étendre F & P N €y; grace au théoréme d’extension de
Dugundji 3.3.3 (voir Annexes), On peut donc supposer, sans perte de généralité, que F’
n’admet pas un point fixe sur P N 9€); et sur P N 0€)s, sinon le théoréme est démontré.

Dans ce cas, 1 devient
|Fx|| < ||z|]| et Fx # z,Vx € PN 0OQy.

|Fx|| > ||z]| et Fx # z, Yo € PN 0OQs.
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Par conséquent, les lemmes 1.3.2 et 1.3.6 entrainent que
i(F,PNQy, P)=1eti(F,PNQy, P)=0.

On a: Pm(QQ\Q_l) C Png, Pﬂﬂl C PﬂQg, [Pﬂ(QQ\Q_l)]ﬁ[Pﬂﬁl] =Jet F
n’admet pas de points fixes sur P N\ [(P N (Q2\Q1)) U (PN Q)] = PN, done par

la propriété d’additivité de I'indice du point fixe, on aura:
i(F,PNQy, P) =i(F, PN (QW\), P) +i(F,PNQ, P).

De cette égalité, on déduit que i(F, P N (2\Q1), P) = —1, et par conséquent, Iz €
PN (2\Q) tel que For = z. Or, Q,\Q; C 2\Q4, ceci implique l'existence d’au moins
un point fixe dans P N (2\Q;). Dol le résultat. m

2.1.3 Théoréme du point fixe d’expansion et de compression

d’un coéne de type fonctionnel

Dans cette partie, on va voir une autre version du théoréme de Krasnosel’skii; généralisant
la version de type norme; dite de type fonctionnel (dte a Avery-Anderson [2] en 2002).
Cette généralisation permet de choisir deux fonctionnelles satisfaisant certaines conditions
qui seront utilisées a la place de la norme et permettant d’utiliser ce théoréme dans
un cadre plus grand de situations. En particulier, pour les problémes aux limites, ces
fonctionnelles permettent d’améliorer des conditions suffisantes assurant l'existence de
solutions positives multiples.

A présent, donnons la définition suivante qui sera utile pour la suite :

Définition 2.1.1 Une fonction a est dite fonctionnelle continue positive sur un cone P,
sia: P —[0,00) est continue.
Soient «, B deux fonctionnelles continues positives sur P. Pour 0 < r < R, on définit

les ensembles suivants:

P(3,R) ={x € P: f(x) < R}

P(B,a,m,R) ={x € P:r < a(zx) et B(x) < R}.
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Résultat principal

Le théoréeme suivant (étant une généralisation du théoréme 2.1.6), donne au moins un
point fixe dans la coquille conique P(B,a, 7, R) = {x € P :r < a(r) et 3(x) < R} dont

les frontiéres inférieure et supérieure sont respectivement
OP(a,r)={x € P:a(z)=r} et OP(G,R) ={x € P: fB(x) = R},
(au lieu de OP, et OPg dans le théoréme 2.1.6.)

Théoréme 2.1.7 Soit P un céne dans un espace de Banach réel X et soit o, deux
fonctionnelles continues positives sur P. Supposons que l’ensemble P(S,a,r, R) est non
vide, borné et F : P(3,a,r, R) — P un opérateur complétement continu vérifiant:

inf Fzl|>0 et P C P(B.R).
weapl(%,a,r,m” || et P(a,r) € P(3, R)

Supposons de plus que l'une des conditions suivantes soit satisfaite:

(C1) : a(Fzx) <r, Ve e dP(a,r), B(Fzr) > R, Vx € OP(B,R), et poury € OP(a,r),
2€dP(B,R), \>1etpec(0,1], on a: a(Ay) > Aa(y), B(pz) < pb(z) avec a(0x)

(Ca) : a(Fz) > r, Vo € OP(a,r), f(Fz) < R, Vx € OP(,R) et pour y € OP(
z€0P(B,R), \€ (0,1] et u>1, ona: a(ly) < Aa(y), B(pz) > pb(z) avec 5(0x) = 0.
Alors, F admet au moins un point fize v* € P(B3,a,r, R).

Démonstration. e S’il existe x € OP(S,a,r, R) tel que Fx = x, alors le théoréme
est démontré.

e Sinon, Fz # x, Vo € OP(B,«,r, R). Grace au théoréeme d’extension de Dugundji
3.3.3 (voir Annexes), F' admet une extension complétement continue notée encore F' :
P(B,R) — P. On suppose que la condition (Cy) est vérifiée. (la preuve étant analogue
pour la condition (Cj) ). Alors, on a les deux résultats suivants:

1) Fy # Ay, Yy € OP(a, 1) et YA > 1.

En effet, raisonnons par 1’absurde et supposons qu'il existe yo € OP(«,r), Ag > 1 tel

que Fyg = Ay, et comme F' est sans points fixes sur les bords, alors

a(Fyo) = a(Aoyo) > (o) > alyo) =13
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2.1. Théorémes du point fixe d’expansion et de compression d’un cone

ce qui contredit le fait que a(Fx) < r,Vo € OP(a, 7). Notons que Ox € P(«,r), car

Ox € P et a(0x) =0 < r par hypothése. Le lemme 1.3.1 nous donne
i(F, P(a,r), P) = 1.

2) Fz % puz,Vz € OP(5, R) et Yu € (0,1].
En effet, s'il existe zg € OP(5, R) et p, € (0,1] tels que Fzg = pyzo, alors

B(Fz0) = B(1oz0) < poB(20) < Blz0) = R ;

mais, S(Fz) > R,Vx € OP(8, R), d’ou la contradiction. De plus, Ox € P(f3, R) et

inf ||Fx|| > 0, par hypothése, et donc le lemme 1.3.5 donne
z€IP(B,a,r,R)

i(F, P(3,R), P) = 0.

D’autre part, on a : P(a,7) C P(a,7) € P(B,R), P(B,a,7,R) C P(B,R),
P(a,r)N P(B,a,r, R) = & et F n’admet pas de points fixes sur

P(B, R\[P(B,a,r, R)U P(a,r)] = OP(a,7) UOP(3, R) = OP(8, a1, R).
Donc la propriété d’additivité de I'indice du point fixe a lieu et on a:
i(F,P(B,R),P)=1i(F,P(5,a, R),P)+i(F, P(a,T), P).

De cette derniére, on déduit que i(F, P(3, o, 7, R), P) = —1 # 0, et par conséquent, F’

admet au moins un point fixe positif 2* € P(3, a, 7, R). D’ot le résultat. m

Extension du théoréme du point fixe d’expansion et de compression d’un coéne

de type fonctionnel

Théoréme 2.1.8 (Avery-Anderson-Krueger [3] en 2006)
Sous les hypothéses du théoréme précédent, on suppose qu’il existe x;,x, € P ou P
est un cone normal, telles que P(3,c, 7, R) C [x;, 2. Alors, les assertions suivantes sont

vraies:
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2.1. Théorémes du point fixe d’expansion et de compression d’un cone

(Eq1) S'il existe un opérateur croissant, complétement continu U : [z, z,] — P tel que

Fx < Uz, pour tout x € [x;,x,] et Uz, < Ux,, alors

<z <U"x,, Vn €N

avec x) = lirf Urz,.
(E2) S’il existe un opérateur croissant, complétement continu L : [z, z,] — P tel que

Lx < Fx, pour tout x € [x;,1,] et Lz; < Lz, alors
L'y <zy <z*, VneN

avec vj = lim Uz;.
n—-+00
Démonstration. e Le théoréeme 2.1.7 du point fixe d’expansion et de compression
d’un cone de type fonctionnel, assure l’existence d’un point fize z* € P(5,a,r, R) pour
l"opérateur F.
e Nous allons démontrer 'assertion (Eq), (la preuve de (E2) est analogue). On suppose
donc qu’il existe x;,x, € P tels que P(3,a,7,R) C [x;,2,] et un opérateur croissant,

complétement continu

U:lx,z,)— P

satisfaisant

Fr < Uz, Ur, <Ux,, Vo € [17,1,].

Alors,

= Fxr <Ux* <Ux,.
U étant croissant, donc
VneN, o8 <U"x, <U" 'z, <..<Ugz,.
D’ow la série {U"x,}>° | est décroissante et minorée par x*. D’aprés le théoréme 3

(voir Annexes), il existe 7, tel que x} = lim Uz, avec

n—oo

< xp < Uz,.
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Commentaires

Les théorémes du point fixe d’expansion et de compression d’un cone sont en fait des
généralisations du théoréme des valeurs intermédiaires dans un espace de Banach ordonné
qui assure l'existence d’un point fixe dans une coquille conique. Comme simple général-
isation de ce théoréme, il semble naturel de remplacer 'intervalle [a,b] par un intervalle
ordonné de la forme {x € P : a < x < b} au lieu de la coquille conique. En effet, si on
suppose que [ : [a,b] — P est compacte et croissante, alors f([a,b]) = [f(a), f(D)] C [a, D]
a condition que a < f(a) et f(b) < b. Ceci permet d’appliquer le théoréme du point fixe
de Schauder pour avoir 1’existence d’un point fixe sur |a, b|. L’avantage de ce théoréme et
qu’on doit vérifier seulement deux conditions, permettant & f de transformer les points
a, b dans lintervalle ordonné [a, b] . C’est un probléme beaucoup plus facile que de vérifier

les hypothéses du théoréeme de la compression d’un cone.

2.2 Théorémes d’existence des points fixes multiples

2.2.1 Théoréme des points fixes multiples dii & H.Amann

Dans cette partie, on montre que sous certaines propriétés supplémentaires, il est possible
de généraliser le théoréme des valeurs intermédiaires dans un espace de Banach quelconque
en utilisant les intervalles ordonnés. Un résultat de multiplicité est basé sur le théoréme

principal suivant; di & H. Amann [1] en 1976.

Théoréme 2.2.1 Soit X un espace de Banach, D C X wun rétracté, F' : D — D un
opérateur compact sans point fize sur 0D. Supposons que Dy, Dy sont deux rétractés dis-
joints de D, Q; C D; un ouvert de D pouri € {1,2}. Supposons de plus que F(D;) C D;
et Fiz(F) N (D;\Q) = @, ou Fix(F) désigne l'ensemble des points fizes de F. Alors, F

admet au moins trois points fives distincts x, x1, xo tels que
x; € Q1 €{1,2} et x € D\(Dy U Dy).

Démonstration. e On a : F(D;) C D;, pour ¢ € {1,2}, D; étant un rétracté de

D, donc de X. Ceci permet d’appliquer le théoréeme du point fixe de Schauder (voir la
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2.2. Théorémes d’existence des points fixes multiples

remarque 1.3.3), et on a
dz;, € Dy . Frxy=ux;, i € {1,2}.

Or, F est sans point fixe dans D;\();, donc forcément x; € €);. Ainsi, on a démontré
I'existence de deux points fixes de F'; 1 € Q; et x5 € (5. Evidemment, x; # 5. Il reste
donc & montrer 1'existence d’un autre point fixe = € D\ (D; U Dy).

D’une part, (3 UQy) C D, [D\(,UQ)] C D, ( UQ)N[D\(QUQ)| =T et F
n’admet pas de point fixe sur D\[D\(Q; U Q) U (21 U Q)] = 9D U 99 U 9Qy, donc la

propriété d’additivité de 'indice du point fixe a lieu, et on a
i(F,D,D) =i(F,Qy UQqy, D) +i(F, D\(£; Uy), D).

De méme,

iW(F,QUQy, D) =i(F,Qq, D) +i(F,Q, D).
De plus, F'(Q;) C D;, la propriété de permanence implique que

D’autre part, on a ; C D;, et comme F est sans point fixe sur D;\(2; alors la propriété

d’excision entraine que

i(F,, D;) = i(F, Di, D).

Par conséquent, on déduit des égalités précédentes que
2
i(F,D\(Q U,),D) = i(F,D,D) = Y i(F,Q;,D;) =i(F,D,D) = > i(F,D;,D;).
7j=1
En utilisant la remarque 1.3.2, avec C' = D, puis C' = D; on trouve
i(F, D, D) = i(F, D1, Dy) = i(F, Dz, Dy) = 1.

Donc, i(F, D\(2; U)), D) = —1 # 0, et par la propriété de I'existence, on conclut
finalement que F' admet au moins un point fixe x € D\(€; UQy) C D\(2; U Qs). (On
vérifie bien que x ¢ {x1, 22}, car (2 U Q) N[D\(Q UD)]=2.) =
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2.2. Théorémes d’existence des points fixes multiples

Corollaire 2.2.1 Soit X un espace de Banach, P C X un céne solide. Considérons

l’existence de quatre points fixés y;,y; € X, i = 1,2 avec
UL < 91 < Y2 < Yo

Et supposons que F : [y1, 2] — X est un opérateur compact et fortement croissant tel
que

U1 < Fyi, Fiyn <, Y2 < Fya, Fya < .
Alors, f admet au moins trois points fixes distincts x, 1, Ty tels que
W< <y, p<Lra<iphetPtrt i

Démonstration. [15] m

Puisque 'usage d’intervalle ordonné ne peut pas étre toujours approprié (les conditions
imposées sur F' dans le corollaire précédent, sont trés fortes), on peut prouver aussi
un résultat de multiplicité semblable, pour un opérateur complétement continu, sur une

coquille conique dont la frontiére supérieure est encore donnée par

{ze Pz =r},

mais, la frontiére supérieure est de type

{reP:o() =0}

avec ¢ : P — R+ est une fonctionnelle continue et concave.

2.2.2 Théorémes des points fixes multiples de Leggett-Williams

Dans cette partie, on s’intéresse & ’existence de points fixes positifs multiples d’un opéra-
teur non linéaire complétement continu défini sur un cone P d’un espace de Banach X. Les

résultats principaux donnent des conditions suffisantes pour qu’un tel opérateur puisse
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2.2. Théorémes d’existence des points fixes multiples

admettre deux ou trois points fixes positifs sans étre fortement croissant. Nous allons

considérer tout d’abord des ensembles (remplagant les intervalles ordonnés) de la forme
S(a,a,b) ={r € P:alx)>aet |z| <b}, a,b€]0,+o0].

ol « est une fonctionnelle positive, continue et concave sur P et on définit pour

0 < ¢ < o0, 'ensemble P. comme suit:
P.={zeP:|z| <c},si0<c< oo,

P =P

Reésultats principaux
Le premier résultat donne des conditions suffisantes pour que 'opérateur F : P, — P

ait au moins un point fixe non trivial dans S(a, a, ¢).

Théoréme 2.2.2 Soit F': P, — P un opérateur complétement continu. Supposons qu’il
existe une fonctionnelle concave o vérifiant a(z) < ||z||, pour tout x € P ainsi que des

réels ¢ > b > a > 0 satisfaisant les conditions suivantes:
1. Six € S(aya,b), alors {x € S(a,a,b) : ax) >a } # D et a(Fx) > a;
2. Six € S(a,a,c), alors Fxz € P, ;
3. Yz € S(a,a,c) avec |[Fz|| > b, on a : a(Fzx) > a.
Alors F' admet au moins un point fire dans S(«, a, c).
Démonstration. Notons d’abord que ’ensemble U = {z € S(a, a,c) : a(z) > a } est

I'intérieur de S(a, a, ¢). Supposons que = € JU soit un point fixe de F, alors a(x) = a, et
comme S(«,a,b) C S(a,a,c) (du fait que b < ¢), ceci montre que = € S(«, a,b) ou bien
]| > b.

e Sixz e S(a,a,b), alors x = Fr = a(r) = o(Fz) > a d’aprés 1, ce qui contredit le

fait que a(z) = a.
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e Si ||z|| > b, alors ||Fz|| > b et par la condition 3, on obtient a(z) = a(Fzx) > a,
d’ou la contradiction. Donc F' n’admet pas de points fixes sur oU et i(F, U, P.) est bien
défini. Choisissons maintenant xq € U et définissons 'opérateur complétement continu

H;:[0,1] x U — P. par
Hi(x) = (1 —t)Fx +txg, t € [0,1].

Alors H; est sans point fixe sur OU. En effet, §'il existe x € 0U; a(x) = a, tel que
Hi(z) = z alors deux cas se présentent :

e |Fz|| > b : par la condition 3, on obtient o(Fz) > a, donc,

a(z) = a((l1—t)Fz+txg)
> (1 —t)a(Fz)+ ta(xg)

> a.

D’ou la contradiction.

o |Fz|| <b:danscecas,ona: |z| = |(1 —t)Fz + txg|| < (1—1t) ||Fx|| +t]zo| < b.
Alors x € S(a,a,b). D'apres 1, a(xz) > a, ce qui contredit le fait que a(zr) = a. Ainsi,
on a démontré que I'indice i(H;, U, P.) est bien défini, et par la normalisation 'invariance

homotopique de I'indice du point fixe, on trouve :
i(F,U, P,) =i(xo,U, P.) = 1.

Par conséquent, ' admet au moins un point fixe * dans U. De plus, on vérifie que ce
point fixe est non nul, car : z* € U = 2* € S(a,a,¢) = z* € P, a(z*) > a et ||z*|| < ¢,

mais a(x) < ||z||, Vo € P,donc 0 < a < afa*) < ||z*]| < c= ||z > 0= 2* > 0x. =

Remarque 2.2.1 La condition 3 du théoréme précédent sera satisfaite si ['une des con-

ditions suivantes est vérifiée
1. a(Fx) > ¢ ||Fz|,Vz € S(a, a,c).
2. ||[Fz| — a(Fz) <b—a,Vx € S(a,a,c).

(Il suffit de poser ||Fx|| > b dans l'une de ces deux conditions, pour que 3 soit vérifiée.)
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Dans les applications de ce théoréme et des résultats qui le suivent, il est souvent plus
facile d’établir la validité de 1 ou 2 que d’établir directement la condition plus générale 3.
Le résultat suivant donne I’existence d’au moins trois points fixes positifs pour 'opérateur

F, mais avec une restriction supplémentaire sur ce dernier.

Théoréme 2.2.3 Soit F': P. — P. un opérateur complétement continu. On suppose qu’il
existe une fonctionnelle concave o vérifiant a(x) < ||z||, Vo € P, et des constantes réelles

a,b, A avec 0 < A\ < a < b < ¢ satisfaisant les conditions suivantes :
1. Six € S(aya,b), alors {x € S(a,a,b) : ax) >a } # D et a(Fx) > a;
2. Six € Py, alors |[Fx| < X ;
3. Vx € S(a,a,c) avec ||Fz|| > b, on a : a(Fzx) > a.
Alors F' admet au moins trois points fizes x1, T2, x3 dans P, tels que
|lz1]| < A, alxe) > a et ||zs]| > A\ avec a(z3) < a.

Démonstration. Soit U; = {x € P. : ||z]| < A} et Uy = {z € S(o,a,c) : a(z) > a }.
Alors U; et U, sont deux ensembles ouverts disjoints, convexes dans P, et F' n’admet pas
de point fixe sur U; U 90U, = 9(U; U Uy). En effet,

e S’il existe x € QU;/ Fx = x, on obtient ||Fz| = ||| = A. Contradiction avec la
condition 2.

o S'il existe x € OU,y/ F'x = x, on obtient une contradiction (voir la preuve du théoréme
précédent, ou Uy = U). D’aprés 2, on aura F(U;) C Uy, car si y = Fr € F(U,), alors
Fx € P, et v € U, C Py. De plus, ||y|| = ||Fx|| < A

e Par le théoréme du point fixe de Schauder, F' admet au moins un point fixe z; € Uy.

e Par le théoréme précédent, F' admet au moins un point fixe x5 € Us. Il reste donc &
montrer 'existence d’au moins d’un autre point fixe. On a: P.\(U; UU,) C P,, U UU, C
P, [P\(UyUUy)] N (U3 UUs) = @ et P\([P\(Uy UU)| U (Uy UUy)) = 90Uy UU,), et
comme F est sans point fixe sur 9(U; U Us), alors la propriété d’additivité de 'indice du

point fixe nous donne

i(F, PA\(U, UUy), P.) = i(F, P,, P.) — i(F,U; UUs, P.).
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De méme,

Donc,

i(F, P\(Uy Ulh), P,) = i(F, P., P,) = Y _i(F,U;, P.).

j=1
Soit V' un sous-ensemble ouvert, convexe de P, tel que F' : V — V n’admet pas de
point fixe sur V. Puisque V est un rétracté de P.; comme fermé convexe du rétracté P,

par la propriété de permanence de I'indice du point fixe, on aura :
i(F,V,P.)=i(F,VNV,V)=i(F,V,V).

D’autre part, on peut montrer que i(F,V,V) = 1. En effet, par la preuve du théoréme

du point fixe de Schauder utilisant 'indice du point fixe, on obtient
i(F,P.,P.) =1.
Par la remarque 1.3.3, nous obtenons :
i(F,V,V) =1,

V étant un ouvert de V et F est sans point fixe sur V\V = 9V, alors la propriété
d’excision donne

i(F,V,V)=i(F,V,V)=1.

D’apres ce qui précede, si on pose V' = Uy, ce dernier vérifie bien toutes les conditions
imposées sur V, alors

i(F, U, Uy) =1=i(F, U, P.).

D’ow:
i(F,U;,P.)=1=1i(F,P., P.).

Comme dans la démonstration du théoréme 2.2.2, on aura:

'L(F, UQ,PC) - 1
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Par conséquent,

W(F,PA\(0,UTy),P)=1-2= 1.

La propriété de l'existence assure donc l’existence d’au moins un point fixe x3 €

PC\(Ul U UQ) | |
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CHAPITRE

3 Applications a des

problémes aux limites de

type Dirichlet

Introduction
Le théoréme principal du point fixe de Krasnosel’skii sur les cones a été souvent utilisé

pour discuter 'existence des solutions positives a des problémes aux limites de type

—u"(t) = f(u(t)), 0 <t <1,
(P) { u(0) = u(1) = 0.

ou f € C(R;,R,). Sous certaines hypothéses sur f, Avery [2] a montré I'existence
d’au moins trois solutions positives au probléme (P) en appliquant le théoréme des points
fixes multiples de Leggett-Williams [14]. Henderson et Thompson [10] ont amélioré ce

résultat en utilisant la symétrie de la fonction de Green associée au probléme (P).
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3.1. Application du théoréme du point fixe d’expansion et de compression d’un céne de
type norme

3.1 Application du théoréme du point fixe d’expansion

et de compression d’un coéne de type norme

Considérons le probléme aux limites du second ordre (P) avec f(0) = 0, donc u = 0 est
une solution triviale de ce probléme. Nous allons démontrer I'existence de solutions non

triviales en exigeant a f de satisfaire les deux conditions suivantes:

1. 0< Tim £ < g:;
u—0t

Notons que 1 et 2 sont vérifiées pour f(u) = u?, v > 1. Alors (P) admet au moins une
solution u € C?([0,1]) telle que u(t) > 0, Vt € (0,1).

e (P) est équivalent a I’équation intégrale

u(t) = /0 G(t, 5)f(u(s))ds

ou la fonction de Green G : [0,1] x [0,1] — R est donnée par:

_[H1=5), 0<t<s<1

en utilisant la méthode de la variation des constantes.

Propriétés de la fonction de Green
1. G(t,s) >0, Vt,s € [0,1]

2. G(t,s) <s(1—s), Vt,s €[0,1]

4. [} G(t,s)ds = 0 <L vt e 0,1]
5. fol 2G(t,s)ds < 1, vt e|0,1].

On définit maintenant 'opérateur A par

_ /0 G(t, 5) f(u(s))ds.
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e L'opérateur A : C([0,1]) — C([0,1]) est complétement continu d’aprés le lemme

d’Ascoli-Arzéla (voir Annexes). En effet,

1. A est continu sur C([0, 1]) : soit (u,)nen une suite de C([0, 1]), convergente vers un

certain élément wu.
1
(Au)) = [ Gt (unls))ds, vt € [0.1]
0
D’une part, la continuité de f entraine que

f(un(s)) — f(u(s)), Vs €[0,1] quand n — +o0.

D’autre part, on a pour tout t € [0,1] :
1
()0 <= [ Glt.s)(un(s))ds
0
1
< swp flun(s) [ Gts)ds
0

s€[0,1]

< % e L'([0,1)).

Ainsi, on a vérifié les deux conditions du théoréme de la convergence dominée de
Lebesgue (voir Annexes), donc Au € L'([0,1]) et [[Au, — Aul| 1oy, — 0 quand

n — —+00, ceci montre la continuité de A sur C([0, 1]).

2. A est borné sur C([0, 1]) : soit u € C(]0, 1]), alors

3. A est compact : Soit (u,),en une suite bornée dans C([0, 1]). A étant borné, donc
(Auy,)nen Dest aussi dans C([0, 1]). De plus, par la propriété 5 de G (ci-dessus), on

Anyl = | %G(t,smun(s))dﬂ
< (sup f(un(s / —G(t,s)

s€[0,1]

—<
5 Q.

IN
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Donc (Auy,)nen est bornée dans C'([0,1]), et d’apres le corollaire 3.3.1 (voir Annexes),
(Auy,)nen admet une sous-suite convergente, ce qui montre la compacité de A.

Considérons maintenant les ensembles:
P={ueC(0,1]) : u(t) >0, Vt € [0,1]}

1
P ={ueP: mianu(t) > 1 llu||},
[%71]

qui sont des cones sur C([0, 1]).
e A:P— P :
En effet, en utilisant les propriétés de la fonction de Green, alors pour toute u € P,

on aura les estimations suivantes:

JAul = s (A 0] = mua [ G ) (u(s))ds < [ s(1 = 9)fu(s))ds,

0<t<1

téﬁl% (Au)(t) = t?@% /01 G(t,s)f(u(s))ds > i/ol s(1—s)f(u(s))ds > i | Aul|,

et comme (Au)(t) >0, Vt € [0,1], alors Au € P;.

e La condition 0 < 1im+M < 8, nous permet de choisir » > 0 tel que 0 < f(u) < 8u,
u—0

0<u<r.

e Montrons que || Aul| < ||u||, Yu € OP,. Soit v € P, avec ||u|| = r, alors
1
(@] = [ Gleofuls)ds
0
1
< 8/ G(t, s)u(s)ds
-
< 8 HuH/ G(t,s)ds
0

1
8 lull 5

IA

<l

Done, max |(Au)(t)] = [|Aul| < [Ju].
te(0,1]

< lim 2 < o0 entraine qu'il existe 7 > 0 tel que f(u) > B4,
U—00

e La condition 13&
si u > 1. Soit R = max{2r,4n}. Siu € P, et ||ul]| = R, on a alors,

1 R 128 3
mipu(t) > ¢ Jull = 5 >0 = f(u(0) > =ou(e), Vi€ [, 5]

13

[174}
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type norme

e Montrons que | Aul| > ||u|, Yu € OPg. Soit v € P, avec |ju| = R, alors

(Al = [ GG arus)is

2
1 1
> [ Gl (u(s)ds
1
@ |
12 2 1
> —8[ min u(s)] ' G(=,s)ds
3 36[i7% % 2
3
128 '1 1
> (= i
LIy ACEL
2
> Dl
= ull,

o0 T = [} Gk s)ds = 3 Done [ Aul] = x| (Aa)(0)] > [(Au)(0)] > [(Aw(3)] >
|lu||. D’ou ||Aul| > ||ul|, Vu € OPg. Par conséquent, le théoréme 2.2.1 entraine que
i(A, P,N (Ur\U,),P) # 0, ou Uz = {u € P : |jul| < R}. i.e. 'opérateur A admet au
moins un point fixe u € P, N (Ur\P,) = PLN{u € P:r < u < R}. Ceci est équivalent
a dire que le probléeme (P) admet au moins une solution u € C%([0, 1]) avec u(t) > 0 sur

(0,1).

Remarque 3.1.1 Le dernier exemple était au cas d’expansion d’un céone de type norme.
On peut considérer aussi un exemple au cas de compression d’un céone donnant le méme
résultat. Supposons qu’une fonction f € C(R,,R,) satisfait
1. lim {4 > 128
u~>_0+ u 3

2.0 < Tm ¥ <4

U— 00

Alors, le probléme (P) admet au moins une solution u € C*([0,1]) avec u(t) > 0 sur

0,1).

Démonstration. Analogue a la précédente. m
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3.2. Application du théoréme des points fixes multiples de Leggett-Williams

3.2 Application du théoréme des points fixes multi-
ples de Leggett-Williams

Considérons le probléme aux limites de type Dirichlet suivant:

On applique le théoréme de Leggett-Williams pour obtenir trois solutions positives (au
moins deux sont non triviales), concaves et symétriques au probléme (P). Ce dernier peut

s’écrire, en utilisant la variation des constantes, sous la forme intégrale:

y(t) = / G(t, 5) f(y(s))ds,

ou (G est la fonction de Green associée.

e On va utiliser les propriétés de GG suivantes:

1. 0 < G(t,s) <G(s,s) =s(l—s),t>0,s<1,

G(3r) 1

5. min =
0<r<1G(3r) 2

Soit X = C([0, 1]); 'espace de Banach muni de la norme sup et P, C X le cone défini
par

Py = {y € P : y est positive, concave et symétrique sur [0, 1]},

o P = {y e([0,1]): y(t) > 0, Vt € [0,1]}.

e Finalement, on définit la fonctionnelle continue et concave « : Py, — [0, +00) par

a(y) = min y(t), y € P.

3
<t<jy

N
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3.2. Application du théoréme des points fixes multiples de Leggett-Williams

Notons que

De méme, y est une solution du probléme (P) si et seulement

y(t) = /0 G(t,s)f(y(s))ds, 0 <t <1.

e Comme outil de la démonstration, le théoréme suivant donne des hypothéses de

croissance que doit vérifier la non-linéairité f.

Théoréme 3.2.1 Soit 0 < a <b< 5 et supposons que [ vérifie :
1. f(w) < 8a, pour 0 < w < a,
2. f(w) > 16b, pour b < w < 2b,

3. f(w) < 8¢, pour 0 <w < c.

Alors (P) admet trois solutions positives symétriques y,, yo et ys (au moins deuzx sont

strictement positives) telles que
lyill < a, a(ys) > b et ||ys]| > a avec a(ys) < b.

Démonstration. Commengons par définir l'opérateur complétement continu

A: X — X
y— (Ay)(),

(Ay)(t) = / Gt 5) fy(s))ds, 0 <t <1,

Remarquons que y est une solution de (P) si et seulement si y est un point fize de A.

(i.e. Ay =1y). Notons d’abord que siy € P, alors

(Ay)(t) >0, Vt € [0,1] = Ay est positive sur [0, 1],
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3.2. Application du théoréme des points fixes multiples de Leggett-Williams

(Ay)"(t) = —f(y(t)) <0, Vt € [0,1] = Ay concave sur [0, 1],
(Ay)(t) = (Ay)(1 —t), Vt € |0, %] = Ay est symétrique sur [0,1].

Par conséquent, Ay € Py et A: Py — P.

e Montrons maintenant que les conditions du théoréme 2.2.3, notées 1,2 et 3 sont
satisfaites.

1) D’aprés (%), nous avons a(y) < ||yl , Yy € Ps.

2) Soit y € P., alors |ly]| < ¢ = 0 < maxy(t) < ¢ = y(t) € [0,¢, et d’aprés 3,

0<t<1
f(y(s)) <8¢, 0 < s < 1. En utilisant la propriété 3 de la fonction de Green, on trouve

0<t<1

Ayl = max / G(t, 5)f(y(s))ds

1
< SCmaX/ G(t,s)ds
0

0<t<1

< 81
c— =c.
8

Donc A(P.) C P..
3) Soit y € P,. Alors par 1, on obtient f(y(s)) < 8a, 0 < s < 1. Nous déduisons

comme ci-dessus, que | Ay|| < a, ce qui montre que A(P,) C P,. La condition 2. est donc

satisfaite.
4) On a : y(t) = 2b est un élément de S(a,b,2b), car |ly|| = Orgtzgcl(%) = 2b et
a(y(t)) = min (20) = 2b > b, donc {y € S(a,b,2b) : a(y) > b} %b De plus, si
1St<y
y € S(a,b,2b), alors a(y) = y(5) = min (y) > b, ceci entraine que
1Sty
b< min y(t) <y(s) < maxy(t) = [[y] < 2b.

<t<3 T 0<t<1

F(y(s)) > 165, Vy € S(a,b,20) ef 7 <5<

A
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Par conséquent,

G5 9)fy()ds

0

| G
16bﬁ4 G(=,s)ds

b, car ﬁ4 G(i,s)ds = 1_16

Alors, la condition 1 est satisfaite.

5) Finalement, montrons que la condition 3 est satisfaite, i.e. siy € S(a,b,c) telle

que || Ayl| > 2b, on a : a(Ay) > b. Soit y € S(a,b,c) telle que | Ay| > 2b. Alors

a(Ay) =

v

v

v

D’ot le résultat.

Ainsi, on a vérifié toutes les hypothéses du théoréme de Leggett- Williams.

G(%,s) 2

G(;ll,r) |
(org£1g(%,r))/o G(§a8)f(y(8))d8
1
S (3)
* 4y
b.

Ce dit

théoréme, assure l’existence de trois points fizes positifs y1,yo et ys qui sont des solutions

du probléme (P) considéré. m
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type fonctionnel

3.3 Application du théoréme du point fixe d’expansion
et de compression d’un céne de type fonctionnel

e Introduction
Dans cette partie, on va étudier I’existence de solutions positives pour le probléme aux
limites du second ordre, posé sur la demi-droite réelle positive, suivant:

{—y”(t) +ey'(t) + xy(t) = f(ty(), tel,

y(0) = lim y(t) = 0. (P1)

ou I =]0,4o00], les parameétres ¢, A sont des constantes réelles strictement positives et

f:I xR, — R, est une fonction continue vérifiant

lim f(¢,0) =0.

t—-+o0
Résultat principal

En posant k = /A + % et z(t) = y(t)e 3" dans le probléme (P;), on peut reformuler ce

probléme pour la fonction z comme suit :

{—z”(t) + k22(t) = e73tf(t,e2t2(t)), t € I; (Py)
L B 2
2(0) = tl}lglooz(t) = 0.
e Le probléme (Ps) est équivalent a I’équation intégrale
+w c (4
2(t) = G(t,s)e 2" f(s, e2°2(s))ds, (1)

0

ou la fonction de Green positive G définie sur I x [ par

1 e—ks(ekt _ €_kt), t <s;
G(t,s) = ﬁ{ekt(eks —eks), s <t ?

est déterminée en utilisant la méthode de la variation des constantes.

Ainsi, on a réécrit le probléme (Ps) sous forme d’une équation intégrale, ce qui nous

permet de conclure que 1’équation

y(t) = /Omeg(”’G(t, ) f (s, y(s))ds, 3)
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est solution du probléme (Py).

e Notons que les conditions aux bords y(0) = tiiinooy(t) = 0 entrainent que G(0, s) = 0,
Vs >0 et tEeroo(e%tG(t, s)) = tEeroo[(eks —e k)TN =0, Vs> 0= £—k<0=Fk> £

e Le lemme suivant nous prouvera une estimation du noyau G, et sera util pour la

suite;
Lemme 3.3.1 La fonction de Green G satisfait les propriétés suivantes :

1. G(t,s) < o=, G(t,s)e ™™ < G(s,s)e ™ Vt,s €l et Vu > k.

L
26
2. ¥y €]0,6[, Vt € [,9], Vs € I, G(t,s) > AG(s, s)e .

Ou

A = min{e % e — e 7} (4)

Finalement, pour tous nombres réels positifs 0 < v < 0, on va utiliser les notations

5
G(t) —/ e2=9G(t, s)ds, m = min G(t) et M = maxG(t). (5)
v

tely,0] te€ly,9]

Théoréme 3.3.1 (a) La fonction non linéaire f : I x R, — Ry est continue et satisfait

la condition de croissance polynomiale suivante :
Ip>0:p#1, 0< f(t,y) <alt) +b(t)y", V(t,y) € I x Ry, (6)
ot les fonctions a,b € C(I,R,) vérifient
c oo c
30 > k + 3 telle que My = /o ePO=F=3)3p(5)ds < oo. (7)
(b) En notant M; = f0+oo e~ (F3)5q(s)ds, alors
IR >0, %(M1 + MyR?) < R. (8)
(c¢) On suppose qu’il existe v €0, 3] tel que
H=H(v,0,0;R, f) = min f(t,y) > 0. 9)

t€[y,0], y€[0,Re?]

Alors,
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1. Le probléeme (P1) admet une solution positive y* avec les propriétés :

ly*lly = sup(e™ "y (1)) < R, Ally*lly < miny*(t).
tel te[’Yvé]

2. Pour tout
0 <r <min(AR, H(m+ M)),

y* satisfait

r < min y*(t) + maxy*(t).
< miny (t) maxy (t)

3. Par ailleurs, pour tout t € I, les comparaisons suivantes sont vraies :

yi(t) <y (t) < yu(t) < U yu(t),Vn €N,

ot l'application U définie sur X est telle que

400
Vie I, (Uy)(t) = / eS0-9G (1, 5)[a(s) + b(s)ly(s))ds,

Yy = liIJqu U™y, et les fonctions y;,y, sont définies sur I par

u(t) = HG(t) et yu(t) = Re”.

Présentation du probléme

Soient 6,7 et § € R tels qu'ils sont dans (7) et (9). Considérons I’espace de Banach

X ={y € CL,R) : sup(e”"|y(t)]) < oo},

tel

muni de la norme:
lylly = sup(e™"|y(t)]).
tel

Soit P le cone positif défini sur X par
P={yeX:y>0sur/et Ir[liI;]y(t) > Alyllpt-
tely,
Sur le cone P, on introduit les fonctionnelles o, 8 : P — R, telles que

— miny(t £): — .
o(y) trer[gg]y()ﬂgl[%y( ); By) = llylly
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type fonctionnel

Remarque 3.3.1 Si on considére la fonctionnelle « telle que a(y) = min y(t), alors la

t€[v,d]

partie (b) du théoréme précédent, aura pour résultat:

Vr:0<r<min(AR, Hm), y* vérifie: r < min y*().

te[v,0]

Maintenant, on considére sur X, l'opérateur F défini par

+o0
Vtel, (Fy)(t) = /0 e2IG(t, s) f (s, y(s))ds. (16)

D’aprés (3), y est une solution du probléme (Py) si et seulement siy est un point five

de l'opérateur F' sur X, et inversement.

Par [l'utilisation des théorémes 2.1.7 et 2.1.8 , on va démontrer le théoréme 3.3.1 en

deux parties. Mais avant de commencer cette démonstration, nous étudions d’abord, dans

les lemmes suivants, les propriétés principales de [’opérateur non linéaire F.

Lemme 3.3.2 F(X) C X et F(P)C P.

Démonstration. e Montrons d’abord que

Vye X, Fy) € X. i.e. Yy € X, sup(e_et](Fy)(t)D < 00.

tel

Soit y € X, donc sup(e™%|y(t)]) < oo. Si on choisit p = 0 — & dans la partie 1 du
tel

lemme 3.3.1, alors par (7), u > k, et en utilisant (6), on aura les estimations suivantes :

0

IA

IN

IA

IN

IN

IN

IA

IN

IA

e " (Fy)(t)
too
e_et/o ei(t_S)G(t, s)f(s,y(s))ds

L[ T s
_(/ e+ 8)3g(5)ds +/ e "T2%(s)|y(s)[Pds)
2k Jy 0

1 —0s e —k—£<)s
M (e ()] [ e s)as)

1
2k
lylly, < oo, d’aprés (8) en prenant R = ||y, .

(M + Ms [yl[5)
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e Maintenant, on montre que F(P) C P.
En effet, soity € P, alorsy > 0 sur I et rr[li%y(t) > Allylly - 1 est clair que (Fy)(t) >
tely,
0, Vt € I, de plus, en utilisant successivement la partie 2 et la partie 1 du lemme 3.3.1

avec jt = 0 — 5, on obtient pour tout t € [v,d] :

o0 = A " 509G s, 5) (5, y(s))ds

. +oo c
> Aefres / e5TG(r, 5) f(s,(s))ds.
0

Donc,
c +OO c

min (Fy)(t) > Ae?”’e_%/ e2IG(1,5) f(s,y(s))ds
teh,&] 0

> Ae¥ upe " (Fy) ()

TE
2 A€§V||Fy||e
= A[Fyll,y.

Ceci montre que Fy € P, d'ou F(P) C P. m

Lemme 3.3.3 F' est complétement continu.

Démonstration. La démonstration est basée sur le critére de compacité de Zima
(voir Annexes).

i) Soit O ={y € X:|yl, <R} etQs={yeX:l|yll, <R} avec0<n<0. La
famille {Fy : y € PN Q} est donc uniformément bornée au sens de la norme -1, - En
effet,

1 _
IFyll, < 5 (M + MaR?) < R < 00, ¥y € PNQ.

ii) La famille {Fy :y € PNQ} est presque équicontinue sur I. [6].

i1i) En prenant q(t) = ™" on vérifie que:

—0t
im p_(t) = 1 £
t—>+ooq(t) t——+ooe Nt
= lim =%
t—+o0

= 0, carn—0<0.
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Donc F(PN Q) = {Fy : y € PNQ} est relativement compact. De plus, F est
continu P N Q d’apres le théoréme de la convergence dominée de Lebesque, alors F est

complétement continu. ®

Démonstration. (du théoréme 3.3.1 )

1% partie : (1 et 2)

1) Montrons que la condition (Cy) du théoréme 2.1.7 est satisfaite. En effet,

e D’aprés la propriété (3) du théoreme 1.1.1, P est normal (avec la constante de
normalité N = 1).

e Montrons que P(a,r) C P(8, R).

Si y € P(a,r), alors

r > « = min y(t) + ma t
> a(y) tewy() tehfg]y()
> miny(t
> tg[%y()
> Allylly-

Par (11), on obtient:

lylly < § < B=Bly) < R=y e P(3.R).

e Par ailleurs, pour tout y € 0P(a, 1), z € OP(5,R), A € (0,1] et u > 1, les fonction-

nelles « et 3 satisfont les propriétés

a(ry) = Aaly), B(pz) = pp(z) et B(0x) =0.

2) Montrons que a(Fy) > r, Yy € OP(a,r).
En effet, soit y € OP(a, 1), donc a(y) = II{liI(lﬂy(t) + m[a%(}y(t) = r. Comme ci-dessus,
tely, tely,
on trouve |ly||, < R, alors pour tout ¢t € [y,6], 0 < y(t) < Re” et par (5) et (11), on
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obtient respectivement les estimations suivantes :

a(Fy) = min (Fy)(t) + max (Fy)(t)
t€[y,0] te[v,0]
too too
= min / e2=G(t,5) f(s,y(s))ds + max/ e2=9G(t, 5) f(s,y(s))ds
telv.9] Jo te[v,9] Jo
5 5
> min / e2=G(t,5) f(s,y(s))ds + max/ e29G(t, 8) f(s,y(s))ds
te[y,0] J, telv.9] J
’ (t—s) ’ (t—s)
> min t,y)| min e2=9@G(t, s)ds + max/ e2=9G(t, s)ds
o tEld), y€[07R695}f( y>[t€[%5]/7 (t:5) tel.0] Sy (8, 5)ds]
> min t,y)(m+ M
o teldl, ye[OvRe"‘s}f( 2 )
> M) =r.
z M(m +M)=r

Donc, a(Fy) > r, Yy € 0P(a,T).

3) Montrons que 3(Fy) < R, Yy € OP(f3, R).

Soit y € OP(f3, R), donc ||ly||, = R. Par les démonstrations des lemmes 3.3.2, 3.3.3 et
(8),on déduit que pour tout ¢ € I,

CUFY) < S M:+ MRY)

R.

IN

Donc,

sup(e " (Fy)(1)) = | Fyl, < R.

tel

D'ou B(Fy) < R, Vy € 0P (5, R).

4) Montrons que inf | F'yll, > 0. En effet, pour un certain ty € I, on a :
y€OP(B,a,m,R)

too
e (Fy)(ty) = e P / 500Gty 5) £ (s, y(5))ds
0

1)

> e bt min t, / e20=)Q ¢y, s)ds
= te[w,é],yE[O,Re%]f< y) . ( 0 )

r ’ < (¢—s) ot

i 278Gt s)ds)e” 0

> gt [ G0 e

r
> —bto _ M.
- m+Mme 0

Par passage au sup sur ¢t € I, on trouve alors

sup(e™"(Fy)(t) = | Fylly = Mo > 0.

tel
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Donc,

inf F > 0.
yeaP(ﬁ,a,r,R)H y||9

Ainsi, on a vérifié I'hypotheése (C;) du théoréme 2.1.7, et par les lemmes 3.3.2 et 3.3.3,
on déduit que le probléme (P;) admet une solution positive y* € W. Cette
solution est de classe C*(I,R,).

2°m¢ partie : (3)

En définissant 'opérateur croissant U : P — P par (13) et en tenant compte des
assertions (Eq) et (E3) dans le théoréme 2.1.8, on aura donc,

1) y* € [y, vl -

En effet, comme ((y*) < R, alors y*(t) < Re% = y,(t), Vt € I. D’autre part, pour

tout t € I, on a :

¥ (1) /Om eS0-G(t, 5) f(s,y"(s))ds

v

)
/ e%(t—s)G(t, S)f(svy*(S))dS
v
10760

HG(t,s) = u(t).

v

v

Done, Vi € I, y(t) < y*(t) < yu(t).
2) Fy e [yl,Uy] .
En effet, Yy € P, par (6) on aura :

+oo
(Fy) (1) / S0t )f (s, y(s))ds

IA

/0 h e2=9G(t, s) [a(s) + b(s)|y(s)|P] ds
< (Uy)), vtel

Par ailleurs, si y € [y, y.], alors pour tout ¢ € [v,6], on a :y(t) € [0, Re”], donc les

estimations suivantes ont lieu :

(Fy)(t)

v

/ eg(t_s)G(t, s)f(s,y(s))ds
> HG(t,s) = ul(t).
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Maintenant, on définit sur P, la fonction exponentielle y, par (14) comme suit :
yu(t) = Re® Yt e 1.

3) Uyy < yy.
En effet, comme 6 > k + 5, on obtient donc par le lemme 3.3.1, ainsi que (6) et (8)

respectivement, les estimations :
+o0 .
W) = [ G a) + Kl s
0

_ /O > e O=55G (1, 8)a(s) + b(s)|yu(s)[P]ds

+oo
< / et (s, s)a(s) + b(s)RPe!*]ds, (en posant y = 6 — g)
0

1 oo c Feo c

< —eet[/ e~ k23 (s)ds + R”/ eP0=k=2)5h(5)ds]
1

< —(M; + MyRP)e”

2k
< R =y, (t), Vtel.

Finalement, la croissance de U nous donne U%y, < Uy,, et par le lemme 3.3.4 (voir

Annexes), on peut conclure que U est complétement continu. m
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3.3. Application du théoréme du point fixe d’expansion et de compression d’un céne de
type fonctionnel

Conclusion

On définit sur X, 'opérateur constant L par :

Ly =y.

Alors, pour tout n € N, L™y = y; et Ly < Fy. De plus, par I'extension du théoréme du
point fixe d’expansion et de compression d’un céone de type fonctionnel, la solution y* du

probléme (P;) satisfait pour tout n € N, les inégalités suivantes:

yi(t) = Ly(t) = L™y (t) <y (t) < yp(t) < Ulyu(t),

Nk s n
ou Yy, = HEIEOOU Yu-
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Annexes

Théorémes d’extension de Dugundji

Théoréme 1 : Soient X et Y deux espaces vectoriels normés, A C X une partie fermée
de X et f: A — Y une application continue. Alors f admet une extension continue f
: X =Y telle que f(X) C Conv(f(A)).

Théoréme 2 : Soient X et Y deux espaces de Banach, A C X une partie fermée
bornée de X et f : A — Y une application compacte. Alors f admet une extension
compacte f : X — Y telle que f(X) € Conuv(f(A)).

Le théoreme suivant est utilisé comme outil pour la démonstration du théoréme 2.1.8.

Théoréme 3 : Soient P un céne normal dans un espace de Banach réel X et A :
P — X un opérateur croissant, complétement continu. Si v € P avec Au < u et 8’il
existe v € P tel que v < A"u, ¥n € N, alors {A"u}$° , est une série décroissante minorée
par v. De plus, il existe u* € P tel que

u* = lim A"u,

n—oo

avec

72



Annexes

Critére de compacité d’Ascoli-Arzéla

Théoréme 4 : Soit X un espace métrique compact, ¥ un espace de Banach et H C
C(X,Y) un sous-espace muni de la norme sup. Alors H est relativement compact si et

seulement si :

1. H est uniformément borné, i.e.

Vo € X, l'ensemble {f(z): f € H} est borné dans Y.

2. H est équicontinu, i.e.

Ve > 0,3V CV(2),Vy € Xsy eV = ||f(y) — f(@)lly <& VfeH.

e Casou X =[a,b)] CRet Y =R.
Théoréme 5 : Soit (f,),cy C C ([a,b],R) une suite vérifiant:

1. (fn),en est uniformément bornée, i.e.

3e>0,Yn e N: [full < clgll.

2. (fn)nen est équicontinue, i.e.
Ve > 0,30 =0(¢),Vx,y € [a,b] : |z —y| < 0= |fu(z) — fuly)| <e,¥n eN.

Alors, (fy),eny admet une sous-suite convergente. (i.e. (fy),cy est relativement

compacte.)

Corollaire : Si (f,),cy est bornée dans C' ([a,b] ,R), ie. (fn),en €t (f1) ey sONt
bornées dans C ([a, ] ,R), indépendamment de n, alors elle admet une sous-suite conver-
gente dans C ([a,b] ,R).

Démonstration. e (f,),  est bornée dans C ([a,b] ,R) = 1. (Evident)

® (f})en est bornée dans C ([a,b] ,R) = 2. En effet, pour tout z,y € [a,b], on a :

() = fa@)] < 1Lz —yl, §€]zyletneN

S ClI - y|7

il suffit donc de prendre § = £, (indépendant de n). =

73



Annexes

Critére de compacité de Zima

Soit p : I — I une fonction continue sur I =]0, +o00[. On désigne par X ’espace de Banach
défini par
X={yel(): Suy\y(tﬂp(t) < oo}
te

muni de la norme de type Bieleck’s suivante:

lyll, = suply(t)|p(t) < oo.
tel

Finalement, donnons la définition suivante:

Définition : Un ensemble de fonctions u € €2 C X est dit presque-équicontinu, s’il
'est aussi sur tout intervalle [0,7], 0 < T < +o0.

Lemme : Si la fonction v € 2 est complétement équicontinue sur I =0, +oo[ et

bornée uniformément au sens de la norme |||, telle que ¢ € C(I, I) vérifiant

p(t) _
torooq(t) 0

Alors, 2 est relativement compact dans X.

Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue

Théoréme 6 : Soit (f,), .y une suite de fonctions appartenant a L'(Q) avec Q C R".

On suppose que :
L fu(x) — f(z) p-p sur &;
2. Tl existe une fonction g € L'(Q) telle que
Vn e N, |fu(z)| < g(z) p.p sur Q.

Alors,
fe ') et fu— fllpia — 0
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