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Introduction générale

Le calcul fractionnaire est un champ des Mathématiques, qui consiste a généraliser
les opérateurs d’intégration et de dérivation d’ordre entier. En particulier, la question
sur la dérivation non entiére remonte a la fin du 17°™¢ siécle. Cette élégante théorie a
fait I'objet de plusieurs travaux de recherches récents ou anciens. L’histoire affirme que
la théorie de la dérivation fractionnaire est née le 30 Septembre 1695, toutefois elle reste
encore mystérieuse! En effet, il n'y avait pas d’interprétations géométrique et physique
acceptables de ces opérateurs. En fait la question sur la signification géométrique du
concept de la dérivation non entiére, a été posé a plusieurs reprises. Plus précisément,
cela figurait en tant que probléme ouvert, lors de la cloture de la premiére Conférence
Internationnale sur le Calcul Fractionnaire & New Haven(USA), en 1974. Récemment,
en 1996, la conférence sur les méthodes des transformées et les fonctions spéciales dans la
ville de Varna(Bulgarie) a montré que le probléme était encore irrésolu! Ce qui rend ce
domaine trés interessant en terme de matiére de recherche.

Ce travail, consiste en une synthése de certaines approches de dérivées non entiéres.
Pour cela nous adoptons le plan suivant :

En premier lieu, nous rappelons quelques notions et outils de base de ’analyse, essen-
tiellement la théorie de la mesure et de I'intégration, la convolution au sens des fonctions.
Dans le second chapitre, nous verrons, concrétement, que la généralisation de la dériva-

tion et de l'intégration découle exclusivement de la généralisation de la fonction Gamma

t
de la fonction factorielle. Plus précisémént si on pose IV f (t) = [ f (z)dx et qu’on ap-
0

t -
plique cette défintion de Popérateur 1) on aura I f (t) = [ (t(; :i)l)ll f (z) dx alors cette
0

deéfinition peut étre étendue pour n > 0 quelconque, puisque (n — 1)! = T"(n). Ainsi on



Introduction générale

définit I'intégrale d’ordre arbitraire d’une fonction continue. Ensuite on s’inspire d’une
idée trés simple[3], "la dérivation n’est pas 'opérateur inverse de 'intégration". En effet,

o1 (t) = f(t) mais IMf'(t) = f(t) — f(0). Ainsi la dérivée, au sens

nous avons

dt
de Riemann-Liouville, d’ordre a > 0 d’une fonction f en t, si elle existe, est la dérivée

d’ordre E (a) 4+ 1 de [F(®=e+1) £ (¢) . En particulier, pour a € N, D%, f (t) = £ (¢).
Cependant, la dérivée d’ordre o, 0 < a < 1, au sens de Riemann-Liouville, d'une con-
stante est non nulle. On récupeére cette propriété dans la dérivation, au sens de Caputo.
On retrouve une expression similaire pour la dite dérivée. En effet, la dérivée au sens de
Caputo d’ordre o > 0, d’une fonction causale f en t, si elle existe, est la dérivée, au sens

E@) £ (0)

de Riemann-Liouville, de f (t) — > i
k=0 -

est qu’elles définissent de nouvelles classes de fonctions (On le constate implicitement

t*. L’intérét majeur des dérivées non entiéres

dans ce travail) qui correspondront & l'espace qui contient les solutions des Equations
Différentielles Fractionnaires avec des conditions initiales. Par ailleurs, pour la dérivée

au sens de Griinwald Letnikov, celle-ci est construite & partir de la définition de la dérivée
f) = ft—h)
h

comme étant la limite d’un quotient différentiel) : f'(¢) = lim ar
( q lim p

n

suite D™ f(t) = }lll_)né% Zo (—=1) Cif(t — jh) | . Ainsi cette somme peut étre étendue a
I'infini (puisque I' (5) ten(i vers 'infini lorsque j tend vers un entier négatif) et cela aprés
avoir remplacé la factorielle par la fonction Gamma. Ainsi, cela établit la définition de la
dérivée d’ordre « arbitraire, au sens de Griinwald Letnikov.

Les Equations Différentielles Fractionnaires, font ’objet du troisiéeme chapitre. Comme
son nom l'indique elle généralise le concept d’EDO dans lequel les dérivées sont au sens
de Caputo. La différence entre la théorie des EDO et EDF est que, dans la premiére, la
solution analytique est définie moyennant les fonctions usuelles ou sous forme intégrale,
en revanche dans la seconde, la solution analytique est définie comme étant une série de

fonctions dépendant de parametres. Cette série de fonctions est généralement la fonc-

tion de Mittag-Leffler qui généralise naturellement la fonction Exponentielle. En effet

[ee) tn
E,5(t) = —— |t| < 00,,8 > 0 et en particulier, les fonctions élémentaires
041/3() ,;OF(OerB)H B p )

(sinus, cosinus ..) peuvent étre exprimées au moyen de cette élégante fonction de Mittag-
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Leffler. Ce qui rend encore cette théorie d’autant plus intéressante est que pour « entier
naturel, en retrouve exactement les mémes résultats que dans la théorie des EDO.

Et nous terminons ce travail par quelques exemples élémentaires de la Rhéologie.
Plus précisément, nous balayons brievement trois exemples de viscoélasticité linéaire dans

lesquels intervient cette notion de dérivée fractionnaire.



CHAPITRE

1 Rappels et préliminaires

Dans ce chapitre, on rappelle des résultats essentiels, en particulier le produit de
convolution puisque la majorité des propriétés sont issues de théoréme de Fubini ainsi que

celui du changement de variables.

1.1 Quelques fonctions spéciales

1.1.1 La fonction Gamma

C’est une fonction définie par une intégrale, dont le domaine de définition est ]0, col.

En effet -
I'(a)= /xa_le_mdea >0 (1.1.1)
0

Elle généralise, naturellement, la factorielle puisqu’elle vérifie
Vn e N,I'(n+1) =nl! (1.1.2)
Plus généralement, la fonction Gamma vérifie I’expression généralisée suivante
Va>0,T'(a+1) =al (a) (1.1.3)
Elle est prolongée sur R tout entier, et vérifie I (o) — oo lorsque o € Z_ ainsi que

Va e R\Z_,I'(a+1) = ol () (1.1.4)



1.2. Rappel sur certains théorémes de la théorie de la mesure et de I'intégration

Concernant sa régularité, I' est de classe C'* sur son domaine de définition. De plus pour

n assez grand, la fonction I' vérifie la formule dite de Stirling, suivante
I'(n+1) ~+V2mnn"e™" (1.1.5)

1.1.2 La fonction Erreur

Cette fonction joue un role remarquable en théorie des Probabilités. Elle est définie par

I'intégrale suivante

erf (t) = e dx (1.1.6)

Sl
= o

Elle est de classe C™ et vérifie tlim erf (¢) = 1. La fonction Erreur n’est d’autre que la

fonction de répartition de loi Gaussienne.

1.1.3 La fonction de Mittag-Leffler

La fonction de Mittag-LefHler est une fonction spéciale qui sera définie ultérieurement..

1.2 Rappel sur certains théorémes de la théorie de la
mesure et de l’'intégration

Théoréme 1.2.1 (Continuité sous le signe [) Soient (E,T,m) un espace mesuré, I
un ouvert de R et f : E x I — R tels que, a t € R fixé, on définit l'application
f(,t): E— R, qui v — f(x,t). On suppose que Uapplication f(-,t) ainsi définie
vérifie f(-,t) € L' (E), Vt € I. Et on note F 'application définie de I dans R par
F(t)= [ f(x,t)dm (z). On suppose de plus que :

E

1. L’application f (z,-), définie pour presque tout x € E part — f (x,t), est continue

en ty, pour presque tout x € F.



1.3. Aperc¢u sur le produit de convolution

2. 3G € L' (E) telle que |f (-,t)| < G m p.p pour tout t € V (to), ou V (to) désigne un

certain voisinage de tg.

Alors F, ainsi définie, est continue en tg.

Preuve. Consulter [3]. m

Théoréme 1.2.2 (Dérivabilité sous le signe [) Soient (E,T,m) un espace mesure,

I un ouvert de R et f : E x I — R tels que :
1.vtel f(,t)e L}N(E),

0
2. Pour presque tout x € E, 3_{ (x,t) existe sur I,

0
3. dg € L' (E) tel que Vt € I ‘a—{ (x,t)' < g(x) m p.p sur E. Alors la fonction F
définie de I dans R par F (t) = [ f(x,t)dm (z) est dérivable sur I et :

E

Vte I, F'(t f—f z,t)dm (z) (1.2.1)
7 Ot
Preuve. Consulter [3]. m

Proposition 1.2.1 (Intégration par parties répétées) Soient f,g € C™([a,b]). On

alors l’égalité

b n—1 b b
/fg(”) = [Z 1)* fH gt +(—1)"/f(”)g (1.2.2)
o k=0 a a

1 Sin=2:["fg"=f ¢~ Fgl+ ["f"g
2. 85%n=3: f; fg" =1f ¢" — f’g’+f”g’}l; o fab g

1.3 Apercu sur le produit de convolution

Dans tout ce qui suit, nous ne manipulons que des fonction de R dans R, par conséquent

nous ne rappelons que les propriétés fondamentales de la convolution dans R.



1.3. Aperc¢u sur le produit de convolution

Définition 1.3.1 Soient f et g deux fonctions mesurables R — R et t € R. On dit que

f et g sont convolables au point t si f |f (t —x) g (x)|dz < co. Dans ce cas, on note

(f*xg)( /f (t—=x)g (1.3.1)

Remarque 1.3.1 En particulier, le produit de convolution existe dans les cas suivants :

1. f et g sont localement intégrables et toutes les deux a support compact dans R.

2. f € L' (R) et g est bornée, dans ce cas en particulier on at — (f * g) (t) est continue

et bornée sur R.
3. f,g€L*(R)

4. Le cas que nous rencontrerons le plus souvent est celui ou f et g sont localement
intégrables et nulles sur |—oo,0[. Dans ce cas g (t —x) =0 sit < x, par conséquent

[’écriture se réduit o

(f % g) ( /f (t—1z)g (1.3.2)

Nous rappelons que le support d’une fonction est ’ensemble défini par

Supp(f) ={z € R, f (z) # 0}.

Propriétés et conséquences

1. Si (f * g) (t) existe, alors (f *x g) (t) = (g * f) (t).
2. Supp(f = g) C Supp (f) + Supp (g) -
3. Si, au moins, deux des trois fonctions f, g, h sont a support compact, alors

(f*xg)xh=fx(gxh) (1.3.3)

Par ailleurs, le produit de convolution est particulierement interessant pour ses pro-

priétés régularisantes. En effet, si f et g sont a support compact alors :



1.3. Aperc¢u sur le produit de convolution

1. f x g est aussi a support compact.

2. Si de plus f (ou g) est continue alors f * g le sera aussi.

3. Et si de plus encore, f(™ existe et continue (i.e f est de classe C™) alors (f * g)(”)

existe et continue encore (i.e la fonction ¢ — (f % g) (t) est de classe C™) et que I'on

a

(f9)™ = (f™ xg) (1.3.4)

(respectivement (f * g)™ = (9™ % f) puisque (f x g) = (g f)).

4. Une derniére propriété dans laquelle intervient I'opérateur "transformation de Laplace

L" qui sera étudiée ultérieurement est :

L(f+g)=L(f)L(g) (1.3.5)



CHAPITRE

2 Dérivations non entiére

2.1 Historique et motivation

La définition de la dérivée peut s’appliquer a la fonction dérivée elle méme. En
réitérant la procédure plusieurs fois, nous obtenons les dérivées successives d’ordre entier.
De plus, si nous considérons l'opérateur intégration comme étant une dérivée d’ordre
"moins un", alors la dérivation et 'intégration seront les opérateurs "eventuellement"
inverses I'un de ’autre. Depuis des decennies, la question posée concerne la généralisation
du concept de dérivationd’ordre non entier. Plus précisément, cette question sur la dérivée
non entiére remonte a la fin du 17éme siecle. L’histoire fait référence a une lettre écrite
en 1695 par M. I'Hopital a M. Leibniz, dans laquelle il le sollicitait sur la signification
de la dérivée d’ordre "un demi". A cette époque, cette question était une sorte d’enigme
pour des mathématiciens de grand talent, parmi lequels nous citerons Messieurs Riemann,
Abel, Liouville...

Par ailleurs, nous pourrions penser, & priori, que le concept de dérivation non entiére
n’est qu’une question de mathématiques pures, sans grand intérét en terme d’application.
Ce n’est pas le cas! en effet, un exemple typique en mécanique des fluides montre comment
I'intégrale d’ordre un demi intervient, tout naturellement, lorsqu’on veut expliciter un
flux de chaleur sortant latéralement d’un écoulement fluide en fonction de 1’évolution

temporelle de la source interne! ce qui fait une utilité pour 'ingénieur.



2.2. Approche de Riemann-Liouville

Guillaume de L'Hospital Gottfried Wilhelm von Leibniz

1661=-02/02/1704

(01/07/ 1646=14 /11/17186)

De plus il existe diverses approches de la dérivation non entiére, quelques unes ont un
intérét numérique, et d’autres sont utiles si on cherche une solution théorique.

Dans ce travail, on fait une synthése sur ’application de la dérivation non entiére en
structure des matériaux "Rhéologie" dans le cas linéaire. On donnera plus de détails au

dernier chapitre, a titre de perspectives...

2.2 Approche de Riemann-Liouville
Définition 2.2.1 Une fonction f : R — R est dite causale si elle vérifie
Vo €]—00,0[,f(z)=0 (2.2.1)

Définition 2.2.2 On définit l'opérateur d’intégration IV f (t) = [ f(z)dx o f est une

O\W

fonction continue.

Proposition 2.2.1 Pour les fonctions causales nulles a l’origine, [inverse de l’opérateur
d
de dérivation D) = pm est lopérateur d’intégration I,
vt >0, (DW o IW) f(t) = (IM o DW) f(t) = f (t) < f(0) = 0.

dt d
Preuve. Ona‘v’tzo,%{f(a:)dx:%(F(t)—F(O)):f(t).

Mais if’ (x)dz = f(t) — £(0).

Ce qui signifie que les deux oprérateurs commutent ssi f est nulle & l'origine. m

10



2.2. Approche de Riemann-Liouville

On définit d’une facon analogue 'opérateur d’intégration d’ordre supérieur par :
I?f(t) = jl(l)f (x)dx = jf (z) (t — z)dz, en effet, par une intégration par parties,
en posant ’ ’
W (r)=1lonau(x)==z

v(z) =IWf (x) alors v (z) = f ()

_ t t
onaura [@f (t) = [ 21V f (x)}i;g — Jaf(x)de = [ f(x)(t —2)dx.
0 0
Ainsi, on obtient la formule généralisée dite formule intégrale de Liouville. que

nous allons citer comme définition.

Définition 2.2.3

Vne N IMf (1) = ]‘ fa) = D" (2.2.2)

(n—1)!

Remarque 2.2.1 Par construction,le calcul de 1™ f (t) s’effectue & partir du calcul de n

primitives. Cette proposition affirme que cela se réduit au calcul d’une seule primitive.

La formule précédente peut étre interprétée comme le produit de convolution des
n—1

fonctions causales f et Y, (z) = en particulier Y; n’est autre que la fonction de

(n—1)V

n—1

[ (n)

Y, * f. La fonction Gamma permet d’étendre cette définition pour tout o € R~ Z_, alors,

Heaviside. On écrit aussi Y, (z) = . Plus précisément, pour tout n € N*, [ f =

a priori, il serait naturel de définir une intégrale d’ordre o de f. Cependant, la fonction

conséquent le cas Y, pour a < 0 est exclu de la définition.

, pour a < 0 n’est pas intégrable au voisinage de la singularité x = 0, par

Définition 2.2.4 Soit f : R — R wune fonction causale, on définit l’intégrale d’ordre

a >0 de f comme étant la fonction causale définie par
IOf ()= (Yax f)(t),t>0 (2.2.3)

Remarque 2.2.2 Par construction, l'intégrale d’ordre o € R \ Z_ (remarquer que le cas
a =0 est exclu) vérifie la propriété du semi-groupe (2.2.4). On le doit aux propriétés de

la convolution via le théoréme de Fubbini et la fonction Gamma.

11



2.2. Approche de Riemann-Liouville

i.e

J(@) ([(ﬁ)f) = ](oc+,6)f (2.2.4)

car

Ya * Yﬂ = Ya—i—ﬁ (225)

Définition 2.2.5 On définit la dérivée au sens de Riemann-Liouville d’ordre o > 0 d’une
fonction causale f continiment dérivable jusqu’a l'ordre n—1, avec n—1 < a < n, comme
sutt

t

D f(t) = ;l;/%f(x) dx (2.2.6)

oun=F(a)+ 1, avec E (a) désigne la partie entiére de o

En faisant appel au produit de convolution cette définition peut étre énoncée ainsi,

D) f (t) = j; (Yoo f)(t),VE >0 (2.2.7)

Remarque 2.2.3 La dérivée au sens de Riemann-Liouville peut étre écrite uniquement

en fonction de a sous la forme suivante

a dF@)
D f(t) = BT (YE(a> ar1® f) (£), V>0 (2.2.8)
Plus précisément
t
dE(a)Jrl (t . :L,)E(oz)—a
d 2.2.
Lf() tha)—H/F(E(OJ)—Oé—l—].)f(x) € ( 9)

0

Remarque 2.2.4 L’opérateur Dgg est linéaire.

Dans le prochain chapitre, nous nous interessons particuliérement au cas 0 < a < 1.
Pour cela on obtient la formule de dérivée suivante pour toute fonction continue f.

t

DYf(t) = i/%—?;ﬂ@ dx (2.2.10)

12



2.2. Approche de Riemann-Liouville

Ainsi, en utilisant la commutativité du produit de convolution et si nous que f est de
classe C'!' sur [0, co[, nous obtenons

t t

D (1) = i/%m)dm:[%[%]m)dx

(t —x) (t—x)"
Mais, par un calcul évident, nous remarquons que — [ i } [ i ) )}
— ) -«

que l'on injecte dans 'intégrale, puis une 1ntegrat10n par partles puisque f est supposee

de classe C* sur [0, oo[) donnera

¢ t
d [ (t—=z)" (t—x)™
D~ [ L] : do = [ ——" ' (2)dz + Yi_a (t
wro=[ 4| -rats|r@e= [T @ v 010
0 0
Cela étant valable Yo € |0, 1[. Que l'on écrit aussi sous la forme suivante

D) f () = (Vi * ') (£) + Yi_a () £ (0) Yo €]0,1] (2.2.11)

Cette formule sera utile ultérieurement !

Remarque 2.2.5 Si f n'est pas supposée de classe C' sur [0, 00] alors cette expression
n’est pas toujours valable. puisqu’elle est obtenue en intégrant sous le signe intégrale et

par une intégration par parties.

Exemple 2.2.1 Pour une fonction causale constante f (t) = CX[0,00[ OT QUTA, pour 0 <

a<l

t
d [({t—x)" e
D(Oé) — A Y dr=c—
e (€) Cdt/F(l—a) T T —a)
0

Ainsi DE%QL) (c) =cY1_4 (1)

Remarque 2.2.6 On constate que Yo € |0, 1] la dérivée d’ordre o d’une constante, au

sens de Riemann-Liouville n’est pas nulle!

Exemple 2.2.2 pour un monéme P, (t) = 1" X0,00[ QUEC ML € N on aura, toujours, pour

O<axl
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2.2. Approche de Riemann-Liouville

t

« m m - _m—
DI () = Mo e mPas) (0 = 5 s / (t— 2) 2 da
0
qu’on évalue en intégrant par parties m — 1 fois, et en utilisant la fonction Gamma,
on trouve
(Oé) m\ __ F (m + 1) m—ao
Vm € N, DRL (t ) = ml’ X]O,oo[ (2212)
Par suite, nous obtenons
lim D%L) (tm) = xm_lx]o’oo[ (2.2.13)

a—1—

et nous aboutissons a la dérivée usuelle d’un monoéme!

Par ailleurs, on sait que, dans le cas de la dérivation usuelle, les dérivées commutent

entre elles (On dit qu’elles vérifient la propriété du semi-groupe) c’est a dire

dar [ d™ dm [ d"
pr (dt_m) = g (%) (22.14)

Mais ceci n’est pas toujours le cas, pour les dérivées non entiéres. En effet ce théoréme

établit la composition des opérateurs de dérivation pour un ordre non entier.

Théoréme 2.2.1 Soient f : R — R une fonction causale p fois contintiment dérivable et
a,fERy telsquen—1<a<netm—1<p<m, oummnéecNp=FEa+/p) et

r = max (n,m), alors

m—1
Dig) [ DLr ()] = D1 (6) = 3 (DR £) (0) Yooy (1) (2.2.15)
j=1
D’une part
n—1
DY) [D?L)f(t)} =Dt r (1) — ( (o ”f)( )Y_p_j (1) (2.2.16)

1

<.
Il

D’une autre part

g [DLr 0] = DR [Pl )] = D™ r )

st et seulement si

f®(0) = ovk € {0, — 1}
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2.3. Approche de Caputo

Preuve. Consulter [3]. m

Remarque 2.2.7 On remarque que, pour o, 3 € N le résultat est trivial et correspond
exactement au cas de la dérivation classique. On démontrera a la fin de ce chapitre un

résultat plus général reliant les différentes dérivées.

2.3 Approche de Caputo

Nous signalons que, concernant la dérivée au sens de Riemann-Liouville la dérivée
d’ordre «, pour 0 < o < 1 d’une constante n’est pas nulle. Cependant, la dérivée au sens
de Caputo est définie pour récupérer cette propriété. Il faut surtout remarquer la différence
entre les deux approches et appliquer eventuellement le théoréme de la dérivation sous le

signe intégrale. La définition de la dérivée au sens de Caputo est la suivante :

Définition 2.3.1 Soienta > 0,n € N vérifiantn—1 <a<n(n=E(a)+1),f:R—-R
une fonction causale n— 1fois continiment dérivable sur [0, 00[, alors on définit sa dérivée

au sens de Caputo d’ordre oo comme suit

DEf (t) = Diyy (f (8) = Tus [£,0]) (23.1)
. n—1 f(k) (0) . ’ ) \
ot T, 1 [f,0] = ’;0 o t' qui est le développement de Taylor de f en tg = 0 a

lordre n — 1.

Définition 2.3.2 (bis) En particulier si [ est n fois continiment dérivable alors cette

définition peut étre énoncée comme suit

e - [ U

g ['(n—a)

)n—a—l

™ () dx (2.3.2)
Dans ce cas, en terme de produit de convolution on a
(@) — (n)
D f () = (Yooax f1) (¢),VE>0 (2.3.3)

Remarque 2.3.1 La deuxiéme expression de la dérivée au sens de Riemann Liouville
est di a Uapplication du théoréme de la dérivée sous le signe intégrale et d’application de

l’intégration par parties n fois.
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2.3. Approche de Caputo

Remarque 2.3.2 La fonction définie sur R comme suit

g:te f(t)—
posséde la propriété suivante :
Vi e {0,1.n—1},g® (0) =0

Remarque 2.3.3 On peut écrire la définition-bis uniquemet en fonction de «, ainsi

t

L x)E(oz)—a
DX f(t) = / ( (EB@+1) (1) d 2.3.4
0
ou encore, en utilisant la convolution :
D F () = (Vi) a1 * FE@D) (1) ¥t >0 (2.3.5)

En particulier pour 0 < o < 1 la dérivée au sens de Caputo se réduit a

DEVF(t) = (Yica x f)) (), ¥t >0 (2.3.6)
DL f(t) = / % f () dz,Va €1]0,1] (2.3.7)

Comme pour la dérivée au sens de Riemann-Liouville, il faut noter que la dérivée d’ordre
a a linstant ¢ dépend du comportement de la fonction sur l'intervalle [0,¢]. on parle pour

cette raison d’effet mémoire.

Exemple 2.3.1 La dérivée au sens Riemann, d’ordre 0 < o < 1, d’une fonction causale

constante est identiquement nulle, en effet

t

DY (¢) = / %% (¢)dz =0 (2.3.8)

D’autres exemples seront traités, mais dans un contexte plus significatif, & savoir, les
équations différentielles d’ordre fractionnaires. Il est & signaler que le terme "fraction-

naire" est a ce jour encore utilisé, tout simplement, pour des raisons historiques.
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2.4. Propriétés et analyse comparative

2.4 Propriétés et analyse comparative

On rappelle la formule suivante, établit précédemment, dans le cas ou f € C* ([0, oo[)

DS f (1) = (YViea* ') (£) + Yi_a (£) £ (0) Vo €]0,1] (2.4.1)

Celle-ci qui s’exprime aussi sous la forme

DY) f (t) = DS F () + Yia () £ (0) Yo €]0,1] (2.4.2)

Cette relation conduit au résultat suivant

Proposition 2.4.1 Soit f : R — R une fonction causale et continue sur ]0,00[ et soit
a €10, 1], alors

D f(#) = DEF () <= f(0)=0 (24.3)

Preuve. Evidente, d’aprés (2.4.2) m
Par ailleurs, dans le but d’établir un résultat similaire pour a > 0 quelconque, on
applique le résultat de la dérivation sous le signe intégral £ (a)+1 fois. Plus généralement

nous avouns le résultat suivant :

Lemme 2.4.1 Soit f est une fonction causale et n — 1 fois continiment dérivable sur

[0,00[ et soit a >0 tel quen —1 <« <mn, ona

D) f (1) = DS f (t) +2Yk+1 —a (1) f™(0) (2.4.4)

Preuve. En effet, on a
Vf(t) = D) [f (t) = Tuer [y, 0]
" (t) = Dipf (1) = ;;zg%m W
Ona DT, [y.0] = 3 L2 p&) (1) = 3 ¥ —__gha
na 1 [y, 0] kZ:O L RL( ) kgo K T(k—a+1)
nl *) (0)
D D(CV) t :D(a) t) — Y k—a
onc Cf() RLf() Zof(k—oz—l—l)

k=
n—1

Que o écrit encore DSV f (1) = DX £ (8) = 3 y®) (0) Yieaur (). m
k=0
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2.5. Approche de Griinwald-Letnikov

Proposition 2.4.2 Si f est une fonction causale n fois dérivable alors, sa dérivée au
sens de Riemann-Liouville,d’ordre n, coincide avec sa dérivée classique, du méme ordre.
1.e

DL f (1) = F (1) (2.4.5)

Preuve. 1l suffit de remplacer dans ’expression de dérivée au sens de Riemann-

Liouville, en effet
dn+1 t t_x)n*n dn—i—l t
DS (t

tn“gr n+1—n)f(m)dm: dt"+1{f(x)dx:f(n)(t) .

Remarque 2.4.1 A priori, on peut penser que la dérivation au sens de Riemann-Liouville
est la généralisation de la dérivation usuelle "des fonctions". FEt il existe un résultat sim-

ilaire pour a dérivation au sens de Caputo.
Lemme 2.4.2 Pour toute fonction causale f étant k fois dérivable, on a
DY) (I f) = f,Ya €10, k] (2.4.6)

Preuve. En effet, remarquons tout d’abord que

Vvt >0,¥j €{0,..,E(a)} on a % (I™F) (t) = % (19 o [=D) f () = (1D f) (t)
et (179 f) (0) = 0. Donc T,,_; [I"= f,0] =0

E(a)+1
Ainsi DI (160 (1) = Dig) (1)) () = S pteri=a) (1)) () = £ (1) m

2.5 Approche de Griinwald-Letnikov
L’utilisation de la définition de la dérivée d’ordre quelconque d’une fonction
f:R—=R

suppose cette derniére assez réguliére. Nous rappelons que la dérivée de la fonction f en

t comme étant la limite d'un quotient différentiel :

DM f(t) = lim

h—0

f(t) - i(t —h) (2.5.1)

Réitérer la définition conduit a :
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2.5. Approche de Griinwald-Letnikov

D f(t) = lim - [£(1) ~ 27t — ) + (¢ — 20)] (2.5.2)
D f(t) = lim o [£() — 3£t~ )+ 37( —20) — f(r—30)]  (253)

Ainsi, en établit facilement par récurrence, la formule générale suivante pour tout

n €N
@ iy — i L[N J :
D; ﬂw—gwﬁ(EghU<Xﬂwmm> (2.5.4)
]:
ou CJ = — ™ désigne la combinaison.

jtn —j)!
En utilisant la fonction Gamma, on aura :

) RTINS N (AU ['(n+1) .
DY f(t) = lim (%ﬁl)ro+wrm—j+m“t]m> (25.5)

Or la fonction Gamma, définie pour ¢ > 0 par I'intégrale généralisée I" (t) = / e Tt dx,
0

peut étre prolongée de fagon unique sur R \ Z* tout en vérifiant la relation
Ve e R\Z" ,T'(x+1) =2l (x) (2.5.6)
Plus généralement on démontre aisément(par récurrence) que :

m—1
Ve e R\Z* ,Vm e N:T'(x+m)=T(z) [[ (x+k) (2.5.7)

k=0
Il est évident que la somme dans ’expression de Dﬁn) f(t) peut étre étendue a tous les j
entiers non négatifs, puisque les termes sont nuls pour £ > n.Ainsi, une généralisation

naturelle permet de définir la dérivée d’ordre o, pour @ > 0, au sens de Griinwald-

Letnikov notée D(GaL) par

J
j=0 ) FrG+Hr'(a—j+1

D) f(t) = lim— (fj (1) Ha+1) )f(t —jh)) (2.5.8)

Remarque 2.5.1 L’opérateur D(GO‘L) est linéaire.
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2.5. Approche de Griinwald-Letnikov

La dérivée fractionnaire d’ordre 0 < v < 1 dépend de tout le passé, contrairement a la
dérivée usuelle (d’ordre o = 1) qui ne dépend que de ce qui passe au voisinage immeédiat
du point en question.

L’approche de Griinwald-Letnikov est trés utilisée pour calculer numériquement une

dérivée fractionnaire connaissant f au voisinage de z.

Remarque 2.5.2 On observe que la dérivée, au sens de Grimwald-Letnikov, d’ordre en-

tier n d’une fonction, est exactement la dérivée usuelle, d’ordre n de cette fonction. En
effet
1 (& ‘ I'(n+1)
DY f(t) = lim— —1) — :
ol 1) LUV —i 1)

T Y . ; I'(n+1) . _ tn
= e Y gy =" (t)

carVj>n+1,n—j+1€Z_ et puisque I' (x) — oo pour x € Z_, alors les termes

f(t—jh)

h—0 Q"

de cette somme s’annulent a partir de 7 > n + 1.

Par suite ¥n € N, DglL)f (t) = DM f (1).

Résumé:
Nous cloturons cette étude sur la dérivation non entiere,en résumant les cas remar-
quables. Etant donné f une fonction causale n — 1 fois continiment dérivable sur |0, co|

et soit a >0telquen—1<a<netk—1<p <k pourtout < aona:
1. SiVje{0,...k—1},f9(0) =0 alors D7, f (t) = D2f (t) ou k —1 < 3 < k.
2. Si de plus 8 € N alors DY f(t) = DLf (t) = D2, f (1) = fPO (1)
3. Si B e Navec f® (0) # 0 alors D2 f (t) = D2, f (t) — fP (0) = fO (t) — £®) (0)

En particulier pour 0 < a < 1 et pour tout § < « si f est causale et continue sur

10, oo alors les assertions précédentes se réduisent aux suivantes :
1. Si f(0) =0 alors D}, f (t) = DEf (t).

2. Sinon Dy, f (1) = DL f (£) + £ (0) Y15 (1)
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2.5. Approche de Griinwald-Letnikov

Une autre différence, a signaler, entre les deux sens de dérivation est que, si f est

supposée assez réguliére alors on a :
Vn € N, D%, f (t) = f™ (t) toutefois, concernant la dérivée au sens de Caputo on a
af(t) = f™(t) — f(0). Et enfin la propriété la plus remarquable est le cas d’une

fonction causale constante

1. D%, (¢) =0 Vo > 0.

2. D2 (c) =cY1-4(t) #0Va> 0.
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CHAPITRE

Les équations
différentielles

fractionnaires (EDF)

La généralisation du concept de dérivation ususelle a été abordée dans le chapitre
précédent. Dans ce chapitre, nous étendons le concept d’EDO en EDF dans le cas linéaire.

Quelques cas particuliers seront abordés

3.1 La fonction de Mittag-LefHer

La fonction de Mittag-Lefler joue un role important dans la théorie des équations
différentielles fractionnaires. La définition I’assimilant a une série de polynomes (s’il on
consiére que la variable est réelle) généralise la fonction Exponentielle. De plus, les fonc-
tions élémentaires peuvent étre éventuellement exprimées en fonction de Mittag-Leffler,

moyennant quelques parameétres. La fonction de Mittag-Leffler est définie comme suit [8]

°° k

£ 2 k)

a, >0,z < oo (3.1.1)
k=

0
On constate en particulier que Ej ; (2) = €.
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3.2. L’existence et 'unicité des solutions d’une EDF

La table ci-dessous donne quelques exemples de fonctions élémentaires(usuelles) ex-

primées en fonction de Mittag-Leffler, via sa série entiére correspondante. Cette série

est normalement convergente ainsi que toute ses dérivées, ce qui la rend d’autant plus

intéressante que cela permet d’affirmer(théoréme sur les séries entiéres) que sa dérivée

correspond exactement & la série des dérivées. Ce résultat étant encore valable pour les

dérivées successives.

E171 (t) = €t
el —1
Pt = (3.1.2)
E5 1 (t) = cosh (t)
Bao(t) = sm}tl (1)

Par ailleurs, dans la théorie des équations différentielles fractionnaires EDF la fonction

de Mittag-Leffler joue le méme role que celui de la fonction Exponentielle dans la théorie

des équations différentielles ordinaires EDO. On peut le constater a travers les deux

exemples suivants.

Soit le probléeme de Cauchy suivant
Y +ay=0
y(0) = wo
Sa solution est y (t) = yoe™ ™
sa solution peut étre obtenue

en passant a £, En terme de la

fonction de Mittag-Leffler, on a

y (t) = yolor 1 (—at)

Soit le probléme aux limites suivant
D% +ay =0
O0<a<1
y(0) =yo
On admet, pour le moment que ce probléme
admet une unique solution. Si on applique

L des deux cotés dans 'EDF et on tennant

compte de la condition initiale, on aura

y(t) = yoFan (—at®)

D’ou la similitude remarquable des deux fonctions!

3.2 L’existence et 1’unicité des solutions d’une EDF

Nous débuterons cette partie en montrant I’existence et 1'unicité des solutions des

équations différentielles fractionnaires, pour lesquelles les dérivées figurant sont au sens
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3.2. L’existence et 'unicité des solutions d’une EDF

de Caputo. Dans la majorité des cas qu’on rencontrera, on se raménera a la dérivation
au sens de Riemann Liouville, via le développement de Taylor, sinon les deux définitions
coincident, moyennant certains conditions. Sans restreindre la généralité on consideére le

probléme aux limites suivant

Dy (t) = f(t,y(t)),t >0
ey (1) fk( y(t)) (3.2.1)
y(k)(O):yé),kzo,l,..,n—l

oun—1<a<n

Lemme 3.2.1 Si la fonction f est continue, alors le probléme aux limites ci-dessus est
équivalent a l’équation intégrale, non linéaire, de Volterra suivante

t

v =3 il + i [ - @) do (3:2:2)

0
i.e toute solution du probléeme non linéaire de Volterra est auust solution de probléme

auz limites ci-dessus et réciproquement[5].

Preuve. Supposons que y est solution du probleme de Volterra, en effet

n=1¢
onay(t) = 3 oy’ + 1 (t.y (1)),

- o, k! .
On rappelle que D%,y (t) = e (In=y) (t) et DE, (t*) = mt’“

Appliquons D%, de part et d’autre dans I’expression de I'equation de Volterra

n—1 (k d
oy (1) = 3 =Dy (85) + 2oy [107) (190F (. ()]
k=0 :

NB: L'opérateur I(®), par construction, vérifie la propriété du semi-groupe

c.a.d 1@ o [B) = [@+B)(avec 1O = Id)

n—1

qui est équivaut, en tenant compte de ce qu’on a rappelé, a :
(k)

Dy ()~ & g gy = oy )

Que 'on peut aussi écrire sous la forme :

n—1
o k
Ry (1) = X 6 Viars = £ (1,0 (1)
=0
Si on identifie avec la dérivée au sens de Caputo on aura

y(()k) =y®(0),k €{0,..,n — 1} et par suite D&y (t) = f (t,y (t)).
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3.2. L’existence et 'unicité des solutions d’une EDF

Par suite, la solution du probleme de Volterra est aussi solution du probleme aux
limites.
La réciproque est presque similaire, en effet, supposons que y est une fonction causale

solution du probléme aux limites, alors

a a def d" n—oa
[ty () =Dgy(t) = Dy (y (¢) — Toa [y 0]) = <% o Il )) (y (t) = Tn-1[y; 0])
(3.2.3)
ou T,,_1 [y; 0] désigne le développement de Taylor de y a I'origine jusqu’a Pordre n — 1.

De plus la fonction g : t — y (t) — Tp,_1 [y; 0] vérifie g*) (0) = 0, ¥k € {1,..,n — 1} alors

n dn
<% o]<")> g(t) = (I(”) o %> gt)=t

Donc (3.2.3) se réduit a

Flty @) =10 (y(t) = To1 [y;0))

Puisque Popérateur (- vérifie la proriété du semi groupe, alors on pplique () de
part et d’autre

IOf (t,y (8) = (y (t) — T [y;0])

et on tennant compte des conditions initiales, an aura

n—1 1
t

y(t) =D +1f (ty (1)
k=0

qui est exactement la solution de 1’équation intégrale, nin liéaire, de Volterra. D’ou
I’équivalence des deux problémes. m

Ensuite, nous démontrerons I’existence et 'unicité de ce type de problémes aux limites.
On n’étudie que le cas de 0 < o < 1, puisque la démonstration pour o > 1 est analogue,
sachant que, dans tous les cas on fait appel au probléme de Volterra. Dans les problémes

issus de la Rhéologie qu’on traitera, seul le cas 0 < a < 1 sera abordé.

Théoréme 3.2.1 (Existence) Soient D = [0,T*] x y(()o) -0, y(()o) + 9], avecT* >0, 0 >

1
oT (o + 1)) a

1/l
Alors il existe une fonction y : [0,T] — R solution du probléme (3.2.1) [5].

0 et f: D — R une fonction continue sur D. On définit’T' = min § T, (

25



3.2. L’existence et 'unicité des solutions d’une EDF

Théoréme 3.2.2 (Unicité) Avec les mémes notations du théoréme d’existence, on sup-
pose de plus que la fonction f : D — R est lipschitzienne par rapport a la deuxiéme

variable, i.e

|f(t7X)_f(t7Y)| §L|X_Y|

pour certain constante L > 0 indépendante de t, X et Y. Alors il existe, au plus, une

fonction y : [0,T] — R solution du probléme (3.2.1).

Les démonstrations des deux théorémes sont similaires. Elles reposent exclusivement
sur les propriétés de 1’équation intégrale, non linéaire, de Volterra. Par ailleurs nous

rappellons I'un des théoréme du point fixe d’analyse fonctionnelle [6].

Théoréme 3.2.3 (Point fixe) Soient U un sous ensemble fermé et non vide d’un espace

de Banach (E,|||). (k)

o0
une suite numérique & termes positifs telle que la série _ ki,
n=0

n

est convergente. De plus, soit l'application A : U — U satisfaisant ['inégalité
Vn e N,Vu,v € U ||A"u — A™|| < K, |Ju — || (3.2.4)

alors A posséde un unique point fixe u* € U. De plus pour tout ug € U la suite

n *
(A™u), converge vers u*.

Preuve du théoréme d’unicité. On ne s’interesse qu’au cas 0 < a < 1.

Pour cela le probléme se réduit a

ey(t)=rf(ty),t>0

©) 0<a<l (3.2.5)
y(0) = yo
et I’équation de Volterra se réduit ainsi a
t
_,0 1 a-1
yt)=vyy +=— [ t—2)" f(z,y(z))dx (3.2.6)

[

On introduit ’ensemble suivant
v={yeco:|y-u

E = C'[0,T) muni de la norme de la convergence uniforme. En effet U est non vide car

‘ < 9} qui est un sous ensemble fermé en non vide de
o0
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3.2. L’existence et 'unicité des solutions d’une EDF

h:t—yl(t)= y(()o) € U et il est fermé puisque U est en fait la boule fermé de centre h et

de rayon 6 relativement & (C'[0,77, ||-||,,) . On définit 'application suivante
A: U—-U telleque Ay: [0,7] —R
y — Ay to— Ay(t) = °)+ft;()j) f(zy(2) dz

Vérifions que les hypothéses du théoréme du point fixe sont reumes pour 'application

A.

t1 to

Soient 0 < t; <ty < T alors
Ay () — Ay (t2)] = 1 f(t1 —2)* 1 f (2,9 (2) dz — {(tz —2)* ' f(2,y(2))dz

t1 t2

_ /(tl—z)ar(—cf)tz—z)“ f(z,y(z))dZ—/(tQE(Zc); f(zy(2))dz

0 t1

to

< WS f (=2 = (= 2)* ) de = [ (ta = 2) e

/] o HfH
=——X_12(ty —t 1y — tg t1
F(a—l—l)[(2 )7 = I (a+ )' .
D’ou la continuité de Ay sur [0,7]. Par ailleurs, pour y € U et t € [0,7], on a
Iy /]
Ay (t) — (0)‘ = ——|[(t—z)? dz| < — e _ja
Ay 0=k =g [ G| < m
< Ul P e Mlatl) g
['(a+1) ”f”ool )
or 1) e or 1)\ @
V¥ Ceci découle de T' = min ¢ T, (M) donc T' < <M>
11l 11l
or 1
et par suite T < %
On a montré que Vvt € [0,7] : ’Ay (t) — yéo) < 6, et par passage au sup on obtient
t€[0,T]

HAy — y(()o) H < 0 et cela pour tout y € U. Par suite A est stable dans U.

On montre par récurrence que :

N n "~ LT*)" N
Vn e NV, e U A"y — A"l < — ))Hy—yHm (3.2.7)

loe = I'(14+an

Pour n =0 (3.2.7) est triviale.
Supposons que cela soit vrai a 'ordre n — 1 et montrons que cela ’est encore pour n.

En effet
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3.2. L’existence et 'unicité des solutions d’une EDF

A"y — A"l = [A(A™y) — A(A™ )|

o0

<y osup ([ (w—2)"[f (2, A7y (2) = f (2, A7 (2))] dz
0<w<z | 0
JAny — All, < ks sup | (w— )" APy () — AP (2)]
0<w<z |0
< | [ (@ =2)" sup A"y () — A (2)] d2

IA

" I a—1l _a(n— ~
F(a)r(lia(n_n) f (x—2)" = (=1 sup ly (w) — g (w)|dz
0

N VS ~ a—1 _a(n—
< Farta S, I (@) = § ()] [ (@ =) 220 Vdz

L ~ L)L (1+a(n—1)) an
< T'(a)T(14a(n—1)) ||y - yHoo - I'(14-an) T

Ce qui est bien lassertion(3.2.7) écrite d’ordre n.
LT>)"

Donc k,, = Q(qui est évidemment & termes positifs) et

(14 an)

LT*)"

G S

n=0 n=0 r (1 + an) ’

Nous avons ainsi vérifié toutes les hypothéses du théoréeme du point fixe. Ainsi, A

posséde donc un unique point fixe. Par conséquent

y@:W+ﬂ%%i

qui n’est rien d’autre la solution du probléme (3.2.6). Par suite il est solution du

f(zy(2))dz

probléeme (Pb DF-bis). D’ou le probléme aux limites (Pb DF-bis) admet au plus une
solution dans U. m

Preuve du théoréme d’Existence. Nous utilisons des arguments similaires a
ceux de la preuve précédente. On considére les mémes notations A, U. Retenons que A
est stable dans U.

On a montré, dans le théoréme précédent, que A est continue. Du fait que f était
lipschitzienne. Dans ce 2nd théoréme ce n’est pas le cas, puisque on suppose que f
est continue sur D. f étant continue sur le compact D alors elle est y uniformément
continue(Théoréme de Haine). En particulier, on a

9

‘v’s>0,§|5>0:|y—z|<6:|f(x,y)—f(x,z)|<Ta

(1+a) (3.2.8)

Ceci étant possible puisque ¢ est arbitraire. Par ailleurs, soient y,y € U tels que
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3.2. L’existence et 'unicité des solutions d’une EDF

el (1+ )

et cela
Ta

ly — 9|, < ¢ alors, d’aprés(3.2.8) ona |f (z,y (x)) — f (2,7 (x))| <

pour tout = € [0,7]. Par conséquent

[Ay () = A7 (D] = w7 [ =27 [ oy () — (5 ()] dz
< it <wz<t—z)“dz) = ‘;f—a

<

™

Ainsi par passage au sup on aura la continuité de A. En effet ||Ay — Ag|| < € dés
te[0,7

que [y = 7llo <6
On consideére 'ensemble suivant A (U) = {Ay,y € U}.
Pour z € A(U),3y € U : z = Ay alors, pour tout ¢t € [0,7]

201 = 1Ay (0] < o] + g7 [ (=7 G )l ds
< |o”) + g Il T2 < 00

Ce qui signifie que A (U) est borné. Or, on a établit dans la démonstration précédente

que, VO <t; <ty <T:

2
Ay () = Ay (&))< F(%ﬂ’j) (8 — 15 +2(ts — 1)°)
2| fll N
= m (ta —t1)
Et si |ty — t1| < 9, alors |Ay (t1) — Ay (t2)] < = (H];H_ 3

Cette derniére relation signifie que A (U) est équicontinu. Alors, d’aprés le théoréme
d’Ascoli-Arzéla; toute suite de A (U) posséde une sous-suite convergente, ainsi 1’ensemble
A (U) est relativement compact. Par conséquent, le théoréeme du point fixe de Schauder
permet d’affirmer que A posséde un point fixe, lequel est une solution du probléme aux

limites en question. Ce qui achéve la démonstration. m

Remarque 3.2.1 De cette démonstration, nous déduirons une expression de la solution
explicite. En effet la résolution d’un probléme aux limites est ramené a la recherche du
point fixe(unique) d’un opérateur, défini par une intégrale. De plus, on a plus généralement

la solution de (3.2.1) donnée par

y(t>_§;y0 tk 4 /t—x f(zy(x)) dz (3.2.9)

k=0
0



3.3. Résolution analytique d’un probléme aux limites

En fait le terme Z —tk correspond & une solution de I’équation homogéne associée,

D¢y (t) =0

sachant qu’elle est donnée a n — 1 scalaires préts. Et le terme

/t—x f (,y (@) do

est la solution particuliere de I’équation

‘

Dey (t) = f(t,y(t))

En tenant compte des conditions initiales y*) (0) = yék), k=1,..,n—1 on aura déterminé
les constantes d’intégration. A priori, le principe de résolution d’un probléme auz limites,
dont I’équation différentielle est a dérivée non entiére, est le méme que pour un probléme

de Cauchy ordinaire.

Proposition 3.2.1 L'opérateur D& : C" 1 ([0,00]) — C([0,00[) avecn —1 < a < n

posséde la proprité suivante :
Ker (Dg) = vect <1,x, ...,:c”’1>

Preuve. Conséquence directe de la résolution de I’équation homogéne associée m

3.3 Résolution analytique d’un probléme aux limites

Il existe diverses méthodes analytiques pour la résolution analytique d’un probléme
aux limites. Dans ce chapitre, nous ferons une synthése de deux méthodes, qui sont plus
au moins exploitable en pratique. La premiére donne eventuellement la forme explicite
de la solution, sinon elle a un intérét numérique. Comme alternative & cette méthode,
on propose la méthode de La transformée de Laplace qui se classe parmi les méthodes de
résolution dites "opérationnelle". Pour la commodité des calculs, nous ne traitons que le

cas 0 < a < 1 dans les problémes aux limites du type
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3.3. Résolution analytique d’un probléme aux limites

ey (t)=f(ty(t).te]0T]
y (0) = bo

ou f: D =10,T] x [by — 0,by + 0] pour certain T, 6 > 0 est supposée continue sur D

((PL))

et lipschitzienne par rapport a la seconde variable.

3.3.1 Par transformation aux équations intégrales de Volterra[6]

Comme son nom l’indique, cette méthode repose exclusivement sur ’équation inté-
grale, non linéaire de Volterra. Les équations intégrales linéaires de Fredholm est un cas
particulier de I’équation intégrale, non linéaire, de Volterra.

Par ailleurs, Nous avons démontré que, sous les conditions ci-dessus, que le probléme

(PL) est équivalent a 1’équaion intégrale non linéaire de Volterra suivante

T

De plus, d’aprés la démonstration du théoréme d’unicité nous avons

Vyo e U ={y € C[0,T]: ||y — bo|| <0} la suite

f(z,y(x))dz (3.3.1)

donné
v (3.3.2)

Ynt1 = Ayn

est convergente, et converge vers la solution analytique du probléme (ot A est 'application
définie dans la démonstration du théoréme 3.2.2). On verra que cette formule n’est pas
toujours commode. Dans un cadre pratique, nous appliquons le procédé des itérations
successives.

Application

Si f(t,y) = Ay + h(t) ou h est une fonction continue et A € R. Ainsi, les conditions
d’existence et d’unicité sont vérifiées. En fait f est affine par rapport a y.

Si on choisit yo : [0,T] — R qui t +— yo (t) = by alors, évidement y, € U. Calculons

quelques itérés, puis concluons. Mais d’abord rappelons que pour cette application
t

Ay (t) = by + / % (Ay (z) 4+ h (z)) dz ou encore
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3.3. Résolution analytique d’un probléme aux limites

Ay (t) = by + N[ @y (t) + Ih(t) ,t € [0,T)] (3.3.3)
y1 (1) = by + M @by + I (t) = kzlo NeTke)p, 4 kil MR Py ()
ya () = o+ M@ [bg + AT @by + I@h )] + I<O‘)i; (t)
= (b0 + M (@b + /\21 29)bg) + (I@h (t) + M P9h (1))
= 2 NP TF)py 4 2 Nk R (1)

Nous montrons par recurrence que

Vn e Ny, (t) =Y NT*Ibg + > NTHER (8) € [0,T] (3.3.4)
D’une part, soit n € N*, alors nous avons
n n A no ()"
Neray = 35 akp, [0
R I =

VL T(ka) ] (1) — N 1 (= 2)™ 2 dr — s o (t =)™ .
kgl)\ TR (t) k;l/\ { T (k) h(x)d bfh() k;/\ T (k) d

SN, (1) — f h(x) (2"3 Wit = :c)“(’“‘l”a—l) .

=1 k=1 [(a(k—1)+a)

fAH[(m)h(t):fh(x) (t — )" (Z AP (t _””>ak)> dx

i—o T'(ak+«
nous remplagons ces deux sommes par leurs expressions dans y, (¢) ci-dessus, nous

obtenons ceci . k1
Un (1) :boér(()‘z—)ﬂjufh (t — )" (Z)ﬁ%)dm
Et quand on fait tendre n a 'infini, on aura -
) = i | s Py - (5 S o
Rappelons que, la fonction de Mittag-Leffler E,, 5 (t) = éo I‘(#k—i—ﬁ)

en terme de convergence. Plus précisément, elle est normalement convegente Vo, 5 > 0

est trés réguliere

et Vi, |t| < oo ainsi que ses dérivées successives. Cela permet de faire commuter les deux
¢

opérateurs Y et [

. BN noo ()t N I N Y (s
doncnh_)rr)loyn( )= bonh—{go,;) T(ak + 1)+fh(m) (t —x) [nh_)rrgo (};:0 T (ak + o) )] dx
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3.3. Résolution analytique d’un probléme aux limites

Or, la suite y, g y ou y est la solution recherché. De plus on déduit la fonction de

Mittag-Leffler comme étant la limite de sa somme partielle, alors

N / w1 [ (A (t—2)F
bo];r ak + 1) /h(x)(t_x) (;%)dm
0 (£) = bo s (M%) + / h(@)(t—2)" " B (At —2))dr,t € 0,T]  (3.3.5)

Remarque 3.3.1 Comme dans la théorie des EDQO,le probléme auquel nous sommes con-

frontés, est celui de la détermination d’une expression explicite de la solution pareticuliére.

Remarque 3.3.2 Si en particulier le probléme est autonome i.e h = 0 alors le prbléme
se réduit a
cy ) =y(t),t€]0,T]
y (0) = bo
qui a pour solution y (t) = boEy 1 (M*). Et cela signifie que cette solution engendre le sous
espace vectoriel propre de la valeur 1 relativement a 'pérateur Dg. De plus si l'on fait

tendre o vers 1 on retrouve un simple probléme de Cauchy puisque

lim D¢y (t) = y' () etlin%boEaJ (M) = boE1 1 (M?) = bye

a—1

Remarque 3.3.3 liHiDgy )=y (t) [8].

Remarque 3.3.4 Pour a > 1 le procédé est le méme et on retrouve une expression

similaire lorsque 0 < o < 1.

3.3.2 Transformation de Laplace[11]

La théorie des transformées de Laplace(ou transformation de Laplace) que 'on désigne
aussi sous le nom de calcul operationnel, est devenue un outil puissant pour les mathéma-

tiques théoriques ainsi que pour I'ingénieurs. Son intérét théorique permet de résoudre
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3.3. Résolution analytique d’un probléme aux limites

divers problémes de la physique. Plus précisément, elle permet de résoudre, analytique-
ment, quelques équations différentielles linéaires. Dans cette partie, nous allons ’employer
pour résoudre des équations différentielle fractionnaires, accompagnées de conditions ini-

tiales.

Définition 3.3.1 Soit f une fonction définie pourt > 0; la transformée de Laplace de f

notée L (f) ou encore F est définie par
L) (s) = / e f (t) dt, s > 0 (3.3.6)
0

oll nous supposons, que la variable s est réelle. Mais en général, on considére s

complexe.

Notation 3.3.1 Sinous notons une fonction det par une lettre miniscule, f (t),g(t),y (t) ..
alors sa transformée de Laplace sera une fonction de s notée par la lettre majuscule cor-
respondante F (s),G (s),Y (s). On trouve parfois dans certains ouvrages, une autre no-

tation exprimée comme suit
oo

f(s) = /e_Stf (t)dt (3.3.7)
0
Dans ce travail, nous adoptons les notations majuscules.

Définition 3.3.2 Une fonction f est dite Exponentiel d’ordre v s’il existe des constantes
réelles M > 0 et N € R, telles que
Vt > N,|e " f(t)| < M ou encore |f (t)] < Me.

Exemple 3.3.1 les polynomes sont des fonctions d’ordre Fxponentiel. En effet pour la

fonction t — t" on a: |t"| < 1e™,Vt > 0 est Exponentielle d’ordre n.

Exemple 3.3.2 Plus généralement pour les fonctions t — t" ot n n’est pas nécessaire-

ment entier, sont ausst d’ordre Exponentiel n.

Exemple 3.3.3 Les fonctions bornée sont également d’ordre Exponentiel.
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3.3. Résolution analytique d’un probléme aux limites

Exemple 3.3.4 La fonction t — e’ nest pas d’ordre Ezxponentielle puisque

2
‘e‘”tet — 00 quand t — oo.

_ )€—7t+t2

Autrement dit, les fonctions d’ordre Exponentiel sont des fonctions a croissance au

plus Exponentielle!

Théoréme 3.3.1 (condition suffisante d’existence des transformées de Laplace)
Si f :]0,00[ — R est une fonction continue par morceaux sur tout intervalle [0, N[ fini,
et si elle est d’ordre Exponentielle v pour t > N, alors sa transformée de Laplace existe

pour tout s > .

Preuve. Nous avons pour tout N > 0

f e S f(t f e St f(t)dt + joe_Stf (t)dt

Pulsque f est Contlnue par m(;\lf“ceaux sur tout intervalla fini [0, N| alors la prmiére
intégrale existe. Et puisque f est Exponentielle d’ordre v pour ¢t > N, alors on a
fersa] < Fletsa
N

OO

< Jet[f(t)]at
0

o0
< [estMertdt = ——
0 s—7
Et par conséquent, la transformée de Laplace existe dés que s > v. m

3.3.3 Quelques propriétés de la transformée de Laplace

Dans ce qui suit, nous supposerons, a moins que nous ne l'indiquions explicite-
ment, que toutes les fonctions satisfont aux conditions du théoréme(condition suffisante

d’existence de la transformée de Laplace).

1. Linéarité

Si c; et cp sont deux constantes réelles quelconque et f, g sont deux fonctions

dont les transformées de Laplace existent, alors
L(cif+cg)=al(f)+cl(g) (3.3.8)

Cette linéarité est die, tout simplement, a la linéarité de l'opérateur intégrale.
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3.3. Résolution analytique d’un probléme aux limites

2. Translation

Si on pose L (f) (s) = F' (s) alors pour tout a € R on a
L(e"f(t)(s)=F(s—a) (3.3.9)

En effet £ (e f (¢)) (s) =

ettt f (1) dt = [ e~ f (t)dt = F (s — a).
0

3. 2¢me propriété de linéarité

. ft—a)sit>a
Slonposeﬁ(f)(s)F(s)etg(t){ . ot a > 0.
0 sinon
Alors on a
L(g)(s)=e *F(s) (3.3.10)

En effet £ (g) (s) = ;foe_“g (t)dt = Te‘“f (t—a)dt

Posons u =t — a alors cette intégrale devient

L(g)(s) = joe_s(““)f (u)du = e :foe_suf (u) du = e % F (s)

0

4. Transformée de Laplace d’un produit de convolution

Soient f, g deux fonctions causales et convolable en tout point ¢ > 0 telles que

L(f),L(g) et L(f *g) existent. Alors
L(f*g9)=L(f)L(9) (3.3.11)

En effet

o0

C{(f*g)(B)} (s) = / (f *g) (1) dt = / [/f<tx>g<x>dx] i

0

L) 0o = [[ eremem it -mg@dude = [[ erop )o@ du

[0,00[2 [0,00[?

B=x
De plus {(t,z) € R} devient {(c, 8) € R x Ry}, donc

a=t—uw
Posons { Ainsi |Jacg) (t,2)] =1
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3.3. Résolution analytique d’un probléme aux limites

L{(f*g)(B)} (s) = / / e~ f (t — ) =g (z) dudt

[0,00[*
=[] e r@e g (8)dads
RxR4
" [efa)da | | [ ey (5)ds
[romme)\]
fle_=0
= e~ f (@) d e g (8)dp
A
= F(s)G(s)

5. Transformée de Laplace d’une intégrale

Une telle intégrale n’est qu'un cas particulier de convolution.
t
Rappelons que IV f (t) = [ f (z) dx.
0

Alors £ {10 f (1)} (s) = L{(H * /) (1)} (s) = £ (H) (s) F (s)

ou H est la fonction de Heaviside, dont la transformée de Laplace est

y 1
L(H)(s)= /e‘“dt = Donc
0
/ F
L / fx)de y (s) = is),s >0 (3.3.12)
0
. L(t—a)"
plus généralement M f (t) = [ W f (z)dz. et pour n > 0 quelconque, pas
0
nécessairement entier
(n) F(s)
LALIM]f ()} (s) = S > 0 (3.3.13)

Cette formule sera utilisée pour determiner la transformée de Laplace des dérivée

fractionnaires des fonctions.

6. Transformée de Laplace d’une dérivée

Si f est de classe C'' par morceaux sur [0, co[ et telles que f et f’ soient d’ordre

Exponentiel, alors

L(f (£)(s) = sF(s)— f(0),5>0 (3.3.14)
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3.3. Résolution analytique d’un probléme aux limites

En effet, cette formule s’obtient par une simple intégration par parties. Méme si la
démonstration de cette propriété est simple, ce résultat particulierement, est d’une

"immense" importance en théorie des EDO.

Plus généralement, on a la formule suivante, si I’on suppose que f est continiiment

dérivable jusqu’a l'ordre n.

n

L(f™ (1) (s)=s"F(s)=> s f®(0),s>0 (3.3.15)

k=0

Cette formule s’obtient en faisant n intégrations par parties via un raisonnement

par récurrence.

. La transformée de Laplace de quelques fonctions usuelle

f{t),t>0 | t*a>0 | sin(at) | cos(at) et t"f (t) @
P> ot s () PO ()| T S )

Remarque 3.3.5 Si f n'est pas continue en to = 0 alors on remplace f(0) par

f(07) surtout lorsqu’on utilise une intégration par parties dans une démonstration.

. La transformée de Laplace inverse

L’intérét le plus important venant de 'utilisation de la transformation de Laplace,
est qu’elle transforme une équation différentielle, accompagnée des conditions aux
limites, en équation algébrique, dont 'iconnue est la transformée de Laplace de la
fonction, en incluant les conditions aux limites. Pour revenir & la fonction recher-
chée, on fait appel & la transformation de Laplace inverse, dont la définition est

rappelée ci-dessous :

Définition 3.3.3 ([8]) Pour une fonction f : [0,00[ — R dont sa transformée de
Laplace existe et est notée F' alors, on définie la transformée de Laplace inverse si

l’on considére uniquement les variables sont réelles, ainsi

£t = / ¢ F (s)ds,t > 0 (3.3.16)
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3.3. Résolution analytique d’un probléme aux limites

On trouve aussi parfois

[e o]

(L7'F) (t) = /eSt (Lf)(s)ds,t >0 (3.3.17)

0
Remarque 3.3.6 L opérateur L~ vérifie des propriétés similaires & celles vérifiées
par son opérateur inverse L. Le calcul explicite des transformées de Laplace inverse

se fait en général par le théoréme des résidus d’analyse complexe.

Ce bref résumé sur la transformée de Laplace, nous permet d’avoir un apercu sur
son utilité dans le contexte des équations différentielles fractionnaires. Nous supposerons
dans cette partie que les fonction y et f sont d’ordre exponentiel. Il est & signaler que
c’est le cas pour une classe importante d’équations différentielles fractionnaires que ’on
rencontre.

Considérons a nouveau le probléme (PL), on suppose aussi que les hypothéses du
théoréeme d’existence et d’unicité sont vérifiées.

On a Dy (1) = Dy y (1) —y (0] = 5 [0y ()] by

Si on passe a la transformée de Laplace, alors

copn )6 = {410} e -t () )

= LIy (0} (5) — (10-9y) (0) -

t_Oé
I'l—a)

0

_Y(s) by s
B Ys(ls_)a_ By
L{D2y (t)} (s) = ifj) - ‘Zl(_ocz’() <a<l (3.3.18)
ona L{Dgy (1)} (s) = LSty ()} (s)
Ainsi YS_(;S;) - nga =F (s) alors Y (s) = Z;—O + %

Pour retouver y (¢) on passe a la transformée de Laplace inverse :

LY ()} (1) = boL ! (1) iy (&)

S

Par suite y (t) = by + L7} (%) = by + I f (t,y (1))

y<t>=bo+/%f<x,y<x>>dx
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3.3. Résolution analytique d’un probléme aux limites

Remarque 3.3.7 On retrouve ainsi, l’équation intégrale non linéaire de Volterra ci-

dessus. qui correspond a la solution explicite du probléme.

Pour mettre en évidence les particularités de la résolution d’un probléme aux limites
par la méthode de la transformée de Laplace par rapport & la méthode des approximations

successives, reprenons la méme application avec les mémes hypotheéses.

Théoréme 3.3.2 ([6]) Soient m,k € N et o, 3 > 0 alors on a les égalités suivantes

(7 B (1) = 77 By (1) ()
ak+5—1 k a _ k!sa_ﬁ . .
£ ekt B (at)] } (5) = o (i)

(k) < (J + k)! 4
ot Ey g () = ]ZJ'F(aj—l—ozk—i—ﬁ) 7]

Preuve. Pour démontrer 1’égalité (i) il suffit de rappeler que la série, qui définit la

fonction de Mittag-Lefller, est normalement convergente ainsi que ses dérivées. Donc

dm L R N (0 - 1 d" s
g 7 B () = (t I;F(ajJrﬂ))_;F(ajJrﬁ)dtm ()

d- (tﬂ lEa ta i I (aj - 6) taj-‘rﬂ—l—m
dtm » p Foszrﬁ I'(aj+ 3 —m)
am (tﬂ 1E ( tﬁ 1-m Z _ tﬁflme b (ta)
dtm [ (ay —|— ﬁ m) L

Ce qui établit l'identité (7).

Par ailleur, pour 'identité (i) nous avons, tout d’abord
o0 .
(j+ k)

tozk—‘rﬁ—l |:E(k) +at® i| — tak-{—ﬁ—l +at® J
a5 (Fat) Zjlr(aj+ak+6)( at®)
o ] + k) tok+aj+p—1
B ZO I (aj + ak+ )

Rappelons que cette derniére série est normalement convergente ainsi que ses dérivées

successives. Elle est donc uniformément convergente ainsi que ses dérivées alors, dans ce

cas, les deux opéréteurs L et E commutent
J=0
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3.3. Résolution analytique d’un probléme aux limites

00 + k’ takJrajJrBfl
Donc £ (tak+ﬁ—1 [E(’“) +at®) D = Utht,
one (0 JZ T (aj + ok + ) () (%)
t&k‘i’&j‘i’ﬁ*l 1
En utilisant la table ci-dessus pour affirmer que £ (F (0] + ok = ﬁ)) (s) = pryre

que 'on remplace dans (*) nous obtenons alors

£ (10t [BY) (at™)] ) (s) = i (ay U ;kﬂ Sajfm _
j=0
= gP i ‘ (+as™ )j h
5=0
Et cette série correspond au développement de Taylor de la fonction % D’ou
I'identité (i7). m b
Application
Dgy (t) = Ay (t) + 9 (t)
y (0) = bo

Pour trouver la solution explicite de ce probléme, nous procédons en deux étapes :

1 étape Résoudre 1'équation différencielle fractionnaire homogéne associée :

D2y (t) — Ay (t) = 0 (3.3.19)

Nous passons a la transformée de Laplace , nous obtenons

LADEy ()} (s) = L{Ay (1)} (s) (3.3.20)
Et en tenant compte des propriétés de 'opérateur L cette écriture devient
Y(s) y(0) s

e Sla—)\Y()doncY()—bg

—A
Si on identifie cette expression avec le résultat (i7) du théoréme précédent nous aurons

k=0,6=1eta=\donc
Yo (1) = boEa,1 (A7) (3.3.21)

est la solution de I’équation homogene

2¢me gtape Trouver la solution particuliére associée.

Théoréme 3.3.3 ([4]) La solution particuliére de 'EDF D&y (t) = Ay (t)+g (t) est sous

forme intégrale suivante

uy () = / (t—2)" B O\ (t—2)%) g (2) dz,t > 0 (3.3.22)
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3.3. Résolution analytique d’un probléme aux limites

Preuve. Montrons que D2y, (t) — Ay, (t) = g (t) . Remarquons que

Yp () = t* 1 E, o (M) x g (t) que 'on applique 'opérateur £ de part et d’autre on aura

Yy (s) = L{t* " Eaa (M)} (5) G ()

Or, d’aprés (ii) si on identifie les parameétres comme suit « = 5,a = X et k = 0 alors
1 G
L By (M)} (5) = s done Y, (5) = <

5% — 5% — A
Par suite s*Y), (s) — AY,, (s) = G (s)

De plus, il est clair que y, (0) =0

) -, ) = G )

Or <y (5)+ y;ﬁ?) — £{Dzy, ()} (5)

ainsi £{D&y, (t) — Ay, (s)} (s) = L(G (t)) (s). 1l suffit alors, de composer avec £

et PEFD apparait. Par conséquent ’équation intégrale est bien solution particuliere du

alors, on peut écrire <s°‘Y;) (s) +

probleme. m
La solution générale de 'EDF qui vérifie une condition initiale est donc la somme de
la solution homogene(3.3.21) et la solution particuliere(3.3.22).

t

Y () = boFay (M) + / (t—2)° " B (0 (t—2)%) g (2) dz,t > 0 (3.3.23)
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CHAPITRE

4 Application en Rhéologie

linéaire

La Rhéologie concerne la modélisation de 1’écoulement de la matiére ou encore la
science du comportement des matériaux. La viscoélasticité linéaire rentre dans ce cadre
de Rhéologie. Le mot viscoélasticité est composé de deux termes, visco et élasticité.
Le premier est relatif aux effets visqueux de la matiére et le second exprime la réponse
instantanée de la matiere.

D’un point de vu de la modélisation unidimensionnelle, le comportement visqueux
linéaire est exprimé par une relation linéaire liant la contrainte de Cauchy et la vitesse de
déformation o = né. En revanche, en élasticité linéaire, la contrainte est liée linéairement
a la déformation, via le module d’Young o = Ee.

En viscoélasticité linéaire, la réponse se trouve entre les deux réponses. Dans ce

chapitre on considére le comportement unidimensionnel et linéaire.

4.1 Deéfinition de la viscoélasticité linéaire et position
du probléme

Pour un systéme mécanique linéaire constitué d’une masse liée a un ressort, la force

appliquée (la contrainte dans le cadre d’une description via un milieu continu) est propor-
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4.1. Définition de la viscoélasticité linéaire et position du probléme

tionnelle au déplacement. De plus, la dissipation visqueuse classique (fluide newtonien)
est proportionnelle a la dérivée temporelle de la déformation [3].

L’hypothése de base faite pour les matériaux viscoélastiques linéaires est que la con-
trainte a 'instant actuel est une fonction linéaire de toute I’histoire des déformations [2].
Deux essais fondamentaux sont les plus souvent employés pour définir les fonctions de
relaxation et de fluage. L’essai de fluage consiste a imposer de facon instantanée une
contrainte constante & une éprouvette et a suivre ses déformations en fonction du temps.
Quant a I’essai de relaxation, on impose une déformation instantanée, on la maintient
constante et on mesure les variations de la contrainte en fonction du temps.

Dans tout ce qui suit nous adoptons les notations suivantes :

o : désigne la contrainte ;

¢ : désigne la déformation ;

n : la constante de viscosité (amortisseur) ;

E : le module/constante d’élasticité (ressort) ;

M : module d’un élément rhéologique, qui est définit par

0 (w)
M ,weC 4.1.1
@) = Fdw (4.1
0sit <0
H : désigne la fonction de Heaviside, H (t) = ;
1sit>0

R () : la fonction de relaxation ;
J (t) : la fonction du fluage.
Les éléments élémentaires rhéologiques sont le ressort et I’amortisseur; ils sont représen-

tés comme suit :

—— —i—

Ressort délasticité E Arortisseur de viscogité »

Figure 4.1.1 : élément rhéologiques élémentaires
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4.1. Définition de la viscoélasticité linéaire et position du probléme

1. L’élasticité pour un solide est définie par la loi de Hooke

o (t) = E= (1) (4.1.2)

Le ressort représente un élément élastique idéal, ot la contraite o est proportionnelle

A la déformation e via le module d’élasticité du ressort E.

2. La loi d'un fluide visqueux de Newton

o (t) = nE (t) (4.1.3)

L’amortisseur représente un élément visqueux idéal, mais dans ce cas la contrainte

o est proportionnelle a la vitesse de déformation ¢ via la constante de viscosité 7.

Définition 4.1.1 D’une fagon générale, la loi du comportement d’un matériau exprime
la correspondance fonctionnelle existant entre [’histoire des contraintes et l’histoire des
déformations. Dans le cas uniazial, il s’agit de la correspondance fonctionnelle entre
[’histoire de o et [’histoire de €.

A chaque instant t ,la déformation e (t) dépend de Uhistoire de la contrainte jusqu’a

cet instant
£ (1) = F (0 ())gey-oe (4.1.4)

ot F est une fonctionnelle linéaire [10,2] .

Admettons que les transformées de Fourier des fonctions o et ¢ existent alors :

1. D’aprés (4.1.2) ona 6 (w) = E¢ (w). Par suite Z((Zj)) = E. Donc un élément élastique
pur possede un module constant.
M, =E (4.1.5)
2. D’aprés (4.1.3) on a & (t) = niwé (w) :
M, (w) = niw (4.1.6)
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4.2. Modéles rhéologiques simples

Nous combinons ces élément purement élastiques et purement visqueux nous obtenons

des modéles rhéologiques linéaires de base, ils sont au nombre de trois :
e Maxwell ;

e Kelvin-Voigt ;

e Zener .

L’objectif est de choisir un modéle cohérent qui décrit un comportement viscoélastique

solide, c’est-a-dire, capable de décrire le fluage et la relaxation.

4.2 Modéles rhéologiques simples

En général, les modeéles rhéologiques simples conduisent & des lois de comportement

qui s’expriment sous forme d’équation différentielle linéaire a coefficients constants :
ape (t) + aé (t) = o (t) + bo (t) (4.2.1)

ol ag, ay et b sont des parameétres liés au matériau [11].
Principe de superposition de Boltzmann [10] :

La linéarité du comportement permet alors d’écrire la réponse a toute histoire
de contrainte ou de déformation, & partir de la connaissance des fonctions de fluage ou
de relaxtion. Le principe est simple, on impose au modeéle une déformation (ou une
contrainte) puis on résoud I’équation différentielle correspondante au comportement pour
trouver la contrainte (ou on la déformation). Ensuite, on applique le formule de Boltzmann
pour avoir la réponse pour un chargement quelconque. Sans restreindre la généralité on

suppose que le systéme est initialement en repos pour ¢t < 0 alors, on a d’une part

dw:%/ﬁ@—@qg@ (4.2.2)

Et d’autre part
t

qw:%/j@—@ﬂﬁw (4.2.3)

0
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4.2. Modéles rhéologiques simples

Remarque 4.2.1 L’invariance par translation des fonctions de fluage et de relaration
se traduit a travers t — s. En d’autres termes, le matériau est supposé non vieillissant;
dans le cas contraire, les fonctions de fluage et de relaxation s’expriment de la maniére
sutvante :

R(t,s) et J(t,s).

Remarque 4.2.2 (Ces fonctions sont inverses l’'une de l’autre.

4.2.1 Modéle de Kelven Voight

Ce modele est formé de 'association en paralléle d’un ressort, de module d’élasticité

E; et d'un amortisseur de viscosité 7.

E,

I_
n

Figure 4.2.1 : Modele de Kelvin-Voigt

La contrainte imposée a ’ensemble est la somme des contrainte de chaque élément
o =0+ 0, (4.2.4)

Par contre, la déformation totale que subit le modele est identique & la déformation
que subie chaque élément

E=E, =&, (4.2.5)

D’aprés (4.1.2) on a o (t) = Eie. (t). Et d’aprés (4.1.3) on a g, (t) = né, (1)
Par suite

o (t) = Ere (t) + ne (t) (4.2.6)

Ainsi en passant a la transformée de Fourier on trouve son module complexe

MKV (w) = E1 (1 + Tcw) (427)
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4.2. Modéles rhéologiques simples

ou 7o = Eil désigne le temps de fluage du modéle.
On applique le principe de superposition de Boltzmann (4.2.3), on trouve aisément, la

fonction de fluage du modele de Kelvin-Voigt, en effet

€(t)—%/J(t—x)a(a;)dxéj(s)—

0

(4.2.8)

Ainsi, nous appliquons l'opérateur £ pour 1’équation (4.2.6), nous obtenons

7 (s) = E1E (s) +nsé (s) —ne (0)

E(s) __ H(s)
o(s)s s(Ey+ns)
Par suite, par passage & £~ on aura

v (1) = Ei (1 ~ exp (—%t)) H (1) (4.2.9)

1

Ainsi

avec € (0) = 0.

Ce qui signifie que si on impose, par exemple, au modéle de Kelvin Voigt une contrainte
du type

o(t) =o00H (t) (4.2.10)
alors il suffit de remplacer dans la formule de Boltzmann, pour déduire que la déformation

subie par le modéle est donnée par :

S (t) = 00% (v + H) (1) = oo xev (1) (4.2.11)

Ainsi
e(t) =22 (1 e ( Elt))H(t) (4.2.12)
= — — X —_ L.
Ey P n
Qui, en fait est solution du probléme suivant :
Ere (t) +né (t) = ooH (1)

(4.2.13)
e(0)=0

E
Remarque 4.2.3 1 est clair que € (t) = % (1 — exp <——1t>) H (t) est solution du
1 Ui

probléme donné au sens des distributions.

Conclusion 4.2.1 Ce modéle peut représenter un comportement en fluage, toutefois il

ne prédit pas la relaxation des contraintes.
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4.2. Modéles rhéologiques simples

4.2.2 Modéle de Maxwell

Ce modeéle est formé de 'association en série d’un ressort, de module d’élasticité Ejy

et d’'un amortisseur de viscosité 7.

—urb—[l—

]

Figure 4.2.2 : Modele de Maxwell

Pour ce modele, la contrainte imposée sur toute le systéme est égale a la contrainte
imposée sur chaque élémént

0=0¢=0, (4.2.14)

Par contre, la déformation que subit le systéme est la somme des déformations que

subit chaque élément

£ =E¢.+& (4.2.15)

Idem, d’aprés (4.1.2) on a o (t) = Epe. (t) Alors

(0= 0
Et d’aprés (4.1.3) on a
“a(t) =, (1) (i)

En sommant (i) et (i7) on trouve 1’équation différentielle du comportement du modéle

de Maxwell

1, 1 :
FI@+ oM =E) (4.2.16)

On passe a la transformée de Fourier dans (4.2.16) pour obtenir le module complexe

du modéle de Maxwell, suivant :

_ Ey (UJTR)2 , nw

=Tt o) " - (4.2.17)

M (w)
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4.2. Modéles rhéologiques simples

ouTR= Ei est le temps de relaxation du modéle.
0

Ainsi L’équation (4.2.16) devient
. 1 :
o (t)+ —o (t) = Epé (t) (4.2.18)
TR
En appliquant le principe de superposition (4.2.2), on trouve aisément, la fonction de

relaxation du modéle de Maxwell, en effet :

Qe

()
B (4.2.19)

Alors, nous appliquons l'opérateur £ a ’équation (4.2.18) nous obtenons

o (1) = S (Rxe) (1) 5 R(s) =

»
(L)

so (s) — o (0) + i& (s) = Eqy (s2 (s) —e(0))

TR
Y E
Ainsi 0~(8) = 01 H (s) avec
E L, L
TR
0(0) — Epe (0) =0et 0(0),e(0) >0 (4.2.20)
\ -1 . -1 EU t
Par passage & L' on obtient R (t) = L T | = Foexp | —— | H (t
S+ — TR
TR
t
Ry (t) = Epexp (——) H(t) (4.2.21)
TR

Ce qui signifie que si on impose une déformation du type e (t) = ¢oH (t) alors la
contrainte qui en découle est la suivante :

o (t) = 50% (R H) () = coFp exp (—é) H (1) (4.2.22)

De plus, on a € (0) = gg et 0 (0) = g9 Ep qui vérifie bien la condition (4.2.20). Par suite la

solution du probléeme

RS R
g (t) + EU (t) = Eoeod (t) (42.23
o (0) = €0E0

qui a pour solution (au sens des distribution, évidemment) la contrainte donnée par

o (t) = £0Fp exp (—é) H () (4.2.24)
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4.2. Modéles rhéologiques simples

Conclusion 4.2.2 Ce modéle peut représenter un comportement pour un fluide visqueux

t—o0

en relaxation. Cependant, il ne manifeste aucun fluage.

4.2.3 Modéle de Zener

Le modeéle de Zener est issu de la superposition d’'un modéle de Kelvin Voigt de

parametres(FEy, n) et un ressort de module d’élasticité Ej en série (ou en paralléle).

gy

n

Figure 4.2.3 : Modéle de Zener
(4.2.25)

Ainsi,
o=0pg+01ete=¢c9g=¢
Ou og, ¢ sont la contrainte et la déformation imposée sur le ressort et o1, &1 sont encore

la contrainte et la déformation du modéle de Maxwell respectivement. Par suite € et oest

la déformation et la contrainte totales imposées au modele de Zener.

(o)) (t) = E0€0 (t)
On a alors 1 1 .
EO'l (t) + 50'1 (t) = &1 (t)
En combinant ces deux équations et en tenant compte de (4.2.25) on aura I’équation
différentielle du comportement du modéle de Zener
Eo+ FE
2o B g (4.2.26)

6 (1) = Bo (1) +n ="

N g
o(t)+ Ela
, ¢ (w) X , : :
D’une part, le module complexe My (w) = - ®) du modele sera donnée par ’expression
g (w

suivante : BB )

Ep + #2557 (w)
- - i (4.2.27)

1+ (Trw)

Mz (w) = I (TRw)2
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4.2. Modéles rhéologiques simples

Et en posant

TR = e temps de relaxation;

E

Ey+FE
To = % temps de fluage.

D’autre part, on peut écrire 1’équation (4.2.26) moyennant les nouveaux parameétres.

on divise sur Ey + E; et elle devient :

o (t) + Tro (1) = Boe () + 7o Eof (1) (4.2.28)

o(t) = (Rxe) () (4.2.29)

Alors, par passage & £ on obtient

Donc

R(s) = 2) (4.2.30)

D’aprés (4.2.28) on a
7 (s)+7r(s6(s) — 0 (0)) = Ee€ (s) + TcEq (s€ (s) —e(0))

Par suite 6 (s) (1 + 7rs) = s& (s) (TcEo + 22) + 7o (0) — T Eoe (0)
Nous supposons a priori que 7o (0) — 7¢Foe (0) = 0 (avec o (0) # 0 et £ (0) # 0) on
obtient

5(s) _TcEy+ B

s&(s) 14 7gs

Par passage a la transformée de Laplace inverse, nous obtenons

R(t) = <E0 + By exp (T_—;» H ()

On obtient de la méme maniére la fonction du fluage si nous appliquons le second principe

J(t) = Eio (1 _ EﬁlEl exp (T_—D) H ()

de Boltzmann :
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4.3. Modéle rhéologique composé de Zener

Remarque 4.2.4 Les modéles de Kelvin-Voigt et de Maxwell sont des cas particuliers

(des cas limites) du modéle de Zener. En effet

- Si By — o0 alors g =0, 7o =0 et B = Ey. Par coséquent ’expressions du module

complexe de Zener se réduit a

Ce qui correspond exactement au module du modéle de Kelvin-Voigt

- 81 E1 — 0 alors, on le remplace directement dans [’équation différentielle M.Z et cette
derniére se réduit a

Eoo (£) + 16 () = Eoné (t)

Et cette équation correspond o I’équation différentielle qui décrit le comportement du
modéle de Maxwell. Par suite, le module complexe de Zener dans ce cas se réduit
ainsi

_ Ey (wTR)2 i nw

1+ (wTR)2 1+ (WTR)2

MZ (Cd)

Conclusion 4.2.3 Le modéle de Zener simple a trois paramétres a identifier (Eo, E1,1n) .
Qualitativement, ce modéle manifeste simultanément la relaxation et le fluage,c’est-a-dire,
présente une élasticité instantanée. Par conséquent, il peut reproduire le comportement
réel d’un solide viscoélastique linéaire. Cependant, il est caractérisé par un temps de
relaxation unique. En d’autres termes, il ne peut rendre compte du comportement sur un

large domaine de temps. Ainsi, sa généralisation s’impose.

4.3 Modéele rhéologique composé de Zener

Les trois modeles cités précédemment ne reflétent pas une réalité physique du com-
portement viscoélastique de solides viscoélastiques. En effet, le modele de Maxwell relaxe
mais ne manifeste aucun fluage, en revanche, le modele de Kelvin-Voigt induit du fluage,

mais ne relaxe pas. Par contre, le modéle de Zener a trois parameétres (7g, 7¢, E) relaxe
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4.3. Modéle rhéologique composé de Zener

et génére du fluage, toutefois il ne représente pas une réalité physique observée. Plus pré-
cisément, les trois parameétres ne suffisent pas pour décrire réellement le comportement
d’un matériau viscoélastique. Pour cela la généralisation du modele de Zener s’impose
[12].

Dans le cas linéaire et unidimonsionnel, un regroupement quelconque d’élément rhéologiques
éléméntaires conduit a I’équation différentielle de la forme
N M
o)+ ae®™ (t) = Ee(t)+ Y be® (1) (4.3.1)
k=1 k=1
Ou M, N € N et les ag, b, et E sont des coefficient caractéristiques des éléments élémen-
taires qui forment le modéle.

Le modeéle de Zener généralisé est constitué de plusieurs modeles de maxwell liés en

paralléle, qui sont eux méme liés avec un ressort en paralléle.

Figure 4.3.1 : Modele de Zener généralisé

Il est immédiat que le défaut de ces modéles composés, est le nombre élevé de parameétres.
On doit ainsi surmonter ce probléeme d’identification. La dérivée non entiére présente un
moyen convenable pour décrire un comportement viscoélastique linéaire pour un milieu
solide. Pour ce faire, nous allons introduire un nouvel élément rhéologique : le "spring-

pot".
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4.3. Modéle rhéologique composé de Zener

4.3.1 Le "spring-pot"

Le "spring- pot" est un élément rhéologique, a trois parameétres (F,T,«) supposé

avoir un module complexe de la forme
M (w) = E (iwt)" ,w e C (4.3.2)

dont le symbole rhéologique est

Figure 4.3.2 : Spring-pot

(1) Le parameétre adimensionnel o permet une transition continue entre le modeéle rhéologique
solide idéal (ressort) et le modele fluide idéal (amortisseur visqueux); cela ne cotite

que trois parameétres a identifier.

(77) L’intérét des dérivées non entiéres dans la modélisation du comportement viscoélas-
tique est qu’il permet de réduire le nombre de parameétres & détérminer. Le probléme
d’optimisation devient ainsi bien conditionné d’une part. Et d’autre part, la dérivée

non entiére permet d’intégrer ’effet mémoire dans sa définition.

Remarque 4.3.1 Poura =0, on a M (w) = E, on retrouve ainsi la réponse d’un ressort.

Si a =1, alors on retrouve M (w) = EiwTt qui représente la réponse d’un amortisseur.
Remarque 4.3.2 On peut remarquer physiquement que le paramétre o vérifie 0 < a < 1.
Par conséquent, la relation contrainte-déformation pour un "spring-pot" est
0 (w)=FE (iwr)* & (w) (4.3.3)

Corollaire 4.3.1 Soit f : R — R une fonction causale telle que F [Dg f (t)] existe
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4.3. Modéle rhéologique composé de Zener

(i.e D&f € L' (R)) alors,

FID&f (0] (w) = (iw)* F[f ()] (w) (4.3.4)

Preuve. Consulter [8]. m

La relation (4.3.2) peut étre écrite ainsi
6 (w) = E7%(iw)* & (w)
D’aprés le corollaire, cela entraine
0 (w) = ET*F [Dge (t)] (w) (4.3.5)
Par suite si on applique F~! alors, nous aurons
o (t) = ET*Dge (t) (4.3.6)

La dérivée non entiére permet ainsi de décrire de maniére continue le passage

d’un ressort & un amortisseur.

4.3.2 Modéle de Zener fractionnaire
On construit ainsi le modele de Zener fractionnaire en remplacant dans le modeéle de
Zener classique, ’amortisseur par un "spring-pot" :

E,

—y Yy - E,
— —AMW—

OE,,’;&'

Figure 4.3.3 : Mode¢le de Zener fractionnaire

C’est un modele rhéologique a quatre parameétres seulement.

0 =09 =01 O'(t)zdo(t):an)(t)
On a Avec
E=¢p+¢& g (t) =01 (t) = E1€1 (t) + ElTangé"l (t)
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4.3. Modéle rhéologique composé de Zener

En combinant ses équations, nous aboutissons & I’équation différentielle fractionnaire

suivante :
E
o(t)+ ETQDgU (t) = Ee (t) + ET“Dge (t) (4.3.7)
0
EyEq
Ey+ Ey
Idem, nous admettons que les transformées de Fourier des fonctions de contrainte et

ou F =

de déformation existent alors, nous appliquons F & (4.3.7) et nous obtenons
N E o . o A~ ~ o . o A~
7 (w) + =7 (iw)* 6 (w) = F& (w) + ET% (iw)" & (w)
0

Par conséquent, le module d’Young complexe associé au modeéle fractionnaire de Zener

est donné par :

(4.3.8)

Remarque 4.3.3 Si on veut écrire explicitement Mz, (w) = E' (w)+E" (w) alors il suffit

de remarquer que i1 = cos (%) + ¢sin (%) et donc 1* = cos (ozg) + ¢sin (ag) .

Par ailleurs, rappelons le premier principe de superposition de Boltzmann

o(t) = % (Rx¢)(t) (4.3.9)

Alors & (s) = sR (s)Z (s) et donc i
R = 5

g
Ainsi, par passage & £ dans ’équation (4.3.7) nous obtenons

5 (s) + Eﬁofa [30‘& (s) — éa (0)} _ Bz (s)+ Br° [s% (s) - %5 (())}
Donc & (s) (1 + E%Tasa) & (s) <§ + ETO‘SO‘_1> v {EEOT% (0) — Bros (0)}

Nous supposons que ETQO' (0) — E7% (0) = 0 (Cela étant possible lorsqu’on impose
0
une déformation ou une contrainte), alors nous obtenons
E
-+ Ero Safl
R(s)=-"2

FE
14+ —7ase
0

o7



4.3. Modéle rhéologique composé de Zener

ou encore
~ a—(a+1) a—1
R(s)=B | ——— | + B =
1 + EOTQSQ 1 + 507'&80‘

Pour obtenir R (t) nous identifions les parameétres avec le résultat du théoreme 3.3.2, a

savoir

a—p3
Yo, 3> 0, L {t7 [Eap (£at®)]} (s) = — (4.3.10)
S*Fa
Nous obtenons
Ey E E
R(t) = L_—at Eooat1 <_E07'at > + EoEaa < EOTO‘t >} H (t) (4.3.11)

De plus nous adoptons le méme procédé pour obtenir la fonction du fluage associé au

modeéle de Zener fractionnaire.
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Conclusion et

perspectives

Dans ce travail, nous avons introduit quelques notions sur la théorie de la dérivation
non entiére. Nous avons ainsi, traité un type particulier d’équation différentielle frac-
tionnaire avec des conditions initiales. Nous avons démontré un théoréeme d’existence et
d’unicité de solutions[5]. Nous avons introduit la fonction de Mittag-Leffler ( qui est une
généralisation de la fonction Exponentielle) qui joue un role fondamental dans la théorie
des EDF. Par la suite, nous avons découvert a travers ce travail que les solutions des EDF
ne sont pas necessairement les fonctions usuelles, mais plutdt des séries de fonctions. Les

perspectives & ce travail, peuvent étre orientées dans les directions suivantes :

1. Approche théorique : Rappelons que sous certaines conditions, les dérivées au
sens de Riemann-Liouville et au sens de Caputo peuvent étre exprimées moyennant
un produit de convolution au sens classique; ce concept peut étre étendu au sens

des distribution. Plus précisément nous avons constaté que la fonction causale

sommable au voisinage de l'origine. Par conséquent, le produit de convolution n’est

qu’on retrouve lorsqu’on a défini la dérivée non entiére, n’est pas

plus défini au sens des fonctions[3]. Ainsi, dans un cadre plus général on pourrait
surmonter cette difficulté en introduisant le produit de convolution au sens des

distributions [8]. Ce point mérite des éclaircissements.

2. Analyse numérique : pour résoudre un probleme d’EDF accompagné de condi-

tions initiales , on utilise le "calcul opérationnel". Dans le cadre de ce travail, nous
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Conclusion

avons choisi la méthode de la transformation de Laplace. Elle consiste a trans-
former 'EDF dont l'inconnue est la fonction f en une équation algébrique dont
Iinconnue est Lf. Afin de retrouver la fonction originale, nous sommes amené & in-
verser L f . Cependant, généralement cette étape nécessite une inversion numérique.
Cette approche est aussi valable dans le cas des Systémes d’Equations Différentielles

Fractionnaires. Evidemment cela conduit & une autre branche de le théorie des

EDF[4].
3. Applications :

e La théorie des EDF trouve des applications en Rhéologie; par exemple, les lois de la
viscoélasticité sont définies a partir d’'un produit de convolution au sens de Rie-
mann(qui posséde la masse de Dirac § comme élément neutre) ou au sens de Stielt-
jes(qui posseéde la fonction de Heaviside H comme élément neutre)[10]. On cite a

titre d’exemple la loi de Boltzmann qui est définie & partir d’'une convolution.

e Cet outil mathématique trouve aussi un champ d’application pour les problémes de

diffusion[9].
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