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Introduction générale

Les espaces de Sobolev portent le nom du savant Serguei Lvouitch Sobolev qui est un
mathématicien et un physicien atomique russe de l’époque Soviétique (né le 6 octobre
1908 et décédé le 3 janvier 1989).

Au cours des années 30, Sobolev a introduit des notions qui sont fondamentales dans le
développement de plusieurs domaines des mathématiques. Tout en travaillant a Moscou,
Sobolev a construit la méthode standard pour résoudre les problémes elliptiques avec con-
ditions aux limites en introduisant ses espaces fonctionnels. Il a donné les inéqgalités sur
les mormes relatives a ces espaces qui étaient importants dans la théorie de l'intégration
des espaces fonctionnels, il a de plus appliqué ses méthodes pour résoudre les problémes
difficiles de la physique mathématique.

En 1939, Sobolev a été élu membre a part entiére de l’académie des sciences d’URSS.
1l navait que 31 ans au moment de son élection qui a été une réalisation remarquable et
a fait de lui le plus jeune membre.

Sobolev a recu de nombreux honneurs pour ses contributions fondamentales aux math-
ématiques. Il a été élu a de nombreuses sociétés scientifiques, y compris l'académie des
sciences d’URSS, l'académie des Sciences de France et ’académie nationale dei Linces.
1l a re¢u de nombreuz prixz, dont trois prixz d’état et la médaille d’or 1988 Lomonosov de
lacadémie des sciences d’URSS.

Les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels modelés pour la plupart a partir
des espaces de Lebesgue et munis des normes combinant celle de la fonction en question

et de celles des dérivées faibles jusqu’a un certain ordre.



Introduction générale

Intuitivement, un espace de Sobolev est un espace de Banach ou un espace de Hilbert
de fonctions pouvant étre dérivées suffisamment de fois (pour donner un sens par exemple
a une équation aux dérivées partielles) et muni d’une morme qui mesure & la fois la
taille et la régqularité de la fonction, ce qui fait d’eux des outils trés importants et trés
adaptés a l'étude des équations aux dérivées partielles. En effet, les solutions d’équations
aux dérivées partielles, appartiennent plus naturellement & un espace de Sobolev qu’a un
espace de fonctions dérivables dont les dérivées sont comprises dans un sens classique.

Dans notre modeste travail, nous donnons dans le premier chapitre quelques outils
et définitions de l’analyse fonctionnelle qui seront utilisés dans la suite. Le deuziéme et
le troisiéme chapitre présentent un outil de travail pour la résolution des équations aux
dérivées partielles qui sont les espaces de Sobolev. En effet dans le deuxiéme chapitre,
notre étude concerne les espaces de Sobolev W™P(Q) o m est un entier, nous donnons
les définitions et les propriétés de base de cet espace ainsi que les théorémes d’injection
continues et compactes, les théoréemes de densité. De plus, nous énongons un théoréme
établissant ’existence de [’application trace et nous exposons le dual de cet espace.

Le dernier chapitre constitue une généralisation du chapitre précédent. Nous ap-
profondissons [’étude des espaces de Sobolev W5P(§2) ou s est un réel. Dans un pre-
mier temps, nous traitons le cas ou 0 < s < 1 et avons présenté les différentes pro-
priétés et théorémes fondamentauzr. Dans la deuxiéme section, nous présentons le cas ot
0 < s < 400, nous donnons aussi les propriétés et les théorémes essentiels de cet espace.

Enfin, nous terminons par le dual de W3 (Q) qui n'est autre que W‘m’p/(Q).



CHAPITRE

1 Prélimainarres et notions

de base

L’objectif de ce chapitre est de rappeler l’essentiel des définitions et des notions qui seront
utilisées dans les deux autres chapitres (partition de 'unité, un ouvert lipschitzien et de
classe C1,...) et d’introduire des résultats et des théorémes utiles pour étudier les espaces
de Sobolev (théoréme de compacité dans les LP, théoréme de Hahn Banach, théoréme de

représentation de Riesz,...).

1.1 Rappels d’analyse fonctionnelle

Définition 1.1.1 Une partition de ['unité de classe C*° subordonnée a un recouvrement
ouvert {A;}jen de Uouvert Q est un ensemble de fonctions V; vérifiant :

(1) Pour tout j, la fonction V; est dans C*(S2), positive et a support contenu dans A;.
(2) Sur tout compact K de Q, un nombre fini seulement de fonctions ¥; ne sont pas

tdentiquement nulles sur K.

(3)Vr € Q, S, (x) = 1.

JeN



1.1. Rappels d’analyse fonctionnelle

Définition 1.1.2 On dit que ) est un ouvert lipschitzien uniforme si :
(1) 1l eziste un recouvrement ouvert (§2;);>o de 2 tel que d(y, ) > 0 et pour tout i > 1,

Q; est borné avec ; NI # & et ou bien la famille {Q;} a un cardinal fini, ou bien

(2) 1l existe un ouvert borné ¥, de RN"1, une fonction a; lipschitzienne sur ¥, et un

systéme de coordonnées tels que, quitte a renuméroter ces coordonnées :

QNQ c {(z,zy)\z €, zy > a;(z)}.

%N = {(za(z)\z €0}

(3) 1l existe une partition de l'unité (p,);, subordonnée au recouvrement de  par les €;

et des constantes C et Cy telles que :
Vi, ||901‘||W17°°(RN) <Cpet HaiHWl,oo(qsg) < (s,

Définition 1.1.3 On dit qu’un ouvert est de classe C*-uniforme s’il est lipschitzien

uniforme avec des fonctions a; de classe C*.

Remarque 1.1.1 On utilisera souvent dans la suite, pour alléger la lecture, le terme C*

ou C* ou lipschitzien, en omettant le qualificatif régulier ou uniforme.

Définition 1.1.4 Soient E et F' deux espaces de Banach.

On dit que E s’injecte continiment dans F et on note E — F' si les conditions suivantes
sont vérifiées :

(i) E est un sous-espace de F'.

(i1) Tout suite convergente dans E est convergente dans F.

Autrement dit, lidentité I - EE — F' est continue ou encore 3 C' > 0 telle que :

llull » < C||lullz pour tout u € E.



1.1. Rappels d’analyse fonctionnelle

Définition 1.1.5 Soient E et F' deuz espaces de Banach.

On dit que l’injection de E dans F' est compacte et on note £ —— F si :
(i) E s’injecte continiment dans F.

(i1) L’application I : E — F' est compacte.

Autrement dit, toute suite bornée dans E est relativement compacte dans F.

Proposition 1.1.1 (Inégalité de Holder)
Soient f € LP(Q) et g € LPI(Q) avec 1 < p < +oo et p lexposant conjugué de p c-a-d
1,1 _
p o= 1

alors

fg e LY(Q).
[ 1fol o < |l ol

Cette inégalité se généralise en considérant des réels p; > 1 dont la somme des inverses

est égale a 1

v e, [

[lnjer=<11 Uﬂ f(@)[” dx] &

Théoréme 1.1.1 (Représentation de Riesz)

Soient 1 < p < +oo, T € (LP(Q))* et p' le conjugué de p. Alors, il existe v € Lp/(Q) tel

que pour tout u € LP(Q) :

70) = [u@olalds et o], = [Tl unoy:-
Q

Théoréme 1.1.2 (Compacité des bornés dans LP)
Soit Q un ouvert de RN et p un réel tel que 1 < p < +o0 .
Un sous ensemble K borné dans LP(2) est précompact dans LP(QY) si et seulement si, pour
tout € > 0, il existe un nombre § > 0 et un sous ensemble ouvert G d’adhérence compacte
dans Q, tel que pour tout u € K et pour tout h € RY, satisfaisant a |h| < § et |h| < d(G,
o), on ait :

/ u(z + h) — u(z) de < P et / (@) dz < <.

G O\G



1.1. Rappels d’analyse fonctionnelle

Théoréme 1.1.3 (Théoréme d’Ascoli)

Soit E un espace compact et (E,d) un espace métrique, (F,§) un espace métrique complet.
Une partie A de C(E, F) des fonctions continues de E dans F' est relativement compacte
si et seulement si :

(1) A est équicontinue c’est a dire :

Vee EVe>0,3n >0, (Vf€ A Vy € E): (d(z,y) <) = (6(f(x), f(y)) < e).

(2) Pour tout x € E, l’ensemble A(x) = {f(z), f € A} est relativement compact.

Définition 1.1.6 Soit E un espace de Banach.

Une carte locale d’un espace topologique X sur E est la donnée d’un couple (U, p) tel que:
(1) U est un ouvert de X.

(2) ¢ est une application de U dans E vérifiant : ¢ : U — p(U) est un homéomorphisme.
L’application réciproque ¢~ : o(U) — U est appelée paramétrisation de U et les coordon-

nées locales des points de U sont leurs images par ¢.

Définition 1.1.7 (L’espace L*(]a,b[, X))
Soit X un espace de Hilbert séparable et |a,b[ un ouvert de R.

On désigne par LP(Ja,b[, X) 1 < p < 400 l'espace des classes des fonctions

f:]a,b[— X, vérifiant
t = f(t)
i) f est mesurable.
ii) [T IIF N5 dt < oo.

On muni LP(Ja,b], X) de la norme

1Ol = 150N 3



CHAPITRE

2 FEspaces de Sobolev
Wmap<Q)

Nous nous intéressons dans ce chapitre a l'étude des espaces de Sobolev W™P(Q), ou
m est un entier. Nous énoncons quelques résultats ainsi que les théorémes de densité,

d’injection et d’existence de ’application trace.

2.1 Définitions et propriétés élémentaires

Soit meN, 1 <p<ooetQun ouvert de RN. On appelle espace de Sobolev d’ordre m
et on le note W™P(Q) [’espace :

WmP(Q) = {u € LP(Q) : D*u € LP(Q) ,Va = (a1, as, ...,ay) €NV, 0 < |a| < m} .

N olel Ly . . . .
ot D% = W est la dérivée partielle de u d’ordre o au sens des distributions
1 N

définie par :

(D @) = (=)l (u , DY), Y € D(Q) avec || = oy + az + ... + ay.



2.1. Définitions et propriétés élémentaires

L’espace W™P(Q) est muni de la norme :

=

HUHWm,P(Q) = (X ”DQU”Isz(Q)) st 1<p<oo

0<|ar|<m

lullymn ) = 0§I|I¢11€|i%{oo [ Dul| oo 0 st p =00

Proposition 2.1.1 L’espace (W™ (Q), |[.lyym.n(q)) €st un espace de Banach pour
1 <p< +oo.

Démonstration.
Soit (uy,) une suite de Cauchy dans lespace fonctionnel WP (). Alors pour tout multi-
indice d’ordre inférieur ot égal a m, (D*uy, )nen est de Cauchy dans LP()). Rappelons
alors que l’espace LP(S)) est complet et de ce fait, il existe des fonctions u et u, pour
tout multi-indice o, 0 < |a| < m, telles que (u,) et (D%u,) convergent vers u et u,
respectivement vers dans LP () et ceci pour tout multi-indice. De plus, vu que
Lr(Q) C L}, () chacune des fonctions u, détermine une distribution T,, € D'(Q)) ainsi,
pour toute fonction ¢ € D(2)
on a :
T, (6) = Tu(@)] < fq lun(@) — w(@)] |¢(x)] dz.
< H¢(x)HLP/(Q) [wn — UHLP(Q) :
Grace a l'inégalité de Holder ou p' est l'exposant conjugué a p ainsi, T, (¢) — T, (¢p) pour
toute fonction ¢ € D(2) lorsque n — +o0.
Par un méme raisonnement, Tpay, (¢) — Tpey(@) pour toute fonction ¢ € D(2) et tout
multi-indice d’ordre compris entre 0 et m. Il en découle :
1,.(6) = lim T po, (0)
~ lim (-1)°T ,, (D)
= (=1)*T (D*¢) = D*(T.)(¢), pour toute fonction ¢ € D(S2), ainsi
Uo = DY au sens des distributions pour tout multi-indice vérifiant 0 < |a| < m. Finale-

ment, on a lirf [tn, — tllyympiq) = 0. L'espace W™P(S2) est donc complet. u
n—-+0oo

Remarque 2.1.1 L’espace de Sobolev W™P(Q) est
- réflexif pour 1 < p < +o0.

- séparable pour 1 < p < oo.



2.2. Théorémes de densité

Définition 2.1.1 On dit qu’un ouvert Q de RY, posséde une propriété de (m,p) pro-
longement s’il existe un opérateur linéaire et continu P de W™P(2) dans W™P(RN), tel

que pour p.p x € Q, Uopérateur satisfait o Pu(x)|q = u (x).

2.2 Théorémes de densité

Proposition 2.2.1 Soit Q un ouvert quelconque de RY. Alors le sous-espace

C®(Q) NW™P(Q) est dense dans W™P(Q).

Démonstration. On commence par le cas Q = RY.
Soit u € W™P(RN), on considére une suite régularisante x — 7 p(£) et un réel 6 > 0.

On sait que la fonction p. x u € C®(RN) et ses dérivées
D%(ux* p.) = pe x D*u
sont des éléments de LP(RYN) et aussi qu’il existe gy tel que, pour & < &g, on ait
lu— p. % ully <8 et ¥l < m, | D°u = p, % D, < 5

On en déduit que p. x D°u € W™P(RY) et qu’il existe une constante C,, telle que
|u — pe*ullyyms <8 Chy ce qui termine la démonstration dans le cas de RY .
Soit maintenant un ouvert Q # RY, On utilise un recouvrement ouvert {9} ey de ©

défini par

les constantes C et Cy sont choisies pour que Qg # ().

Cette suite d’ouverts bornées est croissante et recouvre €2, en posant alors,
On pose Qy = Q_; = 0.

On définit la suite d’ouverts {A;} telle que

Aj = Qj +2\ Qj _1 avec AO = QQ,AI = 93‘

La famille {A;} constitue encore un recouvrement ouvert de € et on vérifie facilement

que st |j—j'| > 3 alors A;N Aj = @.



2.2. Théorémes de densité

Soit (1;) une partition de l'unité associée au recouvrement {A;}, soit aussi €; assez petit

que € étant donné, on ait a la fois

\V/j > 2, Aj+B(O,€j)CAj_1U Aj UAj+1-
g

pe, * (Yju) — (¢ju)mey ) < 9j+1"

Vi > 0,

On considére alors la fonction v© définie par

+oo

v® = (o, * (1),

0

Cette fonction est bien définie car la somme du second membre est localement finie, on

déduit des inégalités précédentes que

v e Wmr(Q).

—+o00
En utilisant w =) (¢y;u), on peut terminer la démonstration par linégalité
0

pe, % () = (1)

+o00
| v© — u||Wm7p(Q) < oz: o’

“+o00
€ _
< Zgjﬂ = £&. n
0

Définition 2.2.1 Soit Q un ouvert de RY. On note Wy"*(Q2) l’adhérence de ’espace
D(R2) dans W™P(S2) au sens de la norme ||.||yym.(q)-

Trouver une caractérisation intrinséque des fonctions de Wy'*(Q2) n’est pas évident en
général et dépend fortement de la structure de Q, dans le cas Q = RY, une méthode de

troncature et de réqularisation permet de montrer la proposition suivante :
Proposition 2.2.2 L’espace D(RY) est dense dans W™P(RY), donec W™P(RN) = WP (RN).

Démonstration. Soit u € W™P(RY) et n € N*.
Soit ¢ une fonction de D(B(0,2)), qui vaut 1 sur B(0,1) et telle que 0 < ¢ < 1.
On pose ¢, (z) = ¢(%). Alors la suite (uy,) définie par : u,(z) = ¢, (r) u(r) converge
vers u dans W™P(RY), en effet

Puisque |ul’ € L' on a

lu—wallZe = (1 = go)ull s < / (@) dz — 0.

|lz|=n

10



2.2. Théorémes de densité

D’autre part, la formule de Leibniz de dérivation d’un produit d’une fonction C*° par

une distribution entraine que si |a| = m alors D*(p,u) est la somme de ¢, D*u et

d’expressions de la forme (L) D @(2) D2 ou oy |+ || = m et |ay| = j > 1. On peut
nd

magorer la norme dans LY de ces expressions par = |D*¢|__ (f|x|>n | D2u(z)|” d:p)% qui

tend vers 0, puisque j > 1, on en déduit que
’DO{(SOnu) - DaU"LP < |Da(§0nu) - Pn Dau‘LP + ‘Spn D%u — DaU"Lp

qui est la somme de deux quantités qui tendent vers 0.

On utilise une suite régularisante, st p est une fonction régularisante on lui associe
pn(x) =n"p(nx) et u, = p, * (p,u), alors (u,) est une suite de fonctions appartenant
D(RY) qui converge vers u dans WhP.

D’une maniére générale, on verra que sous des conditions de régularité concernant 2,
il suffira que la prolongée @ de u par 0 hors de Q0 appartienne & W™P(RY) pour qu’on

puisse conclure a la propriété : uw € W™P(RY). m

Corollaire 2.2.1 Si Q est lipschitzien alors C*(Q) est dense dans W™?().

Démonstration. Soit u € W™P(Q) et (v,) € D(RY) qui converge vers P(u) dans
WmP(RY),
Alors les restrictions a S de v,, convergent vers la restriction de P(u) a Q0 qui n'est autre

que u. |

Corollaire 2.2.2

Soit u € WP(Q) cad pour toute fonction ¢ € D(), on a u € WP(Q). Soit ¢ le point
(z9,t) € Q oua)y € RN ett € R. On désigne par B'(x,,t) une boule ouverte dans RNV
et par B*(xy,t) le cylindre ouvert B'(xy,t) x|—r, 7|, dont ’adhérence pourr assez petit, est
incluse dans Q. Alors pour presque tous les couples (', t) et (2/,t') d’éléments de B*(xo, 1),

on a
t

(@ 1) — u(al t) = / aiu(x',s)ds

t UTN

11



2.3. Injections de Sobolev

Démonstration.

Pour (t,t') € (]—r,r[)2 et ' € B'(xy,7), posons

—u(2, s)ds.
/8$N

On montre que v € LP(B'(zy,7)). Comme B*(zo,7) C Q, la fonction
(x/, s) — Oy u(2’,s) est dans LP, donc sommable en s sur l'intervalle [t/,t} inclus dans
|=r,7[. Il en résulte que v est presque partout définie sur B'(xy,r). Ensuite en utilisant
les formules de Hélder et de Fubini, on a pour presque tout couple (t, t')
’ p
t / '
||v||72p(9) S an %u (x ,s) ds‘ dz .
rp—1 tl 9 ’ p ’
< [y lt—1] /; axNu(x,s)‘ dsdx .
< |t - t/|p71 fB*

Soit (u,) une suite de C°(B*) N W'P(B*) qui converge vers u, on définit la suite (u,,)

t
0
)= [ —u,(2,s)ds
) /t’al"N ( )

En remplacant u par u, — u dans le calcul précédent, on voit que v, — v dans LP(B').

%u(w,s) pdaz<oo.

sur B' par la relation :

On peut extraire de cette suite une sous-suite (vnj) qui converge presque partout vers v
sur B'. On peut de méme extraire de la suite (uyn,) une sous-suite (u,m)) qui converge

presque partout vers u sur B, les fonctions u,m) étant régulieres, on a :

!

t/
Up(n) (@, 1) — Upmy (T, 1) = / Op(n) U (m ,s) ds = vy (7).
t

En utilisant la convergence presque partout des deuxr membres, on obtient la formule du

corollaire. m

2.3 Injections de Sobolev

Définition 2.3.1
Si Q est un ouvert de RN, les entiers j > 0 étant donnés, on définit la famille des espaces

ij par :
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2.3. Injections de Sobolev

Cl(Q) = {u € CV(Q)) Ya € NV, |a| < j, IK,, ||D|,, < K.}, muni de la norme
survante

HuHC;n(Q) = sup sup | D%u(z)].
|o¢|§mw€ﬂ

ij (Q) muni de cette norme est un espace de Banach.
Les sous-espaces ij )‘(Q) ot A est un réel strictement positif, sont constitués des fonctions
de C,7(Q) telles que, si || < j alors :

ACon, Vo, y € Q,  |D@u(z) — DDu(y)| < Cop |z — y|*, muni de la norme suivante

|D% () — D% (y)|
||u||0;””\(9) = ||U||o;n(9) + sup sup X
lal<m{(2,y)€Q2, oy} |z — 1y

C,7MQ) muni de cette norme est un Banach.

Remarque 2.3.1 V(a,)), 0 < a < XA < 1:CM(Q) — C*(Q) — C"(Q), les

inclusions étant strictes.

Remarque 2.3.2 Lorsque ) est un ouvert borné, toute fonction de cet espace et ses

dérivées se prolongent contindiment sur S, cet espace est alors identique a lespace C™ (ﬁ) .

Théoréme 2.3.1 Quels que soient m € N* et 1 < p < oo, le demi-espace

RY = RV~ x R% posséde un opérateur de (m,p) prolongement.

Démonstration. On définit pour u € W™P (Rf ) la prolongé Pu de u pour xy <0

Pu (z) = 1<Z; A (2, —jan) , o (N;) constitue la solution unique du systéme
ji<m
VEe{0,1,..m—1}, > (=) N=1
1<j<m

On peut remarquer d’abord qu’avec ces conditions, si u € C™ (Rf ) alors pour tout
k <m—1, la fonction u et les dérivées partielles O* Pu/0x%, sont continues a la traversée
de {xny = 0} et on déduit que Pu € C™ ' (Q).

11 suffit pour cela d’utiliser la définition des dérivées O, le long de {xy =0} . =

Théoréme 2.3.2 Un ouvert de classe C™ posséde la propriété de (m,p)-prolongement

pour tout p € [1, oof.

13



2.3. Injections de Sobolev

Démonstration.
On se raméne par cartes locales a prolonger une fonction du type p;u. On laisse tomber
les indices i pour la fonction a; et les coordonnées locales. On définit alors :
v (x',t) =u (a:',a (:B') + t) .
qui est dans WP (Rf ) compte tenu des propriétés de a;, on utilise alors le prolonge-
ment donné dans le théoréme 2.3.1, la continuité du prolongement est une conséquence

immédiate des propriétés de C™-réqularité et de celle du prolongement sur RY. m

2.3.1 Ingections continues

Théoréme 2.3.3 (Théoréme de Sobolev)
On suppose que p > 1 et m € N. Alors

(1) Si N > mp alors pour tout q tel quep < g < Np/(N—mp), on a :
WmP(RY) — LYRN).

L’inégalité d’injection continue peut étre précisée comme suit :

Sous les conditions énoncées, il existe une constante C' telle que :

Vo € WP(RY), [loll, < Cllollympy -
(2) Pour p=1, on a : WNHRYN) — Cy(RY).

(8) Si N =mp et p > 1 alors pour tout q tel quep < g < 00, on a :
W™ P(RY) — LYRMN).
(4) Sip > N alors
0<A<1—N/p= WPRY) = CIRY).
(5) Simp > N lorsque N/p ¢ N et si j est tel que (j —1) p < N < jp alors
0<A<j—N/p= WmPRY) — 7" 7NRY).
SiN/peNetm>j=N/p+1 alors

WP (RY) — Cl:”_(N/p)_l’A(RN) pour tout A < 1.
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2.3. Injections de Sobolev

Remarque 2.3.3 D’aprés la densité de D(RY) dans W™P(RY), il suffit de prouver ce
théoréme dans D(RY).

Remarque 2.3.4 (Réduction aux cas des injections critiques).

Si les propriétés sont démontrées dans les cas critiques, c’est-a-dire pour Uaffirmation (1)
dans le cas : ¢ = Np/(N —mp) et pour les affirmations (4) et (5) dans les cas respectifs
A=1—N/p et A\ =j— N/p, alors les propriétés (1), (4) et (5) du théoréme 2.3.3 en
résultent.

Supposons en effet, Uaffirmation (1) prouvée pour ¢ = p* = Np/(N — mp).

Soit q €|p,p*[ et 0 € ]0,1] tel que ¢ = Op + (1 — O)p*. L’inégalité de Holder, pour les

exposants conjugués 1/0 et 1/(1 — 0), nous donne :

J @)l dz = [ (@)l fug)] 0 de
(1-90)

s[f|u<x>|p9/9das] [f|u )70 gy

1 0
< a2yl

On sait que u € LP, u € LP" et que d’autre part il existe C telle que :
ul[ppr < C ||u||Wm»P(Q) :
Ainsi l'inégalité précédente montre que u € L7 et que :

0 1 0)p
lulldy < CllullyrSe” = C llulldymmq)

Ce qui démontre la continuité de l’injection dans LA.
Un raisonnement analogue permet de ramener la démonstration des affirmations (4) et

(5) au cas critique envisagé ci-dessus.

Organisation de la preuve du théoréme de Sobolev

Etape A: On établit pour les fonctions de D(RN) Uinégalité :

HSOHLN/(N*U(RN) <C HSOHW1,1(RN)
Il en résultera par la densité de D(RY) dans W™P(RY), Uaffirmation (1) du théoréme
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2.3. Injections de Sobolev

dans le cas p =m = 1.
FEtape B: On établit dans le cas p < N pour les fonctions ¢ de D(RYN) Iinégalité :
||()0”LNP/(N—P)(RN) <C ”SOHWLP(RN)
Etape C: On établit par récurrence, pour les fonctions ¢ de D(RY) dans les cas m > 2
et mp < N linégalité :
H@HLNP/(N*MP)(RN) <C H(PHWm‘p(RN)
A Uissue de ces trois étapes, Uaffirmation (1), grice a la densité et a la remarque 2.3.4
sera démontée.
Etape D: On établit pour les fonctions ¢ de D(RN) linégalité :
[l < Cllellyra @y
En utilisant la densité des fonctions réguliéres, on déduira laffirmation (2) du théoréme.
Etape E: On prouwve Uaffirmation (8) du théoréeme en commengant par le cas m = 1,
p= N et en poursutvant avec m > 2 puis Np = m.

Etape F: On démontre les deux derniéres propriétés (4) et (5) du théoréme.

Lemme 2.3.1 (voir [5]) Soient N > 2 et N fonction F;, chacune appartenant ¢ LN~ (RV~1).Soit
:Z“Z(-N)le (N—=1)—uplet (x1, ..., i1, Tit1, -, xn) € RN7L Alors on a : H E(:I:S-N)) e LY(RY)

et on a linégalité

FEM da.

-

/RN H Fi(ZEEN))‘ dr < 1:[(/11@

Démonstration. Du théoréeme 2.3.3

N-—-1

Montrons d’abord l’étape A. cad montrons que :
3C, Yo € DRY), lloll ov/ov-n@vy < Cllellwiaany -

. Soit ¢ € D(RY). Alors pour tout indice i € {1,..., N} on a :

o(x + (s — z;)e;)ds.

Vo € RY p(z) = /

o)l < [ |52 eta+ (s = s

On en déduit :

ds . (1)
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2.3. Injections de Sobolev

On remarque que l'intégrale du membre de droite de (1) ne dépend pas de la composante

x; de x. On définie, sur RN~1, la fonction p, a support compact, par la formule :

eie = [

Les inégalités (1) s’écrivent donc :

i
8%

o(x+ (s — x;)e;)| ds.

Vie {1,...,N},Vz e RV, | p(z)] < ¢, (&™),

Comme le but est I’étude de ||p|| , on note ici que :

LN/(N=1)

N

VxERNMP H%fN 1/N1).
1
On applique le lemme 2.3.1 auz fonctions F; = || Y™ | Linégalité
7 1/(N 1) , } | |
z)| < HN (& fom”mt alors pour la norme ¢ = ||90||LN/(N71) , Uexpression
1<i<
¢ < [IRN H Fi(:j;i)dx](]v_l N
1<i<N
— H fRNfl fR ‘g—i@(x —+ 3€i) dsdxvi]l/N‘
1<i<N
- 9o ’ 1N
[1<1_<[N ) Oms LY(RN) ]
S 1
< N1<2z<:N ‘ 85!71 ‘ L1(RN) N HSOle LRN) -

On a ainsi la propriété d’injection continue WH1(RN) < LN/WN=1) et par la densité de
D(RY) dans W™P(RN), Uaffirmation (1) du théoréme est démontrée dans le cas

p=m=1. =n

Remarque 2.3.5
En fait, la derniére inégalité, qui traduit la continuité de [’injection, s’écrit ici plus
précisément :

||90||N/(N—1) <CVell, -

Montrons maintenant 1’étape B.

On suppose maintenant m =1 et p < N.
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2.3. Injections de Sobolev

-1)/(N—p)—1

On considére pour u € D(RY) la fonction v = |u|p(N u ot l’exposant est positif

ou nul, puisque p > 1. Par définition |u|” = exp(aIn(|u|)), la dérivée partielle O;v s’écrit
N -1 _ o)
&v _ p( ) ’u‘p(N 1)/(N—p) laiu.
N —
En outre, la remarque précédente et l'utilisation de l'inégalité de Hélder fournissent
_ N-1 N-1)/(N—
(Jon v dar) NN < O [y, BER Ju() P G u()|
1—1
< O (Jon [Vu(z) P dz)» (fRn\u Np/dia:) i

Le membre de gauche n’est autre que ||uHNp/( p/(])V P Done, en divisant par HuHE\’;p/lUi,V/S)V 28

N/Nl

on obtient l’inégalité

On a ainsi démontré Uaffirmation (1) du théoréme pour m =1 et 1 < p < N.
Montrons l’étape C.

On fait maintenant une preuwve par récurrence sur m.

Supposons m > 2 et mp < N, on a donc: (m—1)p< N et p<N.

Supposons Uinjection Wm—1» s [Ne/(N=(m=1p) démontrée.

Avec D désignant un opérateur différentiel d’ordre 1, on a Du € W™ P, done :

Du € LNP/(N=(m=1p) - Pyjsque u € W™P, on a : w € W™ P, Par suite u € LNP/(N=(m=1)p)
Finalement, en posant ¢ = Np/(N — (m — 1)p), on a : v € WhHa.

D’aprés le théoréme d’injection pour m = 1 et puisque g(N —q) = p(N —mp), on obtient
u € LNUWN=m0) ce qui achéve la démonstration pour ’étape C.

Montrons l’étape D.

montrons que W1 «— L. L’utilisation de la densité des fonctions régquliéres entrainera

ensuite la propriété d’injection :
WN’l — Cb(RN)
On a déja montré que si u € WHL(RYN) alors :

Ve e RV, ||u||oo(a;’,.)g/R‘aNu(x’,t)‘dt.
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2.3. Injections de Sobolev

Faisons d’autre part [’hypothése de récurrence suivante, si v € WN LY RN 1) alors

ve @ et Jul, < 3 [
RN-1

aeNN-1
la<N—1]

!

Dav(m/)) dx .

On applique cette inégalité o la fonction aNu(:L",a:N) pour xy fixé, on obtient :

sup 8Nu(x/,xN)’§ Z / | D*(Oyu)| (z', zy)dx .
x' €Rn—1 RN-1

aeNN-1

ja<N—1]

On intégre ensuite par rapport & xy

sup ‘u(x,,xNﬂSfR sup |8Nu(x',xN)}de.
xleR”_l o' ERN -1

rNER
< X JeJavaID® (Onu) (2!, 2y )| dz'dz .

acNN-1
|a<N—1|

< Y Jav DUl da.

acNN-1

la<N—1|
On a ainsi obtenu WN1 — L.
Retournons a Uaffirmation (2). Soit u € WYNYRYN) et (u,) une suite de D(RY) telle que
[t = ullyyva gy — O d’apres ce qui précede, on déduit que [luy — ullyngny — 0, ce

qui signifie que u, — u uniformément sur RY. Ainsi u est continue sur RY. Comme

u € L™, il en résulte que u € Cy(RY). De plus, l'inégalité
”uHLOO < C HU’HWNl

fournit

vu € WHRY), lull,@ry < C lullyns -

Cela termine 'étape D et la preuve de 'affirmation (2).

Montrons l’étape FE.

Supposons que mp = N.

On commence par le cas m =1, p=N > 1.

Soit donc u € WHN(RN). On montre que u appartient & LP quel que soit ¢ > N. On

commence par montrer que WHN(RY) s’injecte continiment dans L pour tout
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2.3. Injections de Sobolev

q € [N,N?/(N —1)]. Pour cela, on remarque que si v € WIN(RY) alors u™ € WhHi,
ceci résulte de V (uN ) = NuN=1Vu et de linégalité de Holder :
Jon [VUN| < N [o [Vl [0V da.
N\ N\
<N (fR” Vul dx) (f]R” [ul dx)

Par Uinjection de Sobolev de W't dans LYW=V on déduit l'appartenance de w o LN/ (N-1).

N-1)/N

On montre maintenant ’appartenance de u a tous les LY pour ¢ > N?/(N — 1), pour ce
faire, on remarque que q peut alors s’écrire ¢ = q N (N —1) avec q > N.

Considérons ¢ une fonction réquliére approchant u ot u € WHN(RY) :

(N-1)/N
A= ( / dx) _ ‘

En utilisant V <|g0|q ) = q || 2oV, la remarque 2.3.5 puis Uinégalité de Holder, on

(pq’N/(Nfl) SOq’

LN/(N-1)

obtient pour A les majorations :
A< qC foulel’ 7 Vol dz .
, " _ N-1)/N 1/N
< ¢ C (fou el VN ) (S 191" dz) (2)
On voit que (¢ —1)N/(N —1) € [N,q N/(N —1)], il existe donc un nombre

O=1/(¢ +1=N) tel que : G5 = ON + (1= ).

Par suite, en utilisant encore [inégalité de Hdélder, on obtient :

’ ’ 1-6
[on lp(@)]@ "IN/ g < (f p(@)|? VD) dl,) (f )

En reportant dans l'inégalité précédente (2), on obtient :

(N-1)/(Nq')
(Jer ) -

< Og@—N+D/d ( o lp(@) da

On a ainst u € Lq/N/(Nfl).

gp(m)|Ndx>9.

NN g

p(z)

(N-1)/(Nq')
) U (fen IV(@) Y da

><q'—N+1>/<q’N>

/ /

Notons qu’on ne peut pas en déduire que u € L™® car la suite des scalaires ¢ —N=1/a
n’est pas bornée. Il existe d’ailleurs des exemples de fonctions de WYY ou N > 2, qui ne
sont pas bornées.

Supposons m > 2, mp = N, alors (m —1)p < N. De uw € W™P_ on déduit v € WP
et pour tout j, d;u € W™ P, Donc, d’aprés Uaffirmation (1) du théoréme, on sait que u
et dju appartiennent @ L" avec r = Np/(N — (m — 1)p). De mp = N, on déduit que

r =N, on a donc u € W, ce qui implique d’aprés ce qui précéde v € L9 pour tout q, ce
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2.3. Injections de Sobolev

qui achéve la démonstration de [’étape FE.
Montrons l’étape F.
On considére la solution élémentaire E du Laplacien cad E = kyr>™N si N > 3 et
E = kylnr pour N = 2, avec ky = % et ky = ﬁw]v_l, wy_1 étant laire (N — 1)-
dimensionnelle de la sphére unité dans RV .
Soit 0 une fonction de D (RN) qui vaut 1 sur une boule de centre 0.
Soit F'=0F, alors :
AF =000+ 2V0 VE + (ANO) E = 6o + 1.
ou Y €D (RN). On peut écrire : uw= g *u — Y *xu puis :
AFxu= Y, 0;F*0ou.

1<i<N

N au voisinage de 0 et a support compact dans

Les dérivées de F sont de la forme r'~
RY elles sont donc dans tous les L7 pour que ¢ < N (N — 1). En particulier, elles sont
dans LP puisque p > N, le produit de convolution Z&F * O;u  appartient donc a L,
puisque ¢ € D (RY) . Z
On a ainsi obtenu [’existence d’une constante C' telle que :

lull < (IVFlL 1157l + 116, Dl ).
ce qui signifie que u € L= (RY).
Notons qu’on obtient une estimation optimale en utilisant des fonctions de la forme :
uy () =u(z/X) ou A > 0. En effet, l'inégalité de continuité :

ullo < Cyllull, + C2[[Vull,.
appliquée a uy fournit :

lullog < CNP [Jull, + CoA™H 7 Vul .
En particulier, le minimum de la fonction de \ exprimée dans le membre de droite est
atteint pour A = M ||Vul|, <||u|]p>7 . On obtient donc l'inégalité ou C' est une constante
qut ne dépend que de N et de p :

lullye < € (Ilully ™ 7ul)?) .
Ftudions enfin le caractére Héldérien de u. Soit h € RN, on a Uinégalité suivante :

I —ull, < Ch [V,

D’autre part :
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2.3. Injections de Sobolev

IV (Thu = w)l, < 2[[Vull,.
De sorte qu’en utilisant ['inégalité précédente, on obtient :
I7hu = ull o, < CRI=NP [Vl
Ceci entraine que u est Holderienne d’exposant 1 — N/p.
Considérons le cas ot m > 2. Si mp > N lorsque N/p ¢ N et j = [N/p|] + 1, alors :
Wmp (RN) SN Cl:nfj,ij/p (RN) .

En effet, soit j tel que jp > N > (j — 1) p alors:

ue WP RY)= (u,Du)e (WP (]RN))Q.

Donc (u, Du) € (LNP/(N=G=1p) (RN))2.

D’apreés la premiére injection de Sobolev puisque p < N. D’ot il résulte que :
u e Wb Np/(N=(i-1)p) (RN) )

En utilisant ce qui précéde et en remarquant que Np/(N — (j — 1)p) > N, on obtient :

u e Cy (]RN) et plus précisément :

= Cg,l—N(N—(j—l)p)/(Np) (]RN) _ C’f’j_N/p (RN) _

Soit maintenant v € W™P (]RN) et mp > N, soit j tel que (j —1)p < N < jp. D’aprés
ce qui précéde D™ Du e WP (RN) | donc u € Cémfj) (RY) avec j = [N/p]+1. Puisque
D=3 Dm=i)y, ¢ Cl?’j_N/p (]RN) alors u € C’ém_j)’j_N/p (]RN) .

Siu e Wiv (RY) avec j = (N/p) +1 € N alors Du € Wi~ (RY) . Puisque (j —1)p =
N, Uétape E entraine que Du € LY pour tout ¢ < oo. Ce qui précéde montre que u €
o (RY) quel que soit A < 1.

Si j = (N/p) +1 €N alors D™y € CP* (RN), YA < 1 d'ow u € ¢ VP (RV),
VA< 1.

Ceci termine ’étape F et la démonstration du théoréme.

Proposition 2.3.1 Soit Q un ouvert de RN qui posséde un (m,p) prolongement. Alors

le théoreme 2.3.3 s’étend au cas de €.
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2.3. Injections de Sobolev

Démonstration. Soit P un opérateur de prolongement continu de W™P(Q) dans

WmP(RN). Puisque P u(x) = u(x) pour tout x dans Q, on a

[l Loy < 1P (W)l Loy < CIPW)llwmp@yy < CIPIull

wm.p(Q)

On utilise un procédé identique pour les cas (2) et (3) du théoréme d’injection de Sobolev.

Théoréme 2.3.4 On suppose que l'ouvert S est lipschitzien.

(1) Si N > mp alors W™P(Q) — L1(Q) pour tout q tel que ¢ < Np/(N—mp).
(2) Si N =mp et p>1 alors W™ P(Q) — L1(Q) pour tout q tel que g < oo.
(3) Sip=1 alors WN1(Q) — Cy(Q).

(4) Simp > N :

Si N/p ¢ N et sijesttel que (j—1) p < N < jp alors

W™P(Q) — O (Q),YA < j — N/p.
SiN/peNetm>j=N/p+1 alors
WP(Q) — O NN pour tout A < 1.

Pour la démonstration il suffit d’abord de voir qu’on peut se ramener par les techniques
de la démonstration du théoréeme 2.3.3 au cas ouw m =1 et pour m > 1, on continue grace

auzx opérateurs de (m,p) prolongement.

2.3.2 Injections compactes

Nous donnons maintenant des résultats de compacité pour les injections de Sobolev dans

les ouverts bornés lipschitziens.

Théoréme 2.3.5

Soit Q un ouvert borné et lipschitzien de RN, ot N > 1. Si N > mp alors 'injection

W) — LY(Q)
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2.3. Injections de Sobolev

est compacte pour ¢ < Np/(N — mp).

Démontrons d’abord deux lemmes :
Lemme 2.3.2 Soit Q un ouvert borné et lipschitzien de RN. Alors

Wh(Q) —. LY(Q).
Démonstration.
Soit B un ensemble borné de WhH(Q). On utilise le critére de compacité des bornés
dans LP(Q)) donné dans le théoréme 1.1.3. Il faut donc vérifier les deux hypothéses de ce
théoréme :

# Soit € > 0 donné. On montre qu’il existe un compact K de §) tel que :

‘v’uEB,/ lu(z)] dz < e.
O\K

En effet, en utilisant inégalité de Holder avec les exposants N et N/(N — 1), on ob-

/Q\K u(@)| dz < [/Q\K dx]l/N[/Q\K () [V VD g (DN

L'ouwvert Q étant borné, on peut choisir mes(K) assez grande pour que la mesure de

tient :

(Q\K) soit arbitrairement petite, le résultat s’ensuit.

# En deuziéme lieu, on désigne par By la fermeture de la réunion de la famille By, de
toutes les boules ouvertes centrées sur 0S) et de rayon hyg.

On pose w = Q\By. C’est un ouvert inclus dans € et on voit aisément que, si |h| < hg
alors (z € w= x4+ h € Q).

En conséquence, pour tout x € w, lorsque u € B, on a

[ e+ by —u@lds = [ /01%u<x+m>dt

Par dérivation de la fonction absolument continue t — u(x + th), on obtient

dz.

d
Sl +th) = Zha )(x + th) = h.Vu(z + th).

Done

/\u(g;+h)—u(x)|dxg /\hHVu(a:thh)\dx.
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2.3. Injections de Sobolev

Puisque x +th € 1, cette derniére intégrale est majorée par |h|[Vul,,q, lw|’? donc par
C'|h|, car u € B.
Ainsi, il existe hy < hg tel que :

|h| < Iy :>/ lu(x + h) —u(z)|de < Ch| <

w

DO ™

Il reste a magjorer Uintégrale sur Q\w. Pour cela, on utilise l'inégalité :

/ A+ ) — u(w)|dr < / (lu(z + B)| — Ju(z) ) dz.
Q\w Q\w

L’argument de la premiére partie de la démonstration entraine alors l’existence de § < hy

tel que :
|h|§6:>2/ u(z)|de < .
d(2,00)<26

Finalement

Vu € B, ]h]§(5:>/ |a(x + h) —u(z)|de <e.
Q

Le théoréme 1.1.3 assure alors que B est relativement compact dans L*(Q). m

Lemme 2.3.3 Soit Q un ouvert de RY. Soit (u,) une suite convergente dans L*(Q) et
bornée dans L1(2) pour un certain q > k. Alors elle converge dans tous les LP(Q) tels

que k < p <q.
Démonstration. On utilise linégalité de Holder en écrivant :
p=0k+ (1—6)goudel01].

Alors
0 1-0
| tn — UmHLp(Q) < lu, — umHLk(Q) [un — UmHLQ(Q) :

Le membre de droite tend vers zéro pour n et m tendant vers l’infini, car c’est le produit

d’une suite bornée par une suite tendent vers zéro.

On en déduit que (uy,,) est de Cauchy dans LP(S2), elle converge donc dans LP(S2). m
Démonstration.

Revenons a la démonstration du théoréme 2.3.5.

Soit (u,) une suite de WP () bornée dans cet espace. Puisque Q est borné,
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2.3. Injections de Sobolev

LP(Q) — LY(2), donc (uy,) est bornée dans WH1(Q). D’apres le lemme
2.3.2, elle est relativement compact dans L*(Q2). Par ailleurs, grace au théoréme 2.3.4, la
suite (uy) est bornée dans LI(2) avec ¢ < Np/(N — mp). En utilisant le lemme 2.3.3,
(uy,) est relativement compact dans tous les L1(2) pour p < q < Np/(N —mp). =

On s’intéresse maintenant, dans le cas ot mp > N, aux injection compactes dans des

espaces de fonctions Hélderiennes.

Théoréme 2.3.6 Soit Q un ouvert borné et lipschitzien. Soit mp > N et j = [N/p| + 1.
Alors pour tout A\ < j — %, les injections : W™P(Q) — C™IMQ) sont compactes.

Démontrons d’abord le lemme suivant :

Lemme 2.3.4 Soit un ouvert borné Q de RN et (u,) une suite de C**(Q) relativement

compacte dans C(Q2). Alors, pour tout p tel que 0 < p < X, la suite (u,) est relativement

compacte dans tous les " (Q).

Démonstration.
Soit 6 €]0,1] tel que pu = OX. Soit (uy(n)) une sous-suite de (uy) qui converge dans C(S2).

Pour tout couple (n,m) d’indices, posons :

dn,m = |(ua(n) - ucv'(m))(aj + h) - (ucr(n) - ua(m))<x)‘ .

On a
0 1-6
dn,m = dn,m dn,m'

Grace a la convergence de (uq(n)) dans C(S2), on peut choisir ng assez grand et hy > 0
assez petit pour que, si n,m > ng et si x et x + h sont dans Q avec |h| < hgy, on ait

["tnégalité suivante :
1-6 (1-6)
dn’m = |(ua(n) — ua(m))(:c + h) — (ug(n) — ua(m))(a})‘ <e.

Alors, sous ces conditions

Ay < 2h7c.
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2.3. Injections de Sobolev

Par conséquent

| tn — um”CO,u(Q) < 2e.

Démonstration.
Revenons a la démonstration du théoréme 2.3.6
# On commence par le cas m =1 et p > N.
Montrons que l'injection de W'P(Q) dans C(S2) est compacte. Pour ce faire, on utilise le
théoréeme d’Ascoli. Soit K un ensemble borné dans W'P(Q). Alors, pour tout
x € Q, 'ensemble {u(x)\ u € K} est borné uniformément. En effet, l'injection étant déja
continue, on a pour tout u € K : |lu(z)| < [[ullyrsg) < C.

Montrons que K est équicontinu. En effet, par la continuité de l'injection de W1P(Q)

dans COYNP(Q), on a : Y(z,z+h) €
lu(xz + h) —u(z)] < C’hl_N/p(/ |VulP)V/P.
Q

Ceci entraine que K est uniformément Holdérien, donc en particulier équicontinu. L utilisation
du lemme 2.3.4 permet de conclure dans le cas m =1 et p > N.

# Soit maintenant K un borné de W7(Q) avec (j —1)p < N < jp.

Il est facile de voir comme précédemment que K est relativement compact dans C(£2).
On utilise encore le lemme 2.3.4 pour conclure que K est compacte dans C°*() pour
tout A < j — (N/p).

# Dans le cas général, soit K un sous-ensemble borné de W™P(Q2) et soit j = [N/p]+ 1.
Soit (u,) une suite de points de K. Puisque (uy,) est bornée dans WP (QQ), cette suite,
ainsi que les suites des dérivées (D™ Ju,,) sont bornées dans W7P(Q).

D’apreés ce qui précéde, on peut extraire de ces suites des sous-suites, notées de la méme
facon pour simplifier, qui convergent respectivement vers wu et vers v, ; dans C’l?”\(Q),
cad

— 0 et ||Dm_jun - UmJ”OO — 0.

[un = ull

La convergence dans L entrainant la convergence au sens des distributions, on a

Um,j = DIy,
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2.4. Inégalité de Poincaré

En outre, d’aprés ce qui précéde, (D™ Ju,) converge vers D™ Ju dans C**(Q) pour tout
A<j—N/p.

On en déduit que, pour tout X < j — N/p, (u,) tend vers u dans Cy" /().

Par conséquent, la compacité de Uinjection de W™?(Q) dans Cy*(Q) résulte et ceci pour

tout p < j— N/p. =

2.4 Inégalité de Poincaré

Théoréme 2.4.1 (Inégalité de Poincaré)
Soient 1 < p < 400 et Q un ouwvert borné de R, alors il existe une constante C = C ()

telle que pour toute fonction u € Wol’ P(Q)
[ull o) < CNIVUll 10y

Démonstration. Puisque D () est dense dans W, P (), il suffit de montrer l'inégalité
dans D (). Soit 1 < p < o et p lexposant conjugué de p, supposons que ) est contenu
entre les hyperplans x, = 0 et x, = c > 0.

On prolonge u par 0 en dehors de ). Notons alors v = (x',xn) avec & = (X1, ey Tpt) -

Vu que u est a support compact dans €2, on a

Ainsi ||u||ﬁp = [lull7, (RN) -
_/ (/ |u(;p',g;n)|pda:n> dz’.
RN-1 R
Or,

fR |u (ml’xN) ‘p dx = foc ‘u (a:/ x” }p dzy.
=5 ’ Jo" Dru ( zx, dt‘ dzx,,.
et
|5 Dou (', 2,) ‘p < I |Dau (2, 2,) | dt.
= |1 Dnttl L0, ) -
= 1Dnull oo, o,y 117

([0, @n])
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2.4. Inégalité de Poincaré

= (/s ‘Dnu (m,, Tn) }p dt) bt
Ainsi
oo &) P < D (0 20) P ) ™
— %foc ’Dnu (x', xn) ‘p dt.
Finalement
cP c ’ /
HuHip(Q) SE /RNl (fo ‘Dnu (:U 7xn) }p dt) dx .
_ %’ Joow | Dt (2)[7 iz,
cP »
= E HDHUHLP(RN)'
On conclut que :

N
[ullzo@ < €2 1 Ditll ooy -

D’ot le résultat. m
Théoréme 2.4.2 (Inégalité de Poincaré - Wirtinger)

Soient Q C RY un ouvert borné convexe, p > N un réel, alors pour toute fonction

u € WHP(Q) et pour tout partie mesurable B C Q de mesure non nulle, posons :

),
ug = — [ u(y)dy.
518 Y

Alors :

1—1
Wn n n ) N

En particulier l’inégalité reste valable si on prend €2 = B.

Pour montrer ce théoréme, on utilise les deux lemmes suivants :

Lemme 2.4.1 Soient u € ]0,1], f € L' (), posons :

Vf(x) = / 2 — YD f(y)dy.

Soient1§p§q<oovém'ﬁant:O§5:%—§<,u.
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2.5. Trace sur la frontiére d’un ouvert de classe C*

Alors V,, est un opérateur linéaire continu de LP(Y) dans L(SY). De plus, pour toute

fonction f € LP(QY), on a:

1-6\'"" -5
Vit < (525 ) W3 19 U
Lemme 2.4.2 Soient Q un ouvert conveze de RY, u € WL(Q) et
B C Q une partie mesurable de mesure non nulle. Alors, pour presque tout x € €2, on

a
1

lu(z) —up| < (diamQ)N‘B’

Vi ([Vul).

Démonstration.
Par le lemme 2.4.2
lu(z) —up| < (diamQ)NﬁV%ﬂVuD.
D’aprés le lemme 2.4.1, avec p = q et par conséquent 6 =0, up=1/N
_ 1 1
[va v, < ¥ut* Q0% [Vl

Combinant les deux inégalités, on trouve le résultat cherché. m

2.5 Trace sur la frontiére d’un ouvert de classe C'
On rappelle qu’on a défini un ouwvert C*-uniforme comme un ouvert RY | lipschitzien avec

des fonctions a; de classe C'. Dans cette situation, on peut donner un sens & l'intégration
sur chacune des portions de frontiére U; = 0Q2NSY; lesquelles constituent des sous-variétés
de dimension N —1 et de classe C dans l’espace RY. Une telle sous variété étant définit
par une équation cartésienne ¥ — a;(x') ot a; est de classe C* sur 'ouvert 19; de RN-1
élément d’aire (N — 1) dimensionnelle sur U; est donné par do(m) = \/1+|Va,|?
(m)dm. On rappelle qu’alors Uintégrale de f, fonction sommable dans U; est définie par

[ £mydm = [ 1(z ai@ )1+ |V (a) (@) Pd’
i 9

Dans cette section, on définie la trace d’une fonction u de W'P(Q) sur le bord de Q.

Théoréme 2.5.1 Soit Q un ouvert C'-uniforme dans RY. Alors, il existe une ap-

plication linéaire et continue vy,, dite application trace de W'P(Q) dans LP(OQ) telle
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2.5. Trace sur la frontiére d’un ouvert de classe C*

que si u € C(Q) NWLP(Q), limage v,(u) est la fonction x —— u(x) bien définie sur
on.

Démonstration. Supposons que u € C°(2) NWP(Q). En utilisant la partition de
lunité et les coordonnées locales, on commence par définir la trace de v; = p;u.
Cette derniére qui appartient o W1P(S;) peut étre prolongée par 0 hors de son support
dans Uowvert { 9, x {xy > a;(«)}. En utilisant le corollaire 2.2.2, on écrit pour n > 0
entier et y > 0 [’égalité:
y

vi(z ai(z) +1/n) — vz’ as(z) + y) = — y v (v) (', ay(z') + t)dt. (3)

Posons : u,(x') = vi(2', a;(z') + 1/n). On déduit de (3) que pour tout couple (n, m)

1/n
/1/m

En utilisant ["inégalité de Holder dans cette inégalité puis en élevant a la puissance p et

d’entiers non nuls, on a

! I

(un () = um(z))

‘ < O (v (@, a;(z) +t)‘ dt|.

en intégrant par rapport a x € 19;-, aprés avoir multiplié a gauche par ’élément d’aire do;,

on montre que, A, m = ||u, — um||Lp(ﬁ;’ gy — 0

Anm <2 =277 [/ 1+ rwxwz(/

d’ot 'on déduit :

1/p
|Onvi() |p] ,

{ai(@)=1/m< zn < ai(z')—1/n}

1 1|

L4 [[Vaill o 108 (i)l o @) - (4)

Ceci, en utilisant la condition de la définition 1.1.3, exprimant notamment que |Vai(m/){
est magoré. Lorsque p > 1 et lorsque n et m tendent vers +o00, le membre de droite tend
vers zéro, donc le membre de droite tend encore vers zéro par définition des fonctions de
L.

Dans tous les cas, la suite (u,) est de Cauchy dans l’espace LP (19;, do;), espace de Lebesgue
pour la mesure bornée do;, donc complet. Cette suite est donc convergente dans Lp(ﬁ;,
do;) vers une fonction w; € LP(19;, doy).

De plus, il existe une sous suite (u,m)) de (u,) qui converge p.p. dans 0 vers w;(z').
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2.5. Trace sur la frontiére d’un ouvert de classe C*

Or, dire que lim(p,u)(x, a(x") + 1/n(n)) existe p.p. revient a dire qu’on peut définir la
fonction ' — gu(z’, a(z')) = wi(z").
Ce prolongement w; de p;u sur 0Q2NSY; est la trace cherchée, on pose donc 7,(p;u) = w;.
D’apreés ce qui précéde, cette fonction est dans [’espace Lp(ﬁ;, do;), donc dans l'espace
LP(02N ). De plus, par un passage a la limite dans (3) en prenant y assez grand pour
que v;i(z', a;(z') +y) = 0 on obtient :
pp. 2 €V, volpu)(z) = —lim [/+°° On(vi) (2", as(x') +t)dt| .
ol 1/n(n)
= —/ O (p;u)(x', a;(z") +t)dt . (5)
D’aprés la condition (1) de la déﬁnitio% 1.1.2, on peut conclure a ~v,(u) € LP(0R2). On
peut montrer aussi que la trace ainsi définie ne dépend pas du choix des éléments de la
définition 1.1.2.

# Si nous supposons que u € C(Q), les arguments précédents peuvent étre repris. En

particulier, [’égalité (5) nous fournit

! !

Yolpiu) (@' ai2)) = pia(a’, ai(@)).

On en déduit que yyu est, alors, le prolongement par continuité de w sur le bord OS2.
# Il reste a prouver la continuité de l'application v,. Pour cela, on fait a partir de l’égalité

(5) les mémes calculs que pour aboutir & (4). On obtient :

I v0(Pit)ll oo doyy < O/ 1+ 1Vl 108 (050 1y -

On en déduit, grace a la condition (3) de la définition 1.1.2

I voull ooy < Csup(v/1+ [[Vaill )21V (9wl oo,
< C/Z [uve; + SDiVUHLp(Qi) :

7
< Csup{leillor 1Onilloo 22 ullwrnge,)-
(2 7
On en déduit qu’il existe une constante C*, qui ne dépend pas des éléments de la définition

1.1.2, tels que :

Vu € C(Q) N (Q), | Youlloony < CF llullprngg -
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# On a ainsi défini la trace de u lorsque u € C®(Q) N WP (Q). Pour u € WP (Q), on
approche u grace a la densité de la proposition 2.2.1 par : u, € C®(Q)NW (Q). La
formule (5) donne finalement, par passage a la limite yyu = fo On(pu)(z', ai(z) +
t)dt et il en résulte que vou, — Yyou dans LP(O2NQ;). On justifie ainsi la continuité,

SaVoIT:

Yu € WhH? (Q2), |l %UHLP(aQ) < HUHW1=P(Q)'

2.6 Dual de W™P (Q)

Nous allons dans ce paragraphe nous intéresser au dual d’'un espace de Sobolev. Le dual
d’un espace de Banach existe toujours, nous proposons d’identifier ses éléments dans le
cas des espaces de Sobolev, il est souvent commode de considérer les espaces de Sobolev
WP (Q) comme le produit des espaces fonctionnels LP((2).

Nous introduisons pour cela un nouvel espace de fonctions, qui nous donnera notam-

ment quelques nouveaux Tésultats concernant les espaces de Sobolev W™P (€).

Définition 2.6.1 Pour Q C RY, soit m, p fizé on pose

(1) N = > 1 le nombre de multi-indice o satisfaisant 0 < |a| < m.
0<|a|<m

(2) L% (Q) = H LP(QY) Uespace fonctionnel muni de la norme définie par

Zi]il I ) si 1 <p < +o0
Mag||uill pooi) 51 p= o0

pour tout vecteur (u;)1<i<y € LA ().
(3) E lopérateur linéaire définie par
E : WmP(Q) — L5(9Q)

u = Eu= (D)o<|al<m
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2.6. Dual de W™P (Q)

On remarque sans difficulté que pour toute fonction u € W™P (Q) on a :

HEU‘|L§’V(Q) = [lullym.n Q)
Autrement dit E est un isomorphisme isométrique de W™P () dans W C L5 ().

Corollaire 2.6.1 ( La représentation de Riesz )
Soit 1 < p < +o0, pour tout opérateur T € (LR (Q))". Il existe un unique v € Lﬁl,(Q) tel
que pour tout u € L5 ()
N
T(u) = Z (ug,v;) et ||v||Lp/

(
i=1 N

Théoréme 2.6.1 Soit 1 < p < +00, pour tout opérateur T € (W™P (Q))", il existe un

élément v € LY(Q2) tel que pour tout u € W™P (Q)

T(w)= Y (D) etminllv] ;=T yms - -

LY ()
1<|a|<m N

Ou le minimum (atteint) est pris sur tous les v € LK (Q) pour qui vérifie la condition

précédente.

Démonstration. Définissons :
T W —R
Eu +— T*( Eu) = T(u)
Vu que E est un isomorphisme isométrique T* € W* et || T*( . = ||T |y, grace au
théoréme de Hahn-Banach, il existe une extension T de T*définit sur tout L%(2) et par
le corollaire précédente il existe un élément v € Lﬁl,(Q) tel que si u = (Ua)ocinj<m € L ($2)

alors

Ainsi Yu € WP (Q) on a

T(u) =T*( Eu)=T(Eu) = Y (D"uva).

0<|a|<m

R T
Il = 0l = [ ey = 191
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CHAPITRE

3 Espaces de Sobolev

fractionnaires WP (Q))

Ce chapitre est une généralisation de ’espace de Sobolev W™P(Q)). Nous introduisons dans
la premiére section les espaces de Sobolev W*P(§) ot 0 < s < 1, nous donnons quelques
propriétés essentielles de cet espace ainsi que les théorémes d’injection et les théorémes
de trace. Dans la deuziéme section, nous présentons les W*P(QQ) ou s € ]0,400] et ses
différentes propriétés. Finalement, nous énongons le dual de W"P(2) qui n’est autre que

W-m (Q).

3.1 Espaces de Sobolev W*P(Q)) pour 0 < s <1

Définition 3.1.1 Soient s € ]0,1[ et p € |1, +0o0].

On définit l’espace fractionnaire de Sobolev
_ P
WeP(0) = {u e LP(Q) / / / dedy < oo} .
ol o [r—yl™

Proposition 3.1.1 Pour 0 < s < 1, l’espace W*P(Q2) muni de la norme

e e [ ) ()
oy = 1l + [Ili]” o [lhenna]” = [ [ Bty

est un espace de Banach.
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3.1. Espaces de Sobolev W*P(Q2) pour 0 < s < 1

Démonstration.
Soit (uy) une suite de Cauchy pour la norme HuHWS,p(Q) , en particulier (u,) est une suite
de Cauchy dans LP(R2), elle converge donc dans LP()) vers une fonction u dans LP(Q),

d’autre part, la suite v,, des fonctions telles que

un(z) — un(y)’p

o — g

U (2, y) =

est une suite de Cauchy dans LP(Q2), elle converge donc aussi vers un élément de LP(2),
extrayons une sous suite Uqy(ny de (u,) qui converge presque partout vers w, on remar-

que alors que vy(n)(x,y) converge vers pour presque tout couple (x,y) vers v(x,y) =
Ju(z) — u(y)”

|Z)3 . y|s+N/p ’
En utilisant le lemme de Fatou, on obtient

[u(z) —u(y)[” . |u u()l”
/ / sp+N dl’dy < HEE.} sp+N EETrEs dy

Donc u € W*P(Q), en réutilisant un passage a la limite quand m — oo dans ||v, — ’UmHLP(QXQ) ,

on obtient : u, — u dans W*P(§2). m

Exemple 3.1.1
On étudier l’appartenance de la fonction x +— In|z| a Uespace W*P(]0, 1]).

On évalue d’abord la semi norme I = ||In \:U]H;,Vs,p(m lorsque sp < 1.

|In |ﬂf| — Iny[[” |ln Jul[”
1 —/ / sp+1 dxdy = Spﬂdudy.
' b [In ful]” Y o ulf?
< —sp —du+/ —————du | dy = I, + L.
/oy (/0 1= uf*" T A

Dans la premiére intégrale de la parenthése, lintégrant est équivalant en u =0 a |[Inu|”

yPP -t I'intégrale en v est convergente et lintégrale en y lest sous la

etenu=1(1—-u
condition sp < 1.

On en déduit toujours sous cette condition, l’existence du premier terme I.
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3.1. Espaces de Sobolev W*P(Q2) pour 0 < s < 1

Par la formule de Fubini Iy s’écrit

' YU o ful[” T [Inful” '
ySp/ ————dudy = / —_ (/ ySpdy> du.
/o o |1 —ulP o |1 —uPt! 0

Son étude est ainsi ramenée & celle de

/+OO |1n ’u”p uSp_ldu

0 |1 _u|sp+1

Comme pour celle-ci, la fonction intégrant est équivalente au voisinage de 400 a

)p(1*8)*1

I |ul|P [u| > et enu=1a (1 —u , on obtient la convergence de I5.

La conclusion en résulte .

3.1.1 Premiéres propriétés de l’espace W*P(()
Proposition 3.1.2 L’espace W*P(Q) est de type local, c’est a dire que pour tout u dans

WeP(Q) et pour tout p € D(Q) le produit pu appartient a W5P(Q).

Démonstration. Soit u € W*P(Q) et p € D(R) il est clair que pu € LP. On montre

que / ) / |(W)|f)_ S COL0)

y|sp+N

Pour ce faire, on décompose la différence située au numérateur en deux morceauz. L un
d’eux est p(x)(u(r) — u(y)) qui donnera une intégrale convergente car ¢ est borné. La

deuxiéme intégrale a savoir

1.,

se magore en utilisant le théoréme des accroissements finis et en intégrant par rapport a

Jng H(IOIHZO /SUPPSO |u<u>|p |:/supplp |x N y|p(178)7N dx:| dy

< Cp ) full.

p
dzdy.

(p(z) — p(y))uly)
|{L’ y|sp+N

T

Ou p est un majorant du diamétre du support de ¢. m

Proposition 3.1.3 On suppose que 2 = RY. Alors D(RY) est dense dans W*P(RY).
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3.1. Espaces de Sobolev W*P(Q2) pour 0 < s < 1

Démonstration. On utilise classiquement une troncature et une régularisation.
On fait la démonstration dans le cas N =1, le cas général s’en déduisant aisément.
# Montrons que les fonctions a support compact W*P sont denses dans W*P.
Soit u € W*P(R) et ¢ € D(R) qui vaut 1 sur la boule de centre 0 et de rayon 1 et qui
est nulle pour |z| > 2, 0 < ¢ < 1. Soit u,, définit par o(=)u(z). Il est clair que u, est a
support compact a valeurs dans W*P et il est classique que u, — u dans LP.

Il reste a montrer que la suite (v,) ot

Un(@,9) = ((tn = u)(@) = (n = w)(¥)) [z = y| "7 .

tend vers 0 dans LP(R?). Pour cela on est amené a montrer que les intégrales suivantes
et celles que l'on en déduit par l’échange des variables x et y tend vers O :
n +oo +o0o +o0
= [ @[ el @ d= [ s el @)
0 n n n
En effet (u, —u)(z) — (u, —u)(y) est nulle lorsque x et y sont dans [—n,n|.

Pour l'intégrale I, on a :
+oo n
Y dx
I, = Pli—e @ 1] .
/n lu(y)| o) [/0 (y_x)spﬂ] y
+oo
Y 1
<o [ uwrh-ed|

. 1 (y—n)»
< / IU(y)|pig§‘w%@

La fonction (1—p(u))((u—1)"%) est en effet bornée pour u > 1. Cela résulte, lorsque

dy.

p

u > 2, de la majoration (u —1)7* <1 et lorsque u € [1,2], de l'inégalité
(1 —o(u)(u—1)"% < (u—1)"° ”90,“00’ laquelle est obtenue, puisque s €]0,1[, en ap-
pliquant & ¢ linégalité des accroissements finis. On obtient donc I, — 0.

Désignons maintenant par w, la fonction telle que

1

wn(2,y) = (un(®) = un(y)) |z =yl 7.

+00 +00
On montre que K, = / / | wy(z,y)|" dedy — 0, ce qui suffit pour obtenir J, — 0,

puisque par hypothése
+oo +0o0
/ / | v(z, y)I" dedy — 0.
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Pour cela, on remarque d abord par le choix de ¢ que
K /Zn /2n |Un ‘Pd P +/+oo /2n ’Un n( )| ded
sp+1 sp+1 Y.

= KM K.

En intégrant d’abord en x, en utilisant les propriétés de p ensuite, le terme K

nous
donne :
2n 2n p
(2) |t ( o(y/n) — ¢(2))u(y)|
K, / / — Sp+1 d:l:dy < C’/ 2 = 7 dy.
c ©(2) — () " Lo

< — LS i U p < P .
<] e [FGmg worar< 5 [

Puisque uw € LP, on a K2 o,
D’autre part, en utilisant l’'inégalité triangulaire, l'inégalité des accroissements finis pour
@, Uhypothése uw € WP et le maximum sur [n,2n] de la fonction

r— (2n — x)p(l_s) + (x — n)p(ks), on peut écrire

uly ”pdxdy

p(x/n) = o(y/n)I" [u(@)[’ 2 oo 93/71 |p u(z) —
K,sl) < sp+1 dx dy + 27 ' sp+1
|z —y —y
2n 2n o p(l=s)—1 2n
< 2”1(/ / —|x yl \ \pda:dy+/ /

2n p(l—s T —n p(1-s)
<o REI e o)

np

2n np(l s) 2n
< C'/ lu(x )|pdx<—/ z)|P dz + o(1) — 0.

n

p
y)
s+7

Cette derniére ligne étant justifiée par ’appartenance de u € LP.

# On approche maintenant au moyen d’une régqularisation, les fonctions uw & support
compact par des fonctions de D(R). Soit p une fonction de D(R) et p.(t) = 1p(x/c) et
u étant une fonction a support compact dans R, on pose u. = p_,*u. La convergence dans

L? de u. est connue. Nous montrons que

||u || | Pe * U(ZL‘) — P ¥ U(y) < U(LL') B U(y)
ellsp = s - s
|z —yl i LP(R2) |z — 9] i LP(R?)
En effet
dxdy
il = [ | ottt =0 = aty —ctir| s
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3.1. Espaces de Sobolev W*P(Q2) pour 0 < s < 1

—et) —u(y — et)|?
S/ / oty =) Z(?jl OV grdyat.
rJ R |z —y[*™

u(x —et) —u(y — et)|” '
< [ ot [ M= = ey <

|z =y
D’autre part, en posant v(z,y) = (u(z) — u(y)) |z — y|_5_(1/1’)

, on a classiquement pour

presque tout couple (x,y) la convergence

|pe * u(z) — p.* u(y)|

j — gt

— v(z,y).
Par le lemme de Fatou, on déduit
”uHs,p S ell)%l ||ps * u||s7p :

On déduit en particulier qu’alors, la suite définie par

1

1
Ve = (ue(x) —ue(y)) |z —y[ " 7.

vérifie || vell, — || vl], -

Nous avons ainsi obtenu la convergence presque partout et la convergence des mormes.
Or, puisque p > 1 l'espace LP est uniformément convexe et dans un tel espace ces deux
convergences entrainent alors || ve —v||, — 0. Finalement, on en déduit la convergence

de || ue —ul|,  vers 0, ce qui achéve la démonstration. m

S?p

Définition 3.1.2  On dit que Q) posséde un (s, p)-prolongement s’il existe un opérateur

P linéaire continu qui a u € W*P(Q) associe P(u) = @ € WP(RY) tel que
Vo € 2, Pu(z) = u(z).

Proposition 3.1.4 (voir [5]) Soit Q un ouvert lipschitzien. Alors il posséde un opérateur

de (s, p)-prolongement.

Théoréme 3.1.1 Soit s €]0,1[ et p > 1. Soit Q un ouvert qui posséde un (s,p)-
prolongement. Alors D(Q) espace des restrictions a Q des fonctions de D(RY) est dense

dans W*P(Q).
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3.1. Espaces de Sobolev W*P(Q2) pour 0 < s < 1

Démonstration. Soit u € W*P(Q2). Soit P un prolongement continu de W*P () sur
WeP(RN). Puisque Pu € W*P(RYN), il existe une suite (,) des fonctions de D(RY) qui
converge vers P(u) dans W*P(RY). Alors la suite des restrictions des , converge vers

u dans W*P(Q). =

Lemme 3.1.1 (voir [5])

Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) ue€ WP(RE).

(i) Vi € [1, K], / K/ ulz +te) = (x)’pdxdt < oo et il existe une constante uni-
R

tsp+1
verselle C' telle que :

_ p _ p
RE tsp+1 R2K ‘(L’ . y‘sp-l-

Corollaire 3.1.1 Les espaces W*P(RY) satisfont aux propriétés d’injection continue suiv-

antes
(i) si0 < s <s<1, alors WP(RY) — WSIJ’(]RN).
(ii) si s €]0,1], alors WHP(RY) — WeP(RY).

Démonstration. . On utilise la caractérisation donnée par le lemme précédent.

) —u(z + te;)|” Jrdt
RE ts p+l
en la somme

— t i _ t ; p
/ / lu(z) — u(z + te;) d gt / / u/(:c + te;)| dudt.
RN J <1 It|* 'pt1 RV J je>1 t|® P+l

La deuxiéme intégral est majorée par

1
2P / |u(m)|p/ ———dtdz < c||ul]f :
RN =1 ’t‘s p+1 LP(RN

Pour la premiére intégrale, on utilise pour |t| < 1 linégalité

Découpons lintégrale

1 < 1
7
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3.1. Espaces de Sobolev W*P(Q2) pour 0 < s < 1

Par utilisation du lemme précédent, la démonstration de linjection annoncée, en outre

Uezistence d’une constante C' qui ne dépend que de N, p, s et s telle que
p p p
. < C(lull?, + lull?).

Pour la deuziéme injection, on considére u € WYP(RN). On utilise, pour |t| < 1

p

Uexpression de |u(z) — u(x + te;)|” sous forme intégrale et inégalité de Holder, ce qui

fournit

t
lu(z) — u(z +te;)|” < tp_l/ |0;ul? (z + s)ds.
0

On déduit par utilisation de la formule de Fubini

_ te; 1
/ / “sﬁf N grar < / tpspl/ Bul? < C' |9l
RN 2 0 RN

En raison de p — sp — 1 > —1, l'intégrale en t converge. Par ailleurs la méme fonction

intégrée sur [1, 00 donne une expression majorée par C |lull;. =

3.1.2  Espaces W*P(Q) et traces

Définition 3.1.3 Les nombres réels v et p o 1 < p < 400 étant Q un ouvert de RY.
On désigne par T'(p,v,Q2) U'espace des fonctions f de |0, 4o00] dans Q2 telle que, la dérivée

de f étant prise au sens des distributions
tf € LP(]0, 400, WHP(Q)) et t*f € LP(]0, 400, LP(Q)).

Cet espace est un espace de Banach lorsqu’il est muni de la norme suivante :

+o0 400
1l = maz{ / 1# Pl /

Proposition 3.1.5 Soit f € T(p, v, Q). Alors il existe a € LP(2) tel que

tf

dt}.

Lr(Q)

pour presque tout t € 10, +o0], =a+ / f(r)dr.

Démonstration.
Le facteur t¥ étant borné sur tout compact de I =|0,+oo[, on a les appartenances

fer (IL,WwQ) et f el (I,LP(Q)), on peut donc définir presque partout sur I la
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3.1. Espaces de Sobolev W*P(Q2) pour 0 < s < 1

fonction g par g(t) = / f(7)dr qui appartient L? (I,LP(Q)).

Soit b appartenant au dual de LP(QY), c’est-a-dire v (Q). Pour montrer que g est une
constante presque partout, on considére la fonction

t— gp(t) = (9(t),b), o ce dernier crochet est celui de la dualité (LP, Lpl). En utilisant
Fubini et Hélder on voit que cette fonction est dans Li (I). Alors le résultat noté A =

<(g;) ,g0> de la dérivée de g, au sens des distributions sur une fonction scalaire ¢ € D(I)

satisfait a

+o0 ,
A= / a1 (1)t

// balgtt)asg e = { [ gt i.b)
__< e ()dt—/ /f drdtb>.
= < :Oo f(t)gp’(t)dt>b+/Q b(x) UO ® [ f det] da.

La formule de Fubini utilisée pouvant étre justifiée par une approximation de g(t) sur le
compact sup pp par des fonctions simples, pour lesquelles cette formule est évidente. Le

méme procédé permet de remplacer le dernier terme de [’égalité précédente par

/ ZOO © (1) / j f(T)drdt.

D’aprés ce qui précéde, la fonction est localement sommable, on peut donc dériver son

mtegmle sur [0,t]. En partzculzer au sens des distributions, on peut donc écrire

/ / ()b, dr = —/:Oo (1) (f'(£),0), dt .

= < :OO f’(t)<p(t)dt,b>b.

Soit t tel que g(t) existe,d’aprés ce qui précéde que pour presque tout t et pour tout b € j52

On déduit (g,) = 0.

on a

(9(t),8), = {g(t),b) .

b
Finalement, la fonction g(t) est un élément fize a € LP() ce qui assure la relation

donnée. ]
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3.1. Espaces de Sobolev W*P(Q2) pour 0 < s < 1

Remarque 3.1.1 L’espace W*P(Q)) est égal o lespace des traces au point t = 0 des
éléments de T'(p,1 —1/p — s5,Q).

Proposition 3.1.6 Soit u € W*P(R) et v définie sur |0, +oo[ x R par

v(t,x) = @/ u(z + s)ds = 20) /Wr u(s)ds.

0 3 T
formule dans laquelle ¢ € D(R), alors la fonction t — v(t,.) appartient a

T(p,1 —1/p — s,R), plus précisément, si vi,ve désignent respectivement les fonctions

0
tio 1VPTS (8 ) et t s 1710 Sa:(t,.).

On a
vy € LP(]0, +oo[, WHP(]0, +o0o[ x R)) et vy € LP(]0, +oo[, LP(]0, +00[ x R)).

Démonstration.
On commence par vérifier que si v =1—1/p — s, v, = t"v € LP(]0, +o00[ X R), en effet

+oo
v |I7 :/ / P |p(t)|P |u(z + st)ds|” dtdz.
RJ 0 e
< / P |g0(t)\pdt/ / lu(X)ds|” dXds < co.
0 rRJ 0

On montre maintenant que t’0,v € LP(]0, +o0] X R) en effet
10,0 = ()P (u (x + 1) — u(x)) .
D’ou en élevant a la puissance p et en intégrant

0= ul)l
[, reor e s < okl < o0

Enfin vérifions que

t"0pw € LP(]0, +00[ x R).
1

tUOpv = go(t)tfl/pfs% /0 (u(z+1t)—u(z+s))ds+ g&l(t)t”/ u(z + st)ds.
(

0

=t'f(t,z) + ¢ ()t | u(x+ st)ds.

1
Il est clair que t — @ (t)t / u(x + st)ds € LP, avec une constante multiplicative prés
0
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3.1. Espaces de Sobolev W*P(Q2) pour 0 < s < 1

par ||u||p En utilisant inégalité de Holder et un changement de variable on a

t p
/ / # £ (t, )P dedt < ||, / / / wlo ) —u@)l ) jear.
R+ R+ ’t‘p

Enfin le changement de variable (x,y,z) — (v +t,x + tz,z) dont le Jacobien est |1 — z|

permet de majorer la derniére intégrale
1 p
X)—u(T
/ / / [w(X) = u@I)) 7 dzaxdr < Jull?y,
o v g+ | X =T

Ce qui donne le résultat. m

Lemme 3.1.2 (voir [6]) Soit v un réel, f une fonction de R. On suppose que 0 <
I/p+tv=0<letl<p<oo alors:
(1) Si Uapplication qui & t associe tVf(t) appartient a LP(R") et si g est définie par

_ %/:f(s)ds

Alors lapplication qui & associe tUg(t) appartient o LP(RT) et il existe une constante

c(p,v) ne dépend que de p et v telle que

t “+o00
/ £ [g(t)]7 dt < c(p,v) / £ £ dt.
0

0
(u) Soient o, 3 appartenant o R, o < B, soit f définie sur RT x |a, B[ et g définie par
=1 fo s,x)ds. Sit'f € LP(RT x |a, B]),alors t'g € LP(RT x |a, ]) et il existe

une constante C' ne dépend pas de p et v telle que

s B ptoo
[ eraor aas < o) [ [ el aa
a a 0

Proposition 3.1.7 Soit v un réel tel que 0 < v+ 1/p < 1, soit u tel que
tu(t,.) € LP(]0, +oo|, WEP(RN)) et t*O,u(t,.) € LP(]0, +oo| x RY) alors

u(0,.) € Wi-lr—vr(RN),

Démonstration.

# Pour montrer la proposition on utilise le lemme précédente ainsi
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3.1. Espaces de Sobolev W*P(Q2) pour 0 < s < 1

que le lemme 3.1.1 on peut ramener & montrer que

+o0 _
/ / |u(0,1) u<0x+t>)|ddt<oo.
RN

tsp+1

Pour cela, u(0,z) — u(0,z +t) est décomposé selon trois déférences
w(0,2) —u(0,z +1t) = u(0,2) —u(t,z) + u(t,x) —u(t,x +t) + u(t,x +t) — u(0,z + 1)

que [’on remplace par

t t t
/8,\u()\,ac)d)\, / Opu(t,xz + N)dX et / hu(A, z +t)dA.

0 0 0

Respectivement, on utilise le lemme 3.1.2 successivement avec les fonctions suivantes :

ft,z,N) =0 (N x), f(t,z,A) = Ou (N, x+ A), f(t,z,\) = Qu (A, x + A).

1 t p
/ / P —/ ft, A)dA
RN J R+ tJo
Ce qui entraine que

1
[ s - atapanis = [ (0.0 - ufe) dds < .
&N J R+ ry J gt tPHE
[ |

On obtient ainst

dMdx < o0.

Proposition 3.1.8
1

s, N
VO(T(pa 1_5_57RN) =W p(R )
Démonstration.
On s’intéresse d’abord au cas N = 1, que l’on montre grice o deux propositions récipro-
ques 'une de l'autre (propositions 3.1.6 et 3.1.7). Pour le cas général on utilisera une

récurrence sur la dimension N & l'aide du lemme 3.1.1. =

Proposition 3.1.9 Soit p > 1, s €]0,1] et v = 1 — 1/p — s alors, si Q est un ouvert
Lipschitzien de RN on a
Yo(T(p,v,2)) = W*P(Q).

46



3.1. Espaces de Sobolev W*P(Q2) pour 0 < s < 1

Démonstration.
# Soit u € T, on lui fait correspondre la fonction Eu qui appartient a T(p,v,RY). En
effet, par hypothése tPu(t,.) € WiP(]0, +o00[,RY) on déduit qu’a t > 0 fixé

t'Eut,.) € WHRY )et [|Bu(t, )o@y < C lult, o) -

La constante C' étant indépendante de t, on obtient ensuite grdce o cette propriété la
convergence
+00 400
/0 ||t Eu(t, .)||W1,p(RN) dt < C’/O ||t u(t, .)||W1,p(m dt < co.
On fait la méme démonstration pour t*O;u(t,.) d’ou résultat.
On en déduit qu’on peut noter Eu(0,.) est un élément de W*P(RY).

Pour tout x € Q on a

Eu(0,z) = limEu(t, ) = limEu(t, ) = u(0, z).

t—0 t—0

# Réciproquement, soit uw € W*P(Q) alors on a
Eu € W*P(RY)

et par la proposition précédente, il existe une fonction telle que v € T(p, v, WHP(RY), LP(RY))
et telle que v(0,x) = FEu(x), par restriction des fonctions de x a louvert Q, il est facile
de voir que (t,x) +— v(t,x) définit un élément v* de T(p,v, WHP(Q), LP(Q)) et cette re-

striction de v vérifie pour tout x € Q, la relation v(0,z) = u(z). =

3.1.3 Ingections de Sobolev

Théoréme 3.1.2 (Injection continue pour ) = RY)

Soit s €0,1[, p € |1, +o00|. Alors

- Sisp < N, WsP(RYN) — LI(RY) pour tout ¢ < Np/ (N — sp).
- 8i N = sp, WoP(RY) — LIYRYN) pour tout q < oc.

- Sisp> N, WP(RYN) — L>*(RY) et plus précisément

WP(RN) — OV (RY),
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3.1. Espaces de Sobolev W*P(Q2) pour 0 < s < 1

Démonstration.
Soit u € W=P(RN) et soit v € LP (]0, 00 x RY) avec
v(0,2) = u(z), tel que t — v soit dans LP (]0, 00[ x WIP(RN)) et tel que
t — t"Oyv soit dans LP (]0,00[ x LP(RY)) (ot v=1-1/p—s ).
On suppose pour commencer que N > p. Fizons x et définissons f par f(t) =v(t,z), on

a
t
10) =10~ [ £ (s)ds
0
de sorte qu’en multipliant et divisant par t”, en intégrant sur 0, 1[, en utilisant ensuite

[inégalité de Holder et linégalité —vp > —1, on obtient

1 1/p 1 1/p
o< | ([ epa) ([ pasra) ]

[/ oo 1/p +o0 1/p
<C (/ \t”f]pdt> + </ |t”f'|pdt) ] .
0 0
En utilisant la fonction fx(t) = f(\t) il vient pour tout A > 0 linégalité
‘f(())’ S C |:)\71/71/p (fOOO ‘tvf’P dt) 1/p + )\lfllfl/p (fOOO ‘tvatf|p dt) 1/P:| )

Ce qui donne la majoration optimale

+00 1/p]°® +oo 1/p] =8
sor=e |([ Terra) ] [( [ oy a) ]
0 0
Soit r tel que
1 s(N—-p) (-5 Np
- = + cad r= ——.
r Np p (N —sp)

1 1/p
En notons |g|, = (/ |g(t)|p) , Vutilisation de l'inégalité de Hoélder nous fournit la
0
magjoration de |v(0, z)|" dz par
RN

/ et ) 0] de.
R

(N—p)s/(N—sp) (1—s)N/(N—sp)
< |tvo| VPN gy [t Opv]? dx
P P
RN RN

de sorte qu’en élevant o la puissance 1/r on obtient

v S v 1—s
1000, 2)[| - @y < C e[| o go,1,vvrv—m @y 1800 2o o,11 Lo @y -

Cette relation nous donne le résultat pour le cas o, N > p, notons que cette méthode ne

s’adapte pas au cas p > N .
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Lorsque p > N et sp < N, on est amené a utiliser d’autre arguments, on utilise la solution
élémentaire E du Laplacien qui est définie au dimension N + 1 par
E(t,z) = kni1 (|x!2 + tZ)(lfNW avec ki1 choisi de fagon & obtenir exactement
AFE = dy.
Soient 0 et 9 des fonctions respectivement dans D(RY) et D(R), comprises entre 0 et 1
et qui valant 1 et qui valant 1 sur des voisinages de 0.
On peut remplacer &g, qui est de support {0} par le produit 0(x)i(t)dy.
Alors en wutilisant la propriété du produit d’une distribution par une fonction de classe
C®, la formule donnant le Laplacien d’un tell produit et celle donnant la dérivation d’une
convolution, & savoir 0;(V) « U = 0;(U « V) = V x 0;(U), on peut écrire v telle que
v(0,2) = u(z) .
v =00%v = A (B(x)Y(t)E) *xv — 2(V(0(2)(t)) x v — A(O(z)(t))E * v.
= Z Vi(0(x)p(t)E) * Vv + 0(0(x)(t)E) * Opv — 2(V(0(x)(t))VE) x v
1§Z§—NEA((9(Q7)¢(75)) * V.

Ou encore, en notant V,FE le gradient par rapport o x et V,A x V,.B la somme des
convolées 0;A x 0; B
v=(0(z)Y(t)V, E)*V v+ (¥(t)0(2)0,E) « 0,v + (¥(t)EV b(z)) * V v

+(0(x)E0)) * O — 2(V(0(x)p(1))VE) x v — (EAO(x)(t)) v (6)
Les quatre derniers termes du second membre (6) sont des sommes finies de convolutions
du type
(& (t,x)E) xv, (&(x)0F) v, (&5(t, )0 F) xv(,(t, ) E) * Ov et (§5(t, x)E) % Oy,
ot les fonctions &; sont des fonctions de D(RNTL).
On donnera une estimation de ces termes au point (0,x). Aprés avoir traité les cas des
deux premiers termes du second membre de (6), lesquels font intervenir a la fois les
dérivées de v et celles de E. Ces premiers termes de (6) sont des sommes de termes de
la forme

(O(x)Y(t)O;F) * O;v et (0(x)(t)OLF) * dyv.

Il nous faut donc évaluer ces produits de convolution au point (0,x) alors d’une part,

la fonction v est telle que t — t"v(t,.) est dans ’espace LP(]0, +oo[, WLP(RY)) ce qui
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3.1. Espaces de Sobolev W*P(Q2) pour 0 < s < 1

implique que t"0;v est dans LP(]0,+oo[, LP(RY)). D’autre part, la fonction t"Ov est aussi
dans ce méme espace.

Les deux produits de convolution précédents peuvent donc s’écrire sous la forme

I'=(@)0(z)0E) xg et J = ((t)0(x)V.E)* g

Ou la fonction g est telle que tVg(t,.) est dans l'espace LP(]0,+oo[, LP(RY)).
Pour traiter I on note h(t,x) = 0(x)Y)t(|z]> + t2)~N*tD/2 et on calcule le produit de

convolution qui exprime I au point (0, x)

oo g(x — a ap(—t)tg(t, x') ,
(g=h)(0,2) /RN/ )(N+1)/2 dtdz

]a:\ + ¢2

En utilisant ’inégalité de Holder dans les intégrales en t, on majore (g * h) (0, ) par une

convolution G * H dans RY, les fonctions G et H étant définies par

G (2) = ( / :OO t”gp(t,:c)dt> " H (x) = ( / :OO o7 |t )" dt) "

La fonction H se majore ainsi par

+00 t(l—V)Pl Hr
0 —dt :
10 (@) [[¥] /0 (12 + xQ)(NJrl)p /2

Comme cette derniére intégrale est a une constante pres, la puissance de |x| d’exposant

1—v+1/p —(N+1)=s5— N, on obtient
s—N
H (z) < C'6(x)] ||

Le produit GxH est donc magjoré par la convolution en x d’une fonction de LP & savoir par
hypothése G et d’une fonction de la forme ]33|st qui appartient & LF avec k < N/(N —s).
Donc la fonction G x H appartient & L™ avec 1/p + 1/k = 1+ 1/r, c’est-a-dire pour
r < Np/(N — sp).

Pour traiter J on note h;(t,x) = 0(z)(t)x; (|:1c|2 + t2)_(N+l)/2.

On calcule le produit de convolution g * h; au point (0,z), toujours lorsque

t'g € LP(]0,400[ x RN). Lezpression (g= h;)(0,z) peut étre majoré, au moyen de
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['inégalité de Holder par

, / 1/p/
+o0 ’ VP |l‘z|p

G+ Hy(x) ot H, (x) = / (O(z) (1)) oY
0 T + 2

)(N+1)p’/2

produit de convolution qui peut aussi étre majoré par CO (x) |z|* .

Cela termine le résultat pour I et J et on voit que le cas des deux termes (&,(t, )0, E) *v,
(&5(t,2)0 ) % v sont également réglés.

On s’intéresse maintenant aux termes de la forme (§,E) xv ou (§,F) * Qv

ou ({5 F) x 0w c’est-a-dire les termes qui ne font pas intervenir les dérivées

de E mais E lui-méme.

Le procédé est analogue au précédent.

On considére par exemple un terme de la forme 01(x)y,(t)E(t,x) * v au point (0,x),

sachant que 0 et 1) sont dans D(RY) et D(R) respectivement on a
o f(z — a p(—t)(t, z) '
L(z) :/ / (N+1)/2dtdx.
RY.J0 <|x — 2+ t2>

En utilisant [inégalité de Hélder dans les intégrales en t, en multipliant par t"t=", on

obtient que I,(x) est majorée en module par le produit de convolution de Gy * Hy dans

RN aqvec

/ , 1/p
e = ([T ese ) me = ([T ECOTC
0 0 (2] + 12) p/2
La fonction Hy se majore par
400 —vp
ool 0) | o

Donc par une fonction du type
1—vp —=(N=1)p)/p’ s—N+1
C | ()] [ 177 T — € ()| 2

Le produit G1xHy est donc la convolution d’une fonction de LP et d’une fonction a support

compact multipliée par |:t:|S_NJrl laquelle appartient o L* pour tout k < N/(N — s — 1).
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3.1. Espaces de Sobolev W*P(Q2) pour 0 < s < 1

En particulier ce produit appartient a L™ pour tout r < Np/(N — (s + 1)p), donc aussi a
LNp/(N=sp)

Les autres termes se traitent de fagon analogue. Le cas sp < N est donc entiérement
traité.

Considérons le cas sp = N. En utilisant le corollaire 3.1.1 on a

WeP(RY) — Wsl’p(RN ) pour tout s €10, s[. On déduit en utilisant les injections continue

obtenues précédemment pour sp < N que
Ws,p(RN) AN LNp/(N—s/p)(RN)

Puisque Np/(N — s'p) est arbitrairement grand, on peut conclure que W*P(RY) s’injecte
contintiment dans LY(RY) pour tout q € [p,oo].

On passe au cas sp > N. On utilise encore la solution élémentaire du Laplacien dans
RN+ Comme dans le cas sp < N, on est amené a montrer lappartenance o L™ de
sommes de produit de convolution du type {;E xv ou E5E x Qv ou E4F x O,v et enfin
EVE x V.

Pour ce dernier terme, on note g(t,x) une fonction telle que
tg(t,z) € LP(]0,00[ x RY) et h(t,x) = O(x)(t)t (|ac|2 + t2)_(N+l)/2 ot 0 est une fonction

réquliére a support dans B(0,1). On montre que pour sp > N, on a

z+— (h*g)(0,7) € L=(RY).

En effet
+°°0:(:—x YWo(=t)tg(z',t)
(h*g)(0,z) /N/ (NH)/?dxdt.
R —x | + t >
+oo t(1— ! P K
oo ¢(1-v)p :U —x t ,
< [ltgll, / / (NEKE,/)Q) dx dt
|€E| + 1?)
N (1—v)p +1 1/p

<legl, | [ oo dr' | < gl
- p |x—m/’§1 ‘CL’ B x/|(N+1)p - p

Car la derniére intégrale s’exprime par
s q1 1/p
<[p<p N)/(p 1>}0) .
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3.1. Espaces de Sobolev W*P(Q2) pour 0 < s < 1

qui est borné, puisque sp > N. Pour majorer les fonctions du type &, E * v

ou &5 E x 0w ou encore £, F * 0,v. Il suffit de remarquer que l'un quelconque

de ces produits est majoré par un produit de convolution d’une fonction de LP

et d’une fonction de Lp/, qui nest autre que 0; () |x|*"" T avec 0; une fonction de D(RN).
Montrons a présent, que u est Héolderienne d’exposant s— N/p. Pour cela on montre qu’il

existe une constante C' telle que
v l—v—(N+1 v v+(N+1)/
lull oo < C 10l P g7V

En effet, soit u telle que v(0,x) = u(x). Par ce qui précéde il existe des constantes C et
Cs telles que
|l < Cillt"oll,, + Cr [tV gy, -

Soit vy définie par vy(t,z) = v(At, Ax). Le calcul des normes fournit
lorlloe (0,.) = llutllog s [#70All, = A7 7PN t0 ] Ly g0 ooy €
HtVV(t,m)U)\Hp = A\l (VED/p HtVV(t,m)UHp.

-1
Donc, en choisissant \ = <||t”v||p> <Ht”V(t,x)va> obtient l'inégalité

v —v—(N v v+(N+1)/
lulloo < ClIEw ], 9 |0 (7)
Soient h € R, i € {1,...., N} et h > 0. Par une inégalité classique on a
h
lu(t,x — he;) —v(t, z)] < / |0;v(t, v — se;)| ds.
0

En multipliant par t¥ puis en intégrant a la puissance d’exposant p et en utilisant l’inégalité

de Holder on obtient

1 ! h
/ / tP u(t, x — he;) —v(t,x)|” dedt S/ t'/php_l/ / 00" (t, @ — se;)ds
0J RN 0 0/ RN

1
< hp/ / P |Vol|P dadt.
0/ rNY

[ (Tnv = v)ll, < 2|A[ |7Vl

En élevant & la puissance 1/p on obtient

D’autre part

Ht”V(m) (Thv — v)Hp <2 Ht”V(t@)va :
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3.1. Espaces de Sobolev W*P(Q2) pour 0 < s < 1

On obtient, en appliquant l'inégalité (7) a u, — u la majoration
1—v— N 1 v v
s = ullg < C R (0], 4 [V e,

Puisque 1 —v — (N +1)/p = s — N/p, il en résulte que u est Hélderienne d’exposant
s — N/p.

Le théoréme est ainsi démontré pour Q =RY. m

Corollaire 3.1.2 Soit s € |0, 1], p € |1, +00[. Soit Q un ouvert lipschitzien alors :
- Si sp < N, W#P(Q) — L1(Q) pour tout ¢ < Np/ (N — sp).

- Si N = sp, W*P(Q) — L1(Q) pour tout g < 0.

- Sisp> N, WoP(Q) — L>®(Q) et plus précisément

WeP(Q) — CYNP(Q).

Théoréme 3.1.3 (Injection compacte )

Soit Q un ouvert borné de RN qu’est lipschitzien. Soient s € [0,1[, p>1 et N > 1 alors
- Si sp < N Uinjection de WP (Q) dans L1(2) est compacte, pour tout ¢ < Np/ (N — sp).
- Si N = sp Uinjection de W*P(Q2) est compacte dans L1(Q) pour tout ¢ < oc.

- Si sp > N Uinjection de W*?(Q) dans C(Q) pour A < s — N/p est compacte.

Démonstration.
On commence par le cas sp < N.
Pour montrer l'affirmation énoncée, il suffit de montrer que l’injection est compacte dans
L'. En effet, W*P(Q) — LNP/(N=P)(Q) et toute suite bornée dans LU() avec q¢ > 1 qui
converge dans L' est convergente dans Lq,(Q) pour ¢ < q (D’aprés le lemme 2.3.3).
On utilise donc le critére de compacité des bornés dans L' (Théoréme 1.1.3).
Soit B un sous-ensemble borné dans W*P(Q). Soit w € B, i € [1,N], h >0 et
Qp = {zx € Q\ d(z,00) > h}. Posons = he; et considérons l’intégrale

I = / / |u(z + he;) — u(x)| dydzx.
h o, J B(h)

En premier temps lintégrant ne dépendant pas de y. En désignant wy_1 le volume de la

boule unité :

w(@ + h) — ()| do (8)

L= wy_y yhyN/

Qp,
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3.1. Espaces de Sobolev W*P(Q2) pour 0 < s < 1

En utilisant alors, pour x € Q, et y € B(x, h) ’égalité
w(@+ h) —u(r) = u(z+ h) —uly) + u(y) — ulx)

En posant o = (sp + N)/p, Uintégrale Iﬂ peut étre majorée par
u(z + h) ] [u(e + ) — ule)
I, < / / ) dyd:z:+/ / |
Q (z,h) Q (z,h) | yl

_ [(1)+ [2)
En les tmnsformant aw préalable, par translation sur y, en intégrales sur le domaine

Ap = Q, x B(0, h), on majore ces intégrales I et 1% qu moyen de ['inégalité de Holder.
h h

Par exemple

h Ap E Ap

La premuére intégrale dans le deuzxiéme membre, qui est égale a

p
[ ], Mo,
Qh :Eh) I

est magjorée d’aprés les hypothéses B(xz,h) C Q, C Q par lintégrale

_ p
/ Mdydw
axe |z —y|”
qut est bornée lorsque u décrit B. Par ailleurs on a
/ 1 h
(/ 12|7" dzdz)» < (mesQ)lé(/ ,0( N 4 N-1 dml,%.
Ap

< (mesQ)l_%C’ |h|N T

(ot la constante o droite ne dépend que de la semi-norme HuH;p)

On peut procéder de maniére analogue pour l’intégrale 0,

h
Finalement, en utilisant ’inégalité (8) et les relations suivantes, on parvient &

T /
Qpn

a savoir, la premiére condition du critére de compacité dans L'(2)

u(x + h) — u(w)‘ dr < C|hNT*

/ ue + ) — u(m)‘ dr < C|h".
Qp,

95

— y| dydz.

1% = /A [u(z) _‘Zl‘bc(,z +2)| 2|7 dzdx < (/ u(z) = 752 +2)l |z|adzdx)zlv(/ \z|gp, dzdx)z%’



3.2. Espaces de Sobolev W*P(Q) pour s €]0, +o0|

D’autre part, comme l’ensemble B est borné dans LP()) et puisque € est borné on peut
trouver un compact K assez grand pour que pour tout u € B
on ait

[ @i @@ - 1) <=

0-K 0-K

On a ainsi obtenu que B est relativement compact dans L*(Q), donc dans
tous les LI(Y) avec g < pN/(N — sp).
Si s = Np on utilise WP — WP quec s < s, d’ou la second affirmation.
On suppose maintenant que sp > N. Soit B un sous-ensemble borné
dans W*P(Q). Pour montrer que B est relativement compact dans C((Q),
on utilise le théoréme d’Ascoli. Or, une conséquence du théoréme d’injection
continue 3.1.2 est la suivante : il existe une constante C' > 0 telle que pour
tout w € B on a

||U’||L°°(Q) <C HuHWs,p(Q)

et comme, pour tout couple d’éléments (x,y) de 2, on a également

_N
u(z) —u()] < Cllullyony lz —yl™ 7

On en déduit que l’ensemble B est borné dans L et qu’il est équicontinue

ce qui termine pour Uaffirmation si sp > N dans le cas de C(£).
Enfin, on conclut a la compacité dans des espaces Hélderiennes en utilisant

le théoréeme 3.1.2 et le lemme 2.3.4. m

3.2 Espaces de Sobolev W*P(Q)) pour s €|0,+00]
Définition 3.2.1 Soit [s] > 1, s ¢ N. L’espace W*P(Q) est défini par
Wr(Q) = {u € WH#(Q)/Diu e W Hr(@), v, | 7| = [s]}.

Il est claire que W*P(Q2) est un espace de Banach lorsqu’il est muni de la norme

Diu(x) — Diu(y)|" 1
o |
bl = (il + 35 [ ] e i} < o

Jlil=ls
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3.2. Espaces de Sobolev W*P(Q) pour s €]0, +o0|

Remarque 3.2.1 [l est facile de vérifier que les fonctions de D(RY) sont denses

dans WP(RY).

3.2.1 Théorémes d’injection

Théoréme 3.2.1 (Injections continues)

Soit Q) un ouvert lipschitzien alors

- Sisp < N, WP(Q) — L1(Q) pour tout ¢ < Np/ (N — sp).
- Si N = sp, W*P(Q) — L%(Q) pour tout q < co.
-Sisp>N

N

Ssis— N g N, Wer(Q) o C,ES_E]’S_’?_[S_Z](Q).
- 80 s — % eN, W*P(Q) — Cj_?_l’)\(Q) pour tout \ < 1.
Démonstration.

Si sp < N, on fait une récurrence sur |s).
Si [s] = 0, c’est le théoréme 3.1.2. Supposons montré le théoréme pour [s] = m — 1 et
soit u € W*P(Q) avec [s] = m et sp < N. Alors Vu € W*(Q) et u € Wkl»(Q),
donc en wutilisant ’hypothése de récurrence Vu € L () avec r = Np/(N — (s — 1)p) et
u € LNP/(N=lslp) (),
En utilisant p < Np/(N — (s — 1)p) < Np/(N — [s]p), on obtient alors u € W ().
Puisque p < N on obtient u € LN"/N=1)(Q) = LNP/(N=sp)(())
Supposons sp = N.
Alors [s]p < N et (s—1)p < N. Si u € W*P(Q2), en raisonnant comme précédemment
u € Wh(Q) avec r = Np/(N — (s — 1)p) = N. Comme r = N, on en déduit v € LI(f2)
pour tout g < 0.
Soit sp > N et j un entier tel que s —1 — % <j<s— %. Alors u € W*P(Q) et v = Viu
vérifie v € u € W IP(Q), donc v et Vv appartiennent ¢ Ws7=1P et (s —j—1)p < N
entraine que v et Vv appartiennent ¢ L"(§2) avec 7 = Np/(N — (s —j — 1)p). Ainsi
ve WL (Q) et r> N donc v € Cl?’l_g(Q) = CE’S_%_j(Q).

Finalement, on obtient u € C[S_%]’S_?_[S_?](Q).



3.2. Espaces de Sobolev W*P(Q) pour s €]0, +o0|

Si s — % =j €N, alors u € W*?(Q) entraine

(Di7ty, Diu) € (W9P(Q))? = (W%’p(Q)ﬂ On en déduit D'~'u € WHP(Q) pour tout
s N

q < 0o et donc DI~y € CPNQ) quel que soit A < 1. Finalement u € C, " 1’/\(Q) pour

tout A<1. m

Théoréme 3.2.2 (Injections compactes)

Soit Q un ouvert borné lipschitzien alors :

- Si sp < N, Uinjection W*P(Q) — L%(Q) est compacte pour tous les exposants q tels que
q < Np/(N — sp).

- Si sp = N, Uinjection W*P(QQ) — L1(Q2) est compacte pour tout q < oc.

-Sisp>N

[5_%})‘

- 81§ — % ¢ N, Uinjection W*P(Q) — C, (Q) est compacte pour tout

A< s—Y_[s-2].
8 ! s—N 1.2
- 81§ — % € N, lingection W*P(Q) — C, * () est compacte pour tout A < 1.

3.2.2 Dual de W;""(Q)

Le dual de W3""(Q) s’identifié a l’espace W""’p/(Q), mais dans notre étude on énonce le

théoreme suivant pour m =1 et le cas générale se déduit par récurrence sur m.

Théoréme 3.2.3 Soit 1 < p < +oo. Tout élément L du dual de l’espace W,"(Q)

lequel est noté W‘l’p/(Q), s’identifie a une distribution V' conformément a la formule

Yu € WyP(Q), L(u) = (V,u).
otV est associée a un élément (v;) € (L”,(Q))N+1 par @V = [v] — Zfi O;i[vi].

La norme de cet élément de W‘l’pl(Q) est définie par

1L = min{ o], \v € (17 (2)*1}.

w-12' (Q)
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3.2. Espaces de Sobolev W*P(Q) pour s €]0, +o0|

Démonstration.
Soit L un élément de ce dual. Le théoréme de Hahn-Banach permet de prolonger cet
élément avec conservation de la norme en une forme linéaire continue sur Wy™ ().
On déduit qu’il existe des éléments vy, vy, ...,vN, tous appartenant a (LIDI(Q))NJrl tel

que

N
Vu € WyP(Q), L(u) = Z (Ou, v;) + uvg.
1

Or, lespace D(Q) est dense dans W,P(Q). La formule précédente pouvant alors étre util-
isée pour une suite (p,,) convergente vers u, on obtient & l'aide de dérivations au sens

des distributions et de la continuité des crochets de dualité entre LP et Lp,

L(u) = lLim [(ve,¢,) + SN (v, 00,)].

n—-+o0o

. N
= nginoo <'U07 90n> - Zl <aiviv 90n> = <V7 u>
) . N
Le symbole V' représentant la distribution V = [vo] — > 0;[vi].
1l est aisé de voir, réciproquement qu’une telle distribution définit un élément L du dual
de VVO1 P(Q). La norme de L est toujours la borne inférieur précédente des normes dans

L des (N + 1)-uplets (v;) qui servent a définir V. =
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons traité quelques propriétés essentielles et avons présenté
des théorémes incontournables concernant les espaces de Sobolev d’exposant entier et
d’exposant fractionnaire. Ces espaces jouent un roéle trés important dans la résolution des
équations aux dérivées partielles modélisant des phénomeénes physiques, mécaniques et
méme biologiques. Ces sciences ont connu un essor vertigineux grace en grande partie a la
meilleure compréhension des propriétés des solutions des équations aux dérivées partielles
obtenus dans des espaces de Sobolev ou dans d’autre espaces similaires.

En perspectives, nous envisageons de faire :

- Une autre approche pour définir les espaces de Sobolev d’ordre fractionnaire a 'instar
de la méthode dite d’interpolation.

- L’étude des espaces de fonctions & dérivée mesure qui sont des espaces trés proches

des espaces de sobolev classiques, ainsi que 1’étude des espaces de Sobolev avec poids.
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