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Introduction générale

L’opérateur p-Laplacien est un modéle d’opérateurs elliptiques quasi-linéaires qui
permet de modéliser des phénomeénes physiques tels que ’écoulement des fluides non-
Newtoniens, les systémes de réaction-diffusion, I’élasticité non-linéaire, extraction de pét-
role, I’astronomie, la propagation a travers des milieux poreux, et la glaciologie. A titre
d’exemple dans les années 70 M.C. Pélissier modélise ’écoulement des glaciers de mon-
tagne par des équations aux dérivées partielles faisant intervenir le p-Laplacien.

Cet opérateur sous forme divergence est défini par
Apu = div (|Vul’~? Vu)

Il est dégénéré lorsque p # 2 et équivalent a 'opérateur de Laplace usuel lorsque p = 2.
Il apparait dans de nombreux contextes, citons par exemple

- le probléme aux valeurs propres non-linéaire
—2
Apu+ N|ulf"u=0

- ’équation de p-Poisson

- les équations de la forme

Apu+ u|*u=0

qui présentent notamment un interét particulier lorsque ’exposant o est "critique".
- les équations paraboliques de type

o _

5 Ay



Introduction générale

ounv=uw(zt).

L’objectif de ce travail est I’étude du probléme aux valeurs propres non-linéaire suivant
Apu+ NuP?u=0 surQ (1)

ou  est un ouvert borné de RV et 1 < p < 0.

Il s’agit de trouver les couples de solutions (u, ) ou A est appelée valeur propre de
I'opérateur p-Laplacien et u fonction propre associée. Pour cela, nous utilisons des méth-
odes variationnelles et plus précisément la théorie des points critiques qui occupe une
place importante dans le vaste champ de ’analyse non-linéaire.

Notons que pour p = 2, nous retrouvons le probléme aux valeurs propres linéaires pour
le Laplacien

Au+ =0 surf

qui admet une suite de valeurs propres tendant vers 'infini en vertu de la théorie spectrale
des opérateurs auto-adjoints compacts.

L’essentiel de notre travail est consacré a 1’étude de la premiére valeur propre de
I'opérateur p-Laplacien ainsi qu’a la fonction propre associée qui sont d’une grande utilité
dans la résolution des équations aux dérivées partielles non-linéaires.

Notre travail est organisé de la maniére suivante

Dans un premier temps, nous commencons par rappeler quelques notions et résultats
sur les espaces de Sobolev et quelques éléments de base de la théorie des points critiques
qui seront utilisés tout au long de ce travail. De plus, nous faisons appel a la théorie des
opérateurs monotones en vue d’étudier les différentes propriétés de 'opérateur p-Laplacien
défini sur un espace de Sobolev.

Dans la seconde partie, nous étudions l'existence et les différentes propriétés de la
premiére valeur propre de l'opérateur p-Laplacien, ainsi que l’existence d’une suite de
valeurs propres pour le p-Laplacien qui tend vers l'infini en utilisant le principe du Min-
Max.

Dans la derniére partie, nous nous intéressons a un probléme elliptique non-linéaire

avec des conditions au bord de type Dirichlet. Nous étudions 'existence des solutions
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non triviales. Ce résultat repose sur la caractérisation variationnelle et les différentes
propriétés de la premiére valeur propre de I'opérateur p-Laplacien ainsi que 'un des outils
les plus puissants de la théorie des points critiques en 1’occurrence le théoréme du col de

la montagne da & Rabinowitz et Ambrosetti .



CHAPITRE

Préliminaires et outils de

base

Ce premier chapitre a pour objet la présentation des notions et des résultats utilisés
dans les chapitres suivants (théorémes d’injection de Sobolev, éléments de la théorie des
points critiques, opérateurs de Nemytskii,...) ainsi que l'introduction des notions de la
théorie des opérateurs monotones qui nous permettra d’étudier les différentes propriétés

de 'opérateur p-Laplacien.

1.1 Rappels sur les espaces de Sobolev

Dans cette section, on fait un bref rappel sur les espaces de Sobolev. Pour une présentation
plus compléte de ces espaces, on pourra consulter par exemple 'ouvrage de H. Brezis [3]
ou R. A. Adams [1]. Soit p un réel avec 1 < p < co et  un ouvert de RY. On désigne

par D (£2) I'espace des fonctions de classe C'™ sur €2, & support compact inclus dans .

Définition 1.1.1 On appelle espace de Sobolev d’ordre 1 sur €2 ’espace

Wi (Q) = {u e LP(Q) | g“

X

cIP(Q), Vi= 1,2,...,N}



1.1. Rappels sur les espaces de Sobolev

ot % désigne la dérivée partielle de u au sens des distributions. En d’autres termes, une
K2

fonction u € LP (Q) est dans WP (Q) s’il existe N fonctions vy, ...,vny € LP (Q) tels que

/ 0 da:——/vigodx, VoeD(Q) ,Vie{l,2, ... N}

Q
On note v; = g—; ,Vi=1,2,...,N.
L’espace WP (Q) est muni de la norme

N

HUHWLP(Q) = ||u||Lp(Q) + Z

=1

ou
('3:1:Z-

Lr(Q)

Pour p=2, W' (Q) = H* (Q) est muni du produit scalaire

ou Ov
(1, 0) i = (V) 20 +Z (Gazz &El)

L2(Q)
et de la norme associée

3
||u||H1(Q) = ( )
L2(Q)

Proposition 1.1.1 L’espace WP (Q) est un espace de Banach pour 1 < p < oo , il est

81:1

réflexif pour 1 < p < oo et séparable pour 1 < p < o0.

L’espace (Hl (), HHl(Q)) est un espace de Hilbert séparable.
Définition 1.1.2 Soit1 < p < co , W, (Q) désigne 'adhérence de D () dans W' (Q).

L’espace Wy (Q) muni de la norme induite par W'? (Q) est un espace de Banach

séparable, il est de plus réflexif pour tout réel p vérifiant 1 < p < oc.
Théoréme 1.1.1 On suppose que ) est de classe C*. Soit
u€ WM (Q) avee 1<p< oo

Alors les propriétés suivantes sont équivalentes:
(i) u=0 sur I'=0Q
(i1) u € Wy P (Q).



1.1. Rappels sur les espaces de Sobolev

Lemme 1.1.1 (voir[7]) Siu € Wol’p (Q) alors ut,u™, |u| sont dans Wol’p (Q)
avec v = max {u (x),0}, v~ = min{u(z),0} de sorte que u =u" —u~

et |u| = u™ +u". De plus

Vu stu>0
Vut =

0stu<0

0 ssu>0
Vu =

Vu siu <0

Vu siu>0
V|u| = 0siu=0

—Vusiu<0

Par ailleurs, (u‘ag)Jr = UIBQ et (U,|39)7 =,

Théoréme 1.1.2 (Inégalité de Poincaré voir [3])

Soit p un réel avec 1 < p < oo , et ) un ouvert borné de RY alors
17
30> 0’ Vu € WO ? (Q> HUHLP(Q) < ¢ HVUH(LP(Q))N

De plus, Uapplication u — ||Vul| est une norme sur Wy (Q) qui est équivalente

a celle induite par WP (Q).

wr)N

Théoréme 1.1.3 (Inégalités de Clarkson voir [1, p.44]) Soit u,v € LP (). Pour
l<p<oo,soitp =p/(p—1).8i2<p< o0

u+vll? u—vll? 1
- - < 5 (Il + 010y
LP(Q) LP(Q)
utol | flumel” (1” e + ol )
2 Lo () 2 Lo() 2 Lr () 2 Lr(Q)

Si1<p<2, alors

I

r e 1 1 p-l
. ;— . . 9 . < <§ ”UH]ZP(Q) + b) ||U||ip(9)) )
LP(Q) LP()
u+ v’ u—vl’ 1
> 5 (Il ey + 00y -
D) Lo() D) Lo () 9 Lr(Q) Lr(Q)



1.1. Rappels sur les espaces de Sobolev

Théoréme 1.1.4 L’espace <W01’p (), HHWOLP(Q)) est uniformément conveze.

Démonstration. Soit p € [2, 00[,et u,v € W, ” () satisfaisant

||u||W01’p(Q) = ||U||W01’p(Q) =let [lu— U||W01’P(Q) >e€]0,2].
On a

u+vlP u—v _/(‘Vu+Vv ‘VU—VUP>
2 Mg W) 2

o)

(hallwgoy + 0l ) =1

I\UIH

1
<5 [ 4vur+|vor) -
Q

Ce qui donne

“g“pg1—<f)p. (1.1)

Si p € |1,2] alors on a pour tout f,g € LP (Q)

! f_g p/ 1
2

< |5 017+ 1)

p

Si v e Wy"(Q) alors ]Vv]p/ € LP~1(Q) et H]Vv]p/

T L

Soit vy, vy € Wy? (Q). Alors |Voi|” , |[Vue|? € LP~! (Q) D’aprés 'inégalité inverse
de Minkowski (voir Adams [1, p.28]) et étant donné que : 0 < p —1 < 1 et,

[Ivo + 190l | = ivar |+ |iver
Lp=t Lp—1 Lp—1
Par conséquent
u+vl’ u—uvll? U1 + v v — VU
_ ’V 1+ V2 n ‘V 1 2
2 lwirey 12 llwgre 201 20l
vy + vy P vy — vg |
< |||V \Y%
<7 v
Lr—1
_ 1
1 o
< 5/(|Vvlfp+\vvz|p)
[ ©

1

. [ -1
= S oy + 5 1|



1.1. Rappels sur les espaces de Sobolev

Soit u,v € W, (Q) satisfaisant ||u||WO1,p(Q) = ||v||W01,p(Q) =1let|u— v||W01,p(Q) >e€]0,2].

On a

! !
P €

<1- (—)p . (1.2)
W (@) 2

De (1.1) et (1.2), il existe 0 (¢) > 0 tel que |ju + v||W01,p(Q) <2(1-46(g)). m

U+ v
2

Définition 1.1.3 Soit p et q deux réels vérifiant, 1 < q < oo et Ilj + % = 1. On désigne
par W=54(Q) Uespace dual de Wy (Q).

1.1.1 Théorémes d’injection de Sobolev

Enoncons les théorémes "d’injection" continue, ou compacte établis pour les espaces de

Sobolev définis sur un ouvert 2 de R¥Y.

Définition 1.1.4 On dit qu’un espace de Banach X s’injecte de facon continue dans un

espace de Banach'Y et on note X — Y su:

(a) X est un sous-espace de 'Y .

(b) 3 C > 0 tel que pour tout u € X : |ju|y < C |u|l

Définition 1.1.5 On dit qu’un espace de Banach X s’injecte de fagon compacte dans un
)

espace de Banach'Y et on note X —— 'Y si:

(i) X s’injecte de fagon continue dans'Y .

(ii) toute suite faiblement convergente dans X converge fortement dans Y .

Théoréme 1.1.5 (Sobolev, Gagliardo, Nirenberg) Soit 1 < p < N alors

1 1
1,p N p* N . x 2 — o
W (R ) Cc L (R ) ou p* est donné par p_* N

SR

et il existe une constante C = C (p, N) telle que

||u||LP*(]RN) <C ||vu||LP(]RN) , YueWwh? (RN)



1.1. Rappels sur les espaces de Sobolev

Soit 1 < p < N. Alors
W' (RY) — L7 (RY) Vg € [p,p’]
et pour le cas limite p = N, on a
WYY (RY) — LY (RY) Vg € [N, +o0]
Théoréme 1.1.6 (Morrey) Soit p > N. Alors
W (RY) — L= (RY)
De plus, pour tout v € WP (RN) on a
0 (@) = u ()] < Clo -yl IVull pgry pp oy €RY
avec . =1 — % et C' est une constante qui dépend seulement de p et N.

Corollaire 1.1.1 Soit Q un ouvert de RV de classe C', avec I' = 0 borné,

soitl <p<oo, ona

. 1 1 1
Si1<p<N alors WY(Q)—=LP(Q) oo —=-——
@)=L @) on =

Si p=N alors WP (Q) < L1 (Q)  Vq € [p, +o0]

Sip>N alors WP (Q) — L= (Q)
De plus, si p > N alors on a pour tout u € WP (Q)
u () = u ()] < C oy le—3l" po 2, yeQ
avec a« =1 — % et C dépend seulement de Q, p et N. En particulier W () C C (ﬁ) .

Théoréme 1.1.7 (Rellich-Kondrachov) Soit Q un ouvert borné de classe C* .On a

1 1 1
Si p< N alors WY (Q) —— LI1(Q) VYge[l,p*] ot — == — —
(@) == 1) Vo€ L' ot o0 = o=
Si p=N alors WtP (Q) == L1(Q) Vqell,+o0]
Sip>N alors W' (Q) —— C (Q)

En particulier WP () << LP (Q), pour tout p.



1.2. Quelques éléments de la théorie des points critiques

Théoréme 1.1.8 Soit Q un ouvert borné de RY, avec N >3 et 1 < p < N. Alors

N
Wy (Q) —— LI(Q)  pour tout q € [1, N P [
—P

Le nombre p* = NN—_’; est appelé exposant critique de Sobolev.

1.2 Quelques éléments de la théorie des points cri-

tiques

1.2.1 Différentiabilité et points critiques

Définition 1.2.1 (Différentiabilité au sens de Fréchet). Soient X un espace de Banach,
w un ouvert de X et J : w — R une fonction. Considérons u € w, on dit que J est

différentiable au sens de Fréchet au point u, s’il existe o € X tel que
Yoew : J(w)—J(u)={(p,v—u)+o(v—mu)
Posons ¢ = J' (u) que l'on appelle la différentielle de J au sens de Fréchet au point u.

Définition 1.2.2 (Dérivée directionnelle). Soient w une partie d’un espace de Banach
X et J :w — R une fonction & valeurs réelles. Siu € w et v € X sont tels que pour
t > 0 assez petit on a u+tv € w, on dit que J admet (au point u) une dérivée dans la

direction v si
lim J(u+tv) — J(u)

t—0t t

existe. On notera cette limite par J, (u) .

Définition 1.2.3 (Différentiabilité au sens de Gdteaux). On dit que la fonction J d’un
ouvert w d’un espace de Banach X, a valeurs réelles, est différentiable au sens de Gateaux
(ou G-différentiable) en u € w, s’il existe p € X' tel que dans chaque direction v € X on

J (u+ tv) existe pour t > 0 assez petit, la dérivée directionnelle J, (u) existe et on a

lim J(u+tv) — J (u)

t—0t t

= {p,v)

L’application ¢ est appelée la différentielle de J au sens de Gdteauzr au point u (ou la

G-différentielle de J au point u), on note J (u) = ¢

10



1.2. Quelques éléments de la théorie des points critiques

Remarque 1.2.1 Si J est différentiable au sens de Fréchet, alors J est différentiable au

sens de Gateau.
La réciproque est fausse, mais on a le résultat qui suit

Proposition 1.2.1 (voir[9]). Soit J une fonction continue de w dans R et G-différentiable
dans un voisinage de u € w. On désigne par J (v) la G-différentielle de .J en v et on sup-
pose que Uapplication v — J' (v) est continue au voisinage de u. Alors

’

Jw)=Ju)+(J (u),v—u)+o(v—u),

c’est a dire que J est différentiable au sens de Fréchet et sa différentielle coincide avec

!

J (u).

Définition 1.2.4 Soient X un espace de Banach, w C X un ouvert et J € C* (w,R). On
dit que u € w est un point critique de J si J (u) = 0. avec J (u) est la G-différentielle
de J au point u. Si u n’est pas un point critique alors on dit que u est un point régulier
de J. Sic € R, on dit que ¢ est une valeur critique de J, s’il existe u € w tel que J (u) = ¢

et J (u) = 0. Si c n'est pas une valeur critique alors on dit que c est une valeur réguliére

de J.

Définition 1.2.5 Soient X un espace de Banach, F et J € C'(X,R) et un ensemble de
contraintes

S={veX; Fv=0}

Nous supposons que F'v # 0 pour tout v € S. On dit que ¢ € R est valeur critique de J

sur S s’il existe u € S, et A € R tels que
Jw)=c et J(u)—XF'(u)=0

Le point u est un point critique de J et le réel \ est appelé multiplicateur de Lagrange

pour la valeur critique ¢ ou le point critique wu.

Définition 1.2.6 Soit X un espace de Banach et w est une partie de X. Une fonction
J :w — R est dite faiblement séquentiellement semi-continue inférieurement (s.c.i) si

pour toute suite (u,), dew convergeant faiblement versu € w on a J (u) < lim inf J (u,).

11



1.2. Quelques éléments de la théorie des points critiques

Proposition 1.2.2 (voir [9]) Soit X un espace de Banach réflexif, K C X un convexe
fermé et J : K — R une fonction faiblement séquentiellement s.c.i. De plus, si K est non
borné, on suppose que pour toute suite (u,), de K telle que ||u,| — oo, on a J (u,) — oo.
Alors J est bornée inférieurement et elle atteint son minimum i.e.

Jue K, J(u)=inf J(v) =minJ (v)

veK veEK

1.2.2 Théoréme du col de la montagne

Soient X un espace de Banach, J : X — R une fonction de classe C! et I une famille non
vide de parties non vides de X.

Dans la théorie des points critiques, les théoréemes de Min-Max caractérisent une valeur
critique ¢ de la fonctionnelle J comme un Min-Max sur I, cad

= inf J(v).
= RmIe)

Définition 1.2.7 (Condition de Palais-Smale) Soient X un espace de Banach et
J : X — R une fonction de classe C*. On dit que la suite (u,), .y C X est une suite

de Palais-Smale de J si elle vérifie

(J (un)),en €St bornée,

/

J (u,) — 0 dans X'
On dit que la fonctionnelle J wvérifie la condition de Palais-Smale (PS) si toute suite

(tun) ey de Palais-Smale de J contient une sous-suite (uy, ), convergente.

Définition 1.2.8 (Condition de Palais-Smale au niveau c) Soient X un espace de Banach
et J: X — R une fonction de classe C'. Si c € R, on dit que J vérifie la condition de

Palais-Smale (PS.) au niveau c , si toute suite (uy), oy de X telle que

J (up) — ¢ dans R,

!

J (u,) — 0 dans X'

contient une sous-suite (uy, ), convergente.

12



1.3. Quelques critéres de convergence

Théoréme 1.2.1 (du col de la montagne voir [18]) Soit X un espace de Banach,
J € C' (X, R) wvérifiant la condition de Palais-Smale. On suppose que J (0) = 0 et

(1) il existe des constantes p, o > 0 telles que J ||jy=p> a
(I5) il existe un élément e € X, |le|| > p tel que J (e) < 0.
Alors J posséde une valeur critique ¢ > «. De plus ¢ est caractérisée par

c=inf max J(u)
9€T ueg([0,1])

ol

F={geC([0,1], X)[g(0)=0etg(l)=e}.

1.3 Quelques critéres de convergence

Théoréme 1.3.1 ( de la convergence dominée de Lebesgue)
Soit (f,), une suite de fonctions de L' () convergeant presque partout vers une fonc-
tion mesurable f. On suppose qu’il existe g € L' () telle que pour tout n > 1 on ait

Ifull < g pp surQ alors f € L' () et

n—oo

Q

lm = £l =0, [ f@) do=tim [ £ (@) do
Q

Proposition 1.3.1 Soient (f,), une suite de LP () et f € L? (), tels que

[fo = fll oy — O alors il existe une fonction g € LP () et une sous-suite extraite

(fn.),; telles que:
(i) fo (®) = f(x) pp surQ
(ii) |fo (®)] < g(x) pour touti et p.p sur (L.

Démonstration. Soit (f,), une suite de Cauchy dans L (Q2) . On extrait une sous-

suite (fy,), telle que

1 .
| frsc1 — [ @) < 5 powr tout 7 > 1 (1.3)

13



1.3. Quelques critéres de convergence

En effet, il existe n; tel que

1
Hfm - anLp(Q) < 2 pour m,n > ny
On prend ensuite ny > ny tel que
1
||fm - anLp(Q) < ? pour m,n > ng

On poursuit ainsi de proche en proche jusqu’a 'obtention de (1.3). Montrons que (f,,),

converge dans L? (2). On a

1
Posons
i=1
On a alors

1] <1

Du théoréme de la convergence monotone, il vient que p.p sur €2, (h,) converge vers une
limite finie que I'on notera h avec h € LP (£2).

D’autre part, on a pour m > n > 2

[ () = fu ()| < |fin (2) = frna (@)| + o [ fga (2) = fu ()] < () = hna (@)

Il en résulte que p.p sur Q , (f, (z)) est de Cauchy et converge vers une limite que 1’on

note f ().
On a

}T(x) — fn (a:)! < h(x) pourtouti, etppsur avech e LP(Q).

Il en résulte, en vertu du théoreme de la convergence dominée de Lebesgue, que
feLP(Q)et que f, — f dans L? (Q). Ce qui achéve la démonstration du point (7).
Pour la démonstration du point (i7) , il suffit de réitérer le raisonnement en posant

g=1f+h =
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1.4 Opérateurs de Nemytskii

Définition 1.4.1 (Fonction de Carathéodory) Soit 2 un ouvert borné de R™, une fonction
f:Q xR — R est dite de Carathéodory si elle vérifie:

(i) L’application : R — R, t+— f(x, t) est continue pour presque tout x € .
(ii)L’application : Q@ — R, x> f(z, t) est mesurable pour tout t € R.

Définition 1.4.2 On dit que Ny est un opérateur de Nemytskii, associé a une fonction

de Carathéodory f : 0 x R — R 57l est défini par

(Ny w) (x) = f (2, u(z))

Proposition 1.4.1 Pour toute fonction mesurable u, l'opérateur de Nemytskii Ny associé

a une fonction de Carathéodory f : Q2 X R — R est mesurable sur ).

Démonstration. Supposons qu'il existe une suite de fonctions (u,),, , telle que
U, — u p.p, f(x, u, (x)) est mesurable grace a (ii) et d’apres (i) on a

f(z, u,(x)) — f(x, u(x)) p.p, donc f(x, u(x)) est mesurable sur 2. m

Proposition 1.4.2 Soit 1 < p, q < oo des réels et f : Q x R — R une fonction de
Carathéodory. On suppose qu’il existe b € L9(Q) et C > 0 tels que la condition de

croissance suivante:
lf (z, w)| < C |u\§ +b(z) p.p sur) et pour tout u € R (1.4)

soit satisfaite. Alors Ny (LP (Q)) C L?(Q2) et Ny est un opérateur continu de LP () dans
L1(Q).

Démonstration. Soit v € L? (2) d’apres (1.4) et de I'inégalité de Minkowski on a

/If(as, u(z))|*dx < C/|u(x)|pdx+/|b(x)|qu< 00
Q Q Q

Donc Ny (u) € L9(9) .

Montrons maintenant la continuité de Ny
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Soit (uy),, une suite de LP (§2) convergeant vers u. D’apres la Proposition 1.3.1, il existe

g € LP? () et une sous-suite (u,, ), telles que

U, = Uy g, (2)] < g (2) pop sur Q.

On en déduit que p.p sur Q on a f(x, u,, (z)) — f(z, u(z)) et
1 (@, un, (@))] < Clun, (@)]7 +b(2) < Clg (@)] 7 +(a).

D’apres le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue on conclut que
N¢ (uy,) — Ny (u) dans L9 (€2) . En vertu de 'unicité de la limite, toute la suite (Ny (u,)),,
converge vers Ny (u) dans L9 ().

Ce qui prouve que Ny est continu de L” (©2) dans L7 (2). m

Proposition 1.4.3 (voir[5]) Supposons que f : QxR — R est une fonction de Carathéodory

et satisfait la condition de croissance suivante
1f(z,8)] <C|s|" " +b(z) pourzeQ, seR,

ou C' > 0 est une constante, ¢ > 1, b € ¢ (Q), é—l— =1.

2|

Soit F': Q x R — R définie par F (z,s) = /f (x,7) dr. Alors
0

(i) la fonction F est de Carathéodory et il existe C; > 0 et c € L* (Q) tels que
|F (z,8)| < Cy|s|"+c(x) pourxzeQ, seR,;
(7i) la fonctionnelle ® : L9(Q)) — R définie par ® (u) = /F(x,u) est continiment
Q

Fréchet différentiable et ® (u) = Npu pour tout u € L9 ().

Proposition 1.4.4 (voir [12]) Soit Q un ouvert borné de RY | p et q deux réels, 1 < p <
+oo et % + % = 1. Alors Uopérateur défini sur LP () par

u— |ulP " u

est a valeurs dans L7 (S2), de plus il est continu.
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1.5 Théorie des opérateurs monotones

1.5.1 Opérateurs monotones, définitions et premiéres propriétés

Dans ce qui suit, X est un espace de Banach réflexif et séparable et A un opérateur de X

dans X',

Définition 1.5.1 On dit que

(i) A est monotone si Yu,v e X, (A(u)—A(v), u—wv)>0

(i7) A est strictement monotone si de plus (A (u) — A (v), u—v) =0 implique u = v.
(1i1) A est hémicontinu si pour tous u,v € X, lapplicationt — (A (u + tv) , v) est continue

de R dans R.

Exemple 1.5.1 1) Soit J : X — R conveze et différentiable au sens de Gateauz. Alors
sa différentielle J : X — X' est monotone. En effet, soit w = u — v. Alors

J(t) = J (v+tw) est conveze de R dansR, j(0) = J (v),j(1) = J (u), j est différentiable
(de classe C') avec j (t) = (J (v+tw), w). Comme j est convexe, j est croissante, et
écrire que j (0) < j (1) nest rien d’autre qu’écrire la monotonie de J  de plus, comme j
est C' J est hémicontinue.

2) Si X est un espace de Hilbert et A est ['opérateur linéaire associé a une forme bilinéaire
a(.,.) continue par le théoréme de représentation de Riesz alors A est hémicontinu. 1l est
monotone si et seulement si a est positive et strictement monotone si et seulement si a

est définie positive.
Définition 1.5.2 On dit que
a) A est demi-continu (continu de X fort dans X' faible) si

Uy, — u quand n — oo implique Au,, — Au quand n — oo.

b) A est fortement continu si

U, — u quand n — oo impliqgue Au,, — Au quand n — oo

17
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c) A est borné si l'image par A de tout borné de X est un borné de X'.
Remarque 1.5.1 Si A est demi-continu, alors A est hémicontinu.

Cette remarque admet une réciproque assez surprenante, dans la mesure ot ’hémicontinuité

est une condition trés faible.

Lemme 1.5.1 Soit A un opérateur borné, hémicontinu et monotone. Alors A est demi-

continu.

Démonstration. Soit (u,) une suite telle que u,, — u dans X . Cette suite est donc
bornée, et comme A envoie les bornés dans les bornés, A (u,) reste dans un borné de X'
On extrait une sous-suite (u,) telle que A (u,/) — & (car X' est réflexif). En raison de la

monotonie, pour tout v € X, on a

0<(A(uy,)—AW), uy —v)=(Auy), u,y —v)—(A), u, —v)

n

Il est bien clair que (A (v) , u,y —v) — (A (v), u—wv). Par ailleurs, comme A (u,/) converge

faiblement dans X' et u, s fortement dans X, leur crochet de dualité converge:
(Auy) s wy =) = (& u—w)
Par conséquent, on obtient & la limite
YVoe X, 0<{(—A(w), u—v) (1.5)

On va montrer que cette inégalité détermine en fait £ en utilisant un procédé caractéris-
tique des opérateurs monotones et appelé "astuce de Minty". Soit w € X quelconque et

t € R* . Appliquant (1.5) & v = u+tw et divisant I'inégalité obtenue par ¢t > 0, on obtient
(€~ A+ tw) ,w) <0
Faisons alors tendre ¢ vers 0. Comme A est hémicontinu, il vient

Ywe X, (—A(u),w) <0

18
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Cette inégalité est aussi vraie pour —w, donc en fait
VUJGX, <€_A(U’)vw>:

soit
§=Au)
On conclut par unicité de la limite faible des sous-suites extraites de la suite A (u,) et

faiblement convergentes. m
Proposition 1.5.1 Tout opérateur monotone A est localement borné.

Démonstration. Soit A un opérateur monotone. Montrons que pour tout v € X, il
existe un voisinage V' de u tel que A (V') est borné. On raisonne par I’absurde, supposons

qu'il existe u € X et une suite (u,), avec
u, = u et |JAu,|| = oo quand n — occ.
Sans perte de généralité, soit © = 0. On pose
an = (14 || Aug | lual) -
Comme A est monotone il s’ensuit que

+a,(Au,, v) < ay ((Atp, uy) — (A (F0) ,u, £ 0))

< a ([ Aun || lun]| + [[A (F0) [} {Jun £ 0f])

Par conséquent

sup [{a,Au,,v)| <oo , Yve X.

D’apres le théoréme de Banach-Steinhaus, il existe un nombre N tel que
sup ||a, Au,| < N.
On pose b, = ||Auy,|| . Alors
by <a,*N = (1+b,|u,|) N pour tout n.

Puisque |lu,|| = 0 quand n — oo, la suite (b,), est bornée. Contradiction avec le fait

que ||Auy,|| — oo quand n — co. m
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1.5. Théorie des opérateurs monotones

Définition 1.5.3 On dit que A est fortement monotone s’il existe C' > 0 tel que
(Au— Av,u —v) > C |lu—v||*  pour tout u,v € X

Définition 1.5.4 On dit que A est coercif si

1.5.2 Théoréme de Minty-Browder

Théoréme 1.5.1 Soit X un espace de Banach réflexif, séparable et A un opérateur de
X — X' borné, hémicontinu, monotone, coercif alors A est surjectif de X — X', i.e.

pour tout f € X', il existew € X tel que A(u) = f .

Démonstration. Soit f un élément de X'
1¢7¢ étape

a. Comme X est séparable, il existe une suite (u,) de vecteurs de X, vérifiant les

meN*
propriétés suivantes:
1. Toute famille finie de vecteurs est libre,

it. Si X, désigne 'espace vectoriel engendré par (u;) alors X = UensXom.

1<j<m >

b. Résolution dans les espaces vectoriels X, :

Soit m € N*, existe-t-il
(Ai>1§i§m < Rmvwm = Z )‘iui7 <A (wm) 7uj> = <f7 U’j>7vj7 1< .] <m
i=1
On considére 'application F' de R™ dans R™ définie par:

F M,y A) = ((A <Z Au) Jug) = (f, uj>>

On cherche & appliquer le théoréme suivant :

1<j<m

Théoréme 1.5.2 (Point fixe de Brouwer) (voir[10]) Toute application continue de

la boule unité fermée de R™ dans elle-méme admet un point fixe.
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7. De ’hémicontinuité de A, on déduit la continuité de F.

1. 1l existe k > 0 tel que
VAeR™ N >k=F(\).A>0
En effet comme A est coercif
VC >0, 3R, Vue X |ul| >R= (A(u),u) > C|ul
D’autre part on a |(f,u)| < || f]| [|u], d’ou

VC>0,3R>0,%u, |[u >R, u=>_ \u,:

=1

Or
F(A\) A= (A <Z )\U> ,Zm» - <f,ZAiui> > ZAu (=11

Par ailleurs, soit g application de R™ dans R : A — ||>°", A\ju;|| . L’application g est

continue sur la sphére S = {\ € R™| |A\| =1}. Soit a = }\ng g, comme « est atteint et
€

que les (u;), ., forment une famille libre, o est positif et
AeR™ AN =k=g(\) > ka.

Soit C' > || f|| pour k > g, on déduit de ce qui préceéde que pour tout A de R™ |A| > k,
ona F(\)-A>0.
i7i. De (ii) on déduit que la fonction F' ne peut s’annuler que sur la boule By, avec
By ={Ae€R™: |\ < k}. Supposons que F' ne s’annule pas. Soit F; 'application
F(\)k
By, — By, )\—>F1(/\):—|F(/\)|.
La fonction Fj est continue, d’aprés le théoréme de Brouwer, on déduit I'existence de A
dans By tel que F (\) = A, alors [A| =k, d’ou F'(A\) - A > 0.
Mais F'(A\) - A = — |F (A\)| k£ < 0. Contradiction
Donc il existe A de By, tel que F'(\) = 0.

c. Conclusion

v‘)(m73u}m€)<m<14(,wm)>uj>:<f7uj> vja 1§]§m



1.5. Théorie des opérateurs monotones

2°m¢ étape: Convergence de la suite (wp,),,cy -

a. De la coercivité de A on déduit que la suite(wy,),, .y est bornée, en effet

(A (wm) , W)

(A (W) s W) = {f, W) < N f I wm| = [wn,|

< [IfIF-

(A(w),u)

[

Comme lim

[[ufl—o0

= 400, on obtient
3C >0, Vm e N = |w,| < C.

b. L'opérateur A étant borné, la suite (A (wy,)),,cy st bornée dans X .

c. Comme X est un espace réflexif séparable, il en est de méme de son dual, et toute
boule fermée de X, ou de X', est compacte pour la topologie de dualité, topologie qui est
métrisable sur les boules. On note o (X , X ’) la topologie de dualité sur X (resp.oc (X X )

sur X'). Alors il existe une sous-suite extraite de (w,,) notée (wy), oy vérifiant

meN

wy, — w, pour o (X,X/)

Jwe X, Ife X = /
A(w,) = € pour o (X, X)

3°m¢ étape :De la monotonie et de ’hémicontinuité on déduit £ = A (w)

a. En effet, on a
Vj €N, Vp =, (A(wp),u;) = (fu;) == (& u3) = (f,u5).
De la densité de U,,en+X,, dans X, on déduit
& v)=(f,v), YveX.
b. Mais pour tout p, on a (A (w,),w,) = (f, w,), d’ott on déduit
T (4 (), 0,) = (f, ) = (€, 0). (1.6)

Comme A est monotone, on a
Vpe N*, Vo € X = (A(w,) — A(v),w, —v) >0,
qui joint & (1.6) donne a la limite

(E—AWw),w—0v)>0 YWweX
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En particulier, on a
v=w-—au, Ya >0, Vu e X = (£ — A(w —au),u) >0.
Puis en utilisant I’hémicontinuité de A, on obtient

lim(§ — A(w —au),u) = (€ —A(w),u) >0 Yue X..

a—0

De méme pour v = w + au , on obtient

lim(§ — A(w+ au),u) = (€ — A(w),u) <0, Vue X.

a—0

Donc

(€ —A(w),u)y =0 Yue X.

Doué=A(w). m

1.5.3 Exemple d’opérateur monotone

Soit © un ouvert borné de RV, p € |1, 4-00[ et X = W,” (Q) . On se donne une application

F :RY — R continue et monotone au sens ot pour tout A, u € RV :

(FA) = F(u)- A=p) =0

ou - désigne le produit scalaire euclidien usuel dans RY. On suppose que F satisfait la

condition de croissance
VAERN, [FO|<C(1+ AP
pour une certaine constante C.

Proposition 1.5.2 Lopérateur A (u) = —div (F (Vu)) est bien défini de Wy™ (Q) dans

W=14(Q). Il est borné, hémicontinu et monotone.

Démonstration. Soit g 'exposant conjugué de p. Montrons que si u € VVO1 P (Q) alors

A (u) est une forme linéaire continue sur W,” (Q) .
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Soit v € Wy ()
(—div (F (V) ,v) = —Z(ZZ (Vu),v) = D _(F (Vu), 3—9

i=1 =1

N
:/ZF,-(W) gvdx:/F(Vu) Vo da
Ty
Q i=1

Q

et Papplication Wy* (Q) — R, v +—— (—div (F (Vu)),v) est bien linéaire et d’aprés

I'inégalité de Holder, on a

L A

(—div (F (Vu)) ,v)]| < /|F(Vu) Vol dr < /\F(Vu) 1 do /|W|P da

Comme u € W,” () alors Vu € L? (Q) et

/\F(Vu)|qu _ / F (V)| da < /0 (14 Va7 do < /o/ (14 |Vaf) de < oo.
Q Q Q Q
donc [(—div (F (Vu)),v)| < C HUHWOL,;(Q).

Par conséquent, —divF (Vu) € W11 (Q).
De plus, si u est dans un borné de Wy™* (Q), alors Vu est dans un borné de L? (Q) et
par le calcul précédent, F'(Vu) est dans un borné de L7 (2) . Par conséquent, A (u) reste
dans un borné de W=7 (Q).
Enfin, pour tout u,v € W, (Q), on a

(A() = A@),u— ) :/(F(Vu) _ (V) (Vu— Vo) dz >0

0
car F'(\) — F(p) - (A—p) >0 pour tout A\, u € RY. Donc A est monotone. m

Un exemple d’une telle fonction F' est donné par F' () = |A[” “2 X. L'objet de la section

suivante est I’étude de I'opérateur A associé a cette fonction.

1.6 L’opérateur p-Laplacien

L’opérateur p-Laplacien est un opérateur aux dérivées partielles quasi-linéaire elliptique

du second ordre défini par

N
Ay — di p—2 _ p—4 P=2 A -2 A A AL
pu = div (|VUI VU) |Vl {’VU, u(p )Z — Oz; Ox; 0r,01;

6,J=1

ou Ou 0%*u }

24



1.6. L’opérateur p-Laplacien

avec 1 < p < 400, cet opérateur sous forme divergence est dégénéré lorsque p # 2 et pour

p = 2, le p-Laplacien coincide avec le Laplacien usuel A.

1.6.1 Propriétés de opérateur p-Laplacien

Considérons maintenant 1'opérateur p-Laplacien défini sur 'espace de Sobolev W™ (Q)
dans son dual W14 (Q) ot Q est un ouvert borné de RY, p et ¢ deux réels, 1 < p < oo
1,1
Quel que soit u de VVO1 P (Q), pour tout i, 1 < i < N, on déduit de la proposition

(1.4.4) que g—“ % appartient & L7 (), d’ot on peut définir application suivante sur
(Wo™ ()’
al P72 du v
d
<u’ U) /Z 8"171 8@ 0% v

=1
Théoréme 1.6.1 Pour tout u de Wy (Q), Uapplication
WP (Q) = R, v+ a(u,v)

est une forme linéaire continue, d’ow il existe un unique élément, noté A (u) de (Wol (),
tel que
a(u,v) = (A(u),v), Yo e Wy (Q).

Lapplication A : Wy (Q) — (W,* (Q)), , u— A(u), est notée

P72 Oy

Démonstration. Pour tout u de Wy? (Q), Papplication de Wy (Q) dans R qui a v

0@

associe a (u,v) est bien linéaire, de plus elle vérifie

< C”U”ngp(g)

895@ 83&1

Lp La

D’ou elle est continue et il existe un unique f de W=17(Q), tel que a (u,v) = (f,v). De
I'unicité de f on déduit existence d’une application A de W, ” (Q) dans W7 (Q), telle
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1.6. L’opérateur p-Laplacien

que A (u) = f.
Pour tout ¢ de D (Q2) on a

ou |72 du dyp

P72 Oy
vl RO

P2 Ay
8@»

Définition 1.6.1 Soit r —— @ (r) une fonction continue monotone strictement crois-

ou

D'ou, A= —-A,, avec

N

=4y (u) = _Z ;; (

=1

ou
al’i

—A, est I'opérateur p-Laplacien. m

sante de RT — Rt & (0) =0, ® (r) — oo sir — oo. Une application J de X — X' avec
X un espace de Banach, est dite "application de dualité"” relative a ® si les conditions

suivantes ont lieu
(J(w),u) = |7 (W)l Jull VueX
17 (W], = @ ([[ull) Vu e X
Remarque 1.6.1 Naturellement cette notion dépend de la norme choisie sur X.

Par exemple

1
i = ().l = (10l ) = gy @ 00) = 19" alors 7 (1) = a0
Q

SAL

Si X =W,"(Q), HuHW&,p(Q) = (g{ |Vul? dx) , @ (r) =rP~! alors

p—2
ou
=-A )

ou
@a:i

J(u)z—zaii<

_ _ p—1
avec [|=4, (u)ll, = @ (|lull) = [lullyrq, -

*

Proposition 1.6.1 L’opérateur —A, est borné de Wy™ (Q) dans W19 ().
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Démonstration. De ’expression de la norme dans un espace dual, on déduit

Yue WoP (), =8 (W1 = sup (=4, (u),v)].

veEW, P() |lv]|<1

Pour tout v de W, () on a

(=42

N D
ou ||
< (S]] ) e
=1

8:62 8:1:1

Donc
=2y (W)lyy-14q <||U||W1p 0

Soit B un borné de W, ” (2), alors

3 M > 0,%u € B, flull <M = =By () 100y < M,
Ainsi 'image par —A, d’un borné B de W, (Q) est un borné de W-19(Q). m
Proposition 1.6.2 L’opérateur —A, est hémicontinu de W, () dans son dual W9 (Q) .

Démonstration. D’aprés le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, on

déduit que pour tout (u,v,w) € (Wol’p (Q))3 , Papplication de R dans R

p—2
ou ov '\ Oow
t— (=4, (u+tv), /Z (axi+t8xi) 0xidx

est continue. m

Bmz ox;

Proposition 1.6.3 L opérateur —A, est monotone de W, (Q) dans W14 (Q) .

Démonstration. L’application qui a ¢ de R associe |t[’ dans R étant convexe, on

déduit que sa dérivée est une fonction croissante, donc

V(t,r) e R ([tP2t—|rP%r) (t —r) > 0.

P72 Oy
axi

ou
8:52-

ov
81}

p—2
v ou  Ov

(=8 ()= () u=e) = [ > (

Par conséquent —A,, est monotone. m
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Proposition 1.6.4 L’opérateur —A,, est coercif de Wy (Q) dans W19 (Q).

Démonstration. Comme ) est un ouvert borné de RY, on déduit de I'inégalité de

Poincaré que
P
do = lul.,

ou
81'1'

@

«Ammwzfé

Awa) _ iy Ll?

flull ull

D’ou lim

ull = lim ||Ju|"'=+cccarp>1 m
ul||—o0

lul—oo | ][ —o0

Corollaire 1.6.1 Soit Q un ouvert borné de RY, p un réel vérifiant 1 < p < oo ; alors

o o 1, - .
Uopérateur —A,, est surjectif de Wy () dans W—11(Q), ou ]l) + % = 1.

Démonstration. —A, est un opérateur borné, hémicontinu, monotone, coercif . On
déduit du théoreme de Minty-Browder que I'opérateur —A,, est surjectif de W, * (Q) dans
W11(Q). =

Lemme 1.6.1 (voir [8]) Soit x,y € RN . Alors

cplz =yl (Jal + 1y’ si p=2

[l 2 = |yl y| < .
p—1 :
el —y| st1<p<?2

avec ¢, indépendante de x et y.

Lemme 1.6.2 Soit z,y € RY et (.,.) est le produit scalaire usuel dans RY. Alors

_ _ cplr —yl” st p=>2
(JoP o — [y 2y, 2 —y) > o ,
pW st 1< P <2
Démonstration. Par homogénéité, on peut supposer que |z| = 1 et |y| < 1. Par

ailleurs en choisissant une base dans R, nous posons

T = (1707 '-'7())7 Y= (3/171/2707 70) et \/ y% +y§ S L.

(1) Cas 1 < p < 2. Il est clair que l'inégalité est équivalente a la suivante

3 AN
(! Y2 (1+ Yi +y2>
Iy | (I —y) + = >
(¥ +y3) 2 (2 +42) 2 (1—yi)" + v

28




1.6. L’opérateur p-Laplacien

Or
1 Y1 > 1_#2@—1)(1—%)’ si0<y <1
(Vi +) L=y = (=D -p), siy<0
Alors

2—p
(L+Vy?+£>

11—y’ +y3

(P—U{U—ﬂ3?+£}

(7i) Cas p > 2, il suffit de montrer que

>p—1

p—
2

p—2 p—2
[Pwdﬁ+£)}ﬂ—wﬂw%ﬁ+£V

2 >C (1.7)
2 2\ 2
(T —w1)" +3)
Posons t = % et s = f;”“?' puis, il faut montrer que la fonction
1— (P +t) s+tP
f (ta S) = D
(1 —2ts +2)2
est borné inférieurement. On a pour un ¢ fixé, % =0si
2 +1
1— (" +t) s+tP = (1—2ts+1%).

Alors pour un point critique s de f, on a

P2 4+1 1
f(ts)= >

1241 1 2411
= 2 - Sy > - min ———— s >
P (1—2ts+12) 2 p(t+1) pO<t<i (t+ 1) %

D’ou f est bornée inférieurement. m

Théoréme 1.6.2 Soit Q un ouvert borné de RY.

a) =0, : WP (Q) — W1(Q) est uniformément continu sur tout ensemble borné de
Wy™ (Q) .

b) (=A,) " WL (Q) — WP (Q) est continu.

¢) L’opérateur composé (—A,) ™"

WH(Q) — Wy () — L1 ()

Np

est compact si 1 < q < Nop
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1.6. L’opérateur p-Laplacien

Démonstration. a) Considérons un ensemble borné B de W™ (Q), i.e.
AM >0, Yue B : ||u||W01,p(Q) < M.
Alors pour tout u,v € B on obtient

|—Apu — (_Apv)”Wflyq(Q) = Sup [(=Apu — (=Ay0), ©)]

=1
el 1.2y

=  sup / (IVu’2 Vu — |Vo|P "> Vv) Vda| .

llell1,p, gy =1
WOP(Q) Q

D’apres le lemme (1.6.1) , on obtient
¢, sup [ (|Vu| +|Vu|)P 7 |Vu — V| [Ve| dx, sip>2

¢, sup [|Vu— Vol | Velde, sil<p<?2

|=Apu — <_Apv)||w—1,q(g) <

Par I'inégalité de Holder, on conclut que

2 C, MP2||Vu — Vv . si > 9
|—Apu — (_APU)HW—LQ(Q) < p I ||LP(Q) .p
Co MHvu_vaLP(Q)a sip<2

D’ou —A,, est uniformément continu sur B5.
b) D’apres le corollaire (1.6.1) , on a —A,, est surjectif , il reste a montrer I"unicité d'un
élément u dans Wy P (Q) tel que —A,, (u) = f. Soit uy,us € Wy () tels que
_Apul =fi, — Apu2 = fa.
Alors
(=8 (u1) = (A (u2)) , (ur — ua)) = (f1 = fo,u1 — un).

D’apres le lemme (1.6.2), on a

(= (u1) = (=8, (u2)), (1 —ua)) = [ (V" Vg — [Vuo|" ™ Vg, V (uy — 1)) do

SEAN

Cp [IV (g —u2)[Pde, sip>2
0

A%

V (u1—u2)|? .
CPS{WCZ.T, sil<p<?2,
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1.6. L’opérateur p-Laplacien

Sip > 2 alors

19— ) d < D1 = Flly s 19 a1 = )]
Q

D’ou
1 =
IV (ur —ug)l[pp < Do | f1 — f2||5[/il,q(9) :
En particulier, si f; = f, alors u; = us.

Sil<p<?2alors

|V(U1—U2)|2
dr < C _ . v — o
Q/ [Vl + Wagl 7™ < G M= Plhworagy lon = vl oy

Par I'inégalité de Holder, on obtient

2-p)p

Viiu —u P (2—p)p
[ vt an = [ =L 4 90y 5
) (V| + V) 5

Q
P 2—p
2

, 2-p
< / |V (Ul —U2)|2_pdx /(|VU1| + |Vu2|)pdx
) (V| + V) J

Donc

hSA

(£|V(u1 —U2)|pd:p)

<Gyl = ol ey

P

(”“”'W&*”(n) +lallwpe o)
Dans ce cas, on a démontré a la fois I'existence et la continuité de I'inverse de 'opérateur
—A,.
c) D’apres b), on a (—Ap)_l est continu de Wol’p (2) dans W14 (). Comme WOLP (Q)
s’injecte de fagon compacte dans L7 () si 1 < ¢ < A",’—pr. alors 'opérateur composé
(=A,) " W (Q) — WP (Q) — L1(Q) est compact.

D’ou le résultat. =

Théoréme 1.6.3 Soit Q un ouvert borné de RY, avec N > 3. Pour p € |1,+00| , nous
définissons la fonctionnelle W : Wol’p (Q) — R par

W (1) :%/|Vu\pdac

Q
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1.6. L’opérateur p-Laplacien

alors U est différentiable sur W, (Q) et

(U (u),v) = / \VulP~? Vu - Vods = (—Apu, v)

Démonstration. Considérons la fonction ¢ : RY — R définie par ¢ (z) = 1—17 |z|” | qui

est une fonction de classe C' et Vi (z) = |z|’~> . Pour tout z,y € RN, on a

i £ @ ty) — o (2)

72
t—0 t

= |z|""x-y.

Par conséquent

lim
t—0

|Vu(z)+t Vo §$)|p — |Vu (x)? 1V (x)|p—2 Vu(z)-Vou(z) p.p sur Q.

Par le théoréme de Lagrange il existe 6 € R telle que |0] < [¢| et

|Vu+t VolP — |Vul’

. <||Vu + 0Vo|”* (Vu+ Vo) - Vo| < C (|Vul" ! [Vo] + |Vol’) € L' () .

Gréce au théoréeme de la convergence dominée de Lebesgue, on obtient

/ Vu+t Vo]’ — \Vu\p
t~>0

p =/|Vu|p2Vu-Vv dr.

Enfin U est Gateaux différentiable et

(W, (u) /\Vu\p Vu - Vo dz.

Nous allons maintenant montrer que ¥y, : W, * (Q) — (I/VO1 P (Q))l est continue. A cet
effet nous considérons une suite (uy),oy dans W,” () telle que u, — u dans W, ? (Q).
D’apres la proposition (1.3.1), il existe une sous-suite qu’on note aussi (uy) telle que

» Vug (x) — Vu(x) p.p sur Q quand k& — oo.

» 1l existe w € L' (Q) telle que |Vuy, ()" < w(x) p.p sur Q, et pour tout k € N

Nous avons

(Ve (u) = Vg (up) / (IVu"? Vu — |Vug [P~ V) - Vo dz
Q
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1.6. L’opérateur p-Laplacien

et

/ (V"2 Vu — |Vug [P~ V) - Vo da
Q

p—1 1
p
_p_
< /||Vu|p_2 Vu — | V[P Vug | d /|Vv|p dx
Q Q
p=1
P
_p_
< /||Vu|p_2Vu— IVl Ve Tz | ol
Q

Comme on a

|96 () = W ()| = sup {|(¥6 () w6 @) )|, vewsT @ ol = 1]

donc
p—1

P

H\IIIG (u) — Ty, (uk)H < / HVu]p_Q Vu — |V [P? Vuk}ﬁ dx
0

IV, ()P Vg, (2) — |Vu (2)P> Vu(z)  p.p sur

et

[ VulP " Vu — [Vug "> Vg, |77 < O (|Vug]” + [Vul?) < C(w + [Vul?) € L' (Q) .
Par le théoréeme de la convergence dominée, nous obtenons

/ ||Vu|p*2 Vu — |Vug P2 Vuk|”pf1 dr — 0
Q

et donc

qu’G (uy) — W (u)H 0.

D’ott Wy, est continue. Par conséquent W est Fréchet différentiable avec ¥ = U,,. m
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CHAPITRE

Premiére valeur propre
de 'opérateur

p-Laplacien

Une valeur propre de 'opérateur p-Laplacien est un nombre réel A pour lequel il existe

une fonction u € Wy (Q) solution non-triviale de
~Aju=Auff ?u dans Q, wu=0 sur 0N (2.1)

ot ) est un ouvert borné de RY. Les solutions faibles de cette équation sont les fonctions
propres. Nous étudions dans ce chapitre les différentes propriétés de la premiére valeur
propre (simplicité, isolation,...), Concernant le probléme de existence d’autres valeurs
propres, nous allons voir qu’il est possible de construire par des méthodes variationnelles

une suite de valeurs propres positives tendant vers I’infini en considérant la fonctionnelle
B (u) = %/Mp dx restreinte a la variéte M = { v € W, 7 (Q) : %/|Vu]p dr = «
Q Q

Posons B = By;. Les valeurs propres de —A,, peuvent alors étre sous la forme Bi ol
k

3, sont les valeurs critiques de la fonctionnelle B.
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2.1. Existence de la premiére valeur propre

2.1 Existence de la premiére valeur propre
L’interprétation variationnelle de I’équation (2.1) est la suivante:

Définition 2.1.1 On dit que X est une valeur propre, s’il existe une fonction u € Wol’p (Q),

u # 0, telle que

/|Vu|p2 Vu-Vou dr = )\/ lwPu v dz  pour tout v € Wy (Q). (2.2)

Q Q

La fonction u est appelée fonction propre. On dit aussi que (u, \) est une solution propre

de (2.1).

Remarquons que si on remplace v par u € W, (Q) dans (2.2) on obtient A comme le

quotient fonctionnel suivant:

[ IVul’ dzx
Q

/|u|p dx
Q

Ce quotient est appelé le quotient de Rayleigh.

(2.3)

La premiére valeur propre de 'opérateur p-Laplacien est notée par A\; et elle est définie

par

f |Vul? dx
Ar = inf (2.4)
uEWO (Q) /|u|pdx

Le résultat d’existence de la premiére valeur propre est donné par le théoréme suivant

Théoréme 2.1.1 Soit Q un ouvert borné de RY, N > 3 et 1 < p < N. Considérons
A1 définie par (2.4). Alors Ay > 0 et cette borne inférieure est atteinte par une certaine
fonction u € Wy (Q)\ {0}. La fonction u peut étre choisie positive et satisfait (au sens

faible) léquation (2.1) , u est appelée la premiére fonction propre.
Démonstration. Pour v € W, 7 (), posons I (u /]Vu|p dz, J (u /|u\p dx,

et on définissons le quotient fonctionnel Q : Wy™* (Q )\{O} — R par Q (u) = Tu)) alors
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2.1. Existence de la premiére valeur propre

A= inf @ (u). D’aprés l'in¢galit¢ de Poincaré, 3C > 0 : [Jul[,q) < Cl|Vull7pq -
u€Wy P (Q)
u#0
Par conséquent \; > % > 0.
P
Soit (uy), est une suite minimisante telle que H||vu ZT‘LLLP — A1, il est clair que |uy| est
LP

aussi une suite minimisante de (), ainsi on peut supposer que u (xr) > 0 p.p sur €.
On peut normaliser (u;) en posant ||ug|/,;, = 1 pour tout k. Alors, d’aprés le théoréme
d’injection de Sobolev 1.1.4 On déduit que

» up — u dans WhH? (Q).

» u; — u dans LP ().

» uy () — u(z) p.p sur L.

En particulier J (u) =1 et u (x) > 0 p.p sur €. Par la semi-continuité inférieure pour

la topologie faible de la norme, on a
Qu)=1(u) < h,ﬁn inf I (uy) = lilgn inf @ (ug) = Ay

Ainsi 3 u € Wy (Q)\ {0} et Q(u) = ;. Les fonctionnelles I et J sont différentiables

alors il en est de méme pour @), et

qui n’est rien d’autre qu’une solution faible de (2.1). =

Lemme 2.1.1 Toute fonction propre u; associée o la premiére valeur propre \; est de

signe constant sur € (c-a-d uy > 0 ou bien uy < 0 sur Q).

Démonstration. Si u; est une fonction propre associée a A; i.e. u; minimise le
quotient de Rayleigh (2.3) alors v = |u;| est aussi un minimiseur et donc une fonction
propre. Comme v > 0 alors v > 0 car sl existe g € 2 tel que v (z9) = 0, d’apres

I'inégalité de Harnack (voir [7]) pour toute fonction propre positive

maxv < Cp, - néinv

B, r
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2.1. Existence de la premiére valeur propre

ot B, = B (x,r) et B (x9,2r) C €. Il en résulte que v = 0 dans B, pour tout r > 0. En
conclusion v = 0, ce qui est impossible car v est une fonction propre. Par conséquent

|ug| > 0 sur ©Q, par continuité u; est de signe constant. m

Proposition 2.1.1 Soit (Q;); une suite ezhaustive de = U Q; telle que
j=1

0 CQC3C ...

Alors

Jj—0o0
Démonstration. On a A\ (1) > A1 () > ... > A1 (). Etant donné € > 0, il existe

une fonction ¢ € D (12) telle que

/ Vol da
K W

car A1 () est Uinfimum. Pour j assez grand, supp(y) C €2;. D’ou

/|Vs0|”d:r /|Vg0|”dx

A (@) € 2 ==
[iorae [ jeras
Q; Q

Par conséquent A\; (Q2) < A; (©2;) < A1 (Q) + € pour j suffisamment grand.
Dot lim A; () = A, (). m
j—00

< )\1 (Q) + .

Lemme 2.1.2 Si A > \; alors il nexiste pas de fonction propre positive associée a la

valeur propre \.

Démonstration. On raisonne par I'absurde, supposons qu’il existe une fonction
propre v positive associée a la valeur propre A > ;. En utilisant la proposition précédente,

on peut construire un ouvert régulier 2* CC 2 tel que

AT = A () < A
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2.1. Existence de la premiére valeur propre

Soit v} la premiére fonction propre sur 2*. Comme 02* est régulier, on a vi € C (W) et
v} = 0 sur 9Q*.Car

minov > 0.
Q*

Nous pouvons arranger de telle sorte que

vi <wv sur Q. (2.5)
On définit )
AT\ P!
k=~ avec 0 < k < 1. (2.6)

Montrons que

—div (|Vvi[P72 Vop) < —div (|V (k0)[P 2V (k)

et par suite

vy < kv sur Q% (2.7)

Pour une fonction test ¢ > 0, en utilisant (2.5) et (2.6) pour vérifier

/ (Ve P2 Vo, V) da = Al / (W) do

Q* Q*
< X{/vplw dr = )\/ (kv)P ' da
Q* Q*
= [0 o)l ¥ () V)
Q*

on peut prendre ¢ = (v — xv), . Il s’ensuit que

/ (V0P Vi — |V (k0)[P 2V (ko) , Vi — V (kv ))dz < 0

*
vy > KV

et donc v] < kv par I'inégalité élémentaire
(Ib]"*b —|a|’*a,b—a) >0 pour a # b.

On répéte la procédure, maintenant avec kv a la place de v et on conclut que v} < x%v.
Par récurrence

0<vf <rKv—0 quand j — oo,

d’out v] = 0. Ce qui est impossible car v est une fonction propre. m
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Remarque 2.1.1 Ce lemme montre que l’équation (2.1) n’admet pas de solution faible

positive pour A > Ai.

2.2 Simplicité

Nous montrons dans cette section que la fonction propre associée & la premiére valeur

propre est unique & une constante multiplicative pres.

Lemme 2.2.1 (voir [13 p.162])(i) Pour tout p > 1 et wy,wy € RY tel que wy # wa, on a

jwal” > Jwn [P+ p [wi " wy - (we —wy). (2.8)
(13) Sip > 2 alors
P
_ Wy — W
lwal? > w1 P + p |wi|P% wy - (wy — wy) + % (2.9)
pour tout wy, wy dans RY.
(7i1) Si1 < p <2 alors
2
_ Wy — W
jwnl? > funl? + plunP2 wr - (s — wi) + C (p) — 2= (2.10)

(lwi| + wa])*7”

pour tout wy, wy dans RY. (C (p) est une constante positive qui dépend seulement de p)

Théoréme 2.2.1 La premiére valeur propre A1 est simple, i.e. si u et v sont deuxr fonc-

tions propres associées a A1 alors u = av pour un certain c.

Démonstration. Considérons les fonctions 1, = u—vPu'"? et ny, = v—uPv' P comme

fonctions test dans

/\Vu|p2Vu~V77i dx:)\l/]u\p2u n, de, i=1,2, (2.11)
0 Q

Posons pour € > 0, u. =u+¢, v.=v+ec et

P __ 4P p __ 4P

_ e Ve t _ U Ue

m = p—1 el 1y = p—1
Ué‘ ,Ug
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Donc le gradient de 7, est

v \? v \"!
Vi, = (1+(p— 1) (u—a> )Vue—p(u—a) Vv,

et par symétrie, nous obtenons V7, de la méme fagon. Nous substituons 7, et 7, dans

I'équation (2.11) et en sommant, nous obtenons

uP~! Pl

)‘1/ (F - f) (uf —of) dx

Q

v. \? w\?

- [((1+o-0 (%) ) wur+ (14 0-0 (%)) wur) do

Q c ©

v p—1 u p—1

- / (p (u—e) VP> Vu. - Vo, + p (U—E) Vv |P 2 Vo, - Vug) dx

(u? —oP) (|Viogu.|" — |Viogv.|") dx

pu? |V log va|p*2 Vloguv. - (Vlegu. — Vloguv,) dx,

0
Q/

— /pvf IV logu.|" > Vlogu. - (Vlogv. — Vlogu.) dx
Q
Q/

D’apres U'inégalité (2.8) le dernier membre est < 0 et grace au théoréme de la convergence

de Lebesgue

wup~t P!
lim ( — — —_1) (uf —vP)dx = 0. (2.12)
e—0+ ug vE

Maintenant, si p > 2, nous appliquons 'estimation (2.9) pour w; = Vlogu., ws =

Vlogv. et vice versa nous obtenons

1 1 wup™t Pl
0< c(p)/ (— + —p) [v:Vue — u V|’ de < —)\1/ <ﬁ - ?) (ul —v?) dx
u
Q Q

D
U@ /U/g g €

D’aprés (2.12) nous concluons que vVu = uVu sur §2. Par suite u = av pour une certaine
constante a. De méme si 1 < p < 2 nous utilisons l'estimation (2.10) pour les mémes

fonctions w; et wy et nous obtenons

_ 2 p—1 p—1
0<c(p) / (ve + Us)p (Usus)p |v-Vue — uVo| dr < _)\1/ (u __ U__1> (w? — o) d.
Q

J (Ve |Vue| + ue \Vv€])2_p ul” vP

En utilisant (2.12), nous arrivons de nouveau a la dépendance souhaitée u = av pour

une certaine constante o. m
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2.3 Isolation
Théoréme 2.3.1 L’ensemble des valeurs propres de l’opérateur p-Laplacien est un fermé.

Démonstration. Supposons que Aj, Ag, ... est une suite de valeurs propres qui con-

verge vers A # oo et soit ug, us, ... sont les fonctions propres normalisées, ||uy|| o) = 1-
On a
/ V[P~ Yy, - Vipdz = A, / lug |’ ugndz ¥y € D () (2.13)

Nous montrons que A est une valeur propre. Pour 1 = u;, dans (2.13) nous obtenons

)\k:/|Vuk|pd:v

D’aprés le théoréme de Rellich-Kondrachov il existe une sous suite (ukj) et une fonction
u € Wy (Q) telle que ug, — u dans L?(Q) et Vug, — Vu dans LP (Q). Il s’agit de

montrer que cette fonction u est la fonction propre associée a \.

/ [}Vuk.‘pd Vg, — |Vu|p*2 Vu} -V (uk]. — u) dx
_/\k/|uk|p2 Ug, — U dx—/|Vu|p >V - (Vuk—Vu)d

La premiere intégrale du second membre tend vers 0, car Huk] — — 0 et de méme

UHLP(Q)
pour la deuxiéme intégrale par la convergence faible du gradient. Par conséquent on
obtient

lim [}Vukj ’pi? Vuy, — \Vu\pi2 Vu] . [Vukj — Vu} dr = 0.
j—o00

Q
D’apres I'inégalité

2P lwy — un P < [|w2|p_2 wy — |w [P wi] - (wa —wy) pour wy,wy € RY et p > 2

on a

J—00

lim / |Vug, — Vul” dz = 0.
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Donc uy, — u dans Wy” (). pour p < 2 il existe une inégalité similaire. Ainsi on peut

passer a la limite sous le signe intégrale dans (2.13) et on obtient

/ \Vul" > Vu - Vidz = )\/ luP"% undz.

Q Q

ce qui montre que A est une valeur propre. m

Corollaire 2.3.1 (voir [17]) Soit Q est un ouvert borné de RN avec T' = 99 est de classe
Ct et (u,\) est une solution propre de (2.2) et Q" = {z € Q, u(x) > 0} tel que || > 0.

Alors il existe deux constantes c et r indépendante de u et \ telle que
QT > [(A+1) " =8>0.
Ce résultat est vraie pour Q= = {x € Q, u(z) <0}, si |Q27| > 0.

Théoréme 2.3.2 La premiére valeur propre Ay est isolée dans [’ensemble des wvaleurs

propres de l’opérateur p-Laplacien.

Démonstration. Supposons que A; n’est pas isolée. Alors par le théoréme (2.3.1) il
existe une suite d’éléments propres {(u,, A,)} tels que u, — u dans VVO1 P(Q) et N, — Mg,
ou u est la fonction propre associée a \;.

Supposons que ||u,|| = ||u|]| = 1 pour tout n et que u > 0 sur 2. Définissons pour

tout n

Q, ={reQ u,(z) <0} et Q' ={z€Q u,(z)>0}.

D’apreés le corollaire (2.3.1) , il existe a > 0 tel que [€2,,;| > a > 0 pour tout n, i.e. la mesure
|2.| est uniformément bornée inférieurement. Comme u est continue et positive sur €2, il
existe € > 0 tel que || > Q| =%, 0u Q. = {z € Q, u(x) > ¢} . Par le théoréme d’Egorov

il existe un sous ensemble E de €. tel que |F| > |Q.| — ¢ et u, converge uniformément

1
vers u dans E. Ainsi il existe n. tel que |u, (r) —u (x)| < 5, pour tout » € E et pour tout
n > n.. En particulier E C Q. Ainsi |Q,_ | < |Q|—|E| < |Q—|Q[+2 < [Q]—|Q+% = 2.

Contradiction , Par conséquent \; est isolée. m

Remarque 2.3.1 Le fait que A\ est isolée dans l’ensemble des valeurs propres nous per-

met de définir la deuziéme valeur propre par Ay = min {\ € VP (=A,) : A > A\ }.
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2.4 Existence d’une suite de valeurs propres par le
principe du Min-Max

Dans cette section nous montrons qu’il existe une suite de valeurs propres positives qui
tend vers 'infini par une technique de Min-Max.

Considérons la fonctionnelle suivante

1
B:W,?(Q) — R définie par B (u) = 2—9/|u|p dx
Q

et
b: Wy (Q) — W19(Q) deéfinie par b(u) = |ul’ > u
telle que
(B (u),v) = (b(u),v) YveW,?(Q).

L’opérateur b et B ont les propriétés suivantes:

» B est compact en vertu du théoréme d’injection de Sobolev.

» b et uniformément continu sur tout ensemble borné ( il suffit de remplacer 'opérateur
—A, par b dans le théoréme(1.6.2 (a)) .

» b est impair et B est pair.

L’idée consiste a obtenir les points critiques de B (u) sur la variété
Lp 1 p
M=<ueW,"(Q)| - [ |Vul’dzr =«
p
Q

L’opérateur —A,, étant borné. Par ailleurs , nous pouvons définir une application

A WP (Q)\ {0} — ]0, oo par

RSA

pa

AMu) = [ |Vul? dx
Q

qui est pair et bornée sur un sous ensemble ne contenant pas I’origine, de plus A (u) u € M

et sa dérivée est donnée par

—(p+1)
p

N (u), ) = — b % / Yl dz (—Ayu,0)  pour tout v € WP (Q).
Q
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2.4. Existence d’une suite de valeurs propres par le principe du Min-Max

Par conséquent

’

(—A,u,v) =0 implique (A (u),v) =0 (2.14)

et (—Apu,u) =pa, siue M
Pour tout u € Wy* (Q)\ {0}

i = (1) 8 0@ A w0 = 52

La prochaine étape consiste a construire une application appelée flot sur M relative a
B et le lemme de déformation correspondant qui nous permet d’appliquer la théorie de
Min-Max.

Soit J : W14 (Q) — W, (Q) est une application dualité telle que pour f € W14 (1)
on a

LT ) = ly-ra@y et 1 (Dllwzog = 1o

En tenant compte des propriétés de .J, nous définissons les applications

D:M— W (Q) et T: M— W, (Q) par

D (u) = b(u) - % (—Au)

et
T (u) = J (D (u)) — <_A<ff"A‘iﬁ§“))>u.

Par un calcul direct nous vérifions que
(b(u), T (u)) = | D (u)|]* pour ue M
et
(—=Apu, T (u)) =0 pouru € M. (2.15)

Par ailleurs, par définition, 7' est impair,uniformément continu et borné sur M. Par

conséquent, il existe deux constantes v, > 0,29 > 0, telle que

lu+tT (u)|| > vy, pour tout (u,t) € M x [—tg,to]
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2.4. Existence d’une suite de valeurs propres par le principe du Min-Max

Par conséquent nous définissons ’application flot comme suit

H: M x [~to,to] — M
(u,t) — H (u,t) = A(u+tTu) (u+ tTu).

(2.16)

telle que
» H est impair, i.e. H (u,t) = —H (—u,t) pour ¢ fixé.
» H est uniformément continu.
» H (u,0) =u pour tout u € M.
le prochain résultat montre que H défini une trajectoire sur M pour laquelle la fonc-

tionnelle B est croissante.

Lemme 2.4.1 Soit H l’application définie par (2.16). Alors il existe une application

r: M X [—tg,to] — R telle que hH(l)?“ (u,7) = 0 uniformément en u € M, et

B (H (u,t)) :B(u)+/{\|Du||2+7’(u, s)}ds  pour tout u € M, t € [—to,to].
Démonstration. On a (B (u),v) = (b(u),v) et H (u,0) = u donc
B (H (u,t)) +/ —H(u s)) ds (2.17)

En tenant compte de (2.14) et (2.15) nous obtenons

2H (u,s) =

B 0 (A (u+ 8T (u))) (u+ sT (u))

Os
= </\’ (u+ 8T (w),T (u) (u+ sT () + A(u+ sT (u) T (u)
=\ (u+sT(w) =X (u),T (u) (u+ sT (u))

+ AN (u+sT (w) = A(w)T (u) + A(u) T (u).

Posons
R(u,s) = (XN (u+sT (u) =X (u), T (u) (u+sT (u)+ (A(u+sT (u) — ()T (u)
donc £ H (u,s) = R(u,s)+ T (u). Comme T est borné et A, A sont uniformément
continu
lim R (u, s) = 0 uniformément en u € M.

s—0
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2.4. Existence d’une suite de valeurs propres par le principe du Min-Max

D’ou (2.17) devient
t

B (H (u,t)) = B (u) + /(b(H (u,)), R(u,s)+T (u))ds

0
t

=B<u>+/<b<u>,T<u>>+r<u,s>ds

ou 7 (u,s) = (b(u), R(u,s)) + (b(H (u,s)) = b(u), R(u,s)+ T (u))
et ainsi r (u, s) — 0 uniformément en u € M, quand s — 0. Mais

2
(b(u), T (u)) = |ID (w)llyy-1.40

D’ou le résultat. m

Nous pouvons maintenant formuler le résultat de déformation nécessaire, pour tout

£ > 0, considérons I’ensemble suivant
Ag={ue M| B(u) > 5}

Lemme 2.4.2 Soit § > 0 fixé et supposons qu’il existe un ouvert U C M, telle que pour

0,p >0 avec 0 < p < B, la condition suivante
1D (1) sy = 8, siueV,={ueM ug U B ~p|<p)
est satisfaite. Alors, il existe € > 0, et un opérateur H. impair et continu tel que
H. (Ag_\U) C Agye.

Démonstration. Avec ¢ et r (u,s) du lemme (2.4.1), considérons t; € ]0,to] telle
que pour s € [—ty,t]

1
I (u,s)] < 5(52, pour tout u € M.

Alors, pour u € V, et t € [0,14],

B (H (u,t)) = B (u) +/{HDUH2 + 1 (u,s)}ds

t
> B (u) + / (52 - %52) ds = B (u) + %6%.
0
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2.4. Existence d’une suite de valeurs propres par le principe du Min-Max

En choisissant ¢ = min {p, 161} . Siu € V, N Ag_., nous avons | B (u) — 3| < p et alors
B (H (u,t1)) > B(u)+2 > [ +e.

D’apres le lemme (2.4.1), fixons u € V,,, B (H (u,.)) est croissante sur un intervalle

0, so[ C [0,¢1]. Alors pour u € V. = {u e M |u ¢ U, |B(u)— | < e} la fonctionnelle
te (u) =min{t > 0| B (H (u,t)) =+ ¢}

est bien définie et vérifie
» 0 < te (U) S tl
» ¢ (u) est continue sur V..

Nous définissons I'application
He . Arg,E\U — A,3+€

par
H (u,t. (u)), siueV,

u, siue Ag_ \{UUV.}.

H. (u) =
Dans ce cas H. est impair et continu. m
Définition 2.4.1 Soit X wun espace de Banach, considérons [’ensemble
Y={ACX, A#0,0¢ A, A symétrique et fermé} .
Nous appelons "genre" de A € ¥ le nombre, noté v (A), défini par:
v(A)=inf {n >1; 30 : A — R\ {0}, ® continue et impaire }

avec v (0) = 0.

Si pour A € X, un tel entier n’existe pas alors nous posons vy (A) = +oc.

Afin de montrer I'existence d’une suite de solutions propres pour le probleme (2.1),

nous utilisons essentiellement le théoréme suivant

47



2.4. Existence d’une suite de valeurs propres par le principe du Min-Max

Théoréme 2.4.1 Soit 3, défini par

B = sup min B (u) (2.18)
cexy, ueC

ou Xy = {C C M; C compact, C = -C ~(C)>k}.
Alors, B, > 0, et il existe up € M telle que B (ug) = By, et ux est une solution du

probléme (2.1) pour A\, = 5

Démonstration. L’inégalité 3, > 0 est une conséquence du fait que v (M) = +oo,
pour tout k& > 0, 3, # ), et étant donné C € ¥, nous avons migB (u) >0, donc B, >0
ue

pour tout k. Pour tout k& un entier positif fixé, il existe une suite (Uj)j ey C M telle que
(1) B (uj) — By, (2.19)
(1) D (u;) — 0.
car si non il peut exister §, p > 0 telle que
1D (u)[| 26 siue{ueM, |B(u) =Bl <p}.

Nous pouvons supposer que 0 < 3, et d’apres le lemme (2.4.2) avec U = ), il existe

e > 0 et une application impair et continue H., telle que
H, <Aﬁk_£) C A5k+5.

d’apres (2.18) il existe C. € ¥y, telle que B (u) > 3, — ¢ en C;; avec C. C Ag, _.. Alors,
B(u) > B + ¢ dans H. (C.). On a v (H. (C:)) > k, car v(C.) > k, donc H. (C.) € %,
ce qui contredit la définition de 3.
Donc il existe une suite (uj)j , vérifiant (2.19) et pour une sous-suite vérifiant u; — wy,
dans W,y () et Comme B est compact, B (u;) — (3, et par continuité D (uy) = 0. D’on
—Apup = Mg |uk|pf2 Up avec A\, = g.
k
Par conséquent uy est une solution du probléme (2.1) pour Ay = B“‘—k [ ]
Lemme 2.4.3 Soit 5, définie par (2.18). Alors kh—>nolo B = 0. Par conséquent

Ak:a6;1—>oo quand k — oo.
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2.5. Régularité des fonctions propres

Démonstration. Comme VVO1 P (€) est un espace de Banach séparable alors il existe
une suite de sous-espaces{ E;} vérifiant

(i) Ex C Egy1,

(i) le sous espace engendré par les Ej, est dense dans W, (),

(iif) dim E}, = k.

On pose

B =sup min B(u
k cesy, uECﬂEi_l ( )

ou Ej est le complémentaire topologique de Ej.

1l est clair que 3 © = B > 0. Donc il suffit de montrer que klim 3 = 0. Supposons que
pour toute constante positive, v > 0, Bk >~ > 0 pour tout £ € N, alors pour tout £k € N
il existe C} € X, telle que

3, > i B >
B> mn, B>,
et il existe u, € C, N B} _, telle que
B, > B (ug) > .

donc (ug) C M, B (ug) > v > 0 pour tout k£ € N, donc pour une sous-suite verifiant

u, — v dans Wy (Q)

up — v dans LP (Q)

on a B (v) > 7. Contradiction car u; € Ff_; implique v =0. m

2.5 Reégularité des fonctions propres
Soit 2 un ouvert borné de RY,1 < p < co. Considérons 1’équation elliptique dégénéré
—Ayu(z) = f(z,u(x)) surl, (2.20)
ou f: ) xR — R est une fonction de Carathéodory.

Définition 2.5.1 une fonction u € WP (Q) est dite solution faible de (2.20) si

/]Vu|p_2Vu~V<pdx:)\/f(x,u)goda: Vo e D (9).
Q Q
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Définition 2.5.2 Soit Q est un ouvert (ou un fermé) de RY, et 0 < a < 1, on dit qu’une

fonction u est héldérienne d’exposant o en tout point xy de ) st
36, M >0 Ve e QN B(xo,0), |u(x)—u(x)| <M |x— x|

On désigne par C*(Q) les fonctions de C* (Q) telles que les dérivées d’ordre k sont

héldériennes d’exposant o au voisinage de tout point xqy € €.

Théoréme 2.5.1 (voir [19]) Soit u est une solution faible de (2.20) et soit

g(x)=f(z,u(z)) ppre
Si g appartient a L7 (2) avec ¢ > 5N, alors u est dans C*(Q) pour a > 0. En

particulier, ce résultat est valable si g € L™ ().

Lemme 2.5.1 Soit (u,\) € Wy (Q) x R est une solution faible de (2.1), telle que

u € W2P(Q) alors (u,\) est une solution au sens classique de l’équation (2.1) .

Démonstration. Soit v € W, ” () vérifiant (2.2), en particulier pour tout
veD(Q)

/ \Vul" > Vu - Vodz = /\/ ulP~? uoda
Q 0
et comme u € W?2P (Q)

/|Vu|p2 Vu - Vodr = /(—Apu) vdx
Q Q

d’ou

/(—Apu) vdr = )\/ lul’?wwdz Vv € D(Q).
Q Q

Par conséquent

A= Auf"Pu sur Q

et u=0sur dQ car u € Wy (Q). m

Théoréme 2.5.2 Soit Q un ouvert borné de RY avec T’ = 0N de classe C*, et

(u,\) € Wy (Q) x Rt est une solution propre de (2.1) alors u € L™ ().
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2.5. Régularité des fonctions propres

Démonstration. Dans cette démonstration nous utilisons la technique d’itération de
Moser . Supposons d’abord que u > 0. Pour M > 0 posons

vy () = min{u(z), M}, f(z) =2 six < Met f(x) = Msiz > M. On a
vy € W (Q) N L>®(Q).

Soit k > 0, choisissons ¢ = viP*! alors Vo = (kp + 1) Voi?. Tl s’ensuit que

0 € WP (QNL®(Q).

En utilisant ¢ comme fonction test dans (2.2) nous obtenons

(kp+1) / \VulP 2 Vu - Vuyoihde = )\/ ufP 2w ot e < /\/ || D P g
Q 2 J

or
kp+ /}V k+1‘de_ / wFHDP g
et ensuite
kp+ / (Vo7 + v ") da < >\+—(kp+1) /u<k+l>pda:
- (k+1)"
Q
ainsi

k1 (k+ 1) (k+1)p

vy < U A—<+1)||u

| H < < Gop+ 1) + 1) flull i)

Mais d’aprés le théoréme d’injection de Sobolev, il existe une constante ¢; > 0 tel que

Hvk—i—l

- s e lor]
p

ici nous prenons p* = NN_—]} sip< N et p*=2p,sip= N. Ainsi

1
k41| &z+1
*

p

1
(k1) BT
()

<q (A(k‘p+ 1) + 1) ||u||(k+1)p

Mais nous pouvons trouver une constante co > 0 tel que

T %
(/\ Ek ++ i) I 1) (D) < ¢y pour tout k > 0.
14

1087 Wy < 1057

Ainsi
1

[oarll gy < € T [l
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2.5. Régularité des fonctions propres

En faisant tendre M — oo, et d’aprés le lemme de Fatou
a1
k
ull gogaype < €170 Nl gy - (2.21)
En choisissant & tel que (k + 1) p = p*, alors (2.21) devient

1 1

k
o P

HUH(MH) 2 P

Ensuite, nous choisissons &, telle que (kg + 1) p = (k; + 1) p*, puis nous prenons ky = k
dans (2.21), nous avons

1 1 1 1

Hu||(k2+1)p* < e e Hu||(k2+1)p = e Hu||(k1+1)p*

Par récurrence nous obtenons

1 1
S Cfn+1 C2an+1

||U||(/gn+1)p* [[ul

ou la suite (k,), est choisie de telle sorte que (k, +1)p = (kn—1 +1)p*, ko = 0. Il est
facile de voir que k, +1 = (%) . Donc

u . < 02?21 ﬁcz?:1 i u
(knt1)pe < €1 2

p* -

Comme z% < 1, il existe C' > 0 telle que pour tout n = 1,2, ...

ell gy 1y < C lllle -

avec 1, = (k, + 1) p* — oo quand n — oc.

Supposons maintenant que u ¢ L (Q), alors il existe € > 0 et un ensemble A de

mesure positive sur €2 tel que |u(z)| > Clu] . + & = K, pour tout x € A. Puis

1
n

lim inf ||ul|, > lim inf /KT" = lim ian|A]$ =A>Clu

n—o0 n—oo n—oo

p*
A

ce qui contredit ce qui a été établi ci-dessus.

Si u une fonction propre de (2.2) change de signe, nous considérons u™. d’apres le

lemme (1.1.1), ut € W* (Q).
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Pour tout M > 0, vy (z) = min {u™ (), M}, nous remplagons encore une fois

kp+1
¢ = vr™ et nous obtenons

(kp+1) / IVul"~* Vu - VoyviPde = )\/ P72 u ol dr
Q Q

d’ou

(kp+1) / |Vu+‘1’—2 vut - VUMUE)CZ:E — )\/ ‘u+‘p—2 ut Uﬁ_‘—ldl’.
@ Q

En procédant de la méme fagon que ci-dessus, nous concluons que ut € L (£2) . De méme

nous avons u~ € L™ (). Par conséquent u = u™ 4+ u~ est dans L (2). m

Théoréme 2.5.3 Si u € WP (Q) est une fonction propre de (2.2), alors u est dans
che (Q).

Démonstration. D’aprés le théoréme précédent toute fonction propre u de (2.2)
est dans L™ (Q). Posons ¢ (z) = |u(z)|" > u (z) sur Q, alors g est aussi dans L (Q). 11

résulte du théoréme (2.5.1) que toute fonction propre de (2.2) est dans C1* (). m
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CHAPITRE

Etude d’un probléme

elliptique non-linéaire

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a une classe de problémes elliptiques non-linéaire

de la forme

—Apu = f(x,u) sur (3.1)

Ujpo =0

ou 2 est un ouvert born¢ de RY | A, est 'opérateur p-Laplacien avec 1 < p < oo. Nous
allons traiter le probléme (3.1) par deux méthodes I'une est une méthode variationnelle
directe et I'autre en utilisant le théoréme du col de la montagne cité dans le chapitre 1, et
nous allons voir que sous certaines conditions sur le comportement de f (x,s) /|s[" > s et
pF (z,5s) /|s|” par rapport a la premiére valeur propre du p-Laplacien, ce probléme admet
des solutions non triviales.

Considérons le probléeme de Dirichlet (3.1) avec f : © x R — R est une fonction de

Carathéodory satisfaisant la condition de croissance suivante
|f (z,5)] < C|s|” " +b(z) pourtout z € Q, seR, (3.2)

ou C' > 0 est une constante. ¢ € (1, p*), b € L? (), %#—qi, = 1. Cette restriction

q € (1, p*) assure que injection Wy (Q) — L7 () est compacte. Donc on a

Iy Ny

/ I* /
Wo? () 2 1(9) =5 LY () 5 W ()
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3.1. Résultat d’existence par une méthode variationnelle directe

ce qui montre que l'opérateur de Nemytskii Ny est compact de I/VO1 P (Q) dans 17t ().

Un élément u € W, ” () est une solution du probléme (3.1) si
—A,u = Ny (u) (3.3)
au sens de W17 (Q) ie.
(—=Ayu,v) = (N (u),v) pour tout v € Wy ()

ou

/|Vu|p2 Vu- Vo dr = /f (x,u) vdxr pour tout v € Wol’p (Q).
Q Q

3.1 Reésultat d’existence par une méthode variation-

nelle directe

Nous avons d’une part —A, = 1" ot la fonctionnelle 1 (u) = 117 / |Vu|” dz est contintiment
Q

Fréchet différentiable sur W, (Q) . Et d’autre part sous la condition de croissance (3.2)

sur f et en tenant compte de I'injection

Wy? (Q) —— L1(Q), la fonctionnelle ® : W, ? (Q) — R définie par ® (u) = /F (x,u)dx
Q

avec F (z,s) = / f(z,7) dr, est continiment Fréchet différentiable dans W,” () et
0

’

@' (u) = Ny u. Par conséquent, la fonctionnelle .J : Wy () — R définie par

J(u):w(u)—é(u):%/|Vu]pdaf—/F(:U,u)dx

0
est C sur WP (Q) et
J (u) = (=A,) u— Nyu.

Il est donc équivalent de résoudre le probléme (3.1) et de chercher les points critiques de
la fonctionnelle J.

Soit G : 2 X R — R est une fonction de Carathéodory, telle que pour tout R > 0,

Q >z — sup |G (z,s)] € L' (Q). (3.4)

s|<R
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3.1. Résultat d’existence par une méthode variationnelle directe

Ails|?

On pose G (z,s) = =+t H (z,s), on A1 est la premiére valeur propre de 'opérateur

p-Laplacien —A, dans W, ” (Q) et on définit H* (z) comme limite supérieur de %

quand s — +o00 respectivement.

Théoréme 3.1.1 Supposons que (3.4) est satisfaite et
(i) H* (z) <0 p.p uniformément en x
(i) H" (z) < 0 dans Q" et H- (x) < 0 dans Q= pour des sous ensembles QF de

mesures positives. Alors
1
Q (u) = —/|Vu|pdx—/G(x,u)dx
D
Q Q

est bien définie dans Wy (Q) & valeurs dans |—oo,4+00], est faiblement semi-continue

inférieurement et coercive.
En vertu de la proposition (1.4.3(i)), que pour tout R >0

sup |F (z,5)] < C1R?+ c(x) € L* (Q)

Is|<R
donc on peut prendre G (x,s) = F(x,s) dans (3.4) avec H (x,s) = F(z,s) — #.
Supposons qu'il existe une fonction a (x) € L™ (2) avec a (x) < Ay, sur un ensemble de

mesure positive, telle que

F

Jim 57 < a(z) < A1 uniformément sur 2. (3.5)

Nous obtenons

H* (z) = lim supmz lim sup (m—ﬁ> =
s

s—+o0o | |p s—+oo |S|p p
F A - A
= lim sup (x;)S) ALY @) =M
P TP Ty ST

ce qui donne H* (x) < 0 uniformément sur €2, d’ou () du théoréme (3.1.1)
D’autre part, il est clair que
a(x) — N\

H= (z) < ;

<0

sur un ensemble de mesure positive ; = {x € Q| a(x) < A}, d’ou (i7) du théoréeme

(3.1.1).
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Théoréme 3.1.2 Soit f : 2 x R — R wune fonction de Carathéodory satisfaisant la
condition de croissance (3.2). Supposons qu’il existe a(x) € L™ (Q) avec o (x) < Ay sur
un ensemble de mesure positive tel que (3.5) est satisfaite. Alors J est coercive. Par

conséquent le probléme (3.1) admet une solution.

Démonstration. On définit N : Wy (Q) — R par

N (@) = ol — [ ) ol?da

Q
et on veut montrer qu’il existe g > 0 tel que
N (v) > e pour tout v € Wy™ (Q) avec ||v||W01,p(Q) =1. (3.6)
On rappel que
[ Vol dx
A= inf L (3.7)
W [ fop do
Q

D’apres (le théoréme (2.2.1)) Ay est simple i.e. si I'infimum est atteint en une certaine
fonction v alors nécessairement cette fonction est un multiple de la premiére fonction
propre u; > 0.

De (3.5) et (3.6) il résulte que N (v) > 0 pour tout v € W7 (Q).

Raisonnons par I’absurde, supposons qu’il existe une suite (v,) dans W," (Q) avec
HU”“W&’P(Q) — 1 et N (v,) — 0. Et par injection W, ? (Q) << L9 () on peut extraire
une sous-suite de (v,), notée encore (v,), telle que v, — vy dans W7 (Q) et v, — o

dans L (Q2) . La fonctionnelle v —— / a () |v|” dz est continue sur LP (Q) et faiblement
Q

continue sur W, ().

Par la semi-continuité faible de N sur W, (Q) on a

n—oo

0< ||vo||];/1,p(m - /a (z) |vo|’ dz < lim inf N (v,) =0
0

Q

et ainsi, \|UUH€VO1,p(Q) = /a (x) |vo|” dx. Mais N (v,) — 1 — /a (x) |vo|” dx, donc

Q Q

o0l gy = [ (o) el d = 1
Q
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3.1. Résultat d’existence par une méthode variationnelle directe

ce qui donne vy 2 0.

Alors par (3.5) et (3.7) on a

At lvollzs < |\UOH§V&,p(m = /04(95) |vol” d < A (vl (3.8)
Q

ollfy 10 g
PN _ 0
dot Ay = —giir

Il résulte que vy est un multiple non identiquement nulle de u;. Par conséquent,
|vo ()| > 0 p.p sur Q.

Mais, notons par € = {z € Q| a(x) < A1}, comme mes (£21) > 0, on obtient

/a(m) |vo|” dx = /a(x) lvol” dx + / a (x) |v|” dz < M |lvoll7,
Q 1971 9AR31
ce qui contredit (3.8). D’ou la démonstration de (3.6) .
De (3.6) on a

||v||€vol,p(ﬂ) - /a () [vol? dz > &g HUHIV)V&”’(Q) pour tout v € Wy* (Q). (3.9)
Q
Choisissons € > 0 de telle sorte que € < Aj&y.
En utilisant (3.5) et d’aprés la proposition (1.4.3(4)) il existe une constante k = k (¢)
telle que

a(x)+e

F(z,s) < |s" + k+c(x) pourz e, seR. (3.10)

Maintenant, par (3.9) et (3.10) nous estimons .J comme suit

1
J(v) > ]—9 <€0 ||UH€V(}W(Q) —€ ||U||Izp(9)> — ky

)\180 -

9
> o0y — 1 = 00 auand [ollypaqq) — o0

p Wy ()

D’on J (v) — oo quand |[v]| — oo , et par Pinjection W,” (Q) << L7(Q) on a .J est
faiblement semi-continue inférieurement dans W, ” () . En vertu de la proposition (1.2.2)
que J admet un minimum u € W,” () et par suite J (u) = 0 et donc u est un point

critique de J. Par conséquent u est une solution du probléme (3.1). m
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3.2. Résultat d’existence par le théoréme du col de la montagne

3.2 Reésultat d’existence par le théoréme du col de la
montagne

Proposition 3.2.1 (voir [6]) Si X est localement uniformément conveze et J,: X — X,
ou Jy est lapplication de dualité associée & ¢ alors J, satisfait la condition (Sy): si

Uy, — u dans X et lim sup(Ju,,u, —u) <0 alors u, — u dans X.

Théoréme 3.2.1 L’opérateur p-Laplacien —A, satisfait la condition (Sy) : st u, — u

dans Wy (Q) et lim sup(—Ayu,, u, —u) <0, alors u, — u dans Wy 7 ().

Démonstration. il suffit d’appliquer la proposition (3.2.1) avec X = VVO1 P (Q) et

J, = —A, on —A, est Popérateur p-Laplacien associé¢ & ¢ (t) =¢*~'. =

Lemme 3.2.1 Soit (u,), oy une suite bornée de Wy () et J' (u,) — 0 quand n — oo,

alors (uy), oy admet une sous-suite convergente.

Démonstration. Comme (u,), est une suite bornée dans W, (Q) alors, on peut
extraire une sous-suite (uy,), de (un),oy, tel que u,, — u dans W,” (). Comme

J' (uy,) — 0, on obtient

’

(J (tny) sty — u) = (=D (un,) — Ny () , Up,, — u) — 0. (3.11)
Mais
(Ng Up,, s Up,, —u) — 0

car

’<Nf Uny s Uny, — u>‘ < HNf u”kHLq/ Hunk - UHLq

et comme wu,, — u dans Wy (Q), par 'injection compacte W, ” () < L9 (Q) , on obtient
Up, — w dans L7(Q). Il est clair que (Vs uy,, ) est bornée dans L7 (Q).
De (3.11) on obtient

(—Aptn,, Un, —u) — 0.

En vertu du théoréme (3.2.1) que u,, — u dans W,” (). m
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3.2. Résultat d’existence par le théoréme du col de la montagne

Théoréme 3.2.2 57l existe 0 > p et so > 0 telle que
OF (z,s) <s f(x,s) pourx €, |s|> s, (3.12)
alors J satisfait la condition de Palais-Smale (PS) .

Démonstration. Il suffit de montrer que toute suite (u,) C Wy () telle que J (u,,)
est bornée et J (u,) — 0, est bornée.

Soit d € R tel que J (u,) < d pour tout n € N. Notons par

Q, ={z € Q| |u, (z)] > s0}, Q, =N,

1/|Vun|pdm— /F(Lun) dx—i—/F(x,un) de | <d. (3.13)
p
Q

Qn Q

n

Soit n € N un entier arbitraire.

Sixz €, alors |u, (z)] < so et d’aprés la proposition (1.4.3 (i)), on a
F(z,u,) < Cyluy, (2)]* 4 ¢ (z) < Cysf + c(x)

et donc

/F (,u,) < Cysg-mes () + /c(a:) = K. (3.14)
Q

Q/

n

Si z € Q,, alors |u, (z)| > s et de (3.12) on a
F (0, 00) < 5 (0t )t (2

ce qui donne

/F(x,un)g/éf(x,un)unzé /f(a:,un)un—//f(:c,un)un ) (3.15)

et d’apres la condition de croissance (3.2), on déduit

[t < [ @l +b@) )

Q/

n

SC’sg-mes(Q)—l—so/b(x):Kg
Q
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3.2. Résultat d’existence par le théoréme du col de la montagne

par suite
1 K.
—5/f(x,un)un < 72 (3.16)
@,

Enfin, par (3.13), (3.14), (3.15) et (3.16) on obtient

1 1 K
_/|vu”’pdx__/f(xuun>un§d+K1+_2:K7
p 0 0
Q Q

1 1
5/\Vun|pd:c - §<Nf Up,y Up) < K. (3.17)
0

D’autre part, comme J' (un) — 0 quand n — oo, il existe ng € N tel que
{(J' (un) 7Un>’ < ||un||W01,p(Q) pour n > ny,.

Par conséquent, pour tout n > ng, on a
or
HunH?;VOl,P(Q) - <Nf U’na“’n) S HunHWOLP(Q)
ce qui donne

1 1 1
g Nl = 5 ltaliaoay < = 5N s ). (319)

IN

I1 résulte de (3.17) et (3.18)

1 1 1
(5= 5) bty = g gy < K

et en tenant compte de 6 > p, on conclut que (u,) est bornée. m

Lemme 3.2.2 La fonctionnelle J admet les propriétés suivantes

(i) J(0)=0;

(ii) Uimage par J de tout borné de W, (Q) est un borné.
Démonstration. (i) Evidente

(71) Comme

’

J (u) = —=A,u— Nyu
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3.2. Résultat d’existence par le théoréme du col de la montagne

il est clair que

/

J @) < -2l + INul,

—1
< ully g + K INpull

pour tout u € W, (Q).

Mais on sait que I'image par Ny de tout borné de L7 (2) est un borné de e (Q) et
par I'injection compacte VVO1 P(Q) — L7(Q), on conclut que 'image par J de tout borné
de W, (Q) est un borné de Wl Q).

Soit v est arbitraire dans W,” (Q). On a

[ ()] =1J(v) = J(0)] = ‘<J' (€v),v)

< |7 (v

} HUHWOM’(Q)

avec £ € (0,1). Dot le résultat découle de la conclusion ci-dessus sur J'. =

Remarque 3.2.1 Supposons que J est non bornée inférieurement. Alors, pour tout p > 0
il existe un élément e € WP (Q) avec lellwiriq) = p: telle que J (e) < 0.

En effet, on raisonne par ’absurde, supposons qu’il existe un certain p > 0 tel que
pour tout u € WP (Q) avec ||ul| > p, on a J (u) > 0. Alors d’apres le lemme (3.2.2 (1)),

Uensemble {J (u)| ||u|| < p} est borné. Il résulte que J est bornée inférieurement.

Théoréme 3.2.3 -(voir[6])- Si l'une des conditions suivantes

(i) il existe un nombre 0 > p et s; > 0 tels que
0<OF (x,8) <s f(x,s) pourx €, s> s,
(1) il existe un nombre 0 > p et s; < 0 tels que
0<OF (z,s) <s f(x,s) pourzxze s< sy,
est satisfaite. Alors J est non bornée inférieurement.

Concernant la condition (/;) du théoréme (1.2.1), on a le résultat suivant
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3.2. Résultat d’existence par le théoréme du col de la montagne

Théoréme 3.2.4 Supposons que la fonction de Carathéodory f : 2 x R — R satisfait les
conditions suivantes

(1) il existe q € (1,p*) tel que
|f(z,5)] <C (|s|q_1 +1) pourz e, seR

avec C' > 0;

(i)
. f(z,s)
151_1% Sup |5|p—2

< A1 uniformément en x € )

»

ot Ay est la premiére valeur propre de —A, dans Wy” ().

Alors il existe des constantes p, o > 0 telles que Jjjju=p > .

Démonstration. On définit h: 2 — R par

h (z) = lim sup f(,5)

50 ‘3‘1’*2 s

Par (i7) on peut trouver p € |0, A1 telle que h (z) < g uniformément en z € 2.

Par conséquent, il existe ¢, > 0 telle que

f(x:;) <p pourz €, 0<|s|<d,
|s["" s
ou
f(z,s) <p s pourz €Q, s€(0,6,) (3.19)
—pls|P N < f(x,5) pourz € Q, s € (—d,,0). (3.20)

Remarquons que la fonction de Carathéodory f satisfait f (z,0) =0 pour z € Q.
Par (3.19), (3.20) et par la définition de F, on obtient

F(z,s) < 1 |s[” pour z € Q, |s| <4, (3.21)
D
En tenant compte de (i), il est facile de voir que F' satisfait
|F (z,8)] <Cy(]s|"+1) pourxzeQ, seR (3.22)

avec C7 > 0.
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3.2. Résultat d’existence par le théoréme du col de la montagne

Choisissons ¢; € (max{p,q},p*). Alors par (3.22), il existe une constante Cy > 0
telle que

|F (z,5)] < Cyls|™ pour z € Q, |s|>4,. (3.23)

Par (3.21) et (3.23), on a
F(z,5) < L |s]” 4+ Cy|s|™ pour x € 2, s €R. (3.24)
p

Par la caractérisation variationnelle de la premiére valeur propre A, et de I’estimation

(3.24) et par l'injection Wy™* (Q) — L% (Q), il résulte que

1
T = 7 Nellyyogy ~ [ o
Q

1 Iz

p q1
>l = & Nl — Co / ul
1 p

p q
> el = 5 Wl = Gl

1 [u HLp(Q) -
_ P - . N q1—p
0
>l |2 (1= 22) = Gyl | > a0
— WO,P(Q) p Al P(Q) — )

ce qui fourni ||u|| = p avec p suffisamment petit. =

Lemme 3.2.3 (i) Siu € W,?(Q) est une solution du probleme (3.1) avec f (z,s) > 0

pour x € 2 et s <0, alors u > 0.

(ii) Siu e Wy (Q) est une solution du probléeme (3.1) avec f (x,s) < 0 pour z € Q et

s >0, alors u < 0.

Démonstration.
(1) Soit u € W, ” () est une solution de (3.1) et Q_ = {z € Q| u(z) < 0}. On définit
u~ = max {—u,0}. D’aprés le lemme (1.1.1) on a u~ € W, ” (Q) et

—Vu dans Q_ |
0 dans Q\Q_.

Vu =
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3.2. Résultat d’existence par le théoréme du col de la montagne

On a
/]Vu]pz Vu Vu~dz = /f(.r,u) u~dx
0 Q

on obtient

—/|Vu|p_2dx:—/f(x,u) u dx > 0.
Q- o

Ainsi, Vu = 0 p.p sur Q_, par suite Vu~ = 0 p.p sur 2. D’ou ||u*||W01,p(Q) = 0 ce qui
implique u~ = 0 p.p sur €.
On conclut que mes (2_) =0, i.e. u > 0 sur 2.

(77) Analogue. m

Théoréme 3.2.5 Supposons que f : @ x R — R est une fonction de Carathéodory et
satisfait

() il existe q € (1,p*) tel que
f (2,8)] < C(|s|]" ' +1) pourx €, sER,

avec C' >0

(i)

lim sup f (@)

3 < A1 uniformément en x €
s—0 ‘3| S

ol A1 est la premiére valeur propre de —A, dans Wol’p (Q)

(1) il existe une constante 6 > p et so > 0 telles que
0<0 F(z,s)<s f(x,s) pourx €, |s|> s
Alors le probléme (3.1) admet des solutions non triviales u_ < 0 < u,.

Démonstration. Montrons que le probléme (1.3) admet une solution non triviale
U4 Z 0.

On définit f, : Q@ x R — R par f, (x,s) = f (x, %ls» ie.

0 sis<O,
f+<£€,$>:

f(z,s) sis>0,
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3.2. Résultat d’existence par le théoréme du col de la montagne

et soit F, : 2 x R — R défini par

s

F, (2, 5) :/f+ (z,7) dr.

0
les assertions suivantes sont vraie

(7)+ la fonction f, est de Carathéodory et satisfait

|fi (z,8)] <C(|]s* ' +1]) pourz e, seR;

(m Lli% sup % < A1 uniformément en z € ;
(1it)y 0 Fy (z,5) < s fy(x,8) pour z € §, |s| > so;
() 0 < OF, (x,8) < s fi(z,s) pour x € Q, s > sp.
En effet, (i), (#i7) et (iv); sont facile a voir.
Concernant (ii)4, on a

lim sup £+ -
s—0 p [s[? ’s s,/0 [s[? %5’

= max {lim sup f+(@:s) 11{% sup f1(2,5) }

|s/P~%s
= max {O, 11{1% sup lf(ﬂ} < A1 uniformément en = € €).
S

s|P~2s

De (i) — (i), on conclut que la C* fonctionnelle J, : W, ” (Q) — R définie par

7, (u) :%/|Vu|pd:v—/F+ (2, )
Q Q

admet un point critique non trivial u, € VVO1 P (Q) . Pour cela on applique le théoréme du
col de la montagne (1.2.1) & la fonctionnelle J,.

En effet, tout d’abord, on remarque que par le condition (7)., le résultat concernant
J reste valable pour J, , avec f, au lieu de f.

Il est clair que J4 (0) = 0.

Par (i)4,(i1); et le théoreme (3.2.4), il existe des constantes a,p > 0 telle que
St lii=p =

Par conséquent, d’aprés (iv),, théoréme (3.2.3(i)) et le lemme (3.2.2(¢7)) (ainsi la
remarque (3.2.1)), il existe un élément e € Wy (Q) avec He|]W01,p(Q) > ptel que J; (e) < 0.

Enfin, par (i) et le théoréme (3.2.2), J, satisfait la condition de Palais -Smale.
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3.2. Résultat d’existence par le théoréme du col de la montagne

. . oy o e 1 4, 4 \
L’existence d’un point critique non triviale uy € Wy (Q), est assuré par le théoréme

du col de la montagne (1.2.1) et qui satisfait

Vi, P2 Vu,Vv= [ fi(x,uy)v pour tout v e W Q). 3.25
0
Q Q

Comme f, (z,5) =0 pour z € 2, s <0, d’aprés le lemme (3.2.3 (7)) on a u, > 0.

Par définition de f, (3.25) devient

/|Vu+|p_2 Vu, Vo = /f (x,uy)v pour tout v € Wol’p ().
Q Q

D’olt u, est une solution de (3.1), et de la méme fagon on montre que u_ est une solution

de (3.1). m
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Conclusion

L’objet de ce travail a été I’étude de quelques équations aux dérivées partielles faisant in-
tervenir 'opérateur p-Laplacien qui est un modeéle d’opérateurs elliptiques quasi-linéaires.

Nous avons abordé le probléme typique aux valeurs propres pour le p-Laplacien, et
plus précisement 1'une de ses solutions qui est la premiére valeur propre et sa fonction
propre associée qui admet plusieurs propriétés que les autres solutions ne possédent pas.
Ainsi nous avons vu qu’il est possible de construire par des méthodes variationnelles
une suite de valeurs propres pour le p-Lapalcien tendant vers I'infini comme dans le cas
linéaire p = 2. Néanmoins, plusieurs questions restent ouvertes concernant le spectre de
Iopérateur p-Laplacien dont la description compléte n’a pas été faite.

En guise de perspectives, nous envisageons d’explorer:

- la premiére valeur propre de 'opérateur p-Laplacien avec poids.

- I’alternative de Fredholm pour le p-Laplacien.

- le spectre de Fucik pour le p-Laplacien.

- la théorie spectrale des opérateurs non linéaires.
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