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Introduction générale

L�opérateur p-Laplacien est un modèle d�opérateurs elliptiques quasi-linéaires qui

permet de modéliser des phénomènes physiques tels que l�écoulement des �uides non-

Newtoniens, les systèmes de réaction-di¤usion, l�élasticité non-linéaire, extraction de pét-

role, l�astronomie, la propagation à travers des milieux poreux, et la glaciologie. A titre

d�exemple dans les années 70 M.C. Pélissier modélise l�écoulement des glaciers de mon-

tagne par des équations aux dérivées partielles faisant intervenir le p-Laplacien.

Cet opérateur sous forme divergence est dé�ni par

�pu = div
�
jrujp�2ru

�
Il est dégénéré lorsque p 6= 2 et équivalent à l�opérateur de Laplace usuel lorsque p = 2:

Il apparaît dans de nombreux contextes, citons par exemple

- le problème aux valeurs propres non-linéaire

�pu+ � jujp�2 u = 0

- l�équation de p-Poisson

�pu = f (x)

- les équations de la forme

�pu+ juj� u = 0

qui présentent notamment un interêt particulier lorsque l�exposant � est "critique".

- les équations paraboliques de type

@v

@t
= �pv

1



Introduction générale

où v = v (x; t) :

L�objectif de ce travail est l�étude du problème aux valeurs propres non-linéaire suivant

�pu+ � jujp�2 u = 0 sur 
 (1)

où 
 est un ouvert borné de RN et 1 < p <1:

Il s�agit de trouver les couples de solutions (u; �) où � est appelée valeur propre de

l�opérateur p-Laplacien et u fonction propre associée. Pour cela, nous utilisons des méth-

odes variationnelles et plus précisément la théorie des points critiques qui occupe une

place importante dans le vaste champ de l�analyse non-linéaire.

Notons que pour p = 2, nous retrouvons le problème aux valeurs propres linéaires pour

le Laplacien

�u+ �u = 0 sur 


qui admet une suite de valeurs propres tendant vers l�in�ni en vertu de la théorie spectrale

des opérateurs auto-adjoints compacts.

L�essentiel de notre travail est consacré à l�étude de la première valeur propre de

l�opérateur p-Laplacien ainsi qu�à la fonction propre associée qui sont d�une grande utilité

dans la résolution des équations aux dérivées partielles non-linéaires.

Notre travail est organisé de la manière suivante

Dans un premier temps, nous commençons par rappeler quelques notions et résultats

sur les espaces de Sobolev et quelques éléments de base de la théorie des points critiques

qui seront utilisés tout au long de ce travail. De plus, nous faisons appel à la théorie des

opérateurs monotones en vue d�étudier les di¤érentes propriétés de l�opérateur p-Laplacien

dé�ni sur un espace de Sobolev.

Dans la seconde partie, nous étudions l�existence et les di¤érentes propriétés de la

première valeur propre de l�opérateur p-Laplacien, ainsi que l�existence d�une suite de

valeurs propres pour le p-Laplacien qui tend vers l�in�ni en utilisant le principe du Min-

Max.

Dans la dernière partie, nous nous intéressons à un problème elliptique non-linéaire

avec des conditions au bord de type Dirichlet. Nous étudions l�existence des solutions

2



Introduction générale

non triviales. Ce résultat repose sur la caractérisation variationnelle et les di¤érentes

propriétés de la première valeur propre de l�opérateur p-Laplacien ainsi que l�un des outils

les plus puissants de la théorie des points critiques en l�occurrence le théorème du col de

la montagne dû à Rabinowitz et Ambrosetti .
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CHAPITRE

1 Préliminaires et outils de

base

Ce premier chapitre a pour objet la présentation des notions et des résultats utilisés

dans les chapitres suivants (théorèmes d�injection de Sobolev, éléments de la théorie des

points critiques, opérateurs de Nemytskii,...) ainsi que l�introduction des notions de la

théorie des opérateurs monotones qui nous permettra d�étudier les di¤érentes propriétés

de l�opérateur p-Laplacien.

1.1 Rappels sur les espaces de Sobolev

Dans cette section, on fait un bref rappel sur les espaces de Sobolev. Pour une présentation

plus complète de ces espaces, on pourra consulter par exemple l�ouvrage de H. Brezis [3]

ou R. A. Adams [1] : Soit p un réel avec 1 � p � 1 et 
 un ouvert de RN : On désigne

par D (
) l�espace des fonctions de classe C1 sur 
; à support compact inclus dans 
:

Dé�nition 1.1.1 On appelle espace de Sobolev d�ordre 1 sur 
 l�espace

W 1;p (
) =

�
u 2 Lp (
) j @u

@xi
2 Lp (
) , 8i = 1; 2; :::; N

�

4



1.1. Rappels sur les espaces de Sobolev

où @u
@xi
désigne la dérivée partielle de u au sens des distributions. En d�autres termes, une

fonction u 2 Lp (
) est dans W 1;p (
) s�il existe N fonctions v1; :::; vN 2 Lp (
) tels queZ



u
@'

@xi
dx = �

Z



vi ' dx , 8' 2 D (
) , 8i 2 f1; 2; :::; Ng

On note vi = @u
@xi

, 8i = 1; 2; :::; N:

L�espace W 1;p (
) est muni de la norme

kukW 1;p(
) = kukLp(
) +
NX
i=1





 @u@xi





Lp(
)

Pour p = 2, W 1;2 (
) = H1 (
) est muni du produit scalaire

(u; v)H1 = (u; v)L2(
) +
NX
i=1

�
@u

@xi
;
@v

@xi

�
L2(
)

et de la norme associée

kukH1(
) =

 
kuk2L2(
) +

NX
i=1





 @u@xi




2
L2(
)

! 1
2

Proposition 1.1.1 L�espace W 1;p (
) est un espace de Banach pour 1 � p � 1 , il est

ré�exif pour 1 < p <1 et séparable pour 1 � p <1:

L�espace
�
H1 (
) ; kkH1(
)

�
est un espace de Hilbert séparable.

Dé�nition 1.1.2 Soit 1 � p <1 , W 1;p
0 (
) désigne l�adhérence de D (
) dansW 1;p (
).

L�espace W 1;p
0 (
) muni de la norme induite par W 1;p (
) est un espace de Banach

séparable, il est de plus ré�exif pour tout réel p véri�ant 1 < p <1:

Théorème 1.1.1 On suppose que 
 est de classe C1. Soit

u 2 W 1;p (
) avec 1 � p <1

Alors les propriétés suivantes sont équivalentes:

(i) u = 0 sur � = @


(ii) u 2 W 1;p
0 (
) :

5



1.1. Rappels sur les espaces de Sobolev

Lemme 1.1.1 (voir[7]) Si u 2 W 1;p
0 (
) alors u+; u�; juj sont dans W 1;p

0 (
)

avec u+ = max fu (x) ; 0g ; u� = min fu (x) ; 0g de sorte que u = u+ � u�

et juj = u+ + u�: De plus

ru+ =

8<: ru si u > 0

0 si u � 0

ru� =

8<: 0 si u � 0

ru si u < 0

r juj =

8>>><>>>:
ru si u > 0

0 si u = 0

�ru si u < 0

Par ailleurs,
�
uj@


�+
= u+j@
 et

�
uj@


��
= u�

j@

:

Théorème 1.1.2 (Inégalité de Poincaré voir [3])

Soit p un réel avec 1 � p <1 , et 
 un ouvert borné de RN alors

9 C > 0; 8u 2 W 1;p
0 (
) kukLp(
) � C kruk(Lp(
))N

De plus, l�application u �! kruk
(Lp(
))N

est une norme sur W 1;p
0 (
) qui est équivalente

à celle induite par W 1;p (
) :

Théorème 1.1.3 (Inégalités de Clarkson voir [1, p.44]) Soit u; v 2 Lp (
) : Pour

1 < p <1 , soit p
0
= p= (p� 1) : Si 2 � p <1



u+ v

2





p
Lp(
)

+





u� v

2





p
Lp(
)

� 1

2

�
kukpLp(
) + kvk

p
Lp(
)

�
;





u+ v

2





p
0

Lp(
)

+





u� v

2





p0
Lp(
)

�
�
1

2
kukpLp(
) +

1

2
kvkpLp(
)

�p0�1
:

Si 1 < p � 2; alors



u+ v

2





p
0

Lp(
)

+





u� v

2





p0
Lp(
)

�
�
1

2
kukpLp(
) +

1

2
kvkpLp(
)

�p0�1
;





u+ v

2





p
Lp(
)

+





u� v

2





p
Lp(
)

� 1

2

�
kukpLp(
) + kvk

p
Lp(
)

�
:
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1.1. Rappels sur les espaces de Sobolev

Théorème 1.1.4 L�espace
�
W 1;p
0 (
) ; kkW 1;p

0 (
)

�
est uniformément convexe.

Démonstration. Soit p 2 [2;1[ ;et u; v 2 W 1;p
0 (
) satisfaisant

kukW 1;p
0 (
) = kvkW 1;p

0 (
) = 1 et ku� vkW 1;p
0 (
) � " 2 ]0; 2] :

On a



u+ v

2





p
W 1;p
0 (
)

+





u� v

2





p
W 1;p
0 (
)

=

Z



�����ru+rv2

����p + ����ru�rv2

����p�

� 1

2

Z



(jrujp + jrvjp) = 1

2

�
kukW 1;p

0 (
) + kvkW 1;p
0 (
)

�
= 1

Ce qui donne 



u+ v

2





p � 1� �"2�p : (1.1)

Si p 2 ]1; 2[ alors on a pour tout f; g 2 Lp (
)



f + g

2





p
0

+





f � g

2





p
0

�
�
1

2
(kfkp + kgkp)

� 1
p�1

:

Si v 2 W 1;p
0 (
) alors jrvjp

0

2 Lp�1 (
) et



jrvjp0




Lp�1(
)
= kvkp

0

W 1;p
0 (
)

:

Soit v1; v2 2 W 1;p
0 (
) : Alors jrv1jp

0

; jrv2jp
0

2 Lp�1 (
) : D�après l�inégalité inverse

de Minkowski (voir Adams [1, p.28]) et étant donné que : 0 < p� 1 < 1 et,


jrv1jp0 + jrv2jp0



Lp�1

�



jrv1jp0




Lp�1
+



jrv2jp0




Lp�1
:

Par conséquent



u+ v

2





p
0

W 1;p
0 (
)

+





u� v

2





p
0

W 1;p
0 (
)

=







����rv1 + v2

2

����p
0





Lp�1

+







����rv1 � v2

2

����p
0





Lp�1

�






����rv1 + v2

2

����p
0

+

����rv1 � v2
2

����p
0





Lp�1

�

241
2

Z



(jrv1jp + jrv2jp)

35 1
p�1

=

�
1

2
kv1kpW 1;p

0 (
)
+
1

2
kv2kpW 1;p

0 (
)

� 1
p�1

:

7



1.1. Rappels sur les espaces de Sobolev

Soit u; v 2 W 1;p
0 (
) satisfaisant kukW 1;p

0 (
) = kvkW 1;p
0 (
) = 1 et ku� vkW 1;p

0 (
) � " 2 ]0; 2] :

On a 



u+ v

2





p
0

W 1;p
0 (
)

� 1�
�"
2

�p0
: (1.2)

De (1:1) et (1:2) ; il existe � (") > 0 tel que ku+ vkW 1;p
0 (
) � 2 (1� � (")) :

Dé�nition 1.1.3 Soit p et q deux réels véri�ant, 1 < q � 1 et 1
p
+ 1

q
= 1: On désigne

par W�1;q (
) l�espace dual de W 1;p
0 (
) :

1.1.1 Théorèmes d�injection de Sobolev

Enonçons les théorèmes "d�injection" continue, ou compacte établis pour les espaces de

Sobolev dé�nis sur un ouvert 
 de RN :

Dé�nition 1.1.4 On dit qu�un espace de Banach X s�injecte de façon continue dans un

espace de Banach Y et on note X ,! Y si:

(a) X est un sous-espace de Y .

(b) 9 C > 0 tel que pour tout u 2 X : kukY � C kukX

Dé�nition 1.1.5 On dit qu�un espace de Banach X s�injecte de façon compacte dans un

espace de Banach Y et on note X ,!,! Y si:

(i) X s�injecte de façon continue dans Y .

(ii) toute suite faiblement convergente dans X converge fortement dans Y .

Théorème 1.1.5 (Sobolev, Gagliardo, Nirenberg) Soit 1 � p < N alors

W 1;p
�
RN
�
� Lp

� �RN� où p� est donné par
1

p�
=
1

p
� 1

N

et il existe une constante C = C (p;N) telle que

kukLp� (RN ) � C krukLp(RN ) , 8u 2 W 1;p
�
RN
�

8



1.1. Rappels sur les espaces de Sobolev

Soit 1 � p < N: Alors

W 1;p
�
RN
�
,! Lq

�
RN
�
8q 2 [p; p�]

et pour le cas limite p = N; on a

W 1;N
�
RN
�
,! Lq

�
RN
�
8q 2 [N;+1[

Théorème 1.1.6 (Morrey) Soit p > N . Alors

W 1;p
�
RN
�
,! L1

�
RN
�

De plus, pour tout u 2 W 1;p
�
RN
�
on a

ju (x)� u (y)j � C jx� yj� krukLp(RN ) p:p x; y 2 RN

avec � = 1� N
p
et C est une constante qui dépend seulement de p et N:

Corollaire 1.1.1 Soit 
 un ouvert de RN de classe C1; avec � = @
 borné,

soit 1 � p � 1; on a

Si 1 � p < N alors W 1;p (
) ,! Lp
�
(
) où

1

p�
=
1

p
� 1

N

Si p = N alors W 1;p (
) ,! Lq (
) 8q 2 [p;+1[

Si p > N alors W 1;p (
) ,! L1 (
)

De plus, si p > N alors on a pour tout u 2 W 1;p (
)

ju (x)� u (y)j � C kukW 1;p(
) jx� yj� p:p x; y 2 


avec � = 1� N
p
et C dépend seulement de 
, p et N: En particulier W 1;p (
) � C

�


�
:

Théorème 1.1.7 (Rellich-Kondrachov) Soit 
 un ouvert borné de classe C1 .On a

Si p < N alors W 1;p (
) ,!,! Lq (
) 8q 2 [1; p�[ où 1

p�
=
1

p
� 1

N

Si p = N alors W 1;p (
) ,!,! Lq (
) 8q 2 [1;+1[

Si p > N alors W 1;p (
) ,!,! C
�


�

En particulier W 1;p (
) ,!,! Lp (
) ; pour tout p:

9



1.2. Quelques éléments de la théorie des points critiques

Théorème 1.1.8 Soit 
 un ouvert borné de RN ; avec N � 3 et 1 < p < N: Alors

W 1;p
0 (
) ,!,! Lq (
) pour tout q 2

�
1;

Np

N � p

�
Le nombre p� = Np

N�p est appelé exposant critique de Sobolev.

1.2 Quelques éléments de la théorie des points cri-

tiques

1.2.1 Di¤érentiabilité et points critiques

Dé�nition 1.2.1 (Di¤érentiabilité au sens de Fréchet): Soient X un espace de Banach,

w un ouvert de X et J : w ! R une fonction. Considérons u 2 w; on dit que J est

di¤érentiable au sens de Fréchet au point u; s�il existe ' 2 X 0
tel que

8v 2 w : J (v)� J (u) = h'; v � ui+ o (v � u)

Posons ' = J
0
(u) que l�on appelle la di¤érentielle de J au sens de Fréchet au point u:

Dé�nition 1.2.2 (Dérivée directionnelle). Soient w une partie d�un espace de Banach

X et J : w ! R une fonction à valeurs réelles. Si u 2 w et v 2 X sont tels que pour

t > 0 assez petit on a u + tv 2 w; on dit que J admet (au point u) une dérivée dans la

direction v si

lim
t!0+

J (u+ tv)� J (u)

t

existe. On notera cette limite par J
0
v (u) :

Dé�nition 1.2.3 (Di¤érentiabilité au sens de Gâteaux). On dit que la fonction J d�un

ouvert w d�un espace de Banach X; à valeurs réelles, est di¤érentiable au sens de Gâteaux

(ou G-di¤érentiable) en u 2 w; s�il existe ' 2 X 0
tel que dans chaque direction v 2 X où

J (u+ tv) existe pour t > 0 assez petit, la dérivée directionnelle J
0
v (u) existe et on a

lim
t!0+

J (u+ tv)� J (u)

t
= h'; vi

L�application ' est appelée la di¤érentielle de J au sens de Gâteaux au point u (ou la

G-di¤érentielle de J au point u), on note J
0
(u) = '

10



1.2. Quelques éléments de la théorie des points critiques

Remarque 1.2.1 Si J est di¤érentiable au sens de Fréchet, alors J est di¤érentiable au

sens de Gâteaux.

La réciproque est fausse, mais on a le résultat qui suit

Proposition 1.2.1 (voir[9]). Soit J une fonction continue de w dans R et G-di¤érentiable

dans un voisinage de u 2 w: On désigne par J 0
(v) la G-di¤érentielle de J en v et on sup-

pose que l�application v 7�! J
0
(v) est continue au voisinage de u: Alors

J (v) = J (u) + hJ 0
(u) ; v � ui+ o (v � u) ;

c�est à dire que J est di¤érentiable au sens de Fréchet et sa di¤érentielle coïncide avec

J
0
(u) :

Dé�nition 1.2.4 Soient X un espace de Banach, w � X un ouvert et J 2 C1 (w;R) : On

dit que u 2 w est un point critique de J si J 0
(u) = 0: avec J

0
(u) est la G-di¤érentielle

de J au point u. Si u n�est pas un point critique alors on dit que u est un point régulier

de J: Si c 2 R; on dit que c est une valeur critique de J; s�il existe u 2 w tel que J (u) = c

et J
0
(u) = 0: Si c n�est pas une valeur critique alors on dit que c est une valeur régulière

de J:

Dé�nition 1.2.5 Soient X un espace de Banach, F et J 2 C1(X;R) et un ensemble de

contraintes

S = fv 2 X; Fv = 0g

Nous supposons que F 0v 6= 0 pour tout v 2 S: On dit que c 2 R est valeur critique de J

sur S s�il existe u 2 S, et � 2 R tels que

J(u) = c et J 0(u)� � F 0(u) = 0

Le point u est un point critique de J et le réel � est appelé multiplicateur de Lagrange

pour la valeur critique c ou le point critique u:

Dé�nition 1.2.6 Soit X un espace de Banach et w est une partie de X: Une fonction

J : w ! R est dite faiblement séquentiellement semi-continue inférieurement (s.c.i) si

pour toute suite (un)n de w convergeant faiblement vers u 2 w on a J (u) � lim
n!1

inf J (un) :

11



1.2. Quelques éléments de la théorie des points critiques

Proposition 1.2.2 (voir [9]) Soit X un espace de Banach ré�exif, K � X un convexe

fermé et J : K ! R une fonction faiblement séquentiellement s.c.i. De plus, si K est non

borné, on suppose que pour toute suite (un)n de K telle que kunk ! 1; on a J (un)!1:

Alors J est bornée inférieurement et elle atteint son minimum i.e.

9 u 2 K; J (u) = inf
v2K

J (v) = min
v2K

J (v)

1.2.2 Théorème du col de la montagne

Soient X un espace de Banach, J : X ! R une fonction de classe C1 et � une famille non

vide de parties non vides de X:

Dans la théorie des points critiques, les théorèmes de Min-Max caractérisent une valeur

critique c de la fonctionnelle J comme un Min-Max sur �; càd

c = inf
A2�

sup
v2A

J (v) :

Dé�nition 1.2.7 (Condition de Palais-Smale) Soient X un espace de Banach et

J : X ! R une fonction de classe C1: On dit que la suite (un)n2N � X est une suite

de Palais-Smale de J si elle véri�e8<: (J (un))n2N est bornée,

J
0
(un)! 0 dans X

0
:

On dit que la fonctionnelle J véri�e la condition de Palais-Smale (PS) si toute suite

(un)n2N de Palais-Smale de J contient une sous-suite (unk)k convergente.

Dé�nition 1.2.8 (Condition de Palais-Smale au niveau c) Soient X un espace de Banach

et J : X ! R une fonction de classe C1: Si c 2 R; on dit que J véri�e la condition de

Palais-Smale (PSc) au niveau c , si toute suite (un)n2N de X telle que8<: J (un)! c dans R;

J
0
(un)! 0 dans X

0

contient une sous-suite (unk)k convergente.

12



1.3. Quelques critères de convergence

Théorème 1.2.1 (du col de la montagne voir [18]) Soit X un espace de Banach,

J 2 C1 (X;R) véri�ant la condition de Palais-Smale. On suppose que J (0) = 0 et

(I1) il existe des constantes �; � > 0 telles que J jkuk=�� �

(I2) il existe un élément e 2 X, kek > � tel que J (e) � 0:

Alors J possède une valeur critique c � �: De plus c est caractérisée par

c = inf
g2�

max
u2g([0;1])

J (u)

où

� = fg 2 C ([0; 1] ; X) j g (0) = 0 et g (1) = eg :

1.3 Quelques critères de convergence

Théorème 1.3.1 ( de la convergence dominée de Lebesgue)

Soit (fn)n une suite de fonctions de L
1 (
) convergeant presque partout vers une fonc-

tion mesurable f: On suppose qu�il existe g 2 L1 (
) telle que pour tout n � 1 on ait

kfnk � g p:p sur 
 alors f 2 L1 (
) et

lim
n!1

kf � fnk = 0;
Z



f (x) dx = lim
n!1

Z



fn (x) dx

Proposition 1.3.1 Soient (fn)n une suite de L
p (
) et f 2 Lp (
), tels que

kfn � fkLp(
) ! 0 alors il existe une fonction g 2 Lp (
) et une sous-suite extraite

(fni)i telles que:

(i) fni (x)! f (x) p:p sur 


(ii) jfni (x)j � g (x) pour tout i et p.p sur 
.

Démonstration. Soit (fn)n une suite de Cauchy dans L
p (
) : On extrait une sous-

suite (fni)i telle que

kfni+1 � fnikLp(
) �
1

2i
pour tout i � 1 (1.3)
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1.3. Quelques critères de convergence

En e¤et, il existe n1 tel que

kfm � fnkLp(
) �
1

2
pour m;n � n1

On prend ensuite n2 � n1 tel que

kfm � fnkLp(
) �
1

22
pour m;n � n2

On poursuit ainsi de proche en proche jusqu�à l�obtention de (1:3) : Montrons que (fni)i

converge dans Lp (
) : On a



fni+1 � fni



Lp(
)

� 1

2i
pour tout i � 1

Posons

hn (x) =
nX
i=1

��fni+1 (x)� fni (x)
��

On a alors

khnk � 1

Du théorème de la convergence monotone, il vient que p.p sur 
; (hn) converge vers une

limite �nie que l�on notera h avec h 2 Lp (
) :

D�autre part, on a pour m � n � 2

jfm (x)� fn (x)j � jfm (x)� fm�1 (x)j+ ::: jfn+1 (x)� fn (x)j � h (x)� hn�1 (x)

Il en résulte que p.p sur 
 , (fn (x)) est de Cauchy et converge vers une limite que l�on

note f (x) :

On a

��f (x)� fn (x)
�� � h (x) pour tout i; et p:p sur 
 avec h 2 Lp (
) :

Il en résulte, en vertu du théorème de la convergence dominée de Lebesgue, que

f 2 Lp (
) et que fn ! f dans Lp (
) : Ce qui achève la démonstration du point (i) :

Pour la démonstration du point (ii) ; il su¢ t de réitérer le raisonnement en posant

g = f +h:

14



1.4. Opérateurs de Nemytskii

1.4 Opérateurs de Nemytskii

Dé�nition 1.4.1 (Fonction de Carathéodory) Soit 
 un ouvert borné de Rn; une fonction

f : 
� R! R est dite de Carathéodory si elle véri�e:

(i) L�application : R! R; t 7! f (x; t) est continue pour presque tout x 2 
:

(ii)L�application : 
 ! R; x 7! f (x; t) est mesurable pour tout t 2 R:

Dé�nition 1.4.2 On dit que Nf est un opérateur de Nemytskii, associé à une fonction

de Carathéodory f : 
� R! R s�il est dé�ni par

(Nf u) (x) = f (x; u (x))

Proposition 1.4.1 Pour toute fonction mesurable u; l�opérateur de Nemytskii Nf associé

à une fonction de Carathéodory f : 
� R! R est mesurable sur 
:

Démonstration. Supposons qu�il existe une suite de fonctions (un)n ; telle que

un ! u p:p; f (x; un (x)) est mesurable grâce à (ii) et d�après (i) on a

f (x; un (x))! f (x; u (x)) p:p; donc f (x; u (x)) est mesurable sur 
:

Proposition 1.4.2 Soit 1 � p, q � 1 des réels et f : 
 � R ! R une fonction de

Carathéodory. On suppose qu�il existe b 2 Lq (
) et C � 0 tels que la condition de

croissance suivante:

jf (x; u)j � C juj
p
q + b (x) p:p sur 
 et pour tout u 2 R (1.4)

soit satisfaite. Alors Nf (Lp (
)) � Lq (
) et Nf est un opérateur continu de Lp (
) dans

Lq (
) :

Démonstration. Soit u 2 Lp (
) d�après (1:4) et de l�inégalité de Minkowski on aZ



jf (x; u (x))jq dx � C

Z



ju (x)jp dx+
Z



jb (x)jq dx <1

Donc Nf (u) 2 Lq (
) :

Montrons maintenant la continuité de Nf

15



1.4. Opérateurs de Nemytskii

Soit (un)n une suite de L
p (
) convergeant vers u: D�après la Proposition 1:3:1; il existe

g 2 Lp (
) et une sous-suite (uni)i telles que

uni ! u; juni (x)j � g (x) p:p sur 
:

On en déduit que p:p sur 
 on a f (x; uni (x))! f (x; u (x)) et

jf (x; uni (x))j � C juni (x)j
p
q + b (x) � C jg (x)j

p
q + b (x) :

D�après le théorème de la convergence dominée de Lebesgue on conclut que

Nf (uni)! Nf (u) dans Lq (
) : En vertu de l�unicité de la limite, toute la suite (Nf (un))n

converge vers Nf (u) dans Lq (
) :

Ce qui prouve que Nf est continu de Lp (
) dans Lq (
) :

Proposition 1.4.3 (voir[5]) Supposons que f : 
�R! R est une fonction de Carathéodory

et satisfait la condition de croissance suivante

jf (x; s)j � C jsjq�1 + b (x) pour x 2 
; s 2 R;

où C � 0 est une constante, q > 1; b 2 Lq
0
(
) ; 1

q
+ 1

q0
= 1:

Soit F : 
� R! R dé�nie par F (x; s) =
sZ
0

f (x; �) d� : Alors

(i) la fonction F est de Carathéodory et il existe C1 � 0 et c 2 L1 (
) tels que

jF (x; s)j � C1 jsjq + c (x) pour x 2 
; s 2 R;

(ii) la fonctionnelle � : Lq (
) ! R dé�nie par � (u) =
Z



F (x; u) est continûment

Fréchet di¤érentiable et �
0
(u) = NFu pour tout u 2 Lq (
) :

Proposition 1.4.4 (voir [12]) Soit 
 un ouvert borné de RN ; p et q deux réels, 1 < p <

+1 et 1
p
+ 1

q
= 1: Alors l�opérateur dé�ni sur Lp (
) par

u 7�! jujp�2 u

est à valeurs dans Lq (
) ; de plus il est continu.

16



1.5. Théorie des opérateurs monotones

1.5 Théorie des opérateurs monotones

1.5.1 Opérateurs monotones, dé�nitions et premières propriétés

Dans ce qui suit, X est un espace de Banach ré�exif et séparable et A un opérateur de X

dans X
0
:

Dé�nition 1.5.1 On dit que

(i) A est monotone si 8u; v 2 X; hA (u)� A (v) ; u� vi � 0

(ii) A est strictement monotone si de plus hA (u)� A (v) ; u� vi = 0 implique u = v:

(iii) A est hémicontinu si pour tous u; v 2 X; l�application t! hA (u+ tv) ; vi est continue

de R dans R:

Exemple 1.5.1 1) Soit J : X ! R convexe et di¤érentiable au sens de Gâteaux. Alors

sa di¤érentielle J
0
: X ! X

0
est monotone. En e¤et, soit w = u� v: Alors

j (t) = J (v + tw) est convexe de R dans R; j (0) = J (v) ; j (1) = J (u) ; j est di¤érentiable

(de classe C1) avec j
0
(t) = hJ 0

(v + tw) ; wi: Comme j est convexe, j 0 est croissante, et

écrire que j
0
(0) � j

0
(1) n�est rien d�autre qu�écrire la monotonie de J

0
de plus, comme j

est C1 J
0
est hémicontinue.

2) Si X est un espace de Hilbert et A est l�opérateur linéaire associé à une forme bilinéaire

a (:; :) continue par le théorème de représentation de Riesz alors A est hémicontinu. Il est

monotone si et seulement si a est positive et strictement monotone si et seulement si a

est dé�nie positive.

Dé�nition 1.5.2 On dit que

a) A est demi-continu (continu de X fort dans X
0
faible) si

un ! u quand n!1 implique Aun * Au quand n!1:

b) A est fortement continu si

un * u quand n!1 implique Aun ! Au quand n!1
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1.5. Théorie des opérateurs monotones

c) A est borné si l�image par A de tout borné de X est un borné de X
0
:

Remarque 1.5.1 Si A est demi-continu, alors A est hémicontinu.

Cette remarque admet une réciproque assez surprenante, dans la mesure où l�hémicontinuité

est une condition très faible.

Lemme 1.5.1 Soit A un opérateur borné, hémicontinu et monotone. Alors A est demi-

continu.

Démonstration. Soit (un) une suite telle que un ! u dans X . Cette suite est donc

bornée, et comme A envoie les bornés dans les bornés, A (un) reste dans un borné de X
0
:

On extrait une sous-suite (un0 ) telle que A (un0 )* � (car X
0
est ré�exif). En raison de la

monotonie, pour tout v 2 X; on a

0 � hA (un0 )� A (v) ; un0 � vi = hA (un0 ) ; un0 � vi � hA (v) ; un0 � vi

Il est bien clair que hA (v) ; un0�vi ! hA (v) ; u�vi: Par ailleurs, comme A (un0 ) converge

faiblement dans X
0
et un0 fortement dans X; leur crochet de dualité converge:

hA (un0 ) ; un0 � vi ! h�; u� vi

Par conséquent, on obtient à la limite

8v 2 X; 0 � h� � A (v) ; u� vi (1.5)

On va montrer que cette inégalité détermine en fait � en utilisant un procédé caractéris-

tique des opérateurs monotones et appelé "astuce de Minty". Soit w 2 X quelconque et

t 2 R�+: Appliquant (1:5) à v = u+ tw et divisant l�inégalité obtenue par t > 0; on obtient

h� � A (u+ tw) ; wi � 0

Faisons alors tendre t vers 0: Comme A est hémicontinu, il vient

8w 2 X; h� � A (u) ; wi � 0
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1.5. Théorie des opérateurs monotones

Cette inégalité est aussi vraie pour �w; donc en fait

8w 2 X; h� � A (u) ; wi = 0

soit

� = A (u)

On conclut par unicité de la limite faible des sous-suites extraites de la suite A (un) et

faiblement convergentes.

Proposition 1.5.1 Tout opérateur monotone A est localement borné.

Démonstration. Soit A un opérateur monotone. Montrons que pour tout u 2 X; il

existe un voisinage V de u tel que A (V ) est borné. On raisonne par l�absurde, supposons

qu�il existe u 2 X et une suite (un)n avec

un ! u et kAunk ! 1 quand n!1:

Sans perte de généralité, soit u = 0: On pose

an = (1 + kAunk kunk)�1 :

Comme A est monotone il s�ensuit que

�anhAun; vi � an (hAun; uni � hA (�v) ; un � vi)

� an (kAunk kunk+ kA (�v)k kun � vk)

Par conséquent

sup
n
jhanAun; vij <1 , 8v 2 X:

D�après le théorème de Banach-Steinhaus, il existe un nombre N tel que

sup
n
kan Aunk � N:

On pose bn = kAunk : Alors

bn � a�1n N = (1 + bn kunk)N pour tout n:

Puisque kunk ! 0 quand n ! 1; la suite (bn)n est bornée. Contradiction avec le fait

que kAunk ! 1 quand n!1:
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Dé�nition 1.5.3 On dit que A est fortement monotone s�il existe C > 0 tel que

hAu� Av; u� vi � C ku� vk2 pour tout u; v 2 X

Dé�nition 1.5.4 On dit que A est coercif si

lim
kuk!1

hA (u) ; ui
kuk = +1

1.5.2 Théorème de Minty-Browder

Théorème 1.5.1 Soit X un espace de Banach ré�exif, séparable et A un opérateur de

X ! X
0
borné, hémicontinu, monotone, coercif alors A est surjectif de X ! X

0
, i.e.

pour tout f 2 X 0
, il existe u 2 X tel que A (u) = f .

Démonstration. Soit f un élément de X 0
:

1ere étape

a: Comme X est séparable, il existe une suite (um)m2N� de vecteurs de X; véri�ant les

propriétés suivantes:

i: Toute famille �nie de vecteurs est libre,

ii: Si Xm désigne l�espace vectoriel engendré par (uj)1�j�m ; alors X = [m2N�Xm:

b: Résolution dans les espaces vectoriels Xm :

Soit m 2 N�; existe-t-il

(�i)1�i�m 2 Rm; wm =
mX
i=1

�iui; hA (wm) ; uji = hf; uji;8j; 1 � j � m

On considère l�application F de Rm dans Rm dé�nie par:

F (�1; :::; �m) =

 
hA
 

mX
i=1

�iui

!
; uji � hf; uji

!
1�j�m

On cherche à appliquer le théorème suivant :

Théorème 1.5.2 (Point �xe de Brouwer) (voir[10]) Toute application continue de

la boule unité fermée de Rm dans elle-même admet un point �xe.
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1.5. Théorie des opérateurs monotones

i: De l�hémicontinuité de A, on déduit la continuité de F:

ii: Il existe k > 0 tel que

8� 2 Rm j�j � k =) F (�) :� > 0

En e¤et comme A est coercif

8C > 0; 9 R; 8u 2 X kuk � R =) hA (u) ; ui � C kuk

D�autre part on a jhf; uij � kfk kuk ; d�où

8C > 0;9R > 0;8u; kuk � R; u =
mX
i=1

�iui:

Or

F (�) :� = hA
 

mX
i=1

�iui

!
;
mX
i=1

�iuii � hf;
mX
i=1

�iuii �






mX
i=1

�iui






 (C � kfk)
Par ailleurs, soit g l�application de Rm dans R : � 7�! k

Pm
i=1 �iuik : L�application g est

continue sur la sphère S = f� 2 Rmj j�j = 1g : Soit � = inf
�2S

g; comme � est atteint et

que les (ui)1�i�m forment une famille libre, � est positif et

� 2 Rm; j�j = k =) g (�) � k�:

Soit C > kfk pour k > R
�
; on déduit de ce qui précède que pour tout � de Rm j�j > k;

on a F (�) � � > 0:

iii: De (ii) on déduit que la fonction F ne peut s�annuler que sur la boule Bk avec

Bk = f� 2 Rm : j�j � kg : Supposons que F ne s�annule pas. Soit F1 l�application

Bk ! Bk; �! F1 (�) = �
F (�) k

jF (�)j :

La fonction F1 est continue, d�après le théorème de Brouwer, on déduit l�existence de �

dans Bk tel que F1 (�) = �; alors j�j = k, d�où F (�) � � � 0:

Mais F (�) � � = � jF (�)j k < 0: Contradiction

Donc il existe � de Bk tel que F (�) = 0:

c: Conclusion

8Xm ;9 wm 2 Xm : hA (wm) ; uji = hf; uji 8j; 1 � j � m:
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1.5. Théorie des opérateurs monotones

2eme étape: Convergence de la suite (wm)m2N :

a: De la coercivité de A on déduit que la suite(wm)m2N est bornée, en e¤et

hA (wm) ; wmi = hf; wmi � kfk kwmk =)
hA (wm) ; wmi

kwmk
� kfk :

Comme lim
kuk!1

hA(u);ui
kuk = +1; on obtient

9C > 0; 8m 2 N =) kwmk � C:

b: L�opérateur A étant borné, la suite (A (wm))m2N est bornée dans X
0
:

c: Comme X est un espace ré�exif séparable, il en est de même de son dual, et toute

boule fermée de X; ou de X
0
; est compacte pour la topologie de dualité, topologie qui est

métrisable sur les boules. On note �
�
X;X

0�
la topologie de dualité sur X (resp.�

�
X

0
; X
�

sur X
0
). Alors il existe une sous-suite extraite de (wm)m2N ; notée (wp)p2N véri�ant

9w 2 X; 9 � 2 X 0
=)

8<: wp * w; pour �
�
X;X

0�
A (wp)* � pour �

�
X

0
; X
�

3eme étape :De la monotonie et de l�hémicontinuité on déduit � = A (w)

a: En e¤et, on a

8j 2 N�; 8p � j; hA (wp) ; uji = hf; uji =) h�; uji = hf; uji:

De la densité de [m2N�Xm dans X, on déduit

h�; vi = hf; vi , 8v 2 X:

b: Mais pour tout p, on a hA (wp) ; wpi = hf; wpi; d�où on déduit

lim
p!1

hA (wp) ; wpi = hf; wi = h�; wi: (1.6)

Comme A est monotone, on a

8p 2 N�; 8v 2 X =) hA (wp)� A (v) ; wp � vi � 0;

qui joint à (1:6) donne à la limite

h� � A (v) ; w � vi � 0 8v 2 X
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En particulier, on a

v = w � �u; 8� > 0; 8u 2 X =) h� � A (w � �u) ; ui � 0 .

Puis en utilisant l�hémicontinuité de A; on obtient

lim
�!0

h� � A (w � �u) ; ui = h� � A (w) ; ui � 0 8u 2 X::

De même pour v = w + �u , on obtient

lim
�!0

h� � A (w + �u) ; ui = h� � A (w) ; ui � 0; 8u 2 X:

Donc

h� � A (w) ; ui = 0 8u 2 X:

D�où � = A (w) :

1.5.3 Exemple d�opérateur monotone

Soit 
 un ouvert borné de RN ; p 2 ]1;+1[ et X = W 1;p
0 (
) : On se donne une application

F : RN ! RN continue et monotone au sens où pour tout �; � 2 RN :

(F (�)� F (�)) � (�� �) � 0

où � désigne le produit scalaire euclidien usuel dans RN : On suppose que F satisfait la

condition de croissance

8� 2 RN ; jF (�)j � C
�
1 + j�jp�1

�
pour une certaine constante C:

Proposition 1.5.2 L�opérateur A (u) = �div (F (ru)) est bien dé�ni de W 1;p
0 (
) dans

W�1;q (
) : Il est borné, hémicontinu et monotone.

Démonstration. Soit q l�exposant conjugué de p:Montrons que si u 2 W 1;p
0 (
) alors

A (u) est une forme linéaire continue sur W 1;p
0 (
) :

23



1.6. L�opérateur p-Laplacien

Soit v 2 W 1;p
0 (
)

h�div (F (ru)) ; vi = �
NX
i=1

h@Fi
@xi

(ru) ; vi =
NX
i=1

hFi (ru) ;
@v

@xi
i

=

Z



NX
i=1

Fi (ru)
@v

@xi
dx =

Z



F (ru) rv dx

et l�application W 1;p
0 (
) ! R; v 7�! h�div (F (ru)) ; vi est bien linéaire et d�après

l�inégalité de Hölder, on a

jh�div (F (ru)) ; vij �
Z



jF (ru) rvj dx �

0@Z



jF (ru) jq dx

1A 1
q
0@Z




jrvjp dx

1A 1
p

:

Comme u 2 W 1;p
0 (
) alors ru 2 Lp (
) etZ




jF (ru)jq dx =
Z



jF (ru)j
p

p�1 dx �
Z



C
�
1 + jrujp�1

� p
p�1 dx �

Z



C
0
(1 + jrujp) dx <1:

donc jh�div (F (ru)) ; vij � C kvkW 1;p
0 (
) :

Par conséquent, �divF (ru) 2 W�1;q (
) :

De plus, si u est dans un borné de W 1;p
0 (
) ; alors ru est dans un borné de Lp (
) et

par le calcul précédent, F (ru) est dans un borné de Lq (
) : Par conséquent, A (u) reste

dans un borné de W�1;q (
) :

En�n, pour tout u; v 2 W 1;p
0 (
) ; on a

hA (u)� A (v) ; u� vi =
Z



(F (ru)� F (rv)) � (ru�rv) dx � 0

car F (�)� F (�) � (�� �) � 0 pour tout �; � 2 RN : Donc A est monotone.

Un exemple d�une telle fonction F est donné par F (�) = j�jp�2 �: L�objet de la section

suivante est l�étude de l�opérateur A associé a cette fonction.

1.6 L�opérateur p-Laplacien

L�opérateur p-Laplacien est un opérateur aux dérivées partielles quasi-linéaire elliptique

du second ordre dé�ni par

�pu = div
�
jrujp�2ru

�
= jrujp�4

(
jrujp�2�u+ (p� 2)

NX
i;j=1

@u

@xi

@u

@xj

@2u

@xi@xj

)
:
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avec 1 < p < +1; cet opérateur sous forme divergence est dégénéré lorsque p 6= 2 et pour

p = 2; le p-Laplacien coïncide avec le Laplacien usuel �:

1.6.1 Propriétés de l�opérateur p-Laplacien

Considérons maintenant l�opérateur p-Laplacien dé�ni sur l�espace de Sobolev W 1;p
0 (
)

dans son dual W�1;q (
) où 
 est un ouvert borné de RN ; p et q deux réels, 1 < p < 1

et 1
p
+ 1

q
= 1:

Quel que soit u de W 1;p
0 (
) ; pour tout i; 1 � i � N; on déduit de la proposition

(1:4:4) que
��� @u@xi ���p�2 @u

@xi
appartient à Lq (
) ; d�où on peut dé�nir l�application suivante sur�

W 1;p
0 (
)

�2
(u; v) 7�! a (u; v) =

Z



NX
i=1

���� @u@xi
����p�2 @u@xi @v@xidx

Théorème 1.6.1 Pour tout u de W 1;p
0 (
) ; l�application

W 1;p
0 (
)! R; v 7�! a (u; v)

est une forme linéaire continue, d�où il existe un unique élément, noté A (u) de
�
W 1;p
0 (
)

�0
;

tel que

a (u; v) = hA (u) ; vi; 8v 2 W 1;p
0 (
) :

L�application A : W 1;p
0 (
)!

�
W 1;p
0 (
)

�0
; u 7�! A (u) ; est notée

��p (u) = �
NX
i=1

@

@xi

 ���� @u@xi
����p�2 @u@xi

!
:

Démonstration. Pour tout u de W 1;p
0 (
) ; l�application de W 1;p

0 (
) dans R qui à v

associe a (u; v) est bien linéaire, de plus elle véri�e

ja (u; v)j �
NX
i=1





 @u@xi




 pq
Lp





 @v@xi





Lq
� C kvkW 1;p

0 (
) :

D�où elle est continue et il existe un unique f de W�1;q (
) ; tel que a (u; v) = hf; vi: De

l�unicité de f on déduit l�existence d�une application A de W 1;p
0 (
) dans W�1;q (
) ; telle
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que A (u) = f:

Pour tout ' de D (
) on a

a (u; ') =

Z



NX
i=1

���� @u@xi
����p�2 @u@xi @'@xidx

= �h
NX
i=1

@

@xi

 ���� @u@xi
����p�2 @u@xi

!
; 'i:

D�où, A = ��p; avec

��p (u) = �
NX
i=1

@

@xi

 ���� @u@xi
����p�2 @u@xi

!

��p est l�opérateur p-Laplacien.

Dé�nition 1.6.1 Soit r 7�! � (r) une fonction continue monotone strictement crois-

sante de R+ ! R+; � (0) = 0; � (r)!1 si r !1: Une application J de X ! X
0
avec

X un espace de Banach, est dite "application de dualité" relative à � si les conditions

suivantes ont lieu

hJ (u) ; ui = kJ (u)k� kuk 8u 2 X

kJ (u)k� = �(kuk) 8u 2 X

Remarque 1.6.1 Naturellement cette notion dépend de la norme choisie sur X:

Par exemple

Si X = Lp (
) ; kuk =
�R



jujp dx
� 1

p

= kukLp(
) ; � (r) = rp�1 alors J (u) = jujp�2 u:

Si X = W 1;p
0 (
) ; kukW 1;p

0 (
) =

�R



jrujp dx
� 1

p

; � (r) = rp�1 alors

J (u) = �
NX
i=1

@

@xi

 ���� @u@xi
����p�2 @u@xi

!
= ��p (u) :

avec k��p (u)k� = �(kuk) = kuk
p�1
W 1;p
0 (
)

:

Proposition 1.6.1 L�opérateur ��p est borné de W
1;p
0 (
) dans W�1;q (
) :
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Démonstration. De l�expression de la norme dans un espace dual, on déduit

8u 2 W 1;p
0 (
) ; k��p (u)kW�1;q(
) = sup

v2W 1;p
0 (
) kvk�1

jh��p (u) ; vij :

Pour tout v de W 1;p
0 (
) on a

jh��p (u) ; vij �
NX
i=1





 @u@xi




 pq 



 @v@xi





 �
 

NX
i=1





 @u@xi




 pq
!
kvkW 1;p

0 (
)

Donc

k��p (u)kW�1;q(
) � kuk
p
q

W 1;p
0 (
)

:

Soit B un borné de W 1;p
0 (
) ; alors

9 M > 0;8u 2 B; kuk �M =) k��p (u)kW�1;q(
) �M
p
q ;

Ainsi l�image par ��p d�un borné B de W 1;p
0 (
) est un borné de W�1;q (
) :

Proposition 1.6.2 L�opérateur ��p est hémicontinu deW
1;p
0 (
) dans son dualW�1;q (
) :

Démonstration. D�après le théorème de la convergence dominée de Lebesgue, on

déduit que pour tout (u; v; w) 2
�
W 1;p
0 (
)

�3
; l�application de R dans R

t 7�! h��p (u+ tv) ; wi =
Z



NX
i=1

���� @u@xi + t
@v

@xi

����p�2� @u@xi + t
@v

@xi

�
@w

@xi
dx

est continue.

Proposition 1.6.3 L�opérateur ��p est monotone de W
1;p
0 (
) dans W�1;q (
) :

Démonstration. L�application qui à t de R associe jtjp dans R étant convexe, on

déduit que sa dérivée est une fonction croissante, donc

8 (t; r) 2 R2;
�
jtjp�2 t� jrjp�2 r

�
(t� r) � 0:

D�où

h��p (u)�(��p (v)) ; u�vi =
Z



NX
i=1

 ���� @u@xi
����p�2 @u@xi �

���� @v@xi
����p�2 @v@xi

!�
@u

@xi
� @v

@xi

�
dx � 0:

Par conséquent ��p est monotone.
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Proposition 1.6.4 L�opérateur ��p est coercif de W
1;p
0 (
) dans W�1;q (
) :

Démonstration. Comme 
 est un ouvert borné de RN ; on déduit de l�inégalité de

Poincaré que

h��p (u) ; ui =
Z



NX
i=1

���� @u@xi
����p dx = kukpW 1;p

0 (
)
:

D�où lim
kuk!1

hA(u);ui
kuk = lim

kuk!1
kukp
kuk = lim

kuk!1
kukp�1 = +1 car p > 1:

Corollaire 1.6.1 Soit 
 un ouvert borné de RN ; p un réel véri�ant 1 � p � 1 ; alors

l�opérateur ��p est surjectif de W
1;p
0 (
) dans W�1;q (
) ; où 1

p
+ 1

q
= 1:

Démonstration. ��p est un opérateur borné, hémicontinu, monotone, coercif . On

déduit du théorème de Minty-Browder que l�opérateur ��p est surjectif deW
1;p
0 (
) dans

W�1;q (
) :

Lemme 1.6.1 (voir [8]) Soit x; y 2 RN :Alors

��jxjp�2 x� jyjp�2 y�� �
8<: cp jx� yj (jxj+ jyj)p�2 si p � 2

cp jx� yjp�1 si 1 � p < 2

avec cp indépendante de x et y:

Lemme 1.6.2 Soit x; y 2 RN et h:; :i est le produit scalaire usuel dans RN : Alors

hjxjp�2 x� jyjp�2 y; x� yi �

8<: cp jx� yjp si p � 2

cp
jx�yj2

(jxj+jyj)2�p si 1 < p < 2

Démonstration. Par homogénéité, on peut supposer que jxj = 1 et jyj � 1: Par

ailleurs en choisissant une base dans RN ; nous posons

x = (1; 0; :::; 0) ; y = (y1; y2; 0; :::; 0) et
q
y21 + y22 � 1:

(i) Cas 1 < p < 2: Il est clair que l�inégalité est équivalente a la suivante

( 
1� y1

(y21 + y22)
2�p
2

!
(1� y1) +

y22

(y21 + y22)
2�p
2

) �
1 +

p
y21 + y22

�2�p
(1� y21)

2
+ y22

� C:
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Or

1� y1�p
y21 + y22

�2�p �
8<: 1� y1

jy1j2�p
� (p� 1) (1� y1) ; si 0 � y1 � 1

1� y1 � (p� 1) (1� y1) ; si y1 � 0

Alors

(p� 1)
n�
1� y21

�2
+ y22

o �1 +py21 + y22

�2�p
(1� y21)

2
+ y22

� p� 1

(ii) Cas p � 2; il su¢ t de montrer queh
1� y1 (y

2
1 + y22)

p�2
2

i
(1� y1) + y22 (y

2
1 + y22)

p�2
2�

(1� y1)
2 + y22

� p
2

� C (1.7)

Posons t = jyj
jxj et s =

hx;yi
jxjjyj puis, il faut montrer que la fonction

f (t; s) =
1� (tp�1 + t) s+ tp

(1� 2ts+ t2)
p
2

est borné inférieurement. On a pour un t �xé, @f
@s
= 0 si

1�
�
tp�1 + t

�
s+ tp =

tp�2 + 1

p

�
1� 2ts+ t2

�
:

Alors pour un point critique s de f; on a

f (t; s) =
tp�2 + 1

p

1

(1� 2ts+ t2)
p�2
2

� 1

p

tp�2 + 1

(t+ 1)p�2
� 1

p
min
0�t�1

tp�2 + 1

(t+ 1)p�2
� 1

2p
:

D�où f est bornée inférieurement:

Théorème 1.6.2 Soit 
 un ouvert borné de RN :

a) ��p : W
1;p
0 (
) ! W�1;q (
) est uniformément continu sur tout ensemble borné de

W 1;p
0 (
) .

b) (��p)
�1 : W�1;q (
)! W 1;p

0 (
) est continu.

c) L�opérateur composé (��p)
�1 :

W�1;q (
)! W 1;p
0 (
) ,! Lq (
)

est compact si 1 � q < Np
N�p :
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Démonstration. a) Considérons un ensemble borné B de W 1;p
0 (
), i.e.

9 M > 0; 8u 2 B : kukW 1;p
0 (
) < M:

Alors pour tout u; v 2 B on obtient

k��pu� (��pv)kW�1;q(
) = sup
k'k

W
1;p
0 (
)

=1

jh��pu� (��pv) ; 'ij

= sup
k'k

W
1;p
0 (
)

=1

������
Z



�
jrujp�2ru� jrvjp�2rv

�
r'dx

������ :
D�après le lemme (1:6:1) ; on obtient

k��pu� (��pv)kW�1;q(
) �

8>>><>>>:
cp sup
k'k

W
1;p
0 (
)

=1

R



(jruj+ jrvj)p�2 jru�rvj jr'j dx; si p � 2

cp sup
k'k

W
1;p
0 (
)

=1

R



jru�rvjp�1 jr'j dx; si 1 < p < 2

Par l�inégalité de Hölder, on conclut que

k��pu� (��pv)kW�1;q(
) �

8<: 2 Cp M
p�2 kru�rvkLp(
) ; si p � 2

Cp M kru�rvkLp(
) ; si p < 2

D�où ��p est uniformément continu sur B:

b) D�après le corollaire (1:6:1) ; on a ��p est surjectif , il reste a montrer l�unicité d�un

élément u dans W 1;p
0 (
) tel que ��p (u) = f: Soit u1; u2 2 W 1;p

0 (
) tels que

��pu1 = f1; ��pu2 = f2 .

Alors

h��p (u1)� (��p (u2)) ; (u1 � u2)i = hf1 � f2; u1 � u2i:

D�après le lemme (1:6:2), on a

h��p (u1)� (��p (u2)) ; (u1 � u2)i =

Z



hjru1jp�2ru1 � jru2jp�2ru2;r (u1 � u2)i dx

�

8><>:
Cp
R



jr (u1 � u2)jp dx; si p � 2

Cp
R



jr(u1�u2)j2

(jru1j+jru2j)2�p
dx; si 1 < p < 2;
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Si p � 2 alors Z



jr (u1 � u2)jp dx � Dp kf1 � f2kW�1;q(
) kr (u1 � u2)kLp :

D�où

kr (u1 � u2)kLp � D
1

p�1 kf1 � f2k
1

p�1
W�1;q(
) :

En particulier, si f1 � f2 alors u1 � u2:

Si 1 < p < 2 alorsZ



jr (u1 � u2)j2

(jru1j+ jru2j)2�p
dx � Cp kf1 � f2kW�1;q(
) ku1 � u2kW 1;p

0 (
) :

Par l�inégalité de Hölder, on obtientZ



jr (u1 � u2)jp dx =
Z



jr (u1 � u2)jp

(jru1j+ jru2j)
(2�p)p

2

(jru1j+ jru2j)
(2�p)p

2 dx

�

0@Z



jr (u1 � u2)j2

(jru1j+ jru2j)2�p
dx

1A
p
2
0@Z



(jru1j+ jru2j)p dx

1A
2�p
2

:

Donc �R



jr (u1 � u2)jp dx
� 1

p

�
ku1kW 1;p

0 (
) + ku2kW 1;p
0 (
)

� 2�p
p

� Cp kf1 � f2kW�1;q(
) :

Dans ce cas, on a démontré à la fois l�existence et la continuité de l�inverse de l�opérateur

��p:

c) D�après b), on a (��p)
�1 est continu de W 1;p

0 (
) dans W�1;q (
) : Comme W 1;p
0 (
)

s�injecte de façon compacte dans Lq (
) si 1 � q < pN
N�p : alors l�opérateur composé

(��p)
�1 : W�1;q (
)! W 1;p

0 (
) ,! Lq (
) est compact:

D�où le résultat.

Théorème 1.6.3 Soit 
 un ouvert borné de RN ; avec N � 3: Pour p 2 ]1;+1[ , nous

dé�nissons la fonctionnelle 	 : W 1;p
0 (
)! R par

	(u) =
1

p

Z



jrujp dx
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alors 	 est di¤érentiable sur W 1;p
0 (
) et

h	0
(u) ; vi =

Z



jrujp�2ru � rvdx = h��pu; vi

Démonstration. Considérons la fonction ' : RN ! R dé�nie par ' (x) = 1
p
jxjp ; qui

est une fonction de classe C1 et r' (x) = jxjp�2 x. Pour tout x; y 2 RN ; on a

lim
t!0

' (x+ ty)� ' (x)

t
= jxjp�2 x � y:

Par conséquent

lim
t!0

jru (x) + t rv (x)jp � jru (x)jp

t
= jru (x)jp�2ru (x) � rv (x) p:p sur 
:

Par le théorème de Lagrange il existe � 2 R telle que j�j � jtj et���� jru+ t rvjp � jrujp

t

���� � ��jru+ �rvjp�2 (ru+ �rv) � rv
�� � C

�
jrujp�1 jrvj+ jrvjp

�
2 L1 (
) :

Grâce au théorème de la convergence dominée de Lebesgue, on obtient

lim
t!0

Z



jru+ t rvjp � jrujp

t
dx =

Z



jrujp�2ru � rv dx:

En�n 	 est Gâteaux di¤érentiable et

h	0

G (u) ; vi =
Z



jrujp�2ru � rv dx:

Nous allons maintenant montrer que 	
0
G : W

1;p
0 (
) !

�
W 1;p
0 (
)

�0
est continue. A cet

e¤et nous considérons une suite (uk)k2N dans W
1;p
0 (
) telle que uk ! u dans W 1;p

0 (
) :

D�après la proposition (1:3:1) ; il existe une sous-suite qu�on note aussi (uk) telle que

I ruk (x)! ru (x) p.p sur 
 quand k !1:

I Il existe w 2 L1 (
) telle que jruk (x)jp � w (x) p:p sur 
; et pour tout k 2 N

Nous avons

h	0

G (u)�	
0

G (uk) ; vi =
Z



�
jrujp�2ru� jrukjp�2ruk

�
� rv dx
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et ������
Z



�
jrujp�2ru� jrukjp�2ruk

�
� rv dx

������
�

0@Z



��jrujp�2ru� jrukjp�2ruk�� p
p�1 dx

1A
p�1
p
0@Z



jrvjp dx

1A 1
p

�

0@Z



��jrujp�2ru� jrukjp�2ruk�� p
p�1 dx

1A
p�1
p

kvkW 1;p
0 (
) :

Comme on a


	0

G (u)�	
0

G (uk)



 = supn���h	0

G (u)�	
0

G (uk) ; vi
��� ; v 2 W 1;p

0 (
) kvk = 1
o

donc 


	0

G (u)�	
0

G (uk)



 �

0@Z



��jrujp�2ru� jrukjp�2ruk�� p
p�1 dx

1A
p�1
p

Or

jruk (x)jp�2ruk (x)! jru (x)jp�2ru (x) p.p sur 


et

��jrujp�2ru� jrukjp�2ruk�� p
p�1 � C (jrukjp + jrujp) � C (w + jrujp) 2 L1 (
) :

Par le théorème de la convergence dominée, nous obtenonsZ



��jrujp�2ru� jrukjp�2ruk�� p
p�1 dx! 0

et donc 


	0

G (uk)�	
0

G (u)



! 0:

D�où 	
0
G est continue. Par conséquent 	 est Fréchet di¤érentiable avec 	

0
= 	

0
G:
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CHAPITRE

2 Première valeur propre

de l�opérateur

p-Laplacien

Une valeur propre de l�opérateur p-Laplacien est un nombre réel � pour lequel il existe

une fonction u 2 W 1;p
0 (
) solution non-triviale de

��pu = � jujp�2 u dans 
; u = 0 sur @
 (2.1)

où 
 est un ouvert borné de RN : Les solutions faibles de cette équation sont les fonctions

propres. Nous étudions dans ce chapitre les di¤érentes propriétés de la première valeur

propre (simplicité, isolation,...), Concernant le problème de l�existence d�autres valeurs

propres, nous allons voir qu�il est possible de construire par des méthodes variationnelles

une suite de valeurs propres positives tendant vers l�in�ni en considérant la fonctionnelle

B (u) = 1
p

Z



jujp dx restreinte à la variété M =

8<:u 2 W 1;p
0 (
) : 1

p

Z



jrujp dx = �

9=; :

Posons ~B = BjM : Les valeurs propres de ��p peuvent alors être sous la forme �
�k
où

�k sont les valeurs critiques de la fonctionnelle ~B:
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2.1 Existence de la première valeur propre

L�interprétation variationnelle de l�équation (2:1) est la suivante:

Dé�nition 2.1.1 On dit que � est une valeur propre, s�il existe une fonction u 2 W 1;p
0 (
) ;

u 6= 0; telle queZ



jrujp�2ru � rv dx = �

Z



jujp�2 u v dx pour tout v 2 W 1;p
0 (
) : (2.2)

La fonction u est appelée fonction propre. On dit aussi que (u; �) est une solution propre

de (2:1) :

Remarquons que si on remplace v par u 2 W 1;p
0 (
) dans (2:2) on obtient � comme le

quotient fonctionnel suivant:

� =

R



jrujp dxZ



jujp dx
(2.3)

Ce quotient est appelé le quotient de Rayleigh.

La première valeur propre de l�opérateur p-Laplacien est notée par �1 et elle est dé�nie

par

�1 = inf
u2W 1;p

0 (
)
u 6=0

R



jrujp dxZ



jujp dx
(2.4)

Le résultat d�existence de la première valeur propre est donné par le théorème suivant

Théorème 2.1.1 Soit 
 un ouvert borné de RN ; N � 3 et 1 < p < N: Considérons

�1 dé�nie par (2:4). Alors �1 > 0 et cette borne inférieure est atteinte par une certaine

fonction u 2 W 1;p
0 (
) n f0g. La fonction u peut être choisie positive et satisfait (au sens

faible) l�équation (2:1) ; u est appelée la première fonction propre.

Démonstration. Pour u 2 W 1;p
0 (
) ; posons I (u) =

Z



jrujp dx, J (u) =
Z



jujp dx;

et on dé�nissons le quotient fonctionnel Q : W 1;p
0 (
) n f0g ! R par Q (u) = I(u)

J(u)
alors
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� = inf
u2W 1;p

0 (
)
u 6=0

Q (u) : D�après l�inégalité de Poincaré, 9C > 0 : kukpLp(
) � C krukpLp(
) :

Par conséquent �1 � 1
C
> 0:

Soit (uk)k est une suite minimisante telle que
krukkpLp
kukkpLp

! �1; il est clair que jukj est

aussi une suite minimisante de Q; ainsi on peut supposer que uk (x) � 0 p.p sur 
:

On peut normaliser (uk) en posant kukkLp = 1 pour tout k: Alors, d�après le théorème

d�injection de Sobolev 1:1:4 On déduit que

I uk * u dans W 1;p (
) :

I uk ! u dans Lp (
) :

I uk (x)! u (x) p.p sur 
:

En particulier J (u) = 1 et u (x) � 0 p.p sur 
: Par la semi-continuité inférieure pour

la topologie faible de la norme, on a

Q (u) = I (u) � lim
k
inf I (uk) = lim

k
inf Q (uk) = �1:

Ainsi 9 u 2 W 1;p
0 (
) n f0g et Q (u) = �1: Les fonctionnelles I et J sont di¤érentiables

alors il en est de même pour Q; et

hQ0
(u) ; vi = 1

J (u)

�
hI 0 (u) ; vi �Q (u) hJ 0

(u) ; vi
�
:

Comme u est un point minimum de Q donc Q
0
(u) = 0 et par conséquent

hI 0 (u) ; vi = Q (u) hJ 0
(u) ; vi = �1hJ

0
(u) ; vi pour tout v 2 W 1;p

0 (
)

qui n�est rien d�autre qu�une solution faible de (2:1) :

Lemme 2.1.1 Toute fonction propre u1 associée à la première valeur propre �1 est de

signe constant sur 
 (c-à-d u1 > 0 ou bien u1 < 0 sur 
).

Démonstration. Si u1 est une fonction propre associée à �1 i.e. u1 minimise le

quotient de Rayleigh (2:3) alors v = ju1j est aussi un minimiseur et donc une fonction

propre. Comme v � 0 alors v > 0 car s�il existe x0 2 
 tel que v (x0) = 0; d�après

l�inégalité de Harnack (voir [7]) pour toute fonction propre positive

max
Br

v � Cn;p �min
Br

v
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2.1. Existence de la première valeur propre

où Br = B (x0; r) et B (x0; 2r) � 
: Il en résulte que v � 0 dans Br pour tout r > 0: En

conclusion v � 0; ce qui est impossible car v est une fonction propre. Par conséquent

ju1j > 0 sur 
, par continuité u1 est de signe constant.

Proposition 2.1.1 Soit (
j)j une suite exhaustive de 
 =
1[
j=1


j telle que


1 � 
2 � 
3 � :::

Alors

lim
j!1

�1 (
j) = �1 (
) :

Démonstration. On a �1 (
1) � �1 (
2) � ::: � �1 (
) : Etant donné " > 0; il existe

une fonction ' 2 D (
) telle queZ



jr'jp dxZ



j'jp dx
< �1 (
) + ";

car �1 (
) est l�in�mum. Pour j assez grand, supp(') � 
j: D�où

�1 (
j) �

Z

j

jr'jp dx

Z

j

j'jp dx
=

Z



jr'jp dxZ



j'jp dx
< �1 (
) + ":

Par conséquent �1 (
) � �1 (
j) � �1 (
) + " pour j su¢ samment grand.

D�où lim
j!1

�1 (
j) = �1 (
) :

Lemme 2.1.2 Si � > �1 alors il n�existe pas de fonction propre positive associée à la

valeur propre �:

Démonstration. On raisonne par l�absurde, supposons qu�il existe une fonction

propre v positive associée à la valeur propre � > �1: En utilisant la proposition précédente,

on peut construire un ouvert régulier 
� �� 
 tel que

��1 = �1 (

�) < �:
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Soit v�1 la première fonction propre sur 

�: Comme @
� est régulier, on a v�1 2 C

�

�
�
et

v�1 = 0 sur @

�:Car

min

�

v > 0:

Nous pouvons arranger de telle sorte que

v�1 � v sur 
�: (2.5)

On dé�nit

� =

�
��1
�

� 1
p�1

avec 0 < � < 1: (2.6)

Montrons que

�div
�
jrv�1j

p�2rv�1
�
� �div

�
jr (�v)jp�2r (�v)

�
;

et par suite

v�1 � �v sur 
�: (2.7)

Pour une fonction test ' � 0; en utilisant (2:5) et (2:6) pour véri�erZ

�

hjrv�1j
p�2rv�1;r'i dx = ��1

Z

�

(v�1)
p�1 ' dx

� ��1

Z

�

vp�1' dx = �

Z

�

(�v)p�1 ' dx

=

Z

�

hjr (�v)jp�2r (�v) ;r'i dx:

on peut prendre ' = (v�1 � �v)+ : Il s�ensuit queZ
v�1��v

hjrv�1j
p�2rv�1 � jr (�v)j

p�2r (�v) ;rv�1 �r (�v )idx � 0

et donc v�1 � �v par l�inégalité élémentaire

hjbjp�2 b� jajp�2 a; b� ai > 0 pour a 6= b:

On répéte la procédure, maintenant avec �v à la place de v et on conclut que v�1 � �2v:

Par récurrence

0 � v�1 � �jv ! 0 quand j !1;

d�où v�1 = 0: Ce qui est impossible car v
�
1 est une fonction propre.
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Remarque 2.1.1 Ce lemme montre que l�équation (2:1) n�admet pas de solution faible

positive pour � > �1:

2.2 Simplicité

Nous montrons dans cette section que la fonction propre associée à la première valeur

propre est unique à une constante multiplicative près.

Lemme 2.2.1 (voir [13 p.162])(i) Pour tout p > 1 et w1; w2 2 RN tel que w1 6= w2; on a

jw2jp > jw1jp + p jw1jp�2w1 � (w2 � w1) : (2.8)

(ii) Si p � 2 alors

jw2jp � jw1jp + p jw1jp�2w1 � (w2 � w1) +
jw2 � w1jp

2p�1 � 1 (2.9)

pour tout w1, w2 dans RN :

(iii) Si 1 < p < 2 alors

jw2jp � jw1jp + p jw1jp�2w1 � (w2 � w1) + C (p)
jw2 � w1j2

(jw1j+ jw2j)2�p
(2.10)

pour tout w1, w2 dans RN : (C (p) est une constante positive qui dépend seulement de p)

Théorème 2.2.1 La première valeur propre �1 est simple, i.e. si u et v sont deux fonc-

tions propres associées à �1 alors u = �v pour un certain �:

Démonstration. Considérons les fonctions �1 = u�vpu1�p et �2 = v�upv1�p comme

fonctions test dansZ



jrujp�2ru � r�i dx = �1

Z



jujp�2 u �i dx; i = 1; 2; (2.11)

Posons pour " > 0; u" = u+ "; v" = v + " et

�1 =
up" � vp"
up�1"

et �2 =
vp" � up"
vp�1"

:
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Donc le gradient de �1 est

r�1 =
�
1 + (p� 1)

�
v"
u"

�p�
ru" � p

�
v"
u"

�p�1
rv"

et par symétrie, nous obtenons r�2 de la même façon. Nous substituons �1 et �2 dans

l�équation (2:11) et en sommant, nous obtenons

�1

Z



�
up�1

up�1"

� vp�1

vp�1"

�
(up" � vp") dx

=

Z



��
1 + (p� 1)

�
v"
u"

�p�
jru"jp +

�
1 + (p� 1)

�
u"
v"

�p�
jrv"jp

�
dx

�
Z



 
p

�
v"
u"

�p�1
jru"jp�2ru" � rv" + p

�
u"
v"

�p�1
jrv"jp�2rv" � ru"

!
dx

=

Z



(up" � vp") (jr log u"j
p � jr log v"jp) dx

�
Z



pvp" jr log u"j
p�2r log u" � (r log v" �r log u") dx

�
Z



pup" jr log v"j
p�2r log v" � (r log u" �r log v") dx;

D�après l�inégalité (2:8) le dernier membre est � 0 et grâce au théorème de la convergence

de Lebesgue

lim
"!0+

Z



�
up�1

up�1"

� vp�1

vp�1"

�
(up" � vp") dx = 0: (2.12)

Maintenant, si p � 2; nous appliquons l�estimation (2:9) pour w1 = r log u"; w2 =

r log v" et vice versa nous obtenons

0 � c (p)

Z



�
1

vp"
+
1

up"

�
jv"ru" � u"rv"jp dx � ��1

Z



�
up�1

up�1"

� vp�1

vp�1"

�
(up" � vp") dx

D�après (2:12) nous concluons que vru = urv sur 
. Par suite u = �v pour une certaine

constante �: De même si 1 < p < 2 nous utilisons l�estimation (2:10) pour les mêmes

fonctions w1 et w2 et nous obtenons

0 � c (p)

Z



(v" + u")
p (v"u")

p jv"ru" � u"rv"j2

(v" jru"j+ u" jrv"j)2�p
dx � ��1

Z



�
up�1

up�1"

� vp�1

vp�1"

�
(up" � vp") dx:

En utilisant (2:12) ; nous arrivons de nouveau à la dépendance souhaitée u = �v pour

une certaine constante �:

40



2.3. Isolation

2.3 Isolation

Théorème 2.3.1 L�ensemble des valeurs propres de l�opérateur p-Laplacien est un fermé.

Démonstration. Supposons que �1; �2; ::: est une suite de valeurs propres qui con-

verge vers � 6= 1 et soit u1; u2; ::: sont les fonctions propres normalisées, kukkLp(
) = 1:

On a Z



jrukjp�2ruk � r�dx = �k

Z



jukjp�2 uk�dx 8� 2 D (
) (2.13)

Nous montrons que � est une valeur propre. Pour � = uk dans (2:13) nous obtenons

�k =

Z



jrukjp dx:

D�après le théorème de Rellich-Kondrachov il existe une sous suite
�
ukj
�
et une fonction

u 2 W 1;p
0 (
) telle que ukj ! u dans Lp (
) et rukj * ru dans Lp (
) : Il s�agit de

montrer que cette fonction u est la fonction propre associée à �:Z



h��rukj ��p�2rukj � jrujp�2rui � r �ukj � u
�
dx

= �kj

Z



��ukj ��p�2 ukj �ukj � u
�
dx�

Z



jrujp�2ru �
�
rukj �ru

�
dx:

La première intégrale du second membre tend vers 0; car


ukj � u




Lp(
)

! 0 et de même

pour la deuxième intégrale par la convergence faible du gradient. Par conséquent on

obtient

lim
j!1

Z



h��rukj ��p�2rukj � jrujp�2rui � �rukj �ru� dx = 0:
D�après l�inégalité

21�p jw2 � w1jp �
�
jw2jp�2w2 � jw1jp�2w1

�
� (w2 � w1) pour w1; w2 2 RN et p � 2

on a

lim
j!1

Z



��rukj �ru��p dx = 0:

41



2.3. Isolation

Donc ukj ! u dans W 1;p
0 (
) : pour p < 2 il existe une inégalité similaire. Ainsi on peut

passer à la limite sous le signe intégrale dans (2:13) et on obtientZ



jrujp�2ru � r�dx = �

Z



jujp�2 u�dx:

ce qui montre que � est une valeur propre.

Corollaire 2.3.1 (voir [17]) Soit 
 est un ouvert borné de RN avec � = @
 est de classe

C1 et (u; �) est une solution propre de (2:2) et 
+ = fx 2 
; u (x) > 0g tel que j
+j > 0:

Alors il existe deux constantes c et r indépendante de u et � telle que��
+�� � [(�+ 1) cp]r = � > 0:

Ce résultat est vraie pour 
� = fx 2 
; u (x) < 0g ; si j
�j > 0:

Théorème 2.3.2 La première valeur propre �1 est isolée dans l�ensemble des valeurs

propres de l�opérateur p-Laplacien.

Démonstration. Supposons que �1 n�est pas isolée. Alors par le théorème (2:3:1) il

existe une suite d�éléments propres f(un; �n)g tels que un ! u dans W 1;p
0 (
) et �n ! �1;

où u est la fonction propre associée à �1:

Supposons que kunk = kuk = 1 pour tout n et que u > 0 sur 
: Dé�nissons pour

tout n


�n = fx 2 
 un (x) < 0g et 
+n = fx 2 
 un (x) > 0g :

D�après le corollaire (2:3:1) ; il existe a > 0 tel que j
�n j � a > 0 pour tout n; i.e. la mesure

j
�n j est uniformément bornée inférieurement. Comme u est continue et positive sur 
; il

existe " > 0 tel que j
"j > j
j� a
4
; où 
" = fx 2 
; u (x) > "g : Par le théorème d�Egorov

il existe un sous ensemble E de 
" tel que jEj > j
"j � a
4
et un converge uniformément

vers u dans E: Ainsi il existe n" tel que jun (x)� u (x)j < "
2
; pour tout x 2 E et pour tout

n � n": En particulier E � 
+n" : Ainsi
��
�n"�� < j
j�jEj < j
j�j
"j+ a

4
< j
j�j
j+ a

2
= a

2
:

Contradiction , Par conséquent �1 est isolée.

Remarque 2.3.1 Le fait que �1 est isolée dans l�ensemble des valeurs propres nous per-

met de dé�nir la deuxième valeur propre par �2 = min f� 2 V P (��p) : � > �1g :
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2.4 Existence d�une suite de valeurs propres par le

principe du Min-Max

Dans cette section nous montrons qu�il existe une suite de valeurs propres positives qui

tend vers l�in�ni par une technique de Min-Max.

Considérons la fonctionnelle suivante

B : W 1;p
0 (
)! R dé�nie par B (u) =

1

p

Z



jujp dx

et

b : W 1;p
0 (
)! W�1;q (
) dé�nie par b (u) = jujp�2 u

telle que

hB0
(u) ; vi = hb (u) ; vi 8v 2 W 1;p

0 (
) :

L�opérateur b et B ont les propriétés suivantes:

I B est compact en vertu du théorème d�injection de Sobolev.

I b et uniformément continu sur tout ensemble borné ( il su¢ t de remplacer l�opérateur

��p par b dans le théorème(1:6:2 (a)) :

I b est impair et B est pair.

L�idée consiste à obtenir les points critiques de B (u) sur la variété

M =

8<:u 2 W 1;p
0 (
) j 1

p

Z



jrujp dx = �

9=;
L�opérateur ��p étant borné. Par ailleurs , nous pouvons dé�nir une application

� : W 1;p
0 (
) n f0g ! ]0;1[ par

� (u) =

0@ p�R



jrujp dx

1A 1
p

qui est pair et bornée sur un sous ensemble ne contenant pas l�origine, de plus � (u)u 2M

et sa dérivée est donnée par

h�0 (u) ; vi = �1
p
�
1
p

0@1
p

Z



jrujp dx

1A
�(p+1)

p

h��pu; vi pour tout v 2 W 1;p
0 (
) :
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Par conséquent

h��pu; vi = 0 implique h�0 (u) ; vi = 0 (2.14)

et h��pu; ui = p�; si u 2M

Pour tout u 2 W 1;p
0 (
) n f0g

h��pu; ui =
�

1

� (u)

�p
h��p (� (u)u) ; � (u)ui =

�p

(� (u))p
:

La prochaine étape consiste à construire une application appelée �ot sur M relative à

B et le lemme de déformation correspondant qui nous permet d�appliquer la théorie de

Min-Max.

Soit J : W�1;q (
)! W 1;p
0 (
) est une application dualité telle que pour f 2 W�1;q (
)

on a

hf; J (f)i = kfk2W�1;q(
) et kJ (f)kW 1;p
0 (
) = kfkW�1;q(
)

En tenant compte des propriétés de J , nous dé�nissons les applications

D :M ! W�1;q (
) et T :M ! W 1;p
0 (
) par

D (u) = b (u)� hb (u) ; ui
h��pu; ui

(��pu)

et

T (u) = J (D (u))� h��pu; J (D (u))i
h��pu; ui

u:

Par un calcul direct nous véri�ons que

hb (u) ; T (u)i = kD (u)k2 pour u 2M

et

h��pu; T (u)i = 0 pour u 2M: (2.15)

Par ailleurs, par dé�nition, T est impair,uniformément continu et borné sur M: Par

conséquent, il existe deux constantes 
0 > 0; t0 > 0; telle que

ku+ tT (u)k � 
0; pour tout (u; t) 2M � [�t0; t0]
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Par conséquent nous dé�nissons l�application �ot comme suit8<: H :M � [�t0; t0]!M

(u; t) 7�! H (u; t) = � (u+ tTu) (u+ tTu) :
(2.16)

telle que

I H est impair, i.e. H (u; t) = �H (�u; t) pour t �xé.

I H est uniformément continu.

I H (u; 0) = u pour tout u 2M:

le prochain résultat montre que H dé�ni une trajectoire sur M pour laquelle la fonc-

tionnelle B est croissante.

Lemme 2.4.1 Soit H l�application dé�nie par (2:16). Alors il existe une application

r :M � [�t0; t0]! R telle que lim
�!0

r (u; �) = 0 uniformément en u 2M; et

B (H (u; t)) = B (u) +

tZ
0

�
kDuk2 + r (u; s)

	
ds pour tout u 2M; t 2 [�t0; t0] :

Démonstration. On a hB0
(u) ; vi = hb (u) ; vi et H (u; 0) = u donc

B (H (u; t)) = B (u) +

tZ
0

hb (H (u; s)) ; @
@s
H (u; s)i ds (2.17)

En tenant compte de (2:14) et (2:15) nous obtenons

@

@s
H (u; s) =

@

@s
(� (u+ sT (u))) (u+ sT (u))

= h�0 (u+ sT (u)) ; T (u)i (u+ sT (u)) + � (u+ sT (u))T (u)

= h�0 (u+ sT (u))� �
0
(u) ; T (u)i (u+ sT (u))

+ (� (u+ sT (u))� � (u))T (u) + � (u)T (u) :

Posons

R (u; s) = h�0 (u+ sT (u))� �0 (u) ; T (u)i (u+ sT (u)) + (� (u+ sT (u))� � (u))T (u)

donc @
@s
H (u; s) = R (u; s) + T (u) : Comme T est borné et �; �

0
sont uniformément

continu

lim
s!0

R (u; s) = 0 uniformément en u 2M:
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2.4. Existence d�une suite de valeurs propres par le principe du Min-Max

D�où (2:17) devient

B (H (u; t)) = B (u) +

tZ
0

hb (H (u; s)) ; R (u; s) + T (u)ids

= B (u) +

tZ
0

hb (u) ; T (u)i+ r (u; s) ds

où r (u; s) = hb (u) ; R (u; s)i+ hb (H (u; s))� b (u) ; R (u; s) + T (u)i:

et ainsi r (u; s)! 0 uniformément en u 2M; quand s! 0: Mais

hb (u) ; T (u)i = kD (u)k2W�1;q(
)

D�où le résultat.

Nous pouvons maintenant formuler le résultat de déformation nécessaire, pour tout

� > 0; considérons l�ensemble suivant

�� = fu 2M j B (u) � �g

Lemme 2.4.2 Soit � > 0 �xé et supposons qu�il existe un ouvert U �M; telle que pour

�; � > 0 avec 0 < � < �; la condition suivante

kD (u)kW�1;q(
) � �; si u 2 V� = fu 2M ju =2 U; jB (u)� �j � �g

est satisfaite. Alors, il existe " > 0; et un opérateur H" impair et continu tel que

H" (���"nU) � ��+":

Démonstration. Avec t0 et r (u; s) du lemme (2:4:1) ; considérons t1 2 ]0; t0] telle

que pour s 2 [�t1; t1]

jr (u; s)j � 1

2
�2; pour tout u 2M:

Alors, pour u 2 V� et t 2 [0; t1] ;

B (H (u; t)) = B (u) +

tZ
0

�
kDuk2 + r (u; s)

	
ds

� B (u) +

tZ
0

�
�2 � 1

2
�2
�
ds = B (u) +

1

2
�2t:
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En choisissant " = min
�
�; 1

4
�2t1

	
: Si u 2 V� \ ���"; nous avons jB (u)� �j � � et alors

B (H (u; t1)) � B (u) + 2" � � + ":

D�après le lemme (2:4:1) ; �xons u 2 V�; B (H (u; :)) est croissante sur un intervalle

[0; s0[ � [0; t1[ : Alors pour u 2 V" = fu 2M ju =2 U; jB (u)� �j � "g la fonctionnelle

t" (u) = min ft � 0j B (H (u; t)) = � + "g

est bien dé�nie et véri�e

I 0 < t" (u) � t1

I t" (u) est continue sur V":

Nous dé�nissons l�application

H" : ���"nU ! ��+"

par

H" (u) =

8<: H (u; t" (u)) ; si u 2 V"
u; si u 2 ���"n fU [ V"g :

Dans ce cas H" est impair et continu.

Dé�nition 2.4.1 Soit X un espace de Banach, considérons l�ensemble

� = fA � X; A 6= ;; 0 =2 A; A symétrique et fermég :

Nous appelons "genre" de A 2 � le nombre, noté 
 (A) ; dé�ni par:


 (A) = inf
�
n � 1; 9� : A! RNn f0g ;� continue et impaire

	
avec 
 (;) = 0:

Si pour A 2 �; un tel entier n�existe pas alors nous posons 
 (A) = +1:

A�n de montrer l�existence d�une suite de solutions propres pour le problème (2:1) ;

nous utilisons essentiellement le théorème suivant
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2.4. Existence d�une suite de valeurs propres par le principe du Min-Max

Théorème 2.4.1 Soit �k dé�ni par

�k = sup
C2�k

min
u2C

B (u) (2.18)

où �k = fC �M ; C compact, C = �C 
 (C) � kg :

Alors, �k > 0; et il existe uk 2 M telle que B (uk) = �k; et uk est une solution du

problème (2:1) pour �k = �
�k
:

Démonstration. L�inégalité �k > 0 est une conséquence du fait que 
 (M) = +1;

pour tout k > 0; �k 6= ;; et étant donné C 2 �k; nous avons min
u2C

B (u) > 0; donc �k > 0

pour tout k: Pour tout k un entier positif �xé, il existe une suite (uj)j2N � M telle que

(i) B (uj)! �k; (2.19)

(ii) D (uj)! 0:

car si non il peut exister �; � > 0 telle que

kD (u)k � � si u 2 fu 2M , jB (u)� �kj � �g :

Nous pouvons supposer que � < �k et d�après le lemme (2:4:2) avec U = ;; il existe

" > 0 et une application impair et continue H"; telle que

H"

�
��k�"

�
� ��k+":

d�après (2:18) il existe C" 2 �k telle que B (u) � �k � " en C"; avec C" � ��k�": Alors,

B (u) � �k + " dans H" (C") : On a 
 (H" (C")) � k; car 
 (C") � k; donc H" (C") 2 �k;

ce qui contredit la dé�nition de �k:

Donc il existe une suite (uj)j ; véri�ant (2:19) et pour une sous-suite véri�ant uj * uk

dans W 1;p
0 (
) et Comme B est compact, B (uj)! �k et par continuité D (uk) = 0: D�où

��puk = �k jukjp�2 uk avec �k =
�

�k
:

Par conséquent uk est une solution du problème (2:1) pour �k = �
�k
:

Lemme 2.4.3 Soit �k dé�nie par (2:18) : Alors lim
k!1

�k = 0: Par conséquent

�k = � ��1k !1 quand k !1:
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2.5. Régularité des fonctions propres

Démonstration. Comme W 1;p
0 (
) est un espace de Banach séparable alors il existe

une suite de sous-espacesfEjg véri�ant

(i) Ek � Ek+1;

(ii) le sous espace engendré par les Ek est dense dans W
1;p
0 (
) ;

(iii) dimEk = k:

On pose

~�k = sup
C2�k

min
u2C \ Eck�1

B (u)

où Eck est le complémentaire topologique de Ek:

Il est clair que ~�k � �k > 0: Donc il su¢ t de montrer que lim
k!1

~�k = 0: Supposons que

pour toute constante positive, 
 > 0; ~�k > 
 > 0 pour tout k 2 N; alors pour tout k 2 N

il existe Ck 2 �k telle que
~�k > min

u2Ck\Eck�1
B (u) > 
;

et il existe uk 2 Ck \ Eck�1 telle que

~�k > B (uk) > 
:

donc (uk) �M; B (uk) > 
 > 0 pour tout k 2 N; donc pour une sous-suite veri�ant

uk * v dans W 1;p
0 (
)

uk ! v dans Lp (
)

on a B (v) > 
. Contradiction car uk 2 Eck�1 implique v = 0:

2.5 Régularité des fonctions propres

Soit 
 un ouvert borné de RN ; 1 < p <1: Considérons l�équation elliptique dégénéré

��pu (x) = f (x; u (x)) sur 
; (2.20)

où f : 
� R! R est une fonction de Carathéodory.

Dé�nition 2.5.1 une fonction u 2 W 1;p
loc (
) est dite solution faible de (2:20) siZ




jrujp�2ru � r'dx = �

Z



f (x; u)'dx 8' 2 D (
) :
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2.5. Régularité des fonctions propres

Dé�nition 2.5.2 Soit 
 est un ouvert (ou un fermé) de RN ; et 0 � � < 1; on dit qu�une

fonction u est höldérienne d�exposant � en tout point x0 de 
 si

9 �; M > 0 8x 2 
 \B (x0; �) ; ju (x)� u (x0)j �M jx� x0j�

On désigne par Ck;� (
) les fonctions de Ck (
) telles que les dérivées d�ordre k sont

höldériennes d�exposant � au voisinage de tout point x0 2 
:

Théorème 2.5.1 (voir [19]) Soit u est une solution faible de (2:20) et soit

g (x) = f (x; u (x)) p.p x 2 
:

Si g appartient à Lq (
) avec q > p
p�1N; alors u est dans C

1;� (
) pour � > 0: En

particulier, ce résultat est valable si g 2 L1 (
) :

Lemme 2.5.1 Soit (u; �) 2 W 1;p
0 (
)� R est une solution faible de (2:1), telle que

u 2 W 2;p (
) alors (u; �) est une solution au sens classique de l�équation (2:1) :

Démonstration. Soit u 2 W 1;p
0 (
) véri�ant (2:2) ; en particulier pour tout

v 2 D (
) Z



jrujp�2ru � rvdx = �

Z



jujp�2 uvdx

et comme u 2 W 2;p (
)Z



jrujp�2ru � rvdx =
Z



(��pu) vdx

d�où Z



(��pu) vdx = �

Z



jujp�2 uvdx 8v 2 D (
) :

Par conséquent

��pu = � jujp�2 u sur 


et u = 0 sur @
 car u 2 W 1;p
0 (
) :

Théorème 2.5.2 Soit 
 un ouvert borné de RN avec � = @
 de classe C1; et

(u; �) 2 W 1;p
0 (
)� R+ est une solution propre de (2:1) alors u 2 L1 (
) :
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2.5. Régularité des fonctions propres

Démonstration. Dans cette démonstration nous utilisons la technique d�itération de

Moser . Supposons d�abord que u � 0: Pour M > 0 posons

vM (x) = min fu (x) ;Mg ; f (x) = x si x � M et f (x) = M si x > M: On a

vM 2 W 1;p
0 (
) \ L1 (
) :

Soit k > 0; choisissons ' = vkp+1M ; alors r' = (kp+ 1)rvkpM : Il s�ensuit que

' 2 W 1;p
0 (
) \ L1 (
) :

En utilisant ' comme fonction test dans (2:2) nous obtenons

(kp+ 1)

Z



jrujp�2ru � rvMvkpMdx = �

Z



jujp�2 u vkp+1M dx � �

Z



juj(k+1) p dx

or
(kp+ 1)

(k + 1)p

Z



��rvk+1M

��p dx = �

Z



u(k+1)pdx

et ensuite

(kp+ 1)

(k + 1)p

Z



���rvk+1M

��p + ��vk+1M

��p� dx � ��+ (kp+ 1)
(k + 1)p

�Z



u(k+1)pdx

ainsi 

vk+1M



p � �� (k + 1)p
(kp+ 1)

+ 1

�
kuk(k+1)p(k+1)p :

Mais d�après le théorème d�injection de Sobolev, il existe une constante c1 > 0 tel que

vk+1M




p�
� c1



vk+1M




ici nous prenons p� = Np

N�p ; si p < N et p� = 2p; si p = N: Ainsi



vk+1M




(k+1)p�

�


vk+1M



 1
k+1

p�

� c
1

k+1

1

�
�
(k + 1)p

(kp+ 1)
+ 1

� 1
p(k+1)

kuk(k+1)p

Mais nous pouvons trouver une constante c2 > 0 tel que�
�
(k + 1)p

(kp+ 1)
+ 1

� 1

p
p
(k+1)

� c2 pour tout k > 0:

Ainsi

kvMk(k+1)p� � c
1

k+1

1 c
1p
k+1

2 kuk
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2.5. Régularité des fonctions propres

En faisant tendre M !1; et d�après le lemme de Fatou

kuk(k+1)p� � c
1

k+1

1 c
1p
k+1

2 kuk(k+1)p : (2.21)

En choisissant k1 tel que (k + 1) p = p�; alors (2:21) devient

kuk(k1+1)p� � c
1

k1+1

1 c
1p
k1+1

2 kukp� :

Ensuite, nous choisissons k2 telle que (k2 + 1) p = (k1 + 1) p�, puis nous prenons k2 = k

dans (2:21) ; nous avons

kuk(k2+1)p� � c
1

k2+1

1 c
1p
k2+1

2 kuk(k2+1)p = c
1

k2+1

1 c
1p
k2+1

2 kuk(k1+1)p�

Par récurrence nous obtenons

kuk(kn+1)p� � c
1

kn+1

1 c
1p
kn+1

2 kuk

où la suite (kn)n est choisie de telle sorte que (kn + 1) p = (kn�1 + 1) p
�; k0 = 0: Il est

facile de voir que kn + 1 =
�
p�

p

�n
: Donc

kuk(kn+1)p� � c

Pn
i=1

1
ki+1

1 c

Pn
i=1

1p
ki+1

2 kukp� :

Comme p
p� < 1; il existe C > 0 telle que pour tout n = 1; 2; :::

kuk(kn+1)p� � C kukp� :

avec rn = (kn + 1) p� !1 quand n!1:

Supposons maintenant que u =2 L1 (
) ; alors il existe " > 0 et un ensemble A de

mesure positive sur 
 tel que ju (x)j > C kukp� + " = K; pour tout x 2 A: Puis

lim
n!1

inf kukrn � lim
n!1

inf

0@Z
A

Krn

1A 1
rn

= lim
n!1

infK jAj
1
rn = A > C kukp� ;

ce qui contredit ce qui a été établi ci-dessus.

Si u une fonction propre de (2:2) change de signe, nous considérons u+: d�après le

lemme (1:1:1) ; u+ 2 W 1;p
0 (
) :
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2.5. Régularité des fonctions propres

Pour tout M > 0; vM (x) = min fu+ (x) ;Mg ; nous remplaçons encore une fois

' = vkp+1M et nous obtenons

(kp+ 1)

Z



jrujp�2ru � rvMvkpMdx = �

Z



jujp�2 u vkp+1M dx

d�où

(kp+ 1)

Z



��ru+��p�2ru+ � rvMvkpMdx = �

Z



��u+��p�2 u+ vkp+1M dx:

En procédant de la même façon que ci-dessus, nous concluons que u+ 2 L1 (
) : De même

nous avons u� 2 L1 (
) : Par conséquent u = u+ + u� est dans L1 (
) :

Théorème 2.5.3 Si u 2 W 1;p (
) est une fonction propre de (2:2) ; alors u est dans

C1;� (
) :

Démonstration. D�après le théorème précédent toute fonction propre u de (2:2)

est dans L1 (
) : Posons g (x) = ju (x)jp�2 u (x) sur 
; alors g est aussi dans L1 (
) : Il

résulte du théorème (2:5:1) que toute fonction propre de (2:2) est dans C1;� (
) :

53



CHAPITRE

3 Etude d�un problème

elliptique non-linéaire

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a une classe de problèmes elliptiques non-linéaire

de la forme 8<: ��pu = f (x; u) sur 


uj@
 = 0
(3.1)

où 
 est un ouvert borné de RN , �p est l�opérateur p-Laplacien avec 1 < p < 1: Nous

allons traiter le problème (3:1) par deux méthodes l�une est une méthode variationnelle

directe et l�autre en utilisant le théorème du col de la montagne cité dans le chapitre 1; et

nous allons voir que sous certaines conditions sur le comportement de f (x; s) = jsjp�2 s et

pF (x; s) = jsjp par rapport à la première valeur propre du p-Laplacien, ce problème admet

des solutions non triviales.

Considérons le problème de Dirichlet (3:1) avec f : 
 � R ! R est une fonction de

Carathéodory satisfaisant la condition de croissance suivante

jf (x; s)j � C jsjq�1 + b (x) pour tout x 2 
; s 2 R; (3.2)

où C � 0 est une constante. q 2 (1; p�) ; b 2 Lq
0
(
) ; 1

q
+ 1

q0
= 1: Cette restriction

q 2 (1; p�) assure que l�injection W 1;p
0 (
) ,! Lq (
) est compacte. Donc on a

W 1;p
0 (
)

Id
,! Lq (
)

Nf
,! Lq

0
(
)

I�d
,! W�1;p0 (
)
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3.1. Résultat d�existence par une méthode variationnelle directe

ce qui montre que l�opérateur de Nemytskii Nf est compact de W
1;p
0 (
) dans W�1;p0 (
) :

Un élément u 2 W 1;p
0 (
) est une solution du problème (3:1) si

��pu = Nf (u) (3.3)

au sens de W�1;p0 (
) i.e.

h��pu; vi = hNf (u) ; vi pour tout v 2 W 1;p
0 (
)

ou Z



jrujp�2ru � rv dx =
Z



f (x; u) v dx pour tout v 2 W 1;p
0 (
) :

3.1 Résultat d�existence par une méthode variation-

nelle directe

Nous avons d�une part��p =  
0
où la fonctionnelle  (u) = 1

p

Z



jrujp dx est continûment

Fréchet di¤érentiable sur W 1;p
0 (
) : Et d�autre part sous la condition de croissance (3:2)

sur f et en tenant compte de l�injection

W 1;p
0 (
) ,!,! Lq (
) ; la fonctionnelle� : W 1;p

0 (
)! R dé�nie par� (u) =
Z



F (x; u) dx

avec F (x; s) =

sZ
0

f (x; �) d� ; est continûment Fréchet di¤érentiable dans W 1;p
0 (
) et

�
0
(u) = Nf u: Par conséquent, la fonctionnelle J : W

1;p
0 (
)! R dé�nie par

J (u) =  (u)� � (u) = 1

p

Z



jrujp dx�
Z



F (x; u) dx

est C1 sur W 1;p
0 (
) et

J
0
(u) = (��p)u�Nfu:

Il est donc équivalent de résoudre le problème (3:1) et de chercher les points critiques de

la fonctionnelle J:

Soit G : 
� R! R est une fonction de Carathéodory, telle que pour tout R > 0;


 3 x! sup
jsj�R

jG (x; s)j 2 L1 (
) : (3.4)
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3.1. Résultat d�existence par une méthode variationnelle directe

On pose G (x; s) = �1jsjp
p
+ H (x; s) ; où �1 est la première valeur propre de l�opérateur

p-Laplacien ��p dans W
1;p
0 (
) et on dé�nit H� (x) comme limite supérieur de H(x;s)

jsjp

quand s! �1 respectivement.

Théorème 3.1.1 Supposons que (3:4) est satisfaite et

(i) H� (x) � 0 p.p uniformément en x

(ii) H+ (x) < 0 dans 
+ et H� (x) < 0 dans 
� pour des sous ensembles 
� de

mesures positives. Alors

Q (u) =
1

p

Z



jrujp dx�
Z



G (x; u) dx

est bien dé�nie dans W 1;p
0 (
) à valeurs dans ]�1;+1], est faiblement semi-continue

inférieurement et coercive.

En vertu de la proposition (1:4:3 (i)) ; que pour tout R > 0

sup
jsj�R

jF (x; s)j � C1R
q + c (x) 2 L1 (
)

donc on peut prendre G (x; s) = F (x; s) dans (3:4) avec H (x; s) = F (x; s) � �1jsjp
p
:

Supposons qu�il existe une fonction � (x) 2 L1 (
) avec � (x) < �1; sur un ensemble de

mesure positive, telle que

lim
s!�1

sup
p F (x; s)

jsjp � � (x) � �1 uniformément sur 
: (3.5)

Nous obtenons

H� (x) = lim
s!�1

sup
H (x; s)

jsjp = lim
s!�1

sup

�
F (x; s)

jsjp � �1
p

�
=

= lim
s!�1

sup
F (x; s)

jsjp � �1
p
� � (x)� �1

p

ce qui donne H� (x) � 0 uniformément sur 
; d�où (i) du théorème (3:1:1)

D�autre part, il est clair que

H� (x) � � (x)� �1
p

< 0

sur un ensemble de mesure positive 
1 = fx 2 
j � (x) < �1g ; d�où (ii) du théorème

(3:1:1) :
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3.1. Résultat d�existence par une méthode variationnelle directe

Théorème 3.1.2 Soit f : 
 � R ! R une fonction de Carathéodory satisfaisant la

condition de croissance (3:2) : Supposons qu�il existe � (x) 2 L1 (
) avec � (x) < �1 sur

un ensemble de mesure positive tel que (3:5) est satisfaite. Alors J est coercive. Par

conséquent le problème (3:1) admet une solution.

Démonstration. On dé�nit N : W 1;p
0 (
)! R par

N (v) = kvkp
W 1;p
0 (
)

�
Z



� (x) jvjp dx

et on veut montrer qu�il existe "0 > 0 tel que

N (v) � "0 pour tout v 2 W 1;p
0 (
) avec kvkW 1;p

0 (
) = 1: (3.6)

On rappel que

�1 = inf
v2W 1;p

0 (
)
v 6=0

R



jrvjp dxZ



jvjp dx
(3.7)

D�après (le théorème (2:2:1)) �1 est simple i.e. si l�in�mum est atteint en une certaine

fonction v alors nécessairement cette fonction est un multiple de la première fonction

propre u1 > 0:

De (3:5) et (3:6) il résulte que N (v) � 0 pour tout v 2 W 1;p
0 (
) :

Raisonnons par l�absurde, supposons qu�il existe une suite (vn) dans W
1;p
0 (
) avec

kvnk
W
1;p
0 (
)

= 1 et N (vn) ! 0: Et par l�injection W 1;p
0 (
) ,!,! Lq (
) on peut extraire

une sous-suite de (vn) ; notée encore (vn) ; telle que vn * v0 dans W
1;p
0 (
) et vn ! v0

dans Lp (
) : La fonctionnelle v 7�!
Z



� (x) jvjp dx est continue sur Lp (
) et faiblement

continue sur W 1;p
0 (
) :

Par la semi-continuité faible de N sur W 1;p
0 (
) on a

0 � kv0kpW 1;p
0 (
)

�
Z



� (x) jv0jp dx � lim
n!1

inf N (vn) = 0

et ainsi, kv0kpW 1;p
0 (
)

=

Z



� (x) jv0jp dx: Mais N (vn)! 1�
Z



� (x) jv0jp dx; donc

kv0kpW 1;p
0 (
)

=

Z



� (x) jv0jp dx = 1
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3.1. Résultat d�existence par une méthode variationnelle directe

ce qui donne v0 � 0:

Alors par (3:5) et (3:7) on a

�1 kv0kpLp � kv0k
p

W 1;p
0 (
)

=

Z



� (x) jv0jp dx � �1 kv0kpLp (3.8)

d�où �1 =
kv0kp

W
1;p
0 (
)

kv0kpLp
:

Il résulte que v0 est un multiple non identiquement nulle de u1: Par conséquent,

jv0 (x)j > 0 p.p sur 
:

Mais, notons par 
1 = fx 2 
j � (x) < �1g, comme mes (
1) > 0; on obtientZ



� (x) jv0jp dx =
Z

1

� (x) jv0jp dx+
Z

n
1

� (x) jv0jp dx < �1 kv0kpLp

ce qui contredit (3:8) : D�où la démonstration de (3:6) :

De (3:6) on a

kvkp
W 1;p
0 (
)

�
Z



� (x) jv0jp dx � "0 kvkpW 1;p
0 (
)

pour tout v 2 W 1;p
0 (
) : (3.9)

Choisissons " > 0 de telle sorte que " < �1"0:

En utilisant (3:5) et d�après la proposition (1:4:3(i)) il existe une constante k = k (")

telle que

F (x; s) � � (x) + "

p
jsjp + k + c (x) pour x 2 
; s 2 R: (3.10)

Maintenant, par (3:9) et (3:10) nous estimons J comme suit

J (v) � 1

p

�
"0 kvkpW 1;p

0 (
)
� " kvkpLp(
)

�
� k1

� �1"0 � "

p
kvkp

W 1;p
0 (
)

� k1 !1 quand kvkW 1;p
0 (
) !1:

D�où J (v) ! 1 quand kvk ! 1 , et par l�injection W 1;p
0 (
) ,!,! Lq (
) on a J est

faiblement semi-continue inférieurement dansW 1;p
0 (
) : En vertu de la proposition (1:2:2)

que J admet un minimum u 2 W 1;p
0 (
) et par suite J

0
(u) = 0 et donc u est un point

critique de J . Par conséquent u est une solution du problème (3:1) :
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3.2. Résultat d�existence par le théorème du col de la montagne

3.2 Résultat d�existence par le théorème du col de la

montagne

Proposition 3.2.1 (voir [6]) Si X est localement uniformément convexe et J� : X ! X
0
;

où J� est l�application de dualité associée à ' alors J' satisfait la condition (S+): si

un * u dans X et lim
n!1

suphJun; un � ui � 0 alors un ! u dans X:

Théorème 3.2.1 L�opérateur p-Laplacien ��p satisfait la condition (S+) : si un * u

dans W 1;p
0 (
) et lim

n!1
suph��pun; un � ui � 0; alors un ! u dans W 1;p

0 (
) :

Démonstration. il su¢ t d�appliquer la proposition (3:2:1) avec X = W 1;p
0 (
) et

J' = ��p où ��p est l�opérateur p-Laplacien associé à ' (t) = tp�1:

Lemme 3.2.1 Soit (un)n2N une suite bornée de W
1;p
0 (
) et J

0
(un) ! 0 quand n ! 1;

alors (un)n2N admet une sous-suite convergente.

Démonstration. Comme (un)n est une suite bornée dans W
1;p
0 (
) alors, on peut

extraire une sous-suite (unk)k de (un)n2N ; tel que unk * u dans W 1;p
0 (
) : Comme

J
0
(unk)! 0; on obtient

hJ 0
(unk) ; unk � ui = h��p (unk)�Nf (unk) ; unk � ui ! 0: (3.11)

Mais

hNf unk ; unk � ui ! 0

car

jhNf unk ; unk � uij � kNf unkkLq0 kunk � ukLq

et comme unk * u dansW 1;p
0 (
), par l�injection compacteW 1;p

0 (
) ,! Lq (
) ; on obtient

unk ! u dans Lq (
) : Il est clair que (Nf unk) est bornée dans L
q
0
(
) :

De (3:11) on obtient

h��punk ; unk � ui ! 0:

En vertu du théorème (3:2:1) que unk ! u dans W 1;p
0 (
) :
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Théorème 3.2.2 S�il existe � > p et s0 > 0 telle que

�F (x; s) � s f (x; s) pour x 2 
; jsj � s0; (3.12)

alors J satisfait la condition de Palais-Smale (PS) :

Démonstration. Il su¢ t de montrer que toute suite (un) � W 1;p
0 (
) telle que J (un)

est bornée et J
0
(un)! 0; est bornée.

Soit d 2 R tel que J (un) � d pour tout n 2 N: Notons par


n = fx 2 
j jun (x)j � s0g ; 

0

n = 
n
n:

On a

1

p

Z



jrunjp dx�

0B@Z

n

F (x; un) dx+

Z

0n

F (x; un) dx

1CA � d: (3.13)

Soit n 2 N un entier arbitraire.

Si x 2 
0
n; alors jun (x)j < s0 et d�après la proposition (1:4:3 (i)), on a

F (x; un) � C1 jun (x)jq + c (x) � C1s
q
0 + c (x)

et donc Z


0
n

F (x; un) � C1s
q
0 �mes (
) +

Z



c (x) = K1: (3.14)

Si x 2 
n; alors jun (x)j � s0 et de (3:12) on a

F (x; un) �
1

�
f (x; un (x))un (x)

ce qui donneZ

n

F (x; un) �
Z

n

1

�
f (x; un)un =

1

�

0B@Z



f (x; un)un �
Z

0n

f (x; un)un

1CA : (3.15)

et d�après la condition de croissance (3:2), on déduit�������
Z

0n

f (x; un)un

������� �
Z

0n

(C junjq + b (x) junj)

� C sq0 �mes (
) + s0

Z



b (x) = K2
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par suite

�1
�

Z


0
n

f (x; un)un �
K2

�
: (3.16)

En�n, par (3:13) ; (3:14) ; (3:15) et (3:16) on obtient

1

p

Z



jrunjp dx�
1

�

Z



f (x; un)un � d+K1 +
K2

�
= K;

1

p

Z



jrunjp dx�
1

�
hNf un; uni � K: (3.17)

D�autre part, comme J
0
(un)! 0 quand n!1; il existe n0 2 N tel que��hJ 0

(un) ; uni
�� � kunkW 1;p

0 (
) pour n � n0;.

Par conséquent, pour tout n � n0; on a

jh��pun; uni � hNf un; unij � kunkW 1;p
0 (
)

or ���kunkpW 1;p
0 (
)

� hNf un; uni
��� � kunkW 1;p

0 (
)

ce qui donne

�1
�
kunkpW 1;p

0 (
)
� 1
�
kunkW 1;p

0 (
) � �
1

�
hNf un; uni: (3.18)

Il résulte de (3:17) et (3:18)�
1

p
� 1
�

�
kunkpW 1;p

0 (
)
� 1
�
kunkW 1;p

0 (
) � K

et en tenant compte de � > p, on conclut que (un) est bornée.

Lemme 3.2.2 La fonctionnelle J admet les propriétés suivantes

(i) J (0) = 0;

(ii) l�image par J de tout borné de W 1;p
0 (
) est un borné.

Démonstration. (i) Evidente

(ii) Comme

J
0
(u) = ��pu�Nfu
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il est clair que 


J 0
(u)




�
� k��puk� + kNfuk�

� kukp�1
W 1;p
0 (
)

+K kNfukLq0

pour tout u 2 W 1;p
0 (
) :

Mais on sait que l�image par Nf de tout borné de Lq (
) est un borné de Lq
0
(
) et

par l�injection compacteW 1;p
0 (
) ,! Lq (
) ; on conclut que l�image par J

0
de tout borné

de W 1;p
0 (
) est un borné de W�1;p0 (
) :

Soit v est arbitraire dans W 1;p
0 (
) : On a

jJ (v)j = jJ (v)� J (0)j =
���hJ 0

(�v) ; vi
��� � 


J 0

(�v)




�
kvkW 1;p

0 (
)

avec � 2 (0; 1) : D�où le résultat découle de la conclusion ci-dessus sur J 0
:

Remarque 3.2.1 Supposons que J est non bornée inférieurement. Alors, pour tout � > 0

il existe un élément e 2 W 1;p
0 (
) avec kekW 1;p

0 (
) � �; telle que J (e) � 0:

En e¤et, on raisonne par l�absurde, supposons qu�il existe un certain � > 0 tel que

pour tout u 2 W 1;p
0 (
) avec kuk � �; on a J (u) � 0: Alors d�après le lemme (3:2:2 (ii)),

l�ensemble fJ (u) j kuk < �g est borné. Il résulte que J est bornée inférieurement.

Théorème 3.2.3 -(voir[6])- Si l�une des conditions suivantes

(i) il existe un nombre � > p et s1 > 0 tels que

0 < �F (x; s) � s f (x; s) pour x 2 
; s � s1;

(ii) il existe un nombre � > p et s1 < 0 tels que

0 < �F (x; s) � s f (x; s) pour x 2 
; s � s1;

est satisfaite. Alors J est non bornée inférieurement.

Concernant la condition (I1) du théorème (1:2:1) ; on a le résultat suivant

62



3.2. Résultat d�existence par le théorème du col de la montagne

Théorème 3.2.4 Supposons que la fonction de Carathéodory f : 
�R! R satisfait les

conditions suivantes

(i) il existe q 2 (1; p�) tel que

jf (x; s)j � C
�
jsjq�1 + 1

�
pour x 2 
; s 2 R

avec C � 0;

(ii)

lim
s!0

sup
f (x; s)

jsjp�2 s
< �1 uniformément en x 2 


où �1 est la première valeur propre de ��p dans W
1;p
0 (
) :

Alors il existe des constantes �; � > 0 telles que Jjkuk=� � �:

Démonstration. On dé�nit h : 
! R par

h (x) = lim
s!0

sup
f (x; s)

jsjp�2 s
:

Par (ii) on peut trouver � 2 ]0; �1[ telle que h (x) < � uniformément en x 2 
:

Par conséquent, il existe �� > 0 telle que

f (x; s)

jsjp�2 s
� � pour x 2 
; 0 < jsj < ��

ou

f (x; s) � � sp�1 pour x 2 
; s 2 (0; ��) (3.19)

�� jsjp�1 � f (x; s) pour x 2 
; s 2 (���; 0) : (3.20)

Remarquons que la fonction de Carathéodory f satisfait f (x; 0) = 0 pour x 2 
:

Par (3:19) ; (3:20) et par la dé�nition de F; on obtient

F (x; s) � �

p
jsjp pour x 2 
; jsj < ��: (3.21)

En tenant compte de (i) ; il est facile de voir que F satisfait

jF (x; s)j � C1 (jsjq + 1) pour x 2 
; s 2 R (3.22)

avec C1 � 0:

63



3.2. Résultat d�existence par le théorème du col de la montagne

Choisissons q1 2 (max fp; qg ; p�) : Alors par (3:22) ; il existe une constante C2 � 0

telle que

jF (x; s)j � C2 jsjq1 pour x 2 
; jsj � ��: (3.23)

Par (3:21) et (3:23) ; on a

F (x; s) � �

p
jsjp + C2 jsjq1 pour x 2 
; s 2 R: (3.24)

Par la caractérisation variationnelle de la première valeur propre �1, et de l�estimation

(3:24) et par l�injection W 1;p
0 (
) ,! Lq1 (
) ; il résulte que

J (u) =
1

p
kukp

W 1;p
0 (
)

�
Z



F (x; u)

� 1

p
kukp

W 1;p
0 (
)

� �

p
kukpLp(
) � C2

Z



jujq1

� 1

p
kukp

W 1;p
0 (
)

� �

p
kukpLp(
) � C3 kukq1W 1;p

0 (
)

= kukp
W 1;p
0 (
)

"
1

p

 
1� �

kukpLp(
)
kukp

W 1;p
0 (
)

!
� C3 kukq1�pW 1;p

0 (
)

#

� kukp
W 1;p
0 (
)

�
1

p

�
1� �

�1

�
� C3 kukq1�pW 1;p

0 (
)

�
� � > 0;

ce qui fourni kuk = � avec � su¢ samment petit.

Lemme 3.2.3 (i) Si u 2 W 1;p
0 (
) est une solution du problème (3:1) avec f (x; s) � 0

pour x 2 
 et s � 0; alors u � 0:

(ii) Si u 2 W 1;p
0 (
) est une solution du problème (3:1) avec f (x; s) � 0 pour x 2 
 et

s � 0; alors u � 0:

Démonstration.

(i) Soit u 2 W 1;p
0 (
) est une solution de (3:1) et 
� = fx 2 
j u (x) < 0g : On dé�nit

u� = max f�u; 0g. D�après le lemme (1:1:1) on a u� 2 W 1;p
0 (
) et

ru� =

8<: �ru dans 
� ;

0 dans 
n
�:
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On a Z



jrujp�2ru ru�dx =
Z



f (x; u) u�dx

on obtient

�
Z

�

jrujp�2 dx = �
Z

�

f (x; u) u dx � 0:

Ainsi, ru = 0 p.p sur 
�; par suite ru� = 0 p.p sur 
: D�où ku�kW 1;p
0 (
) = 0 ce qui

implique u� = 0 p.p sur 
:

On conclut que mes (
�) = 0; i.e. u � 0 sur 
:

(ii) Analogue.

Théorème 3.2.5 Supposons que f : 
 � R ! R est une fonction de Carathéodory et

satisfait

(i) il existe q 2 (1; p�) tel que

jf (x; s)j � C
�
jsjq�1 + 1

�
pour x 2 
; s 2 R;

avec C � 0

(ii)

lim
s!0

sup
f (x; s)

jsjp�2 s
< �1 uniformément en x 2 


où �1 est la première valeur propre de ��p dans W
1;p
0 (
)

(iii) il existe une constante � > p et s0 > 0 telles que

0 < � F (x; s) � s f (x; s) pour x 2 
; jsj � s0:

Alors le problème (3:1) admet des solutions non triviales u� � 0 � u+:

Démonstration. Montrons que le problème (1:3) admet une solution non triviale

u+ � 0:

On dé�nit f+ : 
� R! R par f+ (x; s) = f
�
x; s+jsj

2

�
i.e.

f+ (x; s) =

8<: 0 si s � 0;

f (x; s) si s > 0;
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et soit F+ : 
� R! R dé�ni par

F+ (x; s) =

sZ
0

f+ (x; �) d� :

les assertions suivantes sont vraie

(i)+ la fonction f+ est de Carathéodory et satisfait

jf+ (x; s)j � C
���sq�1 + 1��� pour x 2 
; s 2 R;

(ii)+ lim
s!0

sup f+(x;s)jsjp�2s < �1 uniformément en x 2 
;

(iii)+ � F+ (x; s) � s f+ (x; s) pour x 2 
; jsj � s0;

(iv)+ 0 < �F+ (x; s) � s f+ (x; s) pour x 2 
; s � s0:

En e¤et, (i)+; (iii)+ et (iv)+ sont facile à voir.

Concernant (ii)+; on a

lim
s!0

sup f+(x;s)jsjp�2s = max

�
lim
s%0

sup f+(x;s)jsjp�2s ; lims&0
sup f+(x;s)jsjp�2s

�
= max

�
0; lim
s&0

sup f(x;s)

jsjp�2s

�
< �1 uniformément en x 2 
:

De (i)+ � (iv)+ on conclut que la C1 fonctionnelle J+ : W 1;p
0 (
)! R dé�nie par

J+ (u) =
1

p

Z



jrujp dx�
Z



F+ (x; u)

admet un point critique non trivial u+ 2 W 1;p
0 (
) : Pour cela on applique le théorème du

col de la montagne (1:2:1) à la fonctionnelle J+:

En e¤et, tout d�abord, on remarque que par le condition (i)+; le résultat concernant

J reste valable pour J+; avec f+ au lieu de f:

Il est clair que J+ (0) = 0:

Par (i)+; (ii)+ et le théorème (3:2:4), il existe des constantes �; � > 0 telle que

J+jkuk=� � �:

Par conséquent, d�après (iv)+; théorème (3:2:3 (i)) et le lemme (3:2:2 (ii)) (ainsi la

remarque (3:2:1)), il existe un élément e 2 W 1;p
0 (
) avec kekW 1;p

0 (
) � � tel que J+ (e) � 0:

En�n, par (iii)+ et le théorème (3:2:2) ; J+ satisfait la condition de Palais -Smale.
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L�existence d�un point critique non triviale u+ 2 W 1;p
0 (
) ; est assuré par le théorème

du col de la montagne (1:2:1) et qui satisfaitZ



jru+jp�2ru+rv =
Z



f+ (x; u+) v pour tout v 2 W 1;p
0 (
) : (3.25)

Comme f+ (x; s) = 0 pour x 2 
; s � 0; d�après le lemme (3:2:3 (i)) on a u+ � 0:

Par dé�nition de f+; (3:25) devientZ



jru+jp�2ru+rv =
Z



f (x; u+) v pour tout v 2 W 1;p
0 (
) :

D�où u+ est une solution de (3:1) ; et de la même façon on montre que u� est une solution

de (3:1) :

67



Conclusion

L�objet de ce travail a été l�étude de quelques équations aux dérivées partielles faisant in-

tervenir l�opérateur p-Laplacien qui est un modèle d�opérateurs elliptiques quasi-linéaires.

Nous avons abordé le problème typique aux valeurs propres pour le p-Laplacien, et

plus précisement l�une de ses solutions qui est la première valeur propre et sa fonction

propre associée qui admet plusieurs propriétés que les autres solutions ne possèdent pas.

Ainsi nous avons vu qu�il est possible de construire par des méthodes variationnelles

une suite de valeurs propres pour le p-Lapalcien tendant vers l�in�ni comme dans le cas

linéaire p = 2: Néanmoins, plusieurs questions restent ouvertes concernant le spectre de

l�opérateur p-Laplacien dont la description complète n�a pas été faite.

En guise de perspectives, nous envisageons d�explorer:

- la première valeur propre de l�opérateur p-Laplacien avec poids.

- l�alternative de Fredholm pour le p-Laplacien.

- le spectre de Fuµcik pour le p-Laplacien.

- la théorie spectrale des opérateurs non linéaires.
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