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Résolution de I’équation de Schrodinger
linéaire et I’étude de I’équation non-linéaire
avec une non-linéarité compacte

Résumé

Ce travail est consacré a 1’étude de ’équation de Schrodinger linéaire et non-linéaire.
Dans un premier temps, des notions de base et des résultats préliminaires sont énoncés.
Le second chapitre concerne 1’étude mathématique de I’équation de Schrodinger linéaire.
L’existence et I'unicité d’une solution ainsi que les propriétés de dispersion et de régularité
de cette solution sont analysées. La derniere partie est dédiée a ’étude de I’équation de

Schrodinger non-linéaire

iaa—:quAw%—V(x) lwlP'w=0,w=wtz): I xRY =R, N>2 (NLS)

Oup>1,V :RY¥\ {0} - Ret I CR est un intervalle. Le coefficient V fait 1'objet
de diverses hypotheses. En particulier, il est toujours supposé que V (x) — 0 lorsque
La recherche des solutions sous la forme d’ondes stationnaires (¢, ) = e*u(z) con-

duit naturellement a 1’équation elliptique semi-linéaire

Au—u+ V(@) |uf tu=0u:RN =R, N>2 (Ey)

Les deux principaux objectifs pour 1’équation non-linéaire sont

(1) Etablir des résultats d’existence, de régularité et d’unicité pour (E)).

(2) Discuter la stabilité orbitale des ondes stationnaires de (N LS) correspondant aux
solutions trouvées en (1).

Mots-clés : Equation de Schrodinger linéaire. Equation de Schrodinger non-linéaire.

Equations elliptiques semi-linéaire.

iii



Table des matiéres

Introduction générale 1
1 Notions de base 6
1.1 Résultats préliminaires . . . . . . . . . ... L Lo 6
1.1.1 Inégalité de Holder . . . . . . . .. .. .. . ... ... .. .. 6

1.1.2 Rappels sur les espaces de Sobolev . . . . .. ... ... ... ... 7

1.1.3 Estimations utiles . . . . . . . .. ... oo o 9
1.1.4 Convergence faible . . . . . . ... ... ... L. 10

1.1.5  Quelques opérateurs continus . . . . . . . ... ... ... 12

1.2 Quelques propriétés de la transformée de Fourier . . . . . . .. ... .. .. 12
1.2.1 Le produit de convolution . . . . . .. ... ... ... ....... 13

1.3 Rappels sur le calcul différentiel . . . . . . . . . ... ... .. 14
1.3.1 Différentielle au sens de Fréchet . . . . . . ... ... ... ... .. 14
1.3.2 Dérivée directionnelle . . . . . . . . ... oL 14
1.3.3 Différentielle au sens de Gateaux . . . . .. .. ... ... ... .. 15
1.3.4 Points critiques . . . . . . ... 16
1.3.5 Continuité et différentiabilité de quelques opérateurs . . . . . . .. 16

1.4 Multiplicateurs de Lagrange . . . . . . . .. .. ... ... ... 17
1.5 Fonctionnelles minorées . . . . . . . . .. ..o 18
1.6 La symétrisation de Schwarz . . . . . . . .. .. ... ... ... .. ... 19
1.6.1 Les fonctions & symétrie sphérique . . . . . . . . .. ... ... ... 19
1.6.2 Le réarrangement décroissant . . . . . . . .. ... ... 20

v



Table des matiéres

1.7 Variétés différentielles . . . . . . . ..o Lo 21
1.7.1 Homéomorphisme . . . . . . . . . . ... oo 21

1.7.2 Difféeomorphismes et isomorphismes . . . . . . . .. .. .. ... .. 21

1.7.3 Variété topologique . . . . . . . ... 22

1.7.4 Sous variétés . . . . . .. Lo 22

1.7.5 Variété de Nehari . . . . . . . ... ... oo 23

2 L’équation de Schrédinger linéaire 24
2.1 Imtroduction . . . . . . . ... 24
2.2 Leproblemede Cauchy . . . . . . . .. .. ... Lo 24
2.2.1 Donnéedans S'(RY) . . ... ... ... .. 26
2.2.2 Donnée dans S(RY) . ... .. . 29
223 Donnéedans HS(RN) . . . ... ... 30

2.3 Propriétés des solutions . . . . . . . . ... 31
2.3.1 Forme de la solution . . . . . . ... ... oL 31
2.3.2 Dispersion . . . . . ... 32
2.3.3 Vitesse infinie de propagation . . . . .. .. .. ... L. 33

3 L’équation de Schrodinger non-linéaire avec

une non linéarité compacte 35
3.1 Imtroduction . . . . . . . . .. 35
3.2 Etats fondamentaux . . . . .. .. L Lo Lo 36
3.2.1 Existence . . . . . ... 37

3.2.2 Régularité . . . . . . .. 46

3.2.3 Unicité . . . . . . . . 50

3.3 Stabilité orbitale des ondes stationnaires . . . . . . ... ... 0oL 55
3.3.1 Leproblemede Cauchy . . . . . . ... ... ... ... ...... 56
Conclusion 63
Bibliographie 64



Introduction générale

Les équations aux dérivées partielles permettent d’aborder d’'un point de vue mathéma-
tique des phénomenes observés, par exemple dans les domaines de la physique et de la
chimie. Les situations dépendant du temps se traduisent plus particuliérement par des
équations d’évolution tenant compte d’éventuelles interactions entre objets et événements.

[’équation de Schrodinger est 1’équation de base de la mécanique quantique décrivant
I’évolution dans le temps du vecteur d’état (¢)) d’un systéme quantique arbitraire. Elle
est équivalente & un probléme aux valeurs propres dans la théorie des espaces de Hilbert
comme Von Neumann I’a démontré. On la rencontre lors de la description de phénomeénes
assez variés, que ce soit dans I'optique quantique (laser), la physique atomique (supracon-
ductivité, condensation de Bose-Einstein), la technologie électronique (semi-conducteurs,
transistors), la physique des plasmas, 'astrophysique, la microscopie électronique, la
chimie ou encore la biologie.

L’équation de Schridinger a été établie sous sa forme primitive en 1926 par Erwin
Schrodinger et a été généralisée par Paul Dirac quelques années aprés. Initialement, elle
reprenait les idées des mathématiciens Hamilton et Félix Klein pour prolonger la théorie
des ondes de matiere de De Broglie.

Tout d’abord, Schrodinger considéra le cas particulier d’une onde harmonique de masse
m, de quantité de mouvement p, de pulsation w, nombre d’onde £, et d’énergie E, qui est

associée a une onde plane du type :

W (r,t) = Woelkr—vt)
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Puis, en utilisant les relations proposées par De Broglie

(E'=hw, p=~h k ou h est la constante de Dirac), on a
U (r,t) = \Ifoe%(pr’Et)

Il remarqua alors qu’en dérivant I’onde par rapport au temps, il vient :

) i e i
E‘I} (7’, t) = TE\Pgeh(p E) = TE\I’ (T, t)

De méme, le gradient de cette fonction d’onde donne :

VU (r,t) = %p‘l’ (r,1)

Nous avons donc, pour toute onde ¥ de cette forme, en tout point et a tout instant :

0
 h—VU = BV
“ ot

—i AV = p¥

Pour une particule donnée, d’apreés la mécanique classique, I’énergie mécanique est donnée

par :

E=E.+E,

1
=gm v? 4+ V (r)

Zp—2+V(r)

2m

Cette quantité apparait en fait plus naturellement dans la formulation hamiltonienne de
la mécanique classique: la somme de I’énergie potentielle et de 1’énergie cinétique est
appelée hamiltonien, qui s’identifie ici & I’énergie mécanique totale. En multipliant par la
fonction d’onde, il vient que

%\Il +V v =FE¥

Enfin, en utilisant les résultats précédents, nous obtenons

(i hV)? .0
oy U=ih=U
2m v ! h(?t
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Donc on peut écrire I’équation de Schrédinger sous 'une ou 'autre des deux formulations
suivantes :

Pour toute fonction d’onde ¥

h? 0¥ (1)
—%A\P (7’, t) + |4 (T) \ (T, t) =1 hT

ou bien

HY = EV

ou la quantité H est appelée "opérateur hamiltonien" ou plus souvent "hamiltonien".
Notre objectif est de donner quelques résultats mathématiques de base concernant
I’équation de Schrodinger issue de la physique quantique et dont la solution est appelée

fonction d’onde. Elle se présente donc sous la forme suivante :
i0wu (t,x) + Au (t,z) + f (tz,u(t,z) =0, u=u(t,r): [ x RY - R

La fonction d’onde u décrit ici ’état d’une particule quantique, O,u est sa dérivée en
temps, A est Popérateur de Laplace. Le terme f(u) modélise ’ensemble des influences
subies par la particule.

Rappelons tout d’abord que I’équation de Schrodinger est un postulat. Elle ne découle
d’aucune démonstration formelle ni d’aucun axiome. Schroédinger a postulé cette équation
pour représenter les états d’un systéme quantique. Elle a été confrontée a I'expérience et
celle-ci a montré que, jusqu’a présent, on pouvait déduire toutes les données expérimen-
tales de I’équation.

Les physiciens font aussi un autre postulat : la fonction d’onde d’un systéme, contient
toute I'information que 'on peut connaitre du systéme. Il n’existe pas d’autre moyen
d’aborder les propriétés de ce systéme.

Le mémoire est organisé de la maniére suivante :

Le premier chapitre est réservé a quelques rappels d’analyse fonctionnelle et de calcul
différentiel introduits pour faciliter la compréhension des sections ultérieures (Points cri-
tiques, multiplicateurs de Lagrange, fonctionnelles minorées, la symétrisation de Schwarz,

les variétés différentielles).
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Dans le chapitre 2, nous nous intéressons a la résolution de I’équation de Schrodinger
linéaire. La propriété principale exposée est la dispersion. Celle-ci est caractérisée par
le fait que si 'on n’impose aucune condition au bord, alors les solutions de I’équation
ont tendance a s’étaler dans le temps. Pour formaliser cette assertion, nous considérons

I’équation de Schrodinger linéaire

58_7; —iAu = 0 dans D'(R x R")
Uy = ¢

Grace a la transformation de Fourier, nous avons une forme explicite de la solution

uy (:L') _ 1 _ e—iN%sgn tei% |:F (ezlzlfg):| <£>
(4 [t]) 2 2t

Alors u,(z) satisfait 'estimation de dispersion suivante
—-N
el ooy < (47 [2]) 2 lgll L1 ey
Pour I’équation de Schrédinger non-linéaire, nous étudions dans le dernier chapitre quelques
aspects de I’équation stationnaire avec une non-linéarité compacte

o)
18—1:+Aw+V(3:) lwl’ " w =0, w=wtz): I xRY =R, N>2 (NLS)

Oup > 1,V :RM{0} - Ret I CR est un intervalle. A désigne le Laplacien par
rapport & la variable d’espace x € R".

Nous faisons diverses hypotheses sur la puissance p et sur le coefficient V.

Pour assurer ’existence de solutions, nous supposons toujours que p est borné supérieure-
ment par une quantité qui dépend de V.

On suppose de plus que V(z) — 0 lorsque |x| — oo, hypothése justifiant le vocable
"non linéarité compacte".

Nous nous intéressons spécialement & l'existence et aux propriétés de solutions par-
ticulieres de (NLS) qui sont des ondes stationnaires. Celles-ci sont des fonctions de la
forme (¢, ) = e*u(x), ot u définie sur RY | est & valeurs réelles.

Le probléeme de 'existence de solutions stationnaires pour I’équation (N LS) est ramené

a celui de I'existence de solutions d’une équation elliptique semi-linéaire
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Au—du+ V(@) |uflu=0,u:RY =R, N>2 (Ey)

Ainsi nous prouvons l'existence pour tout A > 0 d’un état fondamental de (FE)). Celui-ci
est une solution faible qui minimise la fonctionnelle dont (F)) est I’équation d’Euler-
Lagrange, sur la variété de Nehari dans H! (RN ) La méthode de minimisation sous
contrainte que nous employons est due a Nehari.

Pour obtenir ce résultat d’existence en dimension N > 2, nous formulons des hy-
pothéses assez fortes sur le coefficient V. Nous supposons que V € C? (RN \ {O}) est
une fonction radiale telle que V(r) = V(x) > 0 est décroissante en r > 0 et qu’il existe
ke (0,2) tel que |z|* V(z) est borné sur RY. En particulier, V tend vers zéro a Dinfini.
Nous supposons également que 1 < p < 1 + %. Nous obtenons alors des solutions
positives, radiales et radialement décroissantes.

La suite du chapitre est consacrée a ’étude de certaines propriétés des états fonda-
mentaux de (E)) . Ces solutions sont radiales et nous ferons donc largement recours a des
équations différentielles ordinaires. La section qui suit traite de la régularité des états fon-

damentaux, sous les mémes hypothéses, le Théoréeme (3.2.2) résume ces propriétés. Dans

l’autre section, nous supposons que V € C*! (RN \ {0}) et nous faisons de plus 'hypothése

rV'(r)
Vi(r)

(Hy), qui stipule que < 0 est une fonction décroissante. Nous prouvons alors, grace
au théoréme de Yanagida [23], un résultat d’unicité des états fondamentaux de (E)),
valable en dimension N > 3. La derniére section est consacrée & I’étude de la stabilité
orbitale des ondes stationnaires de (VLS.

Nous terminons notre travail par une conclusion générale.



CHAPITRE

Notions de base

Dans ce chapitre, nous avons compilé un certain nombre de définitions, notations, propo-
sitions, lemmes et énoncés de théorémes qui sont utilisés & un moment ou un autre dans

ce mémoire.

1.1 Reésultats préliminaires

1.1.1 Inégalité de Holder
Soient 2 un ouvert de R muni de la mesure de Lebesgue dz et 1 < p < +00, on désigne
par g 'exposant conjugué de p, c-a-d: Il? + % =1.

Proposition 1.1.1 (Inégalité de Holder)
Soient f € LP () et g € L1(R2), alors
f.geL*(Q)
J1f-gldz < (1f 1l ooy 191l oo
Q

Remarque 1.1.1 i convient de retenir une conséquence trés utile de [’inégalité de Holder

Soient f1, fa, ..., fr. des fonctions telles que

1 1 1 1
fiel’(Q), 1<i<kavec—=—+—+..+—<1
p P P2 Pk
Alors le produit f = fi fa...fr appartient a LP (Q2) et
11 zr ) < WFill or ) 2]l ooy - Lkl oo



1.1. Résultats préliminaires

En particulier si f € LP(Q) N L1(Q) avec 1 < p < q < o0, alors f € L™ (Q) pour tout

p <r <q eton alinégalité d’interpolation

0 —6 N
||f||LT(Q) < ||f||Lp(Q) ||f||1Lq(Q) ; ou ” =+ — (0<0<1)

1.1.2 Rappels sur les espaces de Sobolev
Soit Q C RY un ouvert et soit p un réel avec 1 < p < +o0.

Définition 1.1.1 On appelle espace de Sobolev d’ordre un et on note WP (Q) | I’ensemble

des fonctions de LP () dont les dérivées partielles premiéres au sens des distributions sont

des fonctions de LP (), c-a-d

ue LP(Q); 3 q1,992,...,958 € LP(Q) tels que

Jufedr = — [ gip dx, Vo € C2(Q), Vi=1,..,N
Q Q

Wh? (Q) =

L’espace WP (Q) est muni de la norme

[l = 1l o) +
=1

ou parfois de la norme équivalente

-

N

||u||W17P(Q) = (”UH]ZP(Q) + Z

i=1

ou || v
0| 1o o)

Sip=2 alors W12 (Q) = H* (Q) est muni de la norme
3
HUHHl(Q) = ( )
£2(Q)
et du produit scalaire

ou  Ov
<U’7 U)Hl(Q) u U L2 (Q + Z (al’z sz)Lz(Q)

Remarque 1.1.2 Nous désignons par Wy (Q) la fermeture de C° () dans WP (Q).

Jun

ou
8:(:Z

En particulier pour p = 2,

Wy () = Hy ()
la fermeture de C>° () dans H' (Q), est un espace de Hilbert pour le produit scalaire de
H'(Q).



1.1. Résultats préliminaires

Voici maintenant quelques résultats fondamentaux concernant les espaces de Sobolev,

il s’agit des théorémes d’injection de Sobolev qui sont tres utiles dans les applications.

Définition 1.1.2 Soient E et F deux espaces de Banach. On dit que E s’injecte con-

tindment dans I et on note E — F si les conditions suivantes sont vérifiées

(1) E est un sous-espace de F.

(77) 3 C >0 telle que

|ull < C|lullz, pour tout uwe E

Autrement dit, toute suite convergente dans E est convergente dans F.

Définition 1.1.3 Soient E et F' deux espaces de Banach. On dit que l’injection de E

dans F' est compacte et on note £ —<— F si

(1) E s’injecte continiment dans F.
(ii) L’application I : E — F est compacte.

Autrement dit, toute suite bornée dans E est relativement compacte dans F.

Théoréme 1.1.1 (Sobolev, Gagliardo, Nirenberg, Voir[5], page 162)
Soit 1 < p < N, on pose p* = NN—Z? (p* est dit "exposant critique de Sobolev" de p) ,
alors
W (RY) c ¥ (RV)
et il existe une constante ¢ > 0, telle que
Jull < e Vullp, , Yu e WH (RY)
Corollaire 1.1.1 Soit 1 < p < N. Alors

wh? (RY) c L1 (RY),Vq € [p,p*]

avec injection continue.
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1.1.3 Estimations utiles

Lemme 1.1.1 Soit k€ (0,2) et 1 <p<1+ % pour N > 2, alors
de > 0 telle que

/ [l 2l [l ™t = ol el 1€l da < ef]|z (Jul” ™" = o) [ s llell o 1€

RN

2 (™ = ol ) el €N} (AL

Pour tout z € L™ (RN) et u,v, 0, € H (]RN), ou (p—1)f=~v=qc¢c (%,2*) et
(p—lo=1=p+1.

En particulier, il existe D > 0 tel que

/IZI |~ Jul” ™ [l 1€l dz < D |2l o Nl sy 10l ars vy 1€l ey (A.2)

Pour tout z € L™ (]RN) et u,p, & € H (]RN).

Démonstration. L’inégalité de Holder avec quatre exposants donne

[e3

el = o el el de < 3 [ el eyl (™ = o) s el el

B(0,1) B(0,1)

Ou S et v sont choisis tels que é + % + % =1, on a alors

1, 1 2 fg—q=-28_flg=2)-p-1F _q¢-(p+1)
o} gy Bq Bq q
D’Ol\l@:m.

Q-

/ || " dx est fini si et seulement si N — ka > 0, or

N(p+1)
N —k

k q

N—-—kx>0<—= N> ———
q—(p+1)

<~ Njg—(p+1)]>qk<=q>

N(p+1) 2*) .

D’apres 'hypothese on a g € ( %
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Donc, 4 K > 0 tel que,

/ 2] 7 P = ol ol €] dae < K ||z (lul™" = [ol" )] s ol o 1611
B(0,1)

D’autre part, en utilisant I'inégalité de Holder avec trois exposants, il vient

/ R e N e (P e e 1 S = o 13 P

{w€RN [2|>1}
Ou o, 7 € (2,2%) sont choisis comme dans ’énoncé. 11 suffit de poser ¢ = max { K, 1} pour
obtenir (A;).

Pour (A,), il suffit de poser v = 0 dans (A;) et d’utiliser les inégalités de Sobolev. m

1.1.4 Convergence faible

Dans les applications, il est rare que 'on puisse montrer qu'une suite converge en ex-
hibant sa limite. Si l'on parvient a démontrer que la suite appartient & un compact,
alors 'existence d’'une valeur d’adhérence est assurée, ce qui est souvent une étape fon-
damentale pour résoudre des problémes d’analyse. En dimension infinie, la topologie de
la norme est trop forte en ce sens qu’elle ne fournit que peu d’ensembles compacts. Nous
allons deés lors affaiblir la notion de convergence, ou de maniére équivalente munir ’espace
d’une topologie plus grossiére, pour augmenter le nombre d’espaces compacts. Ce but
sera atteint grace a la notion de convergence faible que nous allons introduire dans cette

section.

Définition 1.1.4 Soient I/ un espace de Banach, (xy), oy une suite d’éléments
de Eetx c L.

On dit que (x,,),cy converge faiblement vers x dans E si
vf € El; <f7xn>E/><E — <f7$>E’><E quand n— oo

On note x,, — x.

10



1.1. Résultats préliminaires

Proposition 1.1.2 Soit (z,,), .y une suite de E. On a
(i) Six, — x fortement alors x,, — x faiblement.
(i7) Six, — x faiblement alors ||z|| < liminf | z,|| .
Démonstration.
(i) On suppose que z,, — = c.a.d ||z, — z|| — 0 lorsque n — oco. Soit f € E’, on a
|(fsan) = ()l = [(fron — )] < S ln — ]
Or ||z, —z|| — 0 et f € E" implique || f|| < oo, donc
|(f, zn) — (f,x)| — 0 lorsque n — oo

(¢1) Si x, — x il est équivalent a (f,z,) — (f, ) implique la suite ((f,z,)), est

convergente.
Donc la suite ((f,z,)), est bornée.

Ainsi sup [(f, z,,)| < o0.
neN

Onpose T, : E' = R; f — (f,x,), on a T, est linéaire continue,

de plus [|Tollz = sup  [(f,2n)| = [|2a]]
{feE lIfII<1}

D’apres ce qui précede on a sup |7, (f)] < oo.
neN

En utilisant le théoréme de Banach-Steinhaus (Voir [5]), on a 3 ¢ > 0 tel que

T (O < el fll
Donc, ¢ > 0 telle que Vn € N,Vf € E’

(el < 1l
lim inf [(f, 2,)] < lim inf ||| ]
lim inf |(f,,)] < ||/]] lm inf [z,
[(f. )] < 1£1] lim inf [z,
sup  |(f.2)] < lim inf |2,

{fel |IflII<1}
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1.2. Quelques propriétés de la transformée de Fourier

Par conséquent

l|z|| < lim inf ||z,|
n—oo

1.1.5 Quelques opérateurs continus

Dans I’étude de nombreuses équations aux dérivées partielles nous aurons a considérer
des opérateurs locaux définis par des fonctions de R dans R, appelés parfois opérateurs

de Nemitskii ou encore opérateurs de superposition.
Définition 1.1.5 Soit une fonction
[iOXRR; (2,t) — f(2,1)

On appelle opérateur de Nemitskii associé a f [application N qui a une fonction

mesurable u définie sur €1 associe la fonction Nu définie sur €2 par
Nu(z) = f(z,u(z))

Définition 1.1.6 Soit Q un ouvert de RY. Nous dirons qu’une fonction f : Q x R —
R; (z,t) — f(x,t) est mesurable en x, continue en t, ou encore une fonction de

Carathéodory si la condition suivante est satisfaite

la fonction f (.,t) est mesurable sur €, Vt € R

la fonction f (x,.) est continue sur R, p.p en x € Q)

1.2 Quelques propriétés de la transformée de Fourier

Définition 1.2.1 On appelle transformée de Fourier de la fonction u € S (RN) , que l'on

note 4 ou Fu la fonction définie par
u(t) = Fu(t) = /e““)u (z) dx, pour toutt € RY
RN

La transformée de Fourier F' est une application linéaire bijective bicontinue de S (RN )

sur S (RN) .
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1.2. Quelques propriétés de la transformée de Fourier

On définie la transformée de Fourier inverse Fv, v € S (RN) par

Fu(t)=@2rn)™" / ey (z) dx, pour tout t € RN
RN

onaF F=F F =1 identité de S(RN), c.a.d F~' =F.
Remarques 1.2.1 (Voir [25], page 108-115)

1. Soit z € C tel que Rez > 0. Soit u(z) = e On a

() = (%) e feRY (B.1)
2. (Fdo,p) = (b0, F) = Fp (0) = [Vw(m) dr = (1, ).

3. Soit (T, ) = (T, ¢) avec ¢ (z) = p(—x), on a

F1=FF& = (2n)" 5y = (2m)" 6 (B.2)

4. Soit A € R\ {0} et T = e?I° ¢ &' (RY) . Alors

N
FT = (%61 sgnA.Z) 6_% (Bg)

1.2.1 Le produit de convolution

Définition 1.2.2 Si f et g sont deux fonctions continues sur RY et dont l'une av moins

est a support compact, on définit leur produit de convolution par

(f x9)( /fx— (y) dy, Yo € RY

Remarques 1.2.2 ( Voir [25])
1) SiTet (RN) alors T’ est une fonction C* sur RV,
2)SifeS (RY) etge (RY), ona

f*gGSI(RN) et F'(f*g) fg

13



1.3. Rappels sur le calcul différentiel

1.3 Rappels sur le calcul différentiel

1.3.1 Différentielle au sens de Fréchet

Définition 1.3.1 Soient w un ouvert d’un espace de Banach réel X et F : w — R une
fonction a valeurs réelles.
On dit que F est différentiable en un point ugy € w au sens de Fréchet s’il existe une

application linéaire continue ¢ € X' telle que
Yo €w: F(v) — F(up) = (p,v —up) +0(v—up)

L’application linéaire continue ¢ est appelée la différentielle au sens de Fréchet de F' au

point ug.

Remarques 1.3.1 1) Si F' est différentiable en ug au sens de Fréchet alors f est continue.
2) Si f est différentiable en uy au sens de Fréchet alors sa différentielle est unique.
Elle est notée D f (up) .
3) Si F est différentiable en tout point de X et si Uapplication X — X' : u — F'(u)
est continue, on dit que F est continiment différentiable sur X, et on note C*(X,R)

I’ensemble de ces fonctions.

1.3.2 Dérivée directionnelle

Définition 1.3.2 Soient w un ouvert d’un espace de Banach réel X et F': w — R
une fonction o valeurs réelles.
Soit ug € w et v € X tels que pourt > 0 assez petit, on a ug+tv € w.

On dit que F' admet au point ug une dérivée dans la direction v si

lim F (up + tv) — F (up)

t—s0F t

existe. On notera cette limite par F. (a).

Une fonction F' peut avoir une dérivée directionnelle dans toute direction v € X, sans
étre continue.

Lorsque la dérivée directionnelle de F' existe pour certains v € X on introduit la notion

de dérivée au sens de Gdteauz.

14



1.3. Rappels sur le calcul différentiel

1.3.3 Différentielle au sens de Gateaux

Définition 1.3.3 Soit w un ouvert d’un espace de Banach réel X.

Soit F' : w — R une fonction.

On dit que F' est différentiable au sens de Gateaux (ou G-différentiable) en un point uy € w
sl existe p € X' telle que, dans chaque direction v € X ou F (a + tv) existe pourt > 0
assez petit, la dérivée directionnelle F! (ug) existe et on a

lim F (ug + tv) — F (up)

t—0t t

= (p,v).

L’application o est appelée la différentielle de F' au sens de Gateaux au point ug

(ou la G-différentielle de F' au point ug), on note F' (ug) = ¢.

Remarques 1.3.2 1) Si I est différentiable au sens de Fréchet alors elle est différentiable
au sens de Gateauz, de plus les dérivées coincident.

En effet, pour une application F' différentiable au sens de Fréchet, on a

F(u+tv)—F(u) = (F'(u),tv) +o(tv) =t (F' (u),v) + o(tv)

et

F(u—i—tvt)—F(u) (P (). o)+ o(iv)
Donc

1tl—i%&F(u—i—tt;)—F(u) (), 0)

2) Une fonction G-différentiable n’est pas nécessairement continue.

Proposition 1.3.1 (Voir [16], page 54)
Soit F' une fonction continue d’un ouvert w a valeurs dans R
et G-différentiable dans un voisinage de u € w.
On désigne par F' (v) la G-différentielle de F' au point v et on suppose que 'application

v+ F'(v) est continue au voisinage de u. Alors
F)=F(u)+ (F'(u),v—u)+o(v—u)

c’est a dire que F' est différentiable au sens de Fréchet et sa dérivée classique coincide

avec F' (u).
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1.3. Rappels sur le calcul différentiel

1.3.4 Points critiques

Définition 1.3.4 Soit w un ouvert d’un espace de Banach réel X et F': w — R une
fonction. On dit que m € w est un mazimum relatif (resp. un minimum relatif) s’il existe
un voisinage V' de m tel que pour tout x € wNV, on a f (x) < f(m) (resp f(x) > f(m)).

Un point qui est un maximum ou un minimum est un extremum.

Définition 1.3.5 Soient X un espace de Banach, w C X un ouvert et F € C*(w,R).
On dit que u est un point critique de F, si F'(u) = 0. Si u n’est pas un point critique,

on dit que u est un point régqulier de F.

Remarque 1.3.3 Lorsque X est un espace fonctionnel et l’équation F'(u) = 0 correspond
a une équation auz dérivées partielles, on dit que F'(u) = 0 est ’équation d’Fuler satisfaite

par le point critique wu.

Exemple 1.3.1 L’exemple le plus simple de points critiques d’une fonctionnelle
F € C'(w,R) est un point extrémal, c-a-d le point ot F atteint un marimum ou un

Définition 1.3.6 Soit ¢ € R, on dit que c est une valeur critique de F € C*(w,R), sl
existe u € w tel que F(u) = ¢ et F'(u) = 0. Si ¢ n'est pas une valeur critique, on dit que

c est une valeur régquliére de F'.

1.3.5 Continuité et différentiabilité de quelques opérateurs

Lemme 1.3.1 (Voir [13], page 92)
Soit N>2, ke (0,2) etl<p<1l+32k
Pour z € L= (RY), posons ¥(u) = zle| P e et ®(u) = /z|:1:|k luP d,

RN
alors les propriétés suivantes sont vérifiées

1. W e C(H' (RY),H* (RY)) et 3eq > 0 telle que

1 ()|l e gy < 1 HUHI;ﬁ(RN)vu €H' (RN)
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1.4. Multiplicateurs de Lagrange

2. Nous posons

O(u) v, w] = /z 2| " [ulP v w de, Yu,v,w € HY (RY)

RN
Alors ©(u) est une forme bilinéaire symétrique bornée Yu € H' (RN). Il existe un

opérateur B(u) € L(H" (RY) , H* (RN)) tel que
O(u)lv, w] = (B(w)v, W) gre@ryx grwyy » Y0, W € H' (RY)
De plus B € C(H' (RY), L(H' (RY) , H* (RY))) et
I B(u)|| (a1 vy 1+ mevy) < €1 ||u||1;{:tRN) Vue H' (RY)
En outre W € C'(H" (RN), H* (RN)) et ¥'(u) = pB(u), Yu € H (RY).
3. ®(u) € C*(H* (RV),R) avec

/ _ _ =k, p—1 1 (N
O’ (u)v = (p+1) <\If(u),v>H*(RN)XH1(RN) = (p—i—l)/z 2| ™" [ul’ ™ w vd, Yu,v € H' (RY)
RN

et

D" (u)[v,w] = p(p+1)0(u)[v,w] = p(p+1)/z 2| 7F [u[P v wdz, Yu,v,w e H (RY)

1.4 Multiplicateurs de Lagrange

Dans plusieurs cas, trouver la solution d’'une équation aux dérivées partielles revient a
minimiser une fonctionnelle sur un ensemble de contraintes ou sur une variété.
D’ou I'utilité de préciser le sens qu’on donne a un point critique ou & une valeur critique

sur un ensemble de contraintes.

Définition 1.4.1 Soit X un espace de Banach, F € C'(X,R) est un ensemble de con-

traintes

S={veX; Fv)=0}

On suppose Vu € S, on a F'(u) #0. Si J € CY(X,R) on dit que c € R est valeur critique
de J sur S, s’il existe u € S et A € R tels que J(u) = c et J'(u) = AF'(u).

17



1.5. Fonctionnelles minorées

Le point u est un point critique de J sur S et le réel \ est appelé multiplicateur de

Lagrange.

Remarque 1.4.1 Lorsque X est un espace fonctionnel et l’équation J'(u) = NF'(u) cor-
respond & une équation aux dérivées partielles, on dit que J' (u) = AF'(u) est l’équation

d’Fuler Lagrange satisfaite par le point critique u sur la contrainte S.
Donnons un résultat qui établie ’existence d’un multiplicateur de Lagrange.

Proposition 1.4.1 (Voir [16], page 55)

Sous les hypothéses de la définition précédente, supposons que ug € S est tel que

J(up) = inf J(v)

vES

Alors il existe un A € R, tel que

J,(UO) = )\F/(Uo)

1.5 Fonctionnelles minorées

Soit F un espace topologique, une fonction F': £ — R est dite semi-continue inférieure-
ment (en abrégé s.c.i.) si pour tout A € R I'ensemble {x € E; F (x) < A} est fermé.

On dit que F' est semi-continue supérieurement (en abrégé s.c.s.) si —F est s.c.i.

Définition 1.5.1 Soit E un espace de Banach, V' est une partie de E. Une fonction
J 1V — R est dite faiblement séquentiellement s.c.i si pour toute suite (u,) de V' con-
vergeant faiblement vers u € V on a J (z) < 7}1—{{.10 inf J (z,)

Une fonction J : H* (RN ) — R est dite faiblement séquentiellement continue (f.s.c)
si pour toute suite (u,) de H* (RN ) convergeant faiblement vers u € H' (RN )

on a J (u,) — J (u) fortement.

18



1.6. La symétrisation de Schwarz

1.6 La symétrisation de Schwarz

La symétrisation de Schwarz est une méthode de modélisation de certains problémes de la
physique, et aussi I'un des principaux outils dans I’étude des inégalités isopérimétriques
(inégalité portant sur le volume d’une large famille de domaines et le volume de leurs
frontiéres respectives) et les problémes de compaciteé.

Plusieurs types de symétrisation sont connus dans la littérature mathématique, on
peut citer la symétrisation de Steiner, la symétrisation de chapeau et la symétrisation de
Schwarz, que ’on va considérer dans ce mémoire.

La symétrisation de Schwarz est aussi connue comme le réarrangement décroissant
des fonctions & symétrie sphérique. Ce type de symétrisation consiste de passer d’une
fonction quelconque a une fonction radiale décroissante, tout en conservant la norme dans
les espaces LP, et en faisant décroitre la norme du gradient pour certaines classes de
fonctions admissibles, alors pour quelques problémes variationnels on peut utiliser u* (ou
u* est la symétrisation de Schwarz de la fonction u) au lieu de la fonction générale u.

Ces propriétés nous permettent de démontrer 'existence de solutions de quelques
équations elliptiques avec perte de compacité o les méthodes classiques sont difficiles a

utiliser.

1.6.1 Les fonctions 4 symétrie sphérique

Une fonction u € L (RN ), avec N > 2 est dite a symétrie sphérique si pour toute matrice

de rotation S agissant sur R" on a
u(Sz) = u(z), p.psur RN

On dit alors que u est radiale, car pour r > 0, en posant f (r) = u(z) pour x € RY tel
que |z| = r, on définit une fonction f p.p sur R, qui permet de reconstruire
entierement wu.

Si la fonction f est décroissante sur |0, +oo[ on dit alors que u radiale décroissante.
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1.6. La symétrisation de Schwarz

1.6.2 Le réarrangement décroissant

11 ya plusieurs réarrangements de fonctions possibles dont 1’idée générale est la suivante :
Etant donné une fonction u de RY vers R donnée, on cherche une fonction u* ayant

des propriétés fixées a ’avance et équimesurable avec u, c’est-a-dire vérifiant
Vt > minu, mes ({u* > t}) = mes ({u > t})

Ou mes désigne la mesure de Lebesgue et {u > ¢} est I'ensemble des points = de RY tels
que u(zx) > t.

En particulier, cela implique

/ﬁm@»mz/qu»m

RN RN
Ou F' est une fonction mesurable quelconque sur R, et signifie notamment que les
normes LP de u et u* sont égales.
De plus si u est une fonction de H} (2), alors u* est une fonction de Hj (B), ou B est

la boule de méme volume que €2, et que sa norme est plus petite, c’est-a-dire que

/|Vu*]2 dr < /|Vu\2 dx

B Q
Théoréme 1.6.1 ( Voir [16], page 260)
Sotent 1 <p< oo etuée L (RN) une fonction positive.

1l existe une fonction unique u* € LP (RN) telle que u* >0 et VA > 0
mes ([u* > A]) = mes ([u > A])

Ou lensemble [u > | est une boule B (0, \).

La fonction u* est radiale décroissante et on ’appelle le réarrangement décroissant, ou
la symétrisée de Schwarz de la fonction u.

De plus pour toute fonction continue et croissante G : Ry — Ry telle que G (0) = 0,
on a

/bm@»mz/awwnm

RN RN
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1.7. Variétés différentielles

Proposition 1.6.1 (Voir [16], page 264)

Soitu € H! (RN ) une fonction positive. Alors la symétrisée u* appartient o H* (RN )

/|Vu*|2 dx§/|Vu|2dx

RN RN

et on a

1.7 Variétés différentielles

1.7.1 Homéomorphisme

Définition 1.7.1 Soient E et F' des espaces topologiques.

On appelle homéomorphisme de E sur F' une bijection de ’ensemble des ouverts de E
sur l’ensemble des ouverts de F'.

Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une bijection de E sur F soit homéo-

morphisme est qu’elle soit bicontinue.

Remarque 1.7.1 Toute bijection continue d’un espace complet sur un autre est un homéo-

morphisme.

1.7.2 Difféomorphismes et isomorphismes

Soit U C F et V C F deux ouverts dans des espaces normés E et F.

Définition 1.7.2 Un difféomorphisme est une bijection différentiable f : U — V telle
que =1 soit également différentiable.

St f:U —V est un difféomorphisme alors

fofl=Ivetflof=1Iy

on peut alors dériver en tous points v € U ety = f(x) € V

Df(z)oD(f")(y)=1Ir et D(f")(y) o Df (x) = Ig

Ce qui indique que Df (z) et D (f~') (y) sont des isomorphismes réciproques 'un de

Uautre.
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1.7. Variétés différentielles

Cela s’écrit

D () (f (x)) = [Df ()]

Proposition 1.7.1 (Voir [8], page 35)
Si f est un difféomorphisme, alors en tout point sa différentielle est un isomorphisme
vérifiant

D(f7)(f(x))=[Df ()"

Si de plus, f est C* alors =1 l’est également.

Remarque 1.7.2 L’existence d’un difféomorphisme entre U et V fait que les espaces E
et F' sont isomorphes. Il ne peut donc exister de difféomorphisme d’un ouvert de R™ vers
un ouvert de R™, lorsque m # n.

Ce que l'on appelle habituellement un "changement de variables" est en fait un difféo-

morphisme.

1.7.3 Variété topologique

Définition 1.7.3 Une variété topologique & m dimensions est un espace topologique M
dont tout point a admet un voisinage ouvert U homéomorphe a un ouvert de R™.

La donnée d’un tel homéomorphisme :
x:U—-VCR™

est appelée carte locale de M au voisinage de a.

Loouwvert U C M est le domaine de la carte.

1.7.4 Sous variétés

Définition 1.7.4 Une partie M de R"™ est une sous variété différentiable de dimension
p < n, si pour tout x € M, il existe un voisinage ouvert U de x dans R™ et un difféomor-

phisme ¢ : U — V C R" de sorte que

e(UNM)=VnN (R x {0gs})
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1.7. Variétés différentielles

Remarque 1.7.3 Si le difféomorphisme est de classe C™, M sera dite sous variété de

classe C™.

1.7.5 Variété de Nehari

Nous terminons ce chapitre en introduisant la notion de variété de Nehari. Cette notion
nous permettra dans le chapitre 3, de construire, en minimisant 1’énergie sur cette variété

en question, des points critiques du probléme elliptique semi linéaire (F)) soumis aux

conditions (Hy) — (Hy) .

Définition 1.7.5 La variété de Nehari, notée Ny , est l’ensemble des pointsu de H* (]RN)
tel que
J)\ (u) =0

ot Jy est une fonctionnelle, autrement dit

Ny={ue H" (R")\ {0} : J) (v) =0}
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CHAPITRE

L’équation de Schrodinger

linéaire

2.1 Introduction

De nombreuses équations aux dérivées partielles, qui permettent de modéliser 1’évolution
d’un systéme au cours du temps, peuvent étre reformulées sous la forme d’un probléme
de Cauchy abstrait.
On s’intéresse dans ce chapitre & l'opérateur de Schrodinger P = % — 1A, et a
I’équation d’évolution qui lui est associée
% — iAu =0, dans D'(R x R")
(1.1)
U =49
dont I'inconnu est une fonction u : R x RY — R. Les arguments de u sont les variables

N
d’espace 1, xa, ..., Ty, et le temps t. Le Laplacien A, vaut > %.
j=17%

2.2 Le probléme de Cauchy

Nous étudions le probléme de Cauchy avec des données dans S (RY), S(RY) et enfin des

données dans H*(RY).
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2.2. Le probléme de Cauchy

Avant d’énoncer les théorémes, nous rappelons d’abord quelques propriétés de 1’espace
C*(I,D'(Q)) et des distributions tempérées.

Soient I un intervalle ouvert de R et t € I, tel que T} est un élément de D'(2).

Définition 2.2.1 On dit que (T;) € C*(I, D'(Q2)) si
Vo € C5° (Q) Uapplication de I dans R, t — (T}, @) est de classe C*, avec k € NU{+o0} .

Proposition 2.2.1 Soit (T;) € C*(I,D'(Q)). Pour tout 0 < s < k et pour tout t € I,
il existe une distribution T\") telle que <Tt(s)> c C*=(I,D'(Q)) et

K%)s <Tt,<p>} (to) = (T, ¢) , ¥lo € I, ¥ € G (©)

Démonstration. Nous démontrons pour £ = 0 et £k = 1 et pour k£ > 1 se démontre
par récurrence.

Soit £ =0, on a s = 0, donc il suffit de prendre Tt(o) =T;.

Pour k=1, s = 1. Soit ty € I et (¢;) une suite de réels tendant vers zéro.

Posons Tj = T”)++;Tt°, comme (T}) € C*(I,D'(2)), alors Vo € C° (Q), (T}, ¢) con-
verge dans R et qui est égale a [(-L) (T}, ¢)] (to) -

Donc il existe une distribution Tt(ol) telle que (Tj, p) — <7}(01), g0> :

Par conséquent, [(%) (T, @)] (to) = <Tt(01), <p> , et comme le membre de gauche est
continu, on a (ﬂg”) cCI,D'(Q)). m

Proposition 2.2.2 Soit (T,) une suite de C*(I,D'(Q)) et ¥ un élément de C°(I x Q).
Alors Uapplication t — (T, (t, ')>D(Q) est de classe C' sur I et vérifie

%m,w, ) = (T, 0k, ) + <T %—f(t, ->> ®)

Démonstration. Soit ¢, € I et (¢;) — 0 lorsque j — 00, on a

d
GAT () = lim = [(Tigsey, lto + ¢5,)) = Tigy (10, )]
- hm 61 |:<7-;50+€ja w(tO + €5, ) - ¢(th )>} + Gl <EO+€j - ﬂ07¢(to, )>
J00 € J
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2.2. Le probléme de Cauchy

D’apres la proposition précédente

1
lim ~ (Tore, = Tios ¥t )) = (T, 0t,.))

j—oo
D’autre part, Ty .., — T, dans D' (Q) et
(S jlgg)% (Y(to +¢€5,.) — U(to,.)) — %—f(to, .) dans C§°(K), ot K est un compact,
tel que supp 1; C K. D’ou le résultat. m
Maintenant on va rappeler quelques remarques sur les distributions tempérées quand

va utiliser dans les démonstrations.

Définition 2.2.2 S'(RY) est le dual topologique de S(RYN), c’est & dire I’espace vectoriel
des formes linéaires continues de S(RY) dans R, avec S(RY) est constitué des fonctions

u appartenant o C°(RYN) telles que
Vo, € NV, 3C, 5 >0, |:L’a85u(:c)} < Cup,, Vo €RY

Remarques 2.2.1 1) Soit T € S'(RN) et p € C*(I,S), ok € N et I est un ouvert
de RY. On pose F(t) = (T, p(t,.)), alors F € C*(I).

2) Soit I un intervalle de R. On peut définir espace C*(I,S (RN)) en disant que
(T;) € C*(1,S (RN)) si, pour tout ¢ € S(RN), Uapplication de I dans R, t — (T}, ¢)
appartient o C*(I).

2.2.1 Donnée dans S (RV)

Enoncons le théoréme qui nous donne 'existence et 'unicité de la solution u

du probléme (1.1).

Théoréme 2.2.1 Soit g € S'(RN). Alors il existe une unique solution

u = (u;) € C*(R,S (RN)) telle que (1.1) soit vérifié.

Démonstration. a) Existence: Soit t € R.

g € S’ (RY) implique que g € S'(RY), et eitlel’ g e S (RY), posons

up = F(e ) (1.2)
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2.2. Le probléme de Cauchy

On a donc u; € S'(RY).

D’autre part ug = g et pour p € S(RY) on a
R = e A A —itlE]2 N b2
(e, @) = (F(e " 5), 0) = <e 1 g, ) = <g,e e o)
En utilisant les deux remarques de (2.2.1), on obtient que 1, € C*®°(R, S'(RY)), et comme
(ug, @) = (Ui, ) on a aussi 4, € C*(R, S (RY)).
Rappelons ensuite que u est définie par

(u, ) = / (ug,¥(t,.)) dt, Vo € S(R x RY) (1.3)

R

Pour ¢ € S(R x RY), montrons que <g—7j — iAu,¢> =0.

9 9 9
= —<u,aa—1f+iA1/)> = —/<Ut,%—qf+iA¢>dt
R

_ 0
i, 5+ ¢A¢> dt = —/ <at, F(a—f + iA¢)> dt
R

Car tginoo Fy(t,€) = 0. (puisque D(RY) s’injecte contintiment dans S(RY) avec densité)
b) Unicité:
Soit u; et uy deux solutions de (1.1), et posons u = u; — ug,

alors u € C®(R, S'(RY)) et vérifie 2% — iAu = 0, up = 0.

Montrons que u = 0, pour tout ¢ € S(R x RY).

<% - mu,¢> - - <u (% + m)¢> - —/ <ut, (% + AL, .)> dt =0
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2.2. Le probléme de Cauchy

D’apreés (x), on a

_/ <ut,(%¢(t,.)>dt:/<u§1),¢(t,.)>dt—/% (ug, 9(t,.)) dt

R

D’ou

/<u£1),dz(t,.)>dt—/% (ut,¢(t,.)>dt—i/ (g, AG(E, ) dt = 0

R R R
Comme tlirin W(t,&) = 0, alors

/ <u§”,w(t, .)> dt — z/ (ug, AY(t, )y dt = 0, Vb € S(R x RY) (1.4)

R R
D’autre part, on a Fug ) = § ). En effet Vi € S(RY), on a

(F).0) = (u.2) = L tue. @) = L (i o) = (. 0)

R
D’ou

/<a§1>,F ¢(t,.)>dt+i/ {ag, |.|> Fap(t,.)) dt = 0 (1.5)

R R

Comme (1.5) est vrai Vi € S(R x RY), en particulier pour 1 telle que
Fip(t, &) = eit|§|2c,0(£)x(t), ot p € S(RY) et x € S(R). On déduit que

/ K{Lg)’ eit\.|290> i <?1t, ]2 e”"‘2<p>] X(O)dt = 0, Yy € S(R) (1.6)

R

La fonction entre crochets étant une fonction continue de ¢ sur R, il en résulte que
<ﬂ§1)>€itl'|2so> w <ﬁt, |2 e“"‘2<p> =0, VteR, Vpe S (1.7)

Or d’aprés (x) on a 4 <at7 eit\~|2¢> - <ﬁ§1), eit|'\2¢> + <fbt7i .2 eit\~|2¢>'
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2.2. Le probléme de Cauchy

D’out Vo € S(RY) la fonction ¢t — <12t, eit"|290> est constante. Donc
(i, ¢ ) = (i, ) = 0
Soient ¢y € R et § € S(RY) quelconque.
La fonction o(€) = e~ ™l¢7g(¢) est dans S(RY).
D’ou
(g, € 0) = (i, 0) = 0
Donc 1y, = 0 dans S'(RY),et u, = 0 V¢ € R.

En utilisant (1.3) on aura, u =0. =

2.2.2 Donnée dans S(RY)

Théoréme 2.2.2 Si g € S(RY), alors la solution u du probléeme (1.1)
appartient o C°(R, S(RY)), et elle est donnée par la formule
ult,a) = (2m) ™ [0 g 6)dg (1.8)
RN

Démonstration. Par (1.2) on a u, = F(e €§), et comme g € S(RY) on aura
g e SR et e g e S(RY), don uy € S(RV).

Montrons que u; vérifie (1.8), on a

w = Fe167g) = (2) ™ [ et ) = (am) [ )i
RN RN

D’autre part 'application (¢, ) — wus(z) = u(t,z) est C* sur R x RY,

on a Vo, 3 € NV Vo € RY
2 DPu(t,x) = (2m) Nz / 6P et g ) de
RN
— (2m) / Dg ()14 |¢)7 3(¢)de
RN
= (2m) ™ [ e (=g [ 61 g(6)

RN

B / e P, (1, €)e " () de

RN
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2.2. Le probléme de Cauchy

Ou P, 3 est un polynome en (¢,£). D’apres le théoréme de la convergence dominée; Si

tn — to, alors sup |2*DZ (u(ty, ) — u(to,z))| — 0. On montre de la méme maniere
z€eR

que pour tout k € N, 0fu € C° (R, S(RY)).
Par conséquent, u; € C*(R, S(RY)). m

2.2.3 Donnée dans H*(R")

Théoréme 2.2.3 Soit s € R, si g € H*(RY) alors la solution u du probléme (1.1)
appartient o C°(R, H*(RY)), Vk € N,

(uf”) € COR, H* "2 (RV))

de plus

e Hs(RN) = 9] ms@yys VEER
-2k (RN) < Cy ||g| Hs(RN) » Vit € R, Vk e N

(1.9)

(k)‘
t

Démonstration. Montrons d’abord (1.9). D’aprés la formule (1.2), on a
fy = el g, pour tout t € R. Comme g € H*(RY), § est une fonction mesurable, donc

1 'est aussi.

2 ) = / (14 [¢f)°

RN

16 (¢)[” de = /1+|§| ()2 de

e

HUtHi]s(RN) = HgH?{s(RN) , pour tout t € R

D’autre part ug )= F <( i&)F il g) , donc 3 ¢; > 0 tel que

| = [ i)y ey

RN

S%/O+MWMQW%=M%WM

]RN

2
)

1el2 2
Gl

Hs—2k(RN)

D’ou (1.9) est vérifice.
Soit t,, une suite qui converge vers tq dans R, on a

fr{s(RN):/(lﬂﬂz)s

RN

— 2 4 2|2 ~
e~tnlel _ e itoldl™ 15 (6|2 de

||Utn — Uy
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2.3. Propriétés des solutions

A P . 2
D’apres le théoréme de la convergence dominée on aura |lu;, — u e~y — 0 lorsque
tn — to.

ca.du e COUR, H¥(RY)).

de méme
] _ (k)‘2 a1V ey | mitalel —itolé ] 15 (Y2 g
[ =]y = [ (IR (i [ = e g ag
RN

2
Donc Hugf) — ugk)‘

0 lorsque t,, — tg, ce qui implique
oy que t, — to, ce qui impliq

u?) e COR, H*-25(RY)), Vk € N. m

2.3 Propriétés des solutions

2.3.1 Forme de la solution

Théoréme 2.3.1 Sig € S (RN) alors pour tout t # 0, la solution du probléme (1.1)
s’écrit
1 _iNTsgn t izl ilal? X
u () = ———Fe Na¥etar | F | etar g (—) (1.10)
(4 [t])= 2t

Ou sgn t désigne le signe de t.

Démonstration. Casl. Supposons g € Cg° (RN ) , la formule (1.2) donne

uy (z) = F (e—it\él2g (5)) et d’apres le théoreme (2.2.2) on a
u(t,x) = (2m) " / e ge)dg = (2m) N F (71 g) ()
]RN

Et comme T*S = F (Té’) , VT € S (RY) et VS € ¢ (RY) (d’apres la remarque (1.2.2))
alors

w(t,z) = (2m) N [F (e—iflff) R g] ()

D’apres (B.3) dans les remarques (1.2.1) on aura

. . |z|?
u(t,z) = @2m) N LNe’ZNZSQ”t (eut * g> (x) (1.11)
t=
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2.3. Propriétés des solutions

Or

Remplagant dans (1.11) on obtient le résultat

1 INT ;|2 |z x
u(t,r) = ———xe Nasnieyr {F (elug)] (—)
(4m [¢]) = 2t

Cas 2. Supposons g € 5" (RV).
On a Cg° (RY) dense dans S’ (RY), donc

Vge S (RN),EI gr € CF° (RN) tel que g, — ¢ dans S’ (RN)

D’apreés le théoreme (2.2.2), on a uy € C* (]R, S (]RN)) ou uy, est la solution du probleme

(1.1) avec donnée g, et d’apres le théoréme (2.2.1) on a
_ . 2
(ug), = F (e—ztlw\ gk>

Or gy — § dans S (RV) et e~itlel’ g, — e~itl?l’ 5 dans S’ (RY),

donc (uy), — (u), dans S" (RY) , o u solution de (1.1) avec donnée g.
D’autre part, ei%gk — ei%g dans 5" (RY).
Donc

F (eiztgk) oA, = F (eiiltg) o A, dans S’ (]RN)

avec A, : RN - RY; o — 2.

D’ott la formule (1.10) est vérifice pour g € S’ (RY). m
2.3.2 Dispersion

Théoréme 2.3.2 Pour toutt # 0 et tout v € RV, si g € L (RN) alors la solution u du
probléme (1.1) vérifie

-N
[ttt oo vy < (4 [2]) 2 [lgll L )
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2.3. Propriétés des solutions

Démonstration. D’apres (1.10) on a

1 R 2|2 2|2
Uy (SC) — - e*'LNngn tez% |:F (ellzllsg)‘| <£>
(4 [t])> 2t

donc
1 i |z a2
e ()] ey = e iNFen it | p (g)]
(i) -
1 N 2
= — [t F(e“lltg)
(4m) 2 Lo (RN)
1 a jlat? .
< ~ |t| 2 || F (e a g) = < |t| 2 HgHLl(RN)
(4m)= LIRY)  (47)2

D’ou le résultat. =

2.3.3 Vitesse infinie de propagation

Enoncons le corollaire qui donne la régularité de la solution qui dépend du comportement

de la donnée & l'infini et non pas de sa régularité.
Corollaire 2.3.1 (i) Soit u solution du probléme (1.1).

Sig €& (RN) alors
ug € C™ (RY), Vt#0

(ii) Soient A >0 et g (z) = e~ alors

N oy 12 _onm
w1 = (4n\)2 AN g,
4N

Démonstration.

| 2

. |lx - |T 2
(i) Comme el%g € e (RY) alors F (ez%g> € C> (R") d’apres la remarque (1.2.2),

en utilisant (1.10) on aura le résultat.
(77) Toujours d’apres (1.10), on a
s (z) = AY S g Ml p (eiklw%*wﬁ)
= A2gzeinietll (1)

= Ao ze el (2m)N 8, d’apres (B.2) dans les remarques (1.2.1)
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2.3. Propriétés des solutions

Donc

UL = (47r/\)% e emiNG 5,

1
ax

Remarque 2.3.1 On a d’aprés (i) une donnée qui n'est pas réguliére qui a donné une
solution de classe C'™° (]RN) . Tandis (ii), une donnée C* (RN) fournit une solution qui
est singuliére.

le corollaire montre que la régularité de la solution pour t # 0, n’est pas reliée a la
régularité de la donné en t = 0, mais de son comportement a l’infini.

Ce phénomeéne est connu sous le nom de propagation a Vitesse infinie.
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CHAPITRE

L’équation de Schrodinger
non-linéaire avec une non

linéarité compacte

3.1 Introduction

Ce chapitre concerne ’existence, régularité, unicité et la stabilité des ondes stationnaires

de I'équation de Schrodinger non-linéaire

Ow -1 N

ZE+Aw+V($)]wl w=0,w=w(tzx):IxR" —->R N>2 (NLS)
avec N > 3 et p > 1. Les solutions stationnaires sont sous la forme

w(t,r)=eMu(z),ot A>0etu:RY =R

Une telle fonction est solution de (N LS) si et seulement si la fonction u satisfait I’équation

elliptique semi-linéaire
Au—u+ V(@) |uftu=0u:RYN =R, N >2 (Ey)

Les solutions des équations (NLS) et (F)) sont des solutions faibles.
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3.2. Etats fondamentaux

3.2 Etats fondamentaux

Dans cette section, nous présentons une approche variationnelle du probléme elliptique
semi-linéaire

Av—du+ V@) |uftu=0u:RYN >R, N >2 (EY)

Oup > 1letV :R¥\{0} — R. Nous prouvons sous certains hypothéses I'existence
d’un état fondamental de (E)), pour tout A > 0, par une méthode de minimisation
sous contrainte dans I'espace de Sobolev H!(RY). Un état fondamental est une solution
faible non triviale de (£)) qui minimise la fonctionnelle dont (E)) est 'équation d’Euler
Lagrange sur un certain sous-ensemble de H'(R") qui contient toutes les solutions faibles
non-triviales de (E)).

Les états fondamentaux sont des fonctions positives, radiales et radialement décrois-
santes, qui tendent vers zéro exponentiellement vite & I'infini. Nous établirons aussi des
propriétés de régularité des états fondamentaux.

Nous verrons ensuite, pour N > 3 et pour chaque A > 0, qu’il n’existe qu’une seule

solution de (FE)) ayant ces propriétés.

Formulons d’abord les hypotheses sous lesquelles nous démontrerons les résultats men-
tionnés ci-dessus :

(Hy) V & C (R¥) {0})

(Hy) V € C* (RY\ {0})

(Hs) 3k € (0,2) tel que |z]" V(z) € L(RV). De plus 1 < p < 1+ 42

(H3) V(z) >0, Vo € R¥\ {0} et V est a symétrie sphérique, radialement strictement
décroissante.

Si (Hp) est vérifiée, la fonction

V(r) : (0,00) — R telle que V(r) = V(z) pour r = |z|

satisfait V’(r) < 0 pour tout r > 0.

(H,) La fonction TVV;—S) est décroissante sur (0, 00).
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3.2. Etats fondamentaux

Exemple 3.2.1 Des exemples typiques de fonctions satisfaisant les hypothéses (Hy) a

1
(1+12)

(Hy) sont donnés par V (r) = r~F pour le cas ou V est non borné et V (r) = © pour
2

le cas ou V' est borné.

Remarque 3.2.1 Les hypotheéses (Hy), (Hz) et (Hs) interviennent dans la démonstration

de lexistence d’un état fondamental, les résultats de régqularité nécessitent I’hypothése

(H1).

L’hypotheése (Hy) ne sera utilisée que pour démontrer l'unicité de la solution.

3.2.1 Existence

Soit V' une fonction radiale et supposons que les hypothéses (Hy) et (Hz) sont satisfaites.

Nous munissons H!(RY) de la famille de normes équivalentes
lull, = {[Vuf2 + AufZ:}, ¥A > 0
Nous introduisons également la famille de produits scalaires correspondants & ces normes
(u,v), = (Vu, Vo) 2 + A(u,v) 2, YA >0
Considérons la fonctionnelle ¢ : H* (RN ) — R définie par

6 (u) = / V (2) [ulP ! do (2.1)

RN
Grace a l'inégalité (A.2) du lemme (1.1.1) et les hypothéses (Hy), (Hs) on a ¢ est bien

définie et qu’il existe des constantes C, C'\ > 0 telles que

16 (w)] = / V (@) [l de
< O ulZy < Oy ull2H, Vu € H (RY) (2.2)

H(RN)

Lemme 3.2.1 La fonctionnelle ¢ définie par (2.1) appartient & C*(H* (RY) | R).
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3.2. Etats fondamentaux

De plus, on a les formules suivantes

¢ (u)v = (p+ 1)/V (@) [ul"" w vdz, Yu,v € H' (RY)
RN
et
¢" (u)[v, w] = p(p + 1)/V (z) [ul"" v wdz, Yu,v,w € H' (RY)
RN
Démonstration. D’apres le lemme (1.3.1), posant z(z) = V () |z|" et identifiant ¢

avec ® on aura ¢ € C*(H' (RV),R), de plus

&' (u)v = (p+ 1)/z(x) 2| 7F [u[P w vd, Yu,v € H (RY)
RN
et
¢" (u)[v, w] = p(p + 1)/z(x) | ™* Ju[P v wd, Yu, v, w e HY (RY)
RN

Les deux formules sont ainsi satisfaites. m

Lemme 3.2.2 La fonctionnelle ¢ définie précédemment est faiblement séquentiellement

continue (f.s.c.) sur H* (RY),

Démonstration. Montrons que pour toute suite bornée (u,) de H* (]RN ) et
u € H (RY) tels que u, — u on a |¢ (u,) — ¢ (u)| <, Ve > 0.
Soit (u,) C H! (RN), et u e H! (]RN) tels que u,, — u, alors

16 (n) — & ()] = / V (@) fun ] de / V (@) [uf"* de

N RN
< / V (@) |lunl* — "] de
]RN

Or d’apreés (Hs), on a Dexistence de k € (0,2) tel que |z|* V(z) € L=(RY).
Donc 3 ¢ > 0 tel que |V ()| < ¢z
D’ou

|6 (un) — & (u)] < C/ || * [ [P = JufPT| da

RN
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3.2. Etats fondamentaux

Pour tout R > 0, on a d’apres 'inégalité de Holder

F A T PR S N R T O A N PN

B(0,R) B(0,R) B(0,R)

<=
1

Vr,s >1 tels que % + % = 1, la premiere intégrale du membre de droite converge si
N —kr >0 c’est a dire r < %, donc 1 — % > % ce qui équivaut a s > %

D’autre part, on a u,, — u dans H*' (]RN ) et d’aprés la compacité de I'injection de
Sobolev sur les bornés réguliers de RY et la continuité de I'application u — |u|” 1 de

Lwt)s (B (0,R)) — L*(B(0,R)), s > 1 impliquent que

Hun|p+1 - |u|p+1

Lo(BOR) 0 lorsque n — oo

Par conséquent 3 C' > 0, tel que

1l ™ = | do < €l

B(0,R)

Lo(BO.R) 0 lorsque n — oo

Traitons maintenant l'intégral sur le complément de B (0, R). Fixons € > 0, et supposons
R > €% .
On a |z| > R ce qui implique |z| ™ < R™% < ¢, d’on
e L e e Ty B P e e I
RN\B(0,R) RN\B(0,R)
Par le prolongement de Sobolev et le fait que (u,) est bornée dans H* (RN ) , on aura
lexistence de C > 0 tel que
/ 2] [ — | dz < Cre
RN\B(0,R)

Donc

6 0) — 9 )] < K [P~ ™

LS(B(O,R))+K2 / || HUJnVDJr — |uP* |dz <€

RN\ B(0,R)

D’ou ¢ (uy,) — ¢ (u) lorsque n — co. m
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Nous commencerons par montrer que, pour tout A > 0, on peut définir sur H* (RN )
une fonctionnelle S, dont (E)) est I’équation d’Euler-Lagrange associée. Ensuite, nous
présenterons la méthode de minimisation sous contrainte que nous allons employer, ce qui
nous conduira naturellement & la définition d’état fondamental. Le reste de cette partie

est consacré a la démonstration d’existence d’un état fondamental de (F)), pour tout

A > 0.

Soit Sy : H' (RY) — R la fonctionnelle définie par

1
(p+1)

D’aprés le lemme (1.3.1) on a Sy € C? (H' (RY) ,R) avec

S () = 5l ~ — ()

S () = (u, v), — / V (@) |u" " u vdz, Yu,0 € H' (RV) (2.3)
RN
et
Sy(u)[v, w] = (v, w), —p/V (z) |ul"" v wdz, Yu,v,w € H (R") (2.4)
RN

Maintenant on va définir les solutions faibles non triviales de (F)) comme étant les points

critiques de S).

Définition 3.2.1 Une fonction u € H* (R™) est une solution faible de (E\) si Si(u) =0

c’est a dire

/Vu Vu+ Au v dx — /V(x) luf’ " u vdz = 0, Yo € H! (R"Y)
RN RN
Remarques 3.2.2 (i) Une solution classique est une fonction u € C? (RV\{0}) qui
vérifie (Ey).
(1) Nous dirons qu’une solution, faible ou classique, est non-triviale si elle n'est pas
tdentiquement nulle.
(17i) En utilisant la densité de C§° (RN ) dans H* (RN ) , on montre facilement que

toute solution classique est aussi solution faible.
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3.2. Etats fondamentaux

Chercher des solutions faibles de (F)) revient a chercher des points critiques de S.
Mais la fonctionnelle Sy n’est ni bornée inférieurement ni supérieurement sur H* (]RN )
Par conséquent, on ne peut pas trouver des points critiques qui soient des points d’extremum
global de S,. Pour contourner cette difficulté on va utiliser une méthode de minimisation
sous contrainte qui due & Nehari et qui consiste & minimiser S, sur une sous-variété
qui contient toutes les solutions faibles non-triviales de (F)) et qui est appelée variété
de Nehari. 1l s’avére que, restreinte & cette sous-variété, la fonctionnelle S est bornée
inférieurement. Nous allons voir que, grace a la continuité séquentielle faible de ¢, et util-
isant la technique de symétrisation de Schwarz, il est possible d’établir ’existence d’un
minimiseur de S, sur la variété de Nehari qui soit une fonction positive et radiale. Il
découle des propriétés de la variété de Nehari et de la méthode des multiplicateurs de

Lagrange que tous les minimiseurs de Sy sur la variété de Nehari sont des points critiques

de S)\.

La contrainte est donnée par la fonctionnelle J, € C* (H' (RY) ,R) définie par

1
2

1

5(u)

J>\ (u) 9

lull —

La variété de Nehari Ny C H! (RN ) est ainsi définie par
Ny={ue H' (R¥)\{0}: J\ (v) =0}

Maintenant on va étudier le probléme de minimisation suivant

my = inf {S) (u) : u € N,} (2.5)

Définition 3.2.2 Une fonction u € H* (RY) est appelée état fondamental de (E)) si

c’est un minimiseur du probléme (2.5).

Enoncons le lemme qui affirme qu’un état fondamental est une solution faible de (Ey),

et qui donne quelques propriétés importantes de la variété V).
Lemme 3.2.3 Supposons que les hypothéses (Hy) et (Hy) sont vérifiées.

(1) Siwu est une solution faible de (E)), alors u € Nj.
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(it) 3 9\ > 0 tel que |Ju||, > 05, Yu € Nj.

(i11) Ny est une sous-variété de H' (RY) de classe C?.

(iv) Pour tout u € Ny, Sy (u) = A(p) ||lull; o A(p) = 2&;:1) > 0.
(v) Siu € Ny et Sy(u) =my, alors u est une solution de (E)).

Démonstration.

(1) Soit u solution faible de (E), alors S4(u) = 0, or Si(u)u = |ull} — ¢(u) = 2J; (u),
c’est a dire

1
Iy (u) = §Sf\(u)u, vu e H' (RY) (2.6)
D’ou J, (u) =0 . Donc u € Nj.

(#1) Soit u € Ny implique que Jy (u) = 0, et comme S} (u)u = |[ull; — ¢(u) = 2J5 (u),
on aura

lull} = ¢(u), Yu € N, (2.7)

D’apres (2.2) on a |¢ (u)| < Cy |lul5.

Donc

lull = é(u) < O [lul ™
ol C,\ > 0.
Le résultat suit du fait que p > 1.
1
1
Ce qui équivaut a [jul|, > d\ avec 6, = <C% HuHi) .

(737) Découle du théoréme de submersion car, pour tout u € N

58 u= o) - P20 = Lo <0 (28)

Ty =l - 5 .

Puisque p > 1 et |[ull; = ¢(u), Yu € Ny d’apres (2.7).

(iv) Pour tout u € Ny, d’aprés (2.7) on a |[u)? = ¢(u).
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3.2. Etats fondamentaux

Or Sy(uu = 4 lull} = 7o) = (3 = 75 Iull} = 2225
d’ou le résultat.
(v) Soit u € Ny et Sy (u) = my, c’est & dire que u est un minimiseur du probléme (2.5).
D’apreés la proposition (1.4.1) il existe un multiplicateur de Lagrange £ € R tel que
Si(uw)o =€ J\ (u) v, Yo € H" (RY)

posons v = u, on aura

Sy(wu =& J3 (u) u

Par (2.6) , et le fait que u € Ny, on a S} (u)u = 0, d’autre par, nous avons J§ (u) u < 0

par (2.8).

Par conséquent £ = 0 et S%(u) = 0. Donc u est une solution de (E)).

Remarque 3.2.3 (a) Les points (ii) et (iv) du Lemme (2.1.3) impliquent que my > 0,

de sorte que Sy > 0 sur Nj.
(b) Le point (iv) implique que toute suite minimisante pour le probléme (2.5) est bornée.

Pour la démonstration de 'existence d’un état fondamental de (FE)), nous aurons
besoin du lemme suivant qui établit I'existence d’une projection lisse de H' (RV)\ {0}

sur IV,.

Lemme 3.2.4 Soit u solution faible de (E), il existe une fonctionty € C? (H* (RY)\ {0}, (0, 00))

qui jouit des propriétés suivantes.

(i) Yue H' (RV)\ {0} et t €R, t uw € N, si el seulement sit =t (u).

(it) Pour tout u € H* (RV)\ {0}, nous avons que ty (u) <1 si Jy(u) <0 et ty(u) >1
si Jy (u) > 0.

43



3.2. Etats fondamentaux

Démonstration. La fonction définie par

1

ty(u) = {%}p , Yu € H (RN) \ {0}

a les propriétés énoncées, en effet

(7) Soit u solution faible de (FE)), on a d’aprés (i) du lemme (3.2.3) que u € N, donc si

t =ty (u) alors t u € N.
Supposant maintenant que ¢ u € N, alors (2.7) donne

Jeully = otu) = [V (@) et do = it [V (@)l o

RN RN

= [t ¢ (u)

2
c’est a dire P71 = iﬁ*, dou t =ty (u).

=

(17) Si Jy(u) <0 alors
lull} = ¢ (u) <0

Donc ||ul|3 < ¢ (u) , par conséquent ¢y (u) < 1.

De méme pour Jy (u) > 0 on aty (u) > 1.

Nous sommes maintenant en mesure de prouver ’existence d’un état fondamental de
(Ey).

Théoréme 3.2.1 Supposons que les hypothéses (Hy) , (Hz) et (Hs) sont satisfaites. Alors
VYA > 0, il existe une fonction 1y € Ny telle que Sx(1)) = my. De plus, 1y est positive, &

symétrie sphérique et radialement décroissante.

Démonstration. Considérons une suite (u,) C N, telle que Sy (u,) — my lorsque

n — oo.
Siue HY (RN ) implique que |u] € H' (]RN ), donc S) et Jy ne changent pas lorsqu’on

remplace u par |u|, nous pouvons supposer que u, > 0.
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Soit alors la suite (v,) C H* (RN ) définie par v, = ) (u}) uk, on u} est la symétrisation
de Schwarz de u, et t, est la projection donnée par le lemme (3.2.4).
Nous allons montrer que (v,) est aussi une suite minimisante pour le probléeme (2.5).

D’apreés les propriétés de la symétrisation de Schwarz, on a

/ui dx:/(uif dx et /\Vun|2 dx > /]Vufl\2 dx

RN RN RN RN

8|p+1

De plus puisque la fonction s +— | est croissante sur [0, co| et comme

V = V* par (H3), nous avons que
/V(a:) ul™ dr < /V* (x) (u2t')" do = /V(:U) (u)P da
RN RN RN

ainsi, |[u, |3 > |uzll et ¢ (un) < ¢ (uf) . Par conséquent

R I B
1 1
< B H“n”i - §¢(Un) = Jy (u,) =0, car (u,) C N,

Donc Jy (u}) < 0 et d’apres le lemme (3.2.4), on aura ) (u)) <1

Par construction v, =ty (u})u’ € N, et d’apres (iv) du lemme (3.2.3) on a

ma < Sx (vn) = AP) loally = A ) lItx (ur) w1y = A @) ta (w)” s 1§

< AD) lurly < A®) llually = Sx (ua) — ma

Donc (v,) C N, est aussi une suite minimisante.

D’aprés (b) de la remarque (3.2.3), (v,) est borné dans H' (R") . Nous pouvons donc
supposer qu'il existe v € H*! (RN ) tel que v, — v dans H' (]RN ) . Nous allons montrer
que v € Ny et Sy (v) = m,.

Puisque ¢ est (f.s.c) par le lemme (3.2.2), nous avons que

¢ (v) = lim ¢ (v,) = lim ||v,|]5, daprés (2.7)

¢ (v) > 85 >0, d’aprés (ii) du lemme (3.2.3)

On en déduit que v # 0.
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Maintenant, comme ||.||} est faiblement séquentiellement semi-continue inférieurement,

on a

1 1
B =5 ol - 50 )

1 1 1 1
< 5 Jim inf [jo [} = 5¢ (v) = 5 lim inf ¢ (v,) — 50 (v) =0
et donc ¢, (v) < 1 par le lemme (3.2.4).

Nous allons voir que ) (v) = 1. Puisque ¢, (v)v € Ny on a

ma < Sy (ta (v) v) = A (D) [[ta (v) V][ = A) ta () [[0ll} < A@) [lvll;

< A(p) lim inf ||’Un||i = lim Sy (v,) = my (2.9)

Ceci montre que S (t\ (v)v) = my et ty(v) = 1 car sinon nous aurions une inégalité
stricte dans (2.9), c’est a dire m) < m,, ce qui est absurde.

Finalement puisque v,, est positive a symétrie sphérique et radialement décroissante
par construction, v jouit les mémes propriétés, donc il suffit de prendre ¢, = v pour avoir

le résultat. m

3.2.2 Reégularité

Dans cette section, nous montrons que I’état fondamental est en fait une solution classique
de (E)) et nous étudions ses propriétés asymptotiques. Nous travaillons avec A > 0 fixé
et pour alléger la notation, nous notons simplement 1) 1’état fondamental. Comme ) est
une fonction radiale, I’étude de sa régularité se rameéne a I’étude de la régularité d’une
solution d’une équation différentielle ordinaire (FDO) du deuxiéme ordre.

Nous commencons par introduire deux espaces de fonctions sur la demi-droite.

Définition 3.2.3 Plagons-nous en dimension N > 2 et considérons l’espace H' des fonc-

tions de H'(RY) qui sont radiales (ou a symétrie sphérique) c’est-a-dire telles que

u(lz)) =a(r) avecr = |x| = (Z %2)
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Définissant les espaces hilbertiens réels L? et H' C L?
oo

L = v:(O,oo)—>Rtelque/TN_lv(T)Zdr<oo et H ={veL:v e L2} C L?

T

0

et nous les munissons respectivement des produits scalaires

[e.o]

(U, v) 2 = /TN_l uvdret (u,v),, = W,v) 0+ Au,v)
0

et des normes correspondantes, |.|;» et |||, -
T 7

Proposition 3.2.1 (Voir [13], page 22)
Soit N >3 et u: RY — R une fonction a symétrie sphérique.

Soit v : (0,00) — R de telle sorte que u(x) = v (r) pour r = |z|, x € RN\ {0} .
Alors u € H! (RN) si et seulement siv € H}.

Notant wy la surface de la sphére unité dans RN, on a

/u (2)* dz = wy 707“]\[11) (r)? dr

RN

et

o

/|Vu (2)|? do = wN/rN_lv' (r)? dr
RN

0

Grace o la Proposition (3.2.1), le résultat suivant réduit [’étude des propriétés de 1 a celle
des propriétés d’une fonction de H}, solution dune équation différentielle ordinaire du

deuzxiéme ordre.

Proposition 3.2.2 Supposons que la fonction V est radiale et soit v (0,00) — R telle
que V (z) =V (1) pour |z| =r > 0.

Soit u : RN — R une fonction radiale et v : (0,00) — R tel que u(x) =v(r).

Siu e H* (RY) et u est une solution faible de (E\) alors v € H} et v une solution au

sens de distribution de

N -1 ~
v+ v =X+ V(@) [ lo=0, >0 (2.10)

r
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Démonstration. Nous savons par la Proposition (3.2.1) que v € H!.
Soit ¢ € C§° (0,00) et posons & (z) = ¢ (r). Alors € € Cg° (RY) c H! (RY) .
D’apreés la définition (3.2.1) on a

/Vu Vu+ A v de — /V(a:) ul’ " u vdx = 0, Vv € H (RY)

RN

Et comme ¢ € H' (RY) on a

0=/VuV§+()\—V(x)|u|p 1 uﬁdwaO]o rN 1 vgo—k[)\ V(r )\v|p_1]vg0}dr

RN
Donc - -
wN/'r’N Lo 'dr——wN/er [A—f/(rﬂv\p_l} v dr
0 0

. . _ R L e, . . . _ /
ainsi 7V~! v/ posséde une dérivée au sens des distributions (r¥~'v')" : (0,00) — R telle

que
(r¥t v')l = Nl [)\ —V(r) |v|p71} v

Puisque 77" € C*(0,00), v' a une dérivée au sens des distributions v” : (0,00) — R

qui satisfait

(7/)' _ (TI—N [TN_IU,])/ =(1—N) r—N [TN—IUI] 4 =N [TN—lvl]’

(W) = —N; I [A —V(r) m“} v

D’ou
N —

1 ~ _
V" + V= +V () [ Tv=0,r>0

Ce qui montre que v est une solution au sens des distributions de (2.10). m

Nous savons donc qu’il existe une fonction ¢ € H! telle que v (z) = 1 (|z]) et qui
satisfait I’équation (2.10). Afin d’établir que 1 est une solution classique de (F)) et
d’étudier ses propriétés asymptotiques, nous allons considérer I’équation générale

N_ll H

v+ V' —yw— v+ Q(r)v=0,7>0 (2.11)
r r

Nous supposons que v > 0, 4 > 0 et @ : (0,00) — R est une fonction continue telle
que 7%Q (r) est bornée sur (0,00), ot k € (0,2). Les résultats que nous allons prouver

concernant (2.11) nous serons utiles plus tard dans un autre contexte.
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Lemme 3.2.5 Soit v € H} une solution au sens des distributions de (2.11).

Alors v € C?(0,00) et v est une solution classique de (2.11). Si de plus,
Q € C'(0,00), alors v € C*(0,00).

Démonstration. Comme v € H!, v € C (0,00) et v' € L2 _(0,00).

loc
Alors, il découle de (2.11) que v € H?

2 (0,00), ce qui implique v € C*(0,00), car

H™ () s'injecte d’une fagon continue dans C* (2) avec  un ouvert de RY et m > & +k
toujours d’aprés (2.11) nous aurons v € C? (0, 0) .

Si Q € C'(0,00), (2.11) implique alors v € C3 (0,00). =

Définition 3.2.4 Soit f: Q2 C R™ — R o € est un ouvert non-borné de R™, m > 1.

Nous disons que f tend vers zéro exponentiellement (vite) a l'infini s’il existe € > 0
tel que :EGQl,jiglﬂoo el#l f (x) = 0. Nous écrivons alors f (z) — 0 exponentiellement (vite)
lorsque |x| — oo ou simplement f (x) — 0 exponentiellement (vite) a l'infini.

Lemme 3.2.6 (Voir [14], page 38)

Siv € H} est une solution de (2.11), alors v jouit des propriétés suivantes

(1) Les limites limv (r) et limr v’ (r) existent et sont finis.

r—0 r—0

De plus, si p =0, on alimr o' (r) =0,

r—0
(17) Si Q@ — 0 exponentiellement & l'infini, alors v, v — 0 exponentiellement & l'infini.

Nous pouvons maintenant prouver les propriétés suivantes de 1’état fondamental .

Théoréme 3.2.2 Supposons satisfaites les hypothéses (Hy), (Hy) et (Hs) et soit
ue H! (RN ) une solution non-triviale de (E)), positive, a symétrie sphérique et radiale-
ment décroissante.

Alors u jouit des propriétés suivantes.

(i) uwe C(RY)NC? (RN\{0}) et u est une solution classique de (E\). De plus, si
V satisfait (Hy) alors u € C* (RV\ {0}) .

(i1) wu est strictement positive et radialement strictement décroissante sur RY.
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(1ii) u(x) — 0 et |Vu(z)| — 0 exponentiellement lorsque |x| — oo.
Démonstration.
(i) Soit v € H} tel que u (x) = v (r) pour |z| =7, et z € RV\ {0} .
D’apres le lemme (3.2.5), on a v € C? (0, 0).

En posant dans (2.11) y =\, g =0et Q(r) = V (r)|v (r)|’"", ainsi u est une solution
classique de (E)) sur RM\ {0}, v € C? (RM\ {0}).

SiV e C* (RV\{0}) on a également u € C* (RM\ {0}) .

(77) Nous savons d’apres la Proposition (3.2.2) et du Lemme (3.2.5) que v est une solution
classique non-triviale de 1’équation différentielle ordinaire (2.10), ce qui implique
qu’elle ne peut étre constante sur un intervalle. De plus, par hypothése, v est une
fonction positive et décroissante sur (0,00). Elle est donc strictement positive et
strictement décroissante sur (0, 00). Donc u l'est aussi et on a d’apres le théoréme

d’existence que la solution est radiale, d’otu le résultat.
(#7i) La décroissance exponentielle résulte du lemme (3.2.6) .

3.2.3 Unicité

Soit N > 3. Nous supposons que les hypothéses (H;) & (H,) sont satisfaites.
Nous montrons qu'il est alors justifié d’appliquer & (F)) un théoréme d’unicité da a
Yanagida [23]. Ce théoréme trés technique fournit un résultat d’unicité concernant les

solutions positives de I’équation
Au+g(|lz))u+h(|z])uP =0 (2.12)

sur B(0,R) CRY avec0 < R< oo, N>3etp>1.
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Moyennant I’abus de notation u(|z|) = u(r) pour |z| = r, toute solution radiale de

(2.12) satisfait PEDO du deuxiéme ordre
u”—{—#u'—l—g(r) u+h(r) u’ =0 (2.13)
Nous sommes intéressés par la situation ou R = oo.
Le théoréme précédent porte plus précisément sur I'unicité des solutions de (2.13) qui
satisfont

u (0) < 00, u(r) >0 pour tout r >0 et lim u(r) =0 (2.14)

Les hypothéses de base concernant les coefficients g et h sont les suivantes

(A1) g,h € C*(0,00)

(Ay) 29 (r) — 0 et 72=°h (r) — 0 lorsque 7 — 0 pour un § > 0.

Sous ces conditions, toute solution u de (2.13) —(2.14) appartient & C' (0, R)NC? (0, R)
et satisfait ru’ (r) — 0 lorsque r — 0.

Dans notre cas, nous intéressons a la situation qui correspond a I’'EDO (2.10), & savoir
g(r)=—=Xet h(r)=V(r) (2.15)
Les hypotheses (A;) et (As) sont satisfaites puisque, par (Has),
r*V (r) — 0 lorsque r — 0, Ve > 0

avec k € (0,2).
Sous ces hypotheses, le Théoréme de Yanagida concernant le cas R = oo peut étre

formulé comme suit.

Théoréme 3.2.3 ( Voir [23])
Si les conditions (C1) — (Cs) ci-dessous sont satisfaites, alors il existe au plus une

solution de (2.13) — (2.14) qui vérifie (Cy).
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Les hypothéses (C1) a (Cr) portent sur les trois fonctions suivantes, J,G et H, dépen-

dant d’un paramétre m € [0, N — 2]

J(r;u,m) = v () + (2N — 4 —m) @™ (1) u (r)

+(N—2—m) (2N—4—m)rm“(;)2
+ ™ 20 (1) u (1) + 27 2R (1) u ()
p+1

! 2
H (r;m) = 2rm+2h—(r) - {2]\7 —4—m— 2£} ™R (r)
pt1 n

(Cy) h(r) > 0 pour tout r > 0.

(Cy) G (r; N —2) <0 pour tout r > 0.

(C3) Pour tout m € [0, N — 2], il existe a(m) € [0,00] tel que G (r;m) > 0 pour
r € (0,a(m)) et G(r;m) <0 pourr € (a(m),00). Sia(m)=0 (resp a(m) = ), cela
signifie que G (r;m) <0 (resp G (r;m) > 0) pour tout r > 0.

(Cy) H (r;0) <0 pour tout r > 0.

(Cs) Pour tout m € [0, N —2], il eziste (m) € [0,00] tel que H (r;m) > 0 pour
r e (0,8(m)) et H(r;m) <0 pourr e (5(m),o0). Si(m)=0 (resp (m) = o0), cela
signifie que H (r;m) <0 (resp H (r;m) > 0) pour tout r > 0.

(Cg) Concerne le cas ot g = 0 et n'intervient donc pas dans la discussion.

(C7) Demande que J (r;u(r),m) — 0 lorsque r — oo pour tout m € [0, N — 2] .
Nous utilisons maintenant ce théoréme pour prouver le résultat d’unicité suivant.

Corollaire 3.2.1 Supposons que les hypothéses (Hy) a (Hy) sont vérifiées et que N > 3.
Alors il existe au plus une solution non-triviale de (F\) qui soil positive, & symétrie

sphérique et radialement décroissante.

Démonstration. Soit u une solution non-triviale de (F)) qui soit positive, a symétrie

sphérique et radialement décroissante.
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D’apres le théoréme (3.2.2) on a u est strictement positive et u (x) — 0 lorsque |z| —
00, donc u satisfait (2.14).

11 suffit donc de montrer que les conditions (C) a (Cs) sont satisfaites, puis de vérifier
que u satisfait la condition (CY).

D’apres (2.15), les fonctions J, G et H sont données explicitement par

J(r;u,m) = rm20 (1) + (2N — 4 —m) @™ () u (r)

+(N—2—m)(2N—4_m)rm“(27")2
— MRy (r)? 4 2RV (1) up(rT)p:l
G(T;m>:2)\<N_3_m)rm+1
+m(N—2—m)(21\f—4_ﬂ~b)7“”;_1
= QMZT(f ) {” S 2%12} P ()

(Cy) Exige que V () > 0 pour tout r > 0, ce qui est vrai par (Hs).
(Cy) G (r; N —2) = =2 rV=1 <0 pour tout r > 0.

(C3) Ecrivons G' comme

G (rym) =" {2AN =3 —m)r?+m (N —2-m) (N-2- )}

a (m) dépend de m via les coefficients du polynome du deuxiéme degré entre accolades.
Sime [0,N —3],ona

N—3—mZOetm(N—2—m)(N—2—%> >0

On peut choisir a (m) = oo.
Sime]N—-3,N—2[ona
m
N—3—m<0etm(N—2—m)<N—2—5) >0

a (m) est la racine positive de 2\ (N =3 —m)r2+m (N —2—m) (N —2—2) .
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(Cy) Exige que H (r;0) < 0 pour tout > 0.Dans notre cas, cela revient a dire que

2 - 4 -
n 1r2V’ (r) — (2N —4-— ?) rV (r) <0, pour tout r > 0.
p p

Nous avons par hypothese (Hs) que V () > 0 et V' (1) < 0 pour tout r > 0.
Donc il suffit d’avoir <2N 4 — —) > 0 et qui est équivalent a p > 4
Or 3% <1,VN > 3, et comme p > 1, (Cy) est vérifice.

(05) On a

H (r;m) = 2r™*2

H (r;m) = Py (r) {}%TV/ 7(47’) — am}

Aveca,, = {2N 4—m—278 } D’apres 'hypothese (Hy) la fonction T“// ((g) est décrois-
sante sur (0,00) .

Donc 33 (m) = oo tel que (C5) est satisfaite.

(C7) Si u est une solution non triviale de (E)), on a u — 0,4 — 0 lorsque r — oo.
D’ou J (r;u(r),m) — 0 lorsque r — oc.

Le corollaire est démontré. m

Donc nous avons montré I'existence, régularité et 'unicité des solutions de (E)), de

plus les solutions sont positives radiales, et radialement décroissantes.
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3.3 Stabilité orbitale des ondes stationnaires

Nous étudions dans cette section la stabilité des ondes stationnaires pour 1’équation de

Schrodinger non linéaire

iaa—ltu—i—AwnLV(x) lwl " w =0, w=wtz): I xRY >R, N>2 (NLS)

Définition 3.3.1 On dit que w est une solution de (NLS) s’il existe T' € (0, 00] tel que
weC((0,7),H (RY,R))nC" ((0,7),H ' (RV,R))

et

288—1: +Aw+V(z) |wf " w=0 dans H™* (RY,R), Vt € (0,T)

Ou H1 (RN, ]R) désigne l’espace dual de H* (]RN7 ]R).

La solution est dite globale en temps ou simplement globale si on peut prendre 7' = oo.
Sinon, elle est dite locale en temps ou simplement locale.

Une onde stationnaire est une solution de (NLS) de la forme ¢ (t,2) = eMu(z) avec
A€ Retu:RY — R. Sila variable ¢t € I représente le temps, le paramétre A\ est
interprété physiquement comme une fréquence.

Une telle fonction est solution de (NLS) si et seulement si u € H* (RN ,]R) est une

solution de I’équation de Schrodinger stationnaire
Au—du+ V(@) |uflu=0,u:RY =R, N>2 (Ey)

qui a été étudiée dans les sections précédentes. Nous avons vu qu’il convient en effet de
chercher des solutions de (FE)) dans I'espace de Sobolev H* (]RN , ]R) et, sous des hypothéses
sur p et V' | nous avons montré l'existence d’états fondamentaux v, de (E)), pour tout

A > 0.

Définition 3.3.2 Soit uy une solution faible de (E)). Une onde stationnaire de la forme
o (t, ) = eMuy(x) est dite orbitalement stable dans H* (RN,R), si pour tout € > 0, il
existe & > 0 tel que, pour toute solution w : (0,00) x RY — R de (NLS) satisfaisant

”U} (07 ) - u)\HHl(RN’R) < 5, on a

Stlzlg gg]g [ (0,.) - 62‘0“AHH1(RN,R) <€
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Remarque 3.3.1 Nous définissons l'orbite de w comme [’ensemble
O (w) = {eww 10 ¢ R} c H! (RN,R) , pour tout w € H' (RN,R)

Une onde stationnaire py, d’orbite © (uy) est stable si toute solution w(t,.) de (NLS)

avec condition initiale w (0,.) proche de © (uy) reste proche de © (uy) pour tout t > 0.

3.3.1 Le probléme de Cauchy

Dans cette derniére partie nous discuterons le probléme de Cauchy associé a (NLS)
et établissons des conditions sous lesquelles ce probléme admet des solutions locales ou
globales. Nous définissons également les fonctionnelles appelées énergie et charge qui,
sous des hypothéses appropriées, sont des constantes du mouvement pour (NLS).

Nous considérons le probléme de Cauchy suivant

1%+ Aw+ g (w) =0

(PC)
w(0) = ¢ € H' (RY)

Ou g € C(H', H™') est une non-linéarité donnée comme l'opérateur de superposition
wi— g(w) =V (z) |w|’" w (voir définition (1.1.5)).
Nous définissons les deux fonctionnelles F et Q : H(RY) — R, appelées respective-

ment 1’énergie et la charge, par
E(u) = 1/|vu|2d v /V(g;) lulP* da
2 p+1
RN

RN

et

@<u>:§/|u|2dx
RN

On a Q € C* (H*(RY),R) et d’apres le lemme (3.2.1), E € C* (H(R"),R) .

Théoréme 3.3.1 (Voir [6])
Soit g € C (H'(RY), H™(RY)) une non linéarité de la forme g = g1+g. € C (H'(RY), H"}(R"))

satisfaisant les hypothéses suivante

(1) g:(0) =0 et il existe G; € C* (HY(RY),R) tel que G; (0) =0 et g; = G},
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(2) Il existe r;, p; € [2,2*] tels que, pour tout M > 0, il existe C; (M) > 0 tel que

19¢ (4) = 95 (0)] 7 g, < G (M) fu =0

L"'i(RN)
pour tout u,v € HY(RY) satisfaisant
[ll gy + ([0l gy < M

Alors, pour tout ¢ € HY(RY), il existe T = T (p) > 0 et une unique solution de
(PC)
weC([0,T), H'(RY)nc ([0,7), H(R"Y))

En outre, il ya conservation de la charge et de [’énergie
Q(w(t) =Q(p) et E(w(t)) = E(p) pourtoutt e 0,T)

(3) Si de plus, il existe 3 € € (0,1) et une fonction n € C([0,€),[0,00)), telle que
n(0) =0, qui satisfont

1—e¢

G (u) + G (w) < —— [l oy + 1 (Julagan) )

Pour tout u € H'(RY) tel que [l g gy < €

Alors il existe § > 0 tel que, pour tout p € HY(RY) satisfaisant [l gy < 6, on peut

poser T (p) = oo et on a, de plus
sup { [l (1) vy £ 2 0} < ¢

(4) S’il existe € € (0,1) et une fonction n € C(|0,00),[0,00)) telle que n(0) = 0, qui

satisfont

Gl(u)+G2(u)§ 1—¢

2 2
lell3s ey + 1 (10l aam))

Pour tout u € HY(RY). Alors on peut poser T (o) = oo pour tout o € H*(RY).

Remarque 3.3.2 Le résultat (3) assure l’existence globale pour des conditions initiales

suffisamment petites et (4) garantit 'existence globale pour toute condition initiale dans

HY(RM).

o7



3.3. Stabilité orbitale des ondes stationnaires

Lemme 3.3.1 Sous les hypothéses (Hy) et (Hy) . Soit g (u) =V (x) |u’~" u, alors il existe

g1 et go tels que g = g1 + go et qui satisfont les hypotheéses (1) et (2) du théoréme (3.3.1).

42k

La partie (3) du théoréme est vraie, si de plus 1 < p <1+ 22 alors (4) est vraie.

Démonstration. Soient

g1 (u) = xBo,y () g(u), Yu e H'(RY)

et
g2 (u) = [1 — XB(0,1) (:U)] g(u), Yue H'(RY)

Comme g (u) = V () |ul’"" u, alors g; (0) = 0, pour i = 1,2

Posons maintenant,
G (u) = /51 |$|_ |U|erl dz, avec & (z) = XV (2) |$|]~C
D+ p+1
et

Ga(u) = / 6 (o) o] ™ [ul* de, avee & () = [1 - vao) @)] V (2) o

On a d’apres (3) du lemme (1.3.1) que G; (u) € C*(H' (RY),R) et G} (u) = g; (u), d'on
(1) est vérifiée.

Montrons (2), Soient u,v € H' (RY) satisfaisant
ull ey + 10]l gy < M
Soit ¢ € C§° (RN , ]R) . Pour la fonction g;, en utilisant les inégalités de Holder avec quatre

exposants a, 3,71y, p1 > 1 tels que é + % + % + pil = 1l,on a

/ 91 () — g1 (0)] ¢ dr| < / yson @) [V @) |luf ™ u— v o |g] da

N RN

Or [[ul" ™ u— o~ o] = |Juf” — |vf’| = (u—v)+ v (u—wv) dt|et

[V (2)| < Clz|™ d’apres 'hypothese (Hs,).
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Donc
1

/[gmu)—gl(v)wx <c / 2] /p|t<u—v>+v\“<u—v> dat| || da

B(0,1) 0

<c / 2] (ul + o) — o] || de

B(0,1)
: %
—ka —
<cd [y & QD" de b e ol [l e
B(0,1) B(0,1)

—1
<G ||U’ + |UHg)(p—3),B(RN) ’u - UlLﬁ(]RN) ’¢|LP1(RN)

p—
S Cvl <|U|L(p—1)l3(RN) + |U|L(p—1)5(RN)> |u - U|LT1(RN) |90|LP1(RN)

p
< Ca (Il ey + Wy 1= 0l ooy [ o
< C2 Mpil |u - U|LT1(RN) |¢|LP1(RN)

Si , 8 > 1 vérifiant N —ka >0et (p—1)8 € [1,2*],

si N > 3. Ceci est vrai, sip <1+ % qui est vérifier par ’hypothése (Hs) .
Donc (2) est vrai pour g¢;.
De méme pour g, en utilisant 'inégalité de Holder avec trois exposants a, 1, p; > 1

telsqueé—i—%quil:l,etTl:pl:p—l—l,ona

/[92 (u) = g2 (V)] @ dux S/[l—xB(o,n @] V@) lul" w0 o] o] do

N RN
1

<C / |z|* /p\t(u—v)+v|p1 (u—wv) dt||p| dx

RN\ B(0,1) 0
or |z| > 1 sur RN\ B (0, 1) implique |z| ™" < 1 sur RN\ B (0, 1)

par conséquent

/ 02 (1) — g2 (v)] o dz| < C / (Tl + o) [u — | || da
N RN\B(0,1)

< G (Ilullgs ey + 0l iem) Tt = vlipaem [elisamy

<y MP! ’U - U|Lp+1(RN) ’@‘LHl(RN)
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D’ou g satisfait ’hypothese (2) .
Pour (3), soit «, 5 > 0 tel queéjt%: 1, on a

1 _k 1 H£1||L°°(RN) / —k 1
Gl (u)| = — o) |z ulf de) < ——=—— x| P dr
61 = | [ @l | < UEE [y
N

B(0,1)

1
o B

<C /|x|_kad:c /]u\(p+l)6dx

B(0,1) B(0,1)
1

B

<O, / ’u|(p+1)6 dx

B(0,1)

avec 0 < O, < ocoet N—ka > 0, onvachoisiraE( ,%) tel que 2 < (p+ 1) B < 2* alors

Gy (u)] < Co |u]E]) vu e H (RV)

L(P+1B(RN)

de plus, on a pour N > 2, H! (RN) C L4 (RN) , Yq € [2,2*] avec injection continue.
Dans notre cas, (p+ 1) € [2,2*] implique H! (RY) c L@+V% (RY) avec injection
continue.
donc, 3 € € (0,1) tel que [uf}g1pEy) < 1 pour u € H' (RV) tel que [[wll g vy < e

ainsi
|Gy (u)] < C, ]u\i<p+1)B(RN) , Yue H' (R") tel que [ull gy <€
D’autre part, on a d’aprés I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg que

0
|u|LT(RN < C/ |U|Lq RN |u|Lp*(]RN)

1 [ N N
avecp<7‘<p,;=5 p*’ y — P

0
Or [u[pe vy < OV gy -

Soit p* =2* p=2etr=(p+1)p3, ona
0
|U’|L(P+1)B(RN < |U|L2 RN) |VU|L2 ®y) = ' |u|L2(RN ||u||H1(RN)
et

Gy (w)] < Ca (C) [ul350) lullHa ey » Vi€ HY (RY) tel quelfull i gy < €
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Par conséquent, pour tout € > 0, il existe C (¢) > 0 tel que
|G1(u)] <€ HuH?{l(RN) +C1(€) |u|i2(RN) , Yue H' (RY) tel que [l g1 vy <€

Comme p + 1 > 2, choisissant ¢ > 0 plus petit, nous avons aussi que

Ga (u)] < V2= / 2] [l da

p+1
RN\ B(0,1)
o p+1 | |

<4 |u|p+1(RN) , Yu e H? (RN) tel que [[ul grgry < €
De la méme maniére, on trouve l'existence de Cs (€) > 0 tel que
(G2 ()] < € lullfp @y + Ca () [ulfa@ny , Yu € H' (RY) tel que full g gy < ¢

D’ou (3) est vérifiée.

Pour (4) on va utiliser la méme méthode que précédemment, avec 1 < p < 1+ 252% 2’“
On va choisir € (§,1+ % — 257) dans ce cas (p+ 1)y < 2avecy = N (5 - (p_+11)6>
et o +5=1

Nous obtenons alors pour tout u € H* (RV)

|G ()] < Ca oty ony < Ca (CVPF ] BEDY ) B

LP+1(RN) HY(RN) L2 (RN)

Ainsi, Ve > 0, 3C} (€) > 0 telle que

G ()] < ellullfpgny + Cr () [ulfa@ny , Yu € H (RY)

21— (p+1)
2—(p+1)y

De méme, Vu € H' (RY)

Oup= > 0.

1 1) 1)(
|G (u)] < Co |U‘LP+1 (RM) < (s (Cl)p+ [u ||}?ij1 |u ‘Lp;RN)

Ouvy, =N (% - ﬁ) et (p+ 1)y < 2. Dong, Ve > 0,3C5 (e) > 0 telle que

(G ()] < ellullfp@ny + Ca () [ul gy, Yu € H (RY)
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2(1—1)(p+1)
2—(p+1)m

D’ou les hypotheses du point (4) sont vérifiées pour 1 <p < 1+

Ofl[tlz > 0.

a2k
Donc on a montrer que les solutions de (PC') sont des solutions classiques c-a-d
weC([0,T), H(RY))nC* ([0,T), H(RY)).
De plus on a une conservation de charge et d’énergie @ (w (t)) = Q (¢) et

E(w(t)) = E(p) pour tout ¢t € [0,7T).

Enfin, les solutions sont orbitalement stables. m
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Conclusion

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés a la résolution de ’équation de Schridinger
linéaire et non linéaire. Pour I’équation linéaire, nous avons utilisé les propriétés de la
transformée de Fourier. Pour I’équation non linéaire, nous avons traité le cas stationnaire,
ce qui nous a amené & la résolution d’une équation semi-linéaire. Par la méthode de min-
imisation avec contrainte sur la variété de Nehari, nous avons montré 'existence d’états
fondamentaux, nous avons obtenu des solutions positives, radiales et radialement décrois-
santes. Certaines propriétés des états fondamentaux ont été aussi considérées a I'instar la
stabilité orbitale. Il existe de nombreuses notions de stabilité différentes, dépendant des
équations étudiées. L’idée générale est que, plus le systeme admet de symétrie, plus la
notion de stabilité qui convient est faible.

Nous regrettons de ne pas avoir eu suffisamment de temps pour faire le résultat de non-
dégénérescence des solutions qui est un élément essentiel dans la théorie de bifurcation et
est un résultat de continuation globale. Cette théorie établie I’existence dans R x H'* (]RN )

d’une branche de solutions de (E)) de la forme

{Auy):0< A< A} CRx H' (RY)
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