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Département de Mathématiques M/I
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A la mémoire de ma belle soeur, Louiza.

A mes parents.

Plus profondément à mon mari.
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a toujours été disponible, toujours de bonne humeur, elle n’a cessé de me soutenir et de m’en-
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Professeur à l’Université A.M Béjäıa ainsi que Madame B. Barache, Maitre assistante ”A”
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Introduction Générale

De nombreux phénomènes aléatoires se manifestent dans la nature : Fluctuations de la

température, de la pression atmosphérique, etc. En électronique et en télécommunications,

l’étude des processus aléatoires est utile notamment dans le contexte des communications

numériques, certains signaux sont impossibles à caractériser a priori. L’exploitation des pro-

cessus aléatoires est aussi à la base de nombreuses approches en traitement du signal, que ce

soit pour caractériser le contenu fréquentiel du signal ou pour coder et tatouer un signal de

parole. Plus généralement, les sources d’information telles que le son, les images sont aléatoires

et varient dans le temps. Enfin, les processus aléatoires ont une application dans le cadre du

traitement du trafic dans les réseaux et notamment pour l’analyse du temps de transfert et/ou

du temps de traitement d’un paquet d’informations de taille aléatoire, généré à des intervalles

de temps aléatoires (Théorie des Files d’Attente). La théorie des processus aléatoire vise à

introduire les outils de traitement des phénomènes variant aléatoirement dans le temps.

Les phénomènes d’attente sont devenus l’une des préoccupations de l’Homme depuis bien

longtemps. Attendre, constitue la tâche la plus désagréable de la vie moderne. Comment gérer

un système présentant des files d’attente, afin d’améliorer sa qualité de service ? Cette question

a été abordée, pour la première fois par A.K. Erlang avec ses travaux concernant le réseau

téléphonique de Copenhague [14]. La théorie mathématique s’est ensuite développée notamment

grâce aux contributions de Palm, Kolmogorov, Khintchine, Pollaczek [14] et fait actuellement

toujours l’objet de nombreuses publications scientifiques. Andrëı Markov a publié les premiers

résultats sur les châınes de Markov à espace d’états fini en 1906 [14]. Une généralisation à un

espace d’états infini dénombrable a été publiée par Kolmogorov en 1936 [14].

Cette théorie s’est ensuite étendue à de nombreux champs d’application comme la gestion

de stocks, les télécommunications en général, la fiabilité de systèmes complexes,...

1



Introduction Générale 2

Les problèmes liés à l’attente dans un centre de service sont omniprésents dans notre société.

Les exemples ne manquent pas :

• Attente à un guichet (caisse dans un supermarché, administration),

• traffic urbain ou aérien,

• réseaux téléphoniques,

• circulation de pièces dans un atelier,

• programmes dans un système informatique,...

En effet, afin d’analyser le comportement de ces systèmes, évaluer et optimiser leurs perfor-

mances, il faut d’abord les représentés par des modèles mathématiques qui proviennent de la

théorie des files d’attente. Un modèle typique de files d’attente nécessite la définition des pro-

cessus d’inter-arrivées et la durée de service de client, la taille de la file qui peut être fini ou non,

ainsi que la discipline de service. Tous ces paramètres sont indiqués dans la notation dite de

Kendall. Dans certains systèmes, on est amené à imposer des priorités d’utilisation du service.

Notre travail consiste à étudier une classe de systèmes de files d’attente, qui porte le nom de

système de files d’attente simple comprenant une station de service et pour lequel la capacité

de l’espace est infini et de discipline de service FIFO .

Dans ce mémoire, nous proposons l’analyse stochastique des systèmes de files d’attente via la

méthode des martingales. Le système de files d’attente M/G/1 est considéré pour illustrer notre

application. Cette démarche permet de statuer sur la facilité d’obtenir la fonction génératrice

du nombre de clients servis dans la période d’activité du système en utilisant la méthode des

martingales.

La théorie des martingales a son origine dans l’étude des jeux : elle modélise d’une part le

caractère aléatoire d’un phénomène mais aussi son évolution dans le temps, elle était présente

dans la thèse de L.Bachelier en 1900 [6]mais elle n’a commencé à être étudier systématiquement

par les mathématiciens que vers 1940, notamment par P.Levy et J.L.Doob [11].

Le nombre de publications sur l’utilisation des martingales en théorie de files d’attente est

réduit, comparé au nombre total de publications disponibles dans la littérature sur la théorie

de files d’attente.

Citons les articles :

Rosenkrantz (1983)[8], Baccelli (1986)[3], Baccelli et Makowski (1985, 1986, 1989, 1991)[8].
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En utilisant la technique de Baccelli et Makowski, Roughan (1996) [22], [23], [24] analyse une

variation du système M/G/1 (service avec phase), en définissant une martingale associée au

processus induit. Kimberly K.J Kinateder et Eui Yong Lee (2000)[8] et Yongho Bae (2006)[8]

ont utilisé les martingales pour trouver une formule explicite de la transformée de Laplace de

la période d’activité d’un système M/M/1 avec un temps d’attente virtuel borné. Précisons que

dans ces articles, les travaux ont été réalisés dans la théorie des systèmes ”storage”(dam theory).

Dans ce travail, on s’est intéressé, en particulier, aux articles de Baccelli et Makovski. D’une

part, nous avons redémontré la condition de stabilité du système M/G/1 d’une manière simple,

d’autre part, nous avons obtenu quelques résultats concernant les caractéristiques du systèmes

système à savoir le nombre de clients servis pendant la période d’activité.

Ce mémoire contient : une introduction, trois chapitres et une conclusion.

Le premier chapitre présente des définitions et des concepts relatifs aux processus stochastiques

dans la première partie, et dans la seconde on expose la théorie des files d’attente markoviennes

et semi markoviennes, avec leurs caractéristiques et propriétés.

Nous présentons dans le deuxième chapitre la théorie des martingales à temps discret, où

la notion d’espérance conditionnelle joue un rôle fondamental. Dans cette partie, la notion de

dynamique de l’information devient essentielle, et sa modélisation mathématique est mieux

précisée. Les résultats essentiels concernent les théorèmes de Doob [11], qui permettent en par-

ticulier d’obtenir une démonstration simple. Les références essentielles pour ce chapitre est le

livre de Jacques Neuveu [20].

Le dernier chapitre présente l’application à des domaines où la théorie des martingales et

les files d’attente jouent un rôle central, où on donne les éléments essentiels de la théorie de

l’arrêt optimal, ainsi qu’une application au processus M/G/1. La référence pour ce chapitre est

l’article de Baccelli et Makowski [3].



Chapitre 1

Systèmes de files d’attente

A la différence du calcul des probabilités, qu’on peut considérer comme étant le traitement

mathématique de la notion intuitive du hasard, les processus stochastiques fournissent des

modèles mathématiques de phénomènes aléatoires dont la dépendance du temps ( ou d’un

autre paramètre ) joue un rôle prépondérant.

Des applications des processus stochastiques existent dans de nombreux domaines de l’ingénieur

(transmission de signaux, télétrafic, transport, ou fiabilité ), mais ce sont également des infor-

maticiens, physiciens, biologistes, sociologues, ainsi que des spécialistes d’autres disciplines qui

font appel, de plus , à la modélisation par les processus stochastiques , notamment ceux du

types markovien. Les processus stochastiques décrivent l’évolution d’une grandeur aléatoire en

fonction du temps. L’étude des processus stochastiques s’insère dans la théorie des probabilités,

dont elle constitue l’un des objets les plus profonds.

Dans ce présent chapitre, nous introduisons quelques concepts fondamentaux de la théorie

des processus aléatoires et de la théorie des files d’attente. Dans ce chapitre nous tenterons de

formaliser la notion d’ergodicité des modèles stochastiques.

4



CHAPITRE 1. SYSTÈMES DE FILES D’ATTENTE 5

1.1 Processus stochastique

Les processus aléatoires décrivent l’évolution d’une grandeur aléatoire en fonction du temps.

Il existe de nombreuses applications des processus aléatoires notamment en physique statis-

tique (par exemple le ferromagnétisme, les transitions de phases, etc.), en biologie (évolution,

génétique et génétique des populations), médecine (croissance de tumeurs, épidémie), et bien

entendu les sciences de l’ingénieur. Dans ce dernier domaine, les applications principales sont

pour l’administration des réseaux, de l’internet, des télécommunications et bien entendu dans

les domaines économique et financié.

L’étude des processus aléatoires s’insère dans la théorie des probabilités dont elle constitue

l’un des objectifs les plus profonds. Elle soulève des problèmes mathématiques intéressants et

souvent très difficiles.

Définition 1.1.1. On appelle processus stochastique une famille indexée {Xt, t ∈ T} de va-

riables aléatoires définies dans le même espace de probabilité (Ω,F ,P) et à valeurs dans l’espace

mesurable (E, E), t ∈ T représente une date.

Lorsque T ⊆ Z, on parlera de processus à temps discret (suite stochastique) notée (Xn)n∈N

lorsque T est un intervalle I ⊆ R, on parlera de processus à temps continu.

Définition 1.1.2. On appelle espace des états (des phases) l’ensemble E où les variables Xn

prennent leurs valeurs.

L’ensemble E peut être discret ou continu. Par conséquent, on distingue quatre types de

processus :

1. Suite stochastique à espace d’états discret.

2. Suite stochastique à espace d’état continu.

3. Processus continu à espace d’état discret.

4. Processus continu à espace d’état continu.

La loi d’un processus stochastique est caractérisée par la donnée de la loi du vecteur qui lui

est associé.

Définition 1.1.3. Un processus stochastique {ξt, t ≥ 0} est strictement stationnaire,

si ∀(t0, . . . , tn) ∈ R,∀τ ∈ R : F (ξtO , . . . , ξtn) = F (ξtO+τ , . . . , ξtn+τ )
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Définition 1.1.4. {ξt, t ≥ 0} est un processus faiblement stationnaire, si

1. E(Xt) <∞, ne dépend pas de t

2. E(X2
t ) <∞, indépendant de t

3. Cov(Xt, Xt+τ ) = f(τ),∀τ ∈ R,∀t ≥ 0

Définition 1.1.5. {ξt, t ≥ 0} est à accroissement stationnaire (homogène), si

∀t1, t2 ∈ R,∀h ∈ R : Xt2+h −Xt1+h et Xt2 −Xt1 sont des variables aléatoire de même loi

1.2 Processus markoviens

Les châınes de Markov sont des classes de processus aléatoires qui se caractérisent par la

propriété que l’état présent du processus résume toute l’information utile pour connâıtre son

évolution future.

L’analyse des châınes de Markov est un préliminaire nécessaire à l’étude des systèmes de files

d’attente.

1.2.1 Châıne de Markov à temps discret

Définition 1.2.1. On appelle châıne de Markov à temps discret un processus stochastique à

espace d’état discret et à temps discret et qui vérifie la propriété d’absence de mémoire c-à-d :

Un processus stochastique {Xn}n∈N à valeurs dans l’espace mesurable (E, E) est markovien si

et seulement s’il vérifie la propriété de Markov :

P(Xn+1 = j | Xn = i,Xn−1 = in−1, . . . , X0 = i0) = P(Xn+1 = j | Xn = i) (1.1)

pour tout n ∈ N, pour tout état j et pour toute suite d’états i0, . . . , in−1 , i pour lesquels la

probabilité conditionnelle à un sens.

On peut alors définir la probabilité de transition d’un état i vert un état j, par pij :

pij = P(Xn = j | Xn−1 = i), ∀n ∈ N (1.2)

La matrice de transition P = [pij]i,j∈E est une matrice carrée d’ordre fini ou infini.
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Remarques. 1. ∀(i, j) ∈ E2 : 0 ≤ pij ≤ 1.

2. ∀i ∈ E,
∑

j∈E pij = 1.

3. P admet ”1” comme valeur propre.

4. A toute matrice de transition on associe son graphe tel que les sommets du graphe sont les

déférents états de la châıne et il existe un arc pondéré pij entre le sommet i et le sommet

j si est seulement si pij > 0.

1.2.2 Propriétés fondamentales

a. Probabilité de transition

Soit p
(n)
ij la probabilité qu’une châıne de Marcov passe de l’état i à l’état j en n transitions

ou étapes :

p
(n)
ij = P(Xn = j | X0 = i), n ≥ 1 (1.3)

en utilisant l’algèbre des événements, on a :

P (n) = P n, n = 1, 2, 3, . . . (1.4)

De façon plus générale, la relation matricielle

P nPm = P n+m

s’écrit maintenant

P (n+m) =
∑
k∈E

P
(n)
ik P

(m)
kj = P

(n+m)
ij (i, j ∈ E,m ≥ 1, n ≥ 1). (1.5)

Ce système d’équations est connu sous le nom d’équations de Chapman-Kolmogorov.

b. Loi de probabilité de Xn

Nous introduisons les probabilités d’états :

πk(n) = P(Xn = k) (n = 0, 1, 2, . . . , k = 1, 2, 3, . . .) (1.6)
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la distribution de Xn peut alors être écrite sous forme de vecteur-ligne :

Π(n) = (π1(n), π2(n), . . .) (1.7)

dont la somme des termes vaut 1.

Pour calculer Π(n) on doit connâıtre la distribution initiale Π(0) et la matrice de transition P ;

ces probabilités d’états définissent le regime transitoire d’un phénomène aléatoire.

Π(n) = Π(0)P n, n ∈ N. (1.8)

Lorsque

lim
n→∞

Π(n) = Π. (1.9)

On définit le regime permanent du processus (indépendant de la distribution initiale).

1.2.3 Classification des états d’une châıne de Marcov

On peut classifier les états d’une châıne de Markov en utilisant son graphe associé.

Définition 1.2.2. Soient i, j deux états de E , on dit que j est accessible à partir de i, s’il

existe un chemin de i vers j dans le graphe de transition.

Définition 1.2.3. Si j est accessible à partir de i et i est accessible à partir de j , alors i et j

sont dits communiquant.

la relation R ”i et j communiquent” est une relation d’équivalence . Les classes d’équivalences

de R sont les composantes fortement connexes du graphe de transition.

Définition 1.2.4. Un ensemble d’états C est fermé si,

∀i ∈ C et ∀j alors pij = 0

Propriété 1.2.1.

∀n > 0,∀i ∈ C :
∑
j∈C

pnij = 1 (1.10)

c.à.d : au bout de n transitions on est toujours dans C.



CHAPITRE 1. SYSTÈMES DE FILES D’ATTENTE 9

Périodicité

Définition 1.2.5. Un état i est dit périodique de période d(i), si

d(i) = pgcd({n ≥ 1 : pnii > 0}) > 1 (1.11)

si

d(i) = 1 (1.12)

alors i est dit ”apériodique”.

On représente le graphe correspondant, et grace à celui-ci on determine la nature des états

de la châıne comme suite :

(i) Les sommets dans le graphe qui possèdent des successeurs sont appelés classes transitoires.

(ii) Les sommets qui ne possèdent pas des successeurs sont appelés classes récurrentes.

(iii) Parmi les classes récurrentes celle qui ne contiennent qu’un état sont appelés classes ab-

sorbantes.

Châıne de Markov irréductible

Définition 1.2.6. Une châıne de Markov est dite irréductible, si elle ne contient aucun en-

semble fermé (autre que celui de tous ces états).

Propriété 1.2.2. Dans une châıne de Markov irréductible tous les états communiquent et sont

de même nature.

1.2.4 Comportement asymptotique

Le but est d’exprimer les probabilités d’états

πk(n) = P(Xn = k) (1.13)

d’une châıne de Markov en fonction du nombre n des transitions.

On dit qu’une châıne de Markov converge vers Π ou possède une distribution limite Π si,

lim
n→∞

Π(n) = Π (1.14)
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Théorème 1.2.1. [25] Si la matrice transition P est telle qu’une au moins de ses puissances

n’a que des termes strictement positifs, alors

Π(n)→ Π,

quelle que soit la distribution initiale Π(0), et

P n = P ∗,

lorsque n → ∞. Π est un vecteur de probabilité strictement positif, et P ∗ une matrice dont

toutes les lignes sont identiques au vecteur limite Π. En plus

ΠP ∗ = Π.

1.3 Processus de Poisson

Parmi les processus stochastiques à temps continu et à espace d’états discret étudiés , le

processus de Poisson occupe une place privilégiée. Il est utilisé avant tout pour décrire la

réalisation dans le temps d’événements aléatoires d’un type donné.

1.3.1 Processus de comptage

Définition 1.3.1. Un processus aléatoire {Nt, t ≥ 0} à valeurs entières est un processus de

comptage si :

i) N0 = 0 ;

ii) Ns ≤ Nt pour tout s inférieur ou égale à t.

1.3.2 Processus de poisson

Définition 1.3.2. Un processus de comptage {Nt, t ≥ 0} est un processus de Poisson, s’il

satisfait aux conditions suivantes :

c1 : {Nt, t ≥ 0} est homogène dans le temps,

P[N(s+ t)−N(s) = k] = P(N(t) = k) = pk(t), ∀ 0 < s < t.
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c2 : {Nt, t ≥ 0} est à accroissements indépendants,

P[N(s+ t)−N(s) = k,N(s) = j] = P(N(t) = k).P(N(s) = j) = pk(t)pj(s), ∀0 < s < t.

i.e : Pour tout système d’intervalles disjoints, le nombre d’événements s’y produisant sont des

variables aléatoires indépendantes.

c3 : La probabilité que deux événements ou plus se produisant dans un petit intervalle de longueur

dt est négligeable par rapport à la probabilité qu’il n’y est qu’un seul événement,

pk(dt) =


λdt+ o(dt), si k = 1,

o(dt), si k > 1,

1− λdt+ o(dt), si k = 0.

Théorème 1.3.1. [25] Si {Nt, t ≥ 0} satisfait c1, c2, c3, alors

pk(t) = e−λt
(λt)k

k!
p.s k = 0, 1, 2, . . . p.s; t > 0 (1.15)

et par conséquent

E[N(t)] = λt, V ar[N(t)] = λt.

Ces relations définissent le regime transitoire du processus de Poisson. On s’aperçoit qu’aucun

régime stationnaire n’existe vu que pk(t)→ 0 pour tout k lorsque t→∞

Définition 1.3.3. Soit An la v.a mesurant l’instant d’arrivée du nème client dans le système :

An = inf{t, Nt = n}. (1.16)

Soit Tn la v.a mesurant le temps séparant l’arrivée du (n− 1)ème client et celle du nème client :

Tn = An − An−1. (1.17)

Propriété 1.3.1. Les v.a (Tn)n≥1 sont des v.a exponentielles indépendantes de paramètre λ

(donc identiquement distribuées).

1.3.3 Nombre d’événements pendant un intervalle de temps

Pour certaines applications, on est amené à considerer le nombre N d’événements qui ont

lieu pendant un intervalle de durées aléatoire U dans la densité de probabilité f(u) est supposée
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connue. D’après le théorème 1.3.1

P(N = n | U = u) = e−λu
(λu)n

n!
,

d’où

P(N = n) =

∫ ∞
0

P(N = n | U = u)f(u)du

=
1

n!

∫ ∞
0

e−λu(λu)nf(u)du.

La fonction génératrice de N s’écrit alors :

g(z) =

∫ ∞
0

eλu(z−1)f(u)du (1.18)

d’où on obtient

E(N) = λE(U)

et

V ar(N) = λE(U) + λ2V ar(U).

1.3.4 Transformations

L’obtention des moments d’une v.a peut être une opération pénible. Les méthodes de trans-

formation permettent souvent de lever la difficulté en modifiant les calculs à effectuer. Une

transformation n’est, bien entendu, utile que si l’on est capable d’effectuer l’opération inverse.

Définition 1.3.4. A une v.a X , on associe la fonction génératrice de moments φX définie par

φX(θ) = E[eθX ] pour tout θ tel que E[eθX ] <∞.

Propriété 1.3.2. [5] Le moment d’ordre n de la variable aléatoire X s’obtient à partir de la

fonction génératrice de moment en dérivant cette dernière n fois par rapport à θ et en posant

dans l’expression obtenue θ = 0.
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La transformée en z

Définition 1.3.5. Si X une v.a discrète à valeurs positives, la transformée en z de X est

obtenue à partir de la fonction génératrice de moments en posant θ = ln z :

F (z) = φX(ln z) =
∑∞

n=0 pnz
n pour |z| < 1 avec pn = P(X = n)

Propriété 1.3.3.

E[X] =
dF (z)

dz
|z=1 (1.19)

Preuve

φX(θ) = F (eθ)

dφX(θ)

dθ
=
dφX(z)

dz

dz

dθ

E[X] =
dφX(θ)

dθ
|θ=0 =

dφX(z)

dz

dz

dθ
|θ=0

z = eθ ⇒ dz

dθ
= z

d’où E[X] =
dF (z)

dz
z|z=1

Soit E[X] =
dF (z)

dz
|z=1.

La transformée de Laplace

Définition 1.3.6. Si X est v.a continue à valeurs positives de fonction de repartition B, la

transformée de Laplace de X est définie par :

B∗(s) =

∫ ∞
0

e−stdB(t) ∀0 < s < 1 (1.20)

1.4 Théorie des files d’attente

Faire la queue ! Voilà une chose dont quiconque a malheureusement déjà fait l’expérience.

Pour acheter un timbre à la poste, pour se faire enregistrer à l’aéroport, il faut attendre son

tour. De manière générale, nous pouvons définir un phénomène de file d’attente par les faits
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suivants : chaque fois qu’un certain nombre d’unités que nous appellerons clients se présente

de manière aléatoire, afin de recevoir un service d’une durée aléatoire de la part d’autres unités

que nous appellerons stations, on est en présence d’une file d’attente.

Considérons l’exemple d’une file d’attente aux caisses d’un grand magasin. Le client pourra

alors se poser plusieurs questions :

(a) Combien de temps va-t-il attendre en moyenne dans la queue ?

(b) Quelle probabilité a-t-il d’attendre plus d’un temps t ?

(c) Combien de clients va-t-il trouver devant lui ?

Si nous essayions de répondre aux questions ci-dessus de manière analytique, il nous serait

impossible de tenir compte du fait que les clients arrivent de façon aléatoire au magasin. Nous

serions obligés de considérer que les clients arrivent de manière régulière, ou au moins à des

moments connus, et que les temps de service soient eux aussi connus.

Or, il est certain qu’il y a beaucoup plus de clients aux heures de pointe qu’aux heures

creuses de la journée. Les moments exacts où les clients arrivent et les temps de service sont

tout sauf connus à l’avance. La prise en compte des différents aléas n’entre guère dans un modèle

déterministe.

Pour pouvoir résoudre un tel problème, nous avons besoin de différentes notions que nous

verrons dans ce chapitre, nous présentons les éléments essentiels et quelques résultats classiques

concernant les systèmes de files d’attente.

Dans la première partie, nous allons nous attarder sur la présentation de certaines définition

et concepts relatifs à la théorie des files d’attente.

Dans la seconde partie, nous présentons quelques systèmes de files d’attente markoviens et semi

markoviens avec leurs caractéristiques et propriétés.

1.4.1 Le formalisme des files d’attente

La théorie des files d’attente s’attache à modéliser et à analyser de nombreuses situations

différentes en apparences, mais qui relèvent néanmoins du schéma descriptif général suivant :

Des clients arrivent à intervalles aléatoires dans un système comportant un ou plusieurs serveurs

auxquels ils vont adresser une requête. La durée du service auprès de chaque serveurs est elle-

même aléatoire. Après avoir été servis les clients quittent le système.
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Définition 1.4.1. On appelle système de files d’attente l’abstraction mathématique d’un sujet

qu’on peut décrire par les éléments suivants :

1. Le flot des arrivées des clients.

2. La source des clients.

3. Le comportement du client.

4. La loi de la durée de service de chaque client.

5. La discipline de service.

6. Le nombre de serveurs.

7. La capacité de la file.

Pour la classification des systèmes d’attente, on a recours à la notation symbolique intro-

duite par Kendall au début des années cinquante. Cette notation comprend quatre symboles

rangés dans l’ordre A/B/s/K où

A : distribution des temps entre deux arrivées successives,

B : distribution des durées de service,

s : nombre de postes de service en parallèle,

K : capacité du système (+∞ si non précisé).

On peut toutefois faire abstraction du dernier symbole lorsque K =∞.



CHAPITRE 1. SYSTÈMES DE FILES D’ATTENTE 16

Pour spécifier les distributions A et B, les symboles suivants sont utilisés :

• M : distribution exponentielle (memoryless),

• Ek : distribution d’Erlang d’ordre k,

• G : distribution générale,

• Hk : distribution hyperexponentielle,

• D : cas déterministe (deterministic).

La discipline est la plus utilisée est FIFO (First In First Out) : les entités sortent dans l’ordre

suivant lequel elles sont entrées.

1.4.2 Analyse mathématique des systèmes des files d’attente

L’étude mathématique d’un système d’attente se fait le plus souvent par l’introduction d’un

processus stochastique défini de façon approriée. En général, on s’intéresse au nombre Xt de

clients se trouvant dans le système à l’instant t ≥ 0. En fonction des quantités qui définissent

la structure du système, on cherche à calculer

1. Les probabilités d’état

pn(t) = P(Xt = n) (1.21)

qui définissent le régime transitoire du processus {Xt, t ≥ 0} ; les probabilités pn(t) doivent

évidemment dépendre de l’état initial ou de la distribution initiale du processus.

2. Le régime stationnaire du processus stochastique, défini par

pn = lim
t→∞

pn(t) = P(X = n), n = 0, 1, 2, . . . (1.22)

A partir de la distribution stationnaire du processus {Xt, t ≥ 0}, il est possible d’obtenir

d’autres caractéristiques d’exploitation du système.

Plusieurs variantes existent pour la modélisation selon la nature et le comportement du système.

On distingue deux catégories de modèles en files d’attente : les modèles markoviens et les

modèles non markoviens. Si pour les premiers, la propriété d’absence de mémoire permet une

grande facilité dans l’étude, il n’en est pas de même pour les modèles non markoviens. Ce-

pendant, on dispose de plusieurs méthodes, qui permettent de rendre ces derniers markoviens

moyennant certaines transformations.
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1.5 Les files d’attente simples

1.5.1 Le système M/M/1

Pour ce système, le plus simple de la théorie des files d’attente, le flux des arrivées est

poissonnien de paramètre λ et la durée de service est exponentielle de paramètre µ. La capacité

d’attente est illimitée et il y a une seule station de service.

Le processus (Xt) est markovien (doté de la propriété d’absence de mémoire), ce qui rend son

étude aisée.

Grâce aux propriétés fondamentales du processus de Poisson et de loi exponentielle, nous avons

pour un petit intervalle de temps ∆t les équations différentielles de Kolmogorov : P ′0(t) = −λP0(t) + P1(t), n = 0,

P ′n(t) = −(λ+ µ)Pn(t) + λPn−1(t) + µPn+1(t), n = 1, 2, 3, . . .

où

Pn(t) = P(Xt = n).

1.5.2 Régime stationnaire

Quand t→∞, on peut montrer que lim
t→∞

Pn(t) = Pn. existent et sont indépendante de l’état

initial du processus et que

lim
t→∞

P ′n(t) = 0, (n = 0, 1, 2, . . .)

On obtient alors un système d’équations linéaires homogènes

 µP1 = λP0, n=0,

λPn−1 + µPn+1 = (λ+ µ)Pn, n = 1, 2, . . .

aux quelles on ajoute la condition
∑∞

n=0 Pn = 1.

En additionnent les (n+1) premières equations , on trouve

µPn+1 = λPn.
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D’où

Pn = (
λ

µ
)nP0, n ∈ N,

∞∑
n=0

Pn = 1⇒ P0

∞∑
n=0

(
λ

µ
)n = 1,

alors

Pn = (1− ρ)(ρ)n n = 0, 1, 2, . . . (1.23)

à condition que
λ

µ
= ρ < 1.

On constate que la file M/M/1 est gouvernée par la loi géométrique.

• λ
µ

= ρ est le coefficient d’utilisation du système ou intensité du trafic.

• ρ correspond au nombre moyen d’arrivées par la durée moyenne du service.

• P0 = 1− ρ correspond à la probabilité que le système soit inoccupé.

Si ρ ≥ 1, alors

lim
t→∞

Pn(t) = 0, , n = 0, 1, 2, . . .

ie : la longueur de la file d’attente dépasse toute mesure.

1.5.3 Caractéristiques du système

Une importante caractéristique des systèmes de files d’attente est le nombre moyen de clients

dans le système[9],[5]. Il est donné par,

N = E(X) =
∞∑
k=0

kπk = (1− ρ)
∞∑
k=0

kρk,

N =
ρ

1− ρ
=

λ

µ− λ
.

De la même manière, on peut trouver,

• La variance du nombre de clients dans le système

σ2 = V ar(X) =
∞∑
k=0

(k −N)2πk,

σ2 =
ρ

(1− ρ)2
.



CHAPITRE 1. SYSTÈMES DE FILES D’ATTENTE 19

• Le temps moyen de séjour dans le système. on peut l’obtenir en appliquant la formule de

Little.

T =
N

λ
=

ρ

1− ρ
1

λ
,

T =

1
µ

1− ρ
=

1

µ− λ
.

Remarque 1.5.1. D’autres caractéristiques peuvent être déduites à partir de ces relations, en

utilisant les formules de Little.

1.6 Processus de naissance et de mort

Utilisés plus particulièrement en biologie, démographie, physique, sociologie, pour rendre

compte de l’´evolution de la taille d’une population, les processus de naissance et de mort sont

des processus de Markov continus (T = R+), à valeurs dans E = N. Ils sont caractérises par

deux conditions importantes :

• Ils sont sans mémoire

• A partir d’un temps donné n, des transitions ne sont possibles que vers l’un ou l’autre

des états voisins (n+ 1) et (n− 1) (à condition que n ≥ 1) .

Le processus de Poisson est un exemple simple de processus de naissance et de mort.

Définition 1.6.1. Soit un processus stochastique {Xt, t ≥ 0} à états discrets n = 0, 1, 2, . . . et

homogène dans le temps,

P(X(t+ s) = j | X(s) = i) = pij(t),

ne depend pas de s . Alors {Xt, t ≥ 0} est un processus de naissance et de mort s’il satisfait les

postulats suivants : 
Pi,i+1(dt) = λidt+ o(dt), i > 1,

Pi,i−1(dt) = µidt+ o(dt), i ≥ 1,

Pi,i(dt) = 1− (λi + µi)dt+ o(dt), i ≥ 0.

Les coefficients non négatifs y figurant , λi et µi sont appelés taux de transition ; plus par-

ticulièrement , on parle de taux de naissance (ou de croissance) et de taux de mort (ou de

décroissance).
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De cette definition , on déduit immédiatement que

Pi,i+1(∆t) = o(∆t) si | i− j |≥ 2.

1.6.1 Régime transitoire et régime stationnaire

Des méthodes identiques à celles décrites dans la section 1.5 permettent d’obtenir les

equations de Kolmogorov d’un processus de naissance et de mort :

 P ′0(t) = −λ0P0(t) + µ1P1(t), n = 0,

P ′n(t) = −(λn + µn)Pn(t) + λn−1Pn−1(t) + µn+1Pn+1(t), n = 1, 2, 3, . . .

Ces équations, complétées par les conditions initiales, gouverne le régime transitoire du proces-

sus {Xt, t ≥ 0} ; on peut les considérées comme étant le système d’equations le plus fondamental

en théorie des phénomènes d’attente.

Cependant, la résolution analytique des equations de Kolmokorov se montre généralement

très complexe, voire impossible ; on ne considère donc généralement que la distribution station-

naire du processus

Pn = lim
t→∞

Pn(t);

et que les probabilités Pn satisfont les equations µ1P1 = λ0P0, n=0,

λn−1Pn−1 + µn+1Pn+1 = (λn + µn)Pn, n = 1, 2, . . .

appelées équations de balance.

Pour résoudre ce système d’equations linéaire, on pourrait procéder par la méthode des

equations aux différences. Nous préférons cependant additionner les n+ 1 premières equations,

ce qui donne le système equivalent

µn+1Pn+1 = (λn)Pn, (n ≥ 0),
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En admettant que λ0 > 0, on trouve

Pn =
λ0λ1 . . . λn−1

µ1µ2 . . . µn
P0, (n ≥ 1),

où

P0 = (1 +
∞∑
n=1

λ0λ1 . . . λn−1

µ1µ2 . . . µn
)−1.

Ces relations sont valables à condition que la somme figurant dans l’expression ci-dessus

converge.

1.7 Systèmes markovien à plusieurs serveurs

Le concept probabiliste du processus de naissance et de mort, permet de construire des

modèles mathématiques pour d’autre phénomènes d’attente dont les spécifications correspondent

mieux à des situations concrètes. Par rapport aux système M/M/1, nous envisagerons en pre-

mier lieu les modifications suivantes :

• L’espace de service comprendra plusieurs stations en parallèle,

• la capacité de l’espace d’attente ne sera plus illimitée.

D’autres généralisations ne serons pas introduites.

1.7.1 Système à plusieurs stations M/M/s

Le système comprenant s stations ; nous admettons que les durées de services correspon-

dantes suivent la même distribution exponentielle de paramètre λ. Si les s stations en parallèle ;

nous admettons que les clients qui arrivent forment une seule file d’attente ; le client placé en

tête se fait servir à la première station libre.

Dans ces conditions, Xt, le nombre de client dans le système à l’instant t, constitue un processus

de naissance et de mort dont les taux de transition sont

λn = λ (n = 0, 1, 2, . . .)

et

µn =

 nµ, 1 ≤ n ≤ s,

sµ, n ≥ s,
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Cette dernière relation résulte d’une propriété de la loi exponentielle.

On appelle sµ le taux de service globale du système, et ρ = λ/(sµ) l’intensité du trafic globale.

L’utilisation des résultats de la section 1.6.1 nous fournit la distribution stationnaire du système

M/M/s :

Pn =


(λ/µ)n

n!
P0, n ≤ s,

(λ/µ)n

s!sn−s
P0 = ρn−sPs, n ≥ s,

où

P0 = [
s∑

n=0

(λ/µ)n

n!
+

(λ/µ)s+1

s!(s− λ/µ)
]−1.

Ces relations sont valables à condition que la somme figurant dans l’expression ci-dessous

converge, ce qui a lieu si λ/(sµ) = ρ < 1.

La probabilité q’un client qui entre dans le système doit attendre est alors donnée par

P(attente) = P(X ≥ s) =
∞∑
n=s

Pn =
Ps

1− ρ
.

A partir de la distribution stationnaire, on peut calculer les caractéristiques usuelles du

système.

Distribution du temps de séjour

Pour le cas du système M/M/s [25], on peut également calculer la distribution du temps

d’attente Tq. On constate d’abord que

P(Tq = 0) =
s−1∑
n=0

Pn = 1− Ps
1− ρ

.

Appelons T ∗q le temps d’attente d’un client qui est obligé d’attendre.

P(T ∗q ≤ t) = 1− Ps
1− ρ

esµt(1−ρ).
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1.7.2 Le système M/M/∞

Considérons maintenant un système comprenant une infinité de stations de service iden-

tique. Dans ce cas, il est évident qu’une file d’attente ne se forme ; chaque client est servi dès

son entrée.

Ce système possède non seulement un intérêt théorique, mais il permet des études approxima-

tives de phénomènes d’attente du type M/M/s comprenant un grand nombre de stations en

parallèles.

Pour le processus de naissance et de mort associé à ce système, on a : λn = λ, n ≥ 0,

µn = nµ, n ≥ 1,

où λ et µ sont les taux d’entrée et de service du système respectivement.

La distribution stationnaire de ce système d’attente peut être calculée d’après les méthodes

décritent ci-dessus ; on trouve

Pn = (λ/µ)n
e−λ/µ

n!
.

En ce qui concerne les caractéristiques du système, on a

L = E(X) =
λ

µ
,

et

W =
1

µ
,

tandis que

Lq = Wq = 0.

1.8 Le système M/G/1

Lorsque la loi de la durée inter-arrivée ou de celle de la durée de service perd sa propriété

d’absence de mémoire, le processus du nombre de clients dans le système à l’instant t perd la
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propriété de Markov, et n’est donc plus une châıne de Markov. Il faut alors procéder autrement

pour déterminer les probabilités stationnaires. Le système M/G/1 possède un processus d’ar-

rivée poissonien de paramètre λ > 0 et des durées de service indépendantes et identiquement

distribuées selon une loi quelconque B(.), de moyenne 1/µ. La propriété du Markov n’étant pas

vérifiée pour le processus {Xt, t ≥ 0}, son analyse se fera par l’une des méthodes d’analyse des

processus non markoviens.

Définition 1.8.1. On revient à un système formé d’une file FIFO à capacité illimitée et d’un

seul serveur. Le processus d’arrivée des clients dans la file est toujours supposé poissonien de

taux λ mais, maintenant, le temps de service d’un client est distribué selon une v.a générale Y

qui s’est plus supposée exponentielle. Ce système est connu sous le nom de la file M/G/1. En

fait, on suppose implicitement que les services successifs sont indépendants les uns des autres

et distribués selon la même loi (i.i.d).

La durée de Y service est caractérisée par sa fonction de densité de probabilité b(t). Y est

également caractérisée par la donnée de tout ses moments :

mk = E[Y k] =

∫ ∞
0

tkb(t)dt, , pour k ≥ 1. (1.24)

1.8.1 La châıne de Markov induite

Les châınes de Markov introduites nous permettent d’étudier des phénomènes aléatoires

pour lesquels des changements d’état se produisent à des instants fixés à l’avance. Pour cer-

taines situations concrètes, une telle discrétisation de l’échelle temporelle ne présente aucun

inconvénient. Lors de l’étude de nombreux problèmes économiques ou sociologiques, il suffit

d’observer un phénomène donné à des intervalles réguliers.

La plupart des systèmes rencontrés dans différents domaines technologique peuvent être

représentés par des modèles de files d’attente. C’est le cas par exemple des réseaux de télécommunications.

Définition 1.8.2. Soit un système d’attente du type M/G/1 ; le processus d’arrivée poissonien

de paramètre λ > 0 et des durées de service Y est réparti suivant une loi quelconque B(t). On

admet que Y est continu, sa densité sera notée b(t) et son espérance mathématique E(Y ) = 1
µ

.
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On se propose de déterminer la distribution stationnaire et les caractéristiques usuelles du pro-

cessus {X(t)}t≥0, où X(t) est le nombre de clients dans le système à l’instant t.

Considérons le processus X(t) aux instants t1, t2, t3, . . . où des clients terminent leur service

et quittent le système. On définit ainsi un processus stochastique à temps discret :

{Xn = X(tn), n = 1, 2, . . .}

où tn est l’instant de départ du nème client.

On considère les An : ”le nombre de clients qui entrent dans le système pendant que le nème

client est servi”.

Les variables An sont indépendantes entre elles, leur distribution commune est :

P(An = k) = ak =

∫ ∞
0

eλt(λt)k

k!
dB(t), , ∀k ≥ 0, (1.25)

ainsi

Xn+1 = Xn + An+1 − 1{Xn 6=0}, , n ≥ 1, (1.26)

Xn+1 ne depend alors que de Xn et An+1 et non pas des valeurs prisent par Xn−1, Xn−2, . . .

La suite de v.a {Xn, n ≥ 1} s’appelle châıne de Markov induite du processus {Xt, t ≥ 0} , dont

les probabilités de transition sont :

pij = P(Xn+1 = j/Xn = i)

se calculent par :

Pij =


aj, si i = 0,

aj−i+1, si 1 ≤ i ≤ j + 1,

0, sinon.
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D’où la matrice de transition châıne de Markov induite est :

pij =



a0 a1 a2 a3 . . .

a0 a1 a2 a3 . . .

0 a0 a1 a2 . . .

0 0 a0 a1 . . .

. . . . . . .


Remarques. 1. L’expression (1.26) permet de vérifier la propriété de Markov.

2. Puisqu’on peut passer de chaque état vers n’importe quel autre état, il s’agit d’une châıne

de Markov irréductible.

E(An) =
∞∑
k=0

kP(An = k)

E(An) =
∞∑
k=0

k

∫ ∞
0

e−λt
(λt)k

k!
dB(t)

E(An) =

∫ ∞
0

e−λt
∞∑
k=0

k
(λt)k

k!
dB(t)

E(An) =

∫ ∞
0

e−λtλteλtdB(t)

E(An) = λ

∫ ∞
0

tdB(t) = λE(Y ) =
λ

µ
= ρ

1.8.2 Distribution stationnaire

Supposons que ρ < 1, et soit Π = (π0, π1, π2, . . .) la distribution de la châıne de Markov

induite .

Il ne sera généralement pas possible de trouver la distribution Π elle-même, mais nous pouvons

calculer la fonction génératrice correspondante Π(z).

On a :

Π = ΠP

πj =
∞∑
i=0

pijπi , j = 0, 1, 2, . . .
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πj = ajπ0 +

j+1∑
i=1

aj−i+1πi

πj = ajπ0 +

j+1∑
i=0

aj−i+1πi − aj+1π0 , (j = 0, 1, 2, . . .)

Si l’on multiplie cette equation précédente par zj et si l’on somme sur j, on a :

∞∑
j=0

zjπj = πO

∞∑
j=0

zjaj +
∞∑
j=0

zj
j+1∑
i=0

aj−i+1πi − π0

∞∑
j=0

zjaj+1

= πO

∞∑
j=0

zjaj +
1

z

∞∑
j=0

cj+1z
j+1 − π0

z

∞∑
j=0

zj+1aj+1

où cj+1 =
∑j+1

i=0 aj−i+1πi

est le terme général du produit de convolution des deux distributions a = (a0, a1, a3, . . .) et Π.

En introduisant les fonctions génératrices

Π(z) =
∞∑
i=0

πiz
i

a(z) =
∞∑
i=0

aiz
i

et

c(z) =
∞∑
i=0

ciz
i = Π(z)a(z)

on obtient

Π(z) = π0az +
1

z
[c(z)− c0]− π0

z
[a(z)− a0]

d’où

Π(z) =
π0a(z)(z − 1)

z − a(z)
(1.27)

De la relation (1.26) on a :

E(an+1) = P(Xn > 0) = 1− P(Xn = 0)

d’où

ρ = 1− π0 ⇒ π0 = 1− ρ



CHAPITRE 1. SYSTÈMES DE FILES D’ATTENTE 28

et la fonction génératrice de la distribution stationnaire s’écrit

Π(z) =
(1− ρ)a(z)(z − 1)

z − a(z)
.

1.8.3 Caractéristique du système M/G/1

Nombre moyen de clients dans le système

L = E(X) = lim
z→1

Π′(z).

On a : Xn+1 = Xn + An+1 − 1{Xn 6=0}

X2
n+1 = X2

n − 2Xn + 1{Xn 6=0} + 2An+1Xn − 2An+11{Xn 6=0} + A2
n+1,

An+1 et indépendante de 1{Xn 6=0} et de Xn

E(X2
n+1) = E(X2

n) et E(An) = ρ,

donc

E[X2
n+1] = E[X2

n − 2Xn + 1{Xn 6=0} + 2An+1Xn − 2An+11{Xn 6=0} + A2
n+1],

après calcul on obtient

E(Xn) =
ρ− 2ρ2 + A2

n

2(1− ρ)
,

mais E(A2
n) = V (An) + E2(An),

d’autre part, E(A2
n) = A′(1) + A′′(1).

Comme

a(z) =

∫ ∞
0

e−λt(1−z)dB(t),

alors

E(A2
n) = λ2E(Y 2) + λE(Y ),

donc

E(Xn) =
ρ− 2ρ2 + λ2V (Y ) + ρ2ρ

2(1− ρ)
.

D’où le résultat suivant :
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Théorème 1.8.1. [25] Pour le système M/G/1, le nombre moyen de client dans le système et

la fonction génératrice de la distribution stationnaire sont respectivement donnés par :

E(X) = L = ρ+
ρ2 + λ2V ar(Y )

2
(1− ρ),

et

Π(z) =
(1− ρ)a(z)(z − 1)

z − a(z)
.

Le deuxième de ces deux résultats est connu sous le nom de la formule du Pollaczek-

Khintchine.
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πn est la probabilité stationnaire de la châıne de Markov induite {Xn, n = 1, 2, 3, . . .}

pn est la probabilité stationnaire du processus à temps continu {Xt, t ≥ 0}

Démonstration de πn = pn

Sur une période de temps donnée [0 ; t], soient :

A(n, t) le nombre de clients qui ”trouve en arrivant” n clients dans le système.

D(n, t) le nombre de clients qui ”quittent en laissant dernière eux ” n clients dans le système.

A(t) =
∑∞

n=0A(n, t) , D(t) =
∑∞

n=0D(n, t)

On définit alors les ” distributions aux instants de départ ” et ” distributions aux instants

d’arrivée” de façon suivante :

pa(n, t) =
A(n, t)

A(t)

pd(n, t) =
D(n, t)

D(t)

Supposons que le système est stable est ergodique.

Pn : probabilité stationnaire qu’il y ait n clients dans le système.

Pn = lim
n→∞

Pn(t)

Pa(n) : probabilité stationnaire qu’un client qui arrive trouve n clients dans le système. Pd(n) :

probabilité stationnaire qu’un client qui quitte le système laisse derrière lui n clients.

Propriété 1.8.1.

Pa(n) = Pd(n),∀n ∈ N

Preuve

On a

A(t) = D(t)

donc

A(n, t) = D(n, t)

on en déduit

pa(n, t) = pd(n, t)⇒ lim
n→∞

Pa(n, t) = lim
n→∞

Pd(n, t)⇒ Pa(n) = Pd(n),∀n ∈ N
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Propriété 1.8.2.

Pa(n) = Pn,∀n ∈ N

Preuve

pa(n, t) = lim
∆t→0

P[X(t) = n/une arrivée dans (t, t+ ∆t)]

= lim
∆t→0

P[X(t) = n/X(t+ ∆t)−X(t) = 1]

= lim
∆t→0

P[X(t) = n,X(t+ ∆t)−X(t) = 1]

E[X(t+ ∆t)−X(t) = 1]

= lim
∆t→0

P[X(t+ ∆t)−X(t) = 1]/X(t) = n

E[X(t+ ∆t)−X(t) = 1]

Or

P[X(t+ ∆t)−X(t) = 1/X(t) = n] = P[X(t+ ∆t)−X(t) = 1] = λ∆t+ o(∆t)

car les arrivées sont poissonien.

D’où

Pa(n, t) = Pn(t) = P(X(t) = n)

au régime stationnaire on aura

Pa(n) = Pn

Conclusion :

Dans le système M/G/1

Pa(n) = Pd(n) = Pn = Π(n), ∀n ∈ N

Illustration de la technique de la châıne de Markov induite en considèrant le

système M/M/1

On a

Π(z) =
(1− ρ)B∗(λ− λz)(1− z)

B∗(λ− λz)− z
or

B∗(z) =

∫ ∞
0

e−ztµe−µtdt
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et donc

Π(z) =
1− ρ
1− ρz

= (1− ρ)
∞∑
n=0

(ρz)n =
∞∑
n=0

Π(n)zn

D’où

Π(n) = (1− ρ)ρn, n = 0, 1, 2, . . . (1.28)

Ergodicité de (Xn)

Théorème 1.8.2. La châıne de Markov induite {Xn, n ≥ 0} du système M/G/1 est ergodique

si est seulement si ρ < 1

Preuve. Grâce à la structure récurrente de l’équation (1.26), il suffit d’utiliser le critère basé

sur la théorie des fonction de Lyaponov.

Le résultat important de cette théorie est celui du critère de Foster[9] suivant :

Proposition 1.8.1. [8] Pour une châıne de Markov irréductible et apériodique (Xn) d’espace

d’états S, la condition nécessaire pour l’ergodicité est d’existante d’une fonction non négative

f(s), s ∈ S (dite de Lyaponov ou fonction test) et ε > 0 tel que :

∆s = E[f(Xn+1)− f(Xn)/Xn = s],

accroissement moyen est fini pour toute s ∈ S et

∆s ≤ −ε,∀s ∈ S,

excepté peut être pour un nombre fini.

Remarque 1.8.1. Pour S = N, il suffit de considérer f(k) = k

Xn est ergodique si

∆k = E[Xn+1 −Xn | Xn = k] ≤ −ε,∀k ≥ N

où N est suffisamment grand.

Bien sûr, lim
k→∞

∆k = x existe.
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Cette condition est vérifiée si est seulement si x < 0.

∆k = E[Xn+1 −Xn | Xn = k] = E[An+1 − 1{Xn 6=0} | Xn = k]

∆k = E[An+1 | Xn = k]− E[1{Xn 6=0} | Xn = k]

∆k = ρ− 1 ≤ 0

D’où d’après le critère de Foster Xn est ergodique.

1.9 Le système G/M/1

Définition 1.9.1. On considère toujours un système formé de file FIFO à capacité illimitée et

d’un seule serveur . Le processus d’arrivée des clients dans la file est cette fois-ci, distribué selon

un processus stochastique général qui n’est plus supposé poissonien. En revanche, les durées de

service d’un client sont iid selon une loi exponentielle de taux µ. Ce système est connu sous le

nom de file M/G/1.

1.9.1 La châıne de Markov induite

On peut montrer que le processus bidimensionniel (X(t), δ(t)), où (δ(t)) : temps écoulé de-

puis la dernière arrivée avant t, est un processus Makovien.

Comme dans le cas duM/G/1, ce processus peut-être simplifié à unidimensionnel en le concéderont

à des instants particuliers.

En effet,

En choisissant les instants tn de l’arrivée du nème client

alors, δ(tn) = 0, on aura donc à étudier la châıne de Markov à temps discret Xn = X(tn).

Xn = X(tn) :nombre de clients dans le système juste avant l’arrivée du nème client.

Contrairement au système M/G/1, dans le système G/M/1 l’égalité entre Pn et Πn, n ∈ N,

n’est pas généralement vérifiée.

Par ailleurs la condition d’ergodicité de la châıne de Markov induite est la même que celle de

la stabilité du système G/M/1 (ρ < 1).
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1.9.2 Les probabilités de transitions

Soit

pij = P(Xn+1 = j | Xn = i), i, j ∈ N

les probabilités de transition de la châıne de Markov induite Xn.

Considérons la v.a Dn :”nombre de clients servis entre l’arrivée du nème client et l’arrivée du

(n+ 1)eme client.

Leur distribution commune est :

P(Dn = k) = Bk =

∫ ∞
0

e−µt
(µt)k

k!
dF (t).

On a

Xn+1 = Xn + 1−Dn. (1.29)

Alors

pij = P(Xn+1 = j/Xn = i) =


∫∞

0
e−µt (µt)i+1−j

(i+1−j)! dF (t), 1 ≤ j ≤ i+ 1,

0, j > i+ 1,
(1.30)

et

pi0 = 1−
i+1∑
j=1

pij. (1.31)

1.9.3 Régime stationnaire du système

Nous somme à présent en mesure de trouver les probabilités ergodiques, Pk (k ∈ N), de la

châıne de Markov induite Xn. La condition d’ergodicité étant ρ < 1. On peut vérifier que (voir

[4])

Pk = (1− σ)σk, k = 0, 1, 2, . . . (1.32)

où, σ est l’unique solution de l’equation

σ = F ∗(µ− µσ) =

∫ ∞
0

e−(µ−µσ)xdF (x), (1.33)

F ∗ étant la transformée de Laplace de la densité de probabilité des temps entre les arrivées

des clients. Ainsi, le nombre de clients dans le système G/M/1 à l’instant d’occurrence d’une
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arrivée, est distribué selon une loi géométrique. Si πk = lim
t→∞

P(X(t) = k) alors on peut aisément

vérifier les relations suivantes (voir [6]),

πk = ρPk−1, k = 1, 2, . . . et π0 = 1− ρ. (1.34)

Ces relations confirment l’efficacité de la méthode de châıne de Markov induite.

1.9.4 Caractéristiques du système

Le nombre moyen de clients dans le système

On remarque que l’étude de système de files d’attente G/M/1 est plus simple que celle

du système M/G/1. Dans ce cas, il suffit de trouver la valeur de σ pour déduire toute les

caractéristiques de ce système.

En effet, le nombre moyen de clients dans le système s’obtient facilement par la formule

N = E(X) =
∑
k≥0

kπk =
∑
k≥0

kρPk−1 = ρ
∑
k≥0

kPk + ρ
∑
k≥0

Pk =
ρ

1− σ
.

Temps moyen de séjour dans le système

D’après la formule de Little, on peut aisément obtenir le temps moyen de séjour T dans le

système (voir [5], [6])

T =
N

λ
=

1

µ(1− σ)
.

Nombre moyen de clients dans le système à l’arrivée d’un client

On peut obtenir également le nombre moyen de clients dans le système que trouve un client

à son arrivée Na. Cette quantité contrairement au cas M/G/1 est différent de N.

Na =
∑
k≥1

kPk =
σ

1− σ
.

Remarque 1.9.1. D’autres caractéristiques peuvent être déduites à partir de relations en uti-

lisant les formules de Little (voir [5], [9]).
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Les martingales

La notion de martingale joue aujourd’hui un rôle central en finance mathématique, elle était

déjà présente dans la thèse de Louis Bachelier en 1900[8] mais elle n’a commencé à être étudiée

systématiquement par les mathématiciens que vers 1940[19], notamment par P. Levy et J.L.

Doob, et plus tard par l’école de probabilités de Strasbourg, notamment P.A. Meyer. Ce n’est

qu’à la fin des années 70 et au début des années 80[19](dans une série d’articles de M. J. Harri-

son, D. M. Kreps et S. R. Pliska) que l’on a commencé à comprendre les liens entre les notions

économiques ou financières d’absence d’opportunité d’arbitrage et de complétude du marché et

la notion mathématique de martingale[8].

La notion de martingale et le mot lui même ont été introduits dans la literature des probabilités

moderne par Ville dans son travail[8](1939).

La théorie des probabilités commence par la définition des espaces de probabilité. Mais dès

qu’on étudie des phénomènes aléatoires se déroulant dans le temps, il importe aussi d’introduire

les tribus des événements antérieurs aux divers instants possibles, car ces tribus sont à la base

de toutes les definitions importantes ultérieures.

Dans toute la suite,(Ω,F ,P) est un espace probabilisé.

36
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2.1 Quelques définitions

2.1.1 Espérance conditionnelle

Théorème 2.1.1. Soit X une variable aléatoire réelle telle que E(X) <∞ et B une sous tribu

de F .

Il existe une et une seule variable aléatoire vérifiant les propriétés suivantes :

(i) Y est B-mesurable.

(ii) Pour toute partie A de B on a
∫
A
Y dP =

∫
A
XdP.

Définition 2.1.1. Y notée par E(X \ B) est appelée variable aléatoire conditionnelle.
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Preuve.

L’unicité :

Si Y et Y1 deux variables aléatoires, d’après les relations précédentes la variable Y − Y1 est

B −mesurable et
∫
A
Y dP =

∫
A
Y1dP =

∫
A
XdP

donc
∫
A

(Y − Y1)dP = 0

donc Y − Y1 = 0 p.s avec A = {Y − Y1 ≥ 0}

L’existance :

L’existance de l’espérance conditionnelle est une conséquence du théorème de Radon-Nikodym

[3].

En effet : L’application

λ :B → R

A 7→ λ(A) =

∫
A

XdP.

est une mesure de Borel absolument continue par rapport à P.

Il existe donc une application B-mesurable, Y telle que λ(A) =
∫
A
XdP =

∫
A
Y dP , où Y est

l’espérance conditionnelle de X sachant B.

Proposition 2.1.1. ([4],[20]) Soit X variable aléatoire intégrable, alors

1. L’application X 7→ E(X | B) est linéaire.

2. L’inégalité de Jensen, l’inégalité de Holder , le théorème de la convergence monotone et

le théorème de la convergence dominée restent valables pour l’espérance conditionnelle.

3. Si X ≥ 0 alors E(X | B) ≥ 0

4. L’application X 7→ E(X | B) est croissante.

5. L’espérance conditionnelle est contractante.

6. E(XZ | B) = ZE(X/B) pour tout Z B-mesurable.

7. Pour toute v.a X positive ou intégrable.

E[E(X | B)] = E(X) (2.1)

8. Si C ⊂ B est une sous-tribu de B,

alors
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E[E(X | B) | C] = E(X | C)

2.1.2 Filtration

Définitions 2.1.1.

• On appelle filtration toute suite croissante (Fn)n∈N de sous tribu de F .

• Si (Xn)n∈N est un processus stochastique défini sur (Ω,F ,P) alors FXn = σ(X0, . . . , Xn)

• F∞ = ∨NFn = σ(∪nF),est la plus petite tribu de F qui contient tous les Fn.

• On dit qu’un processus est adapté à une filtration (Fn)n∈N , si ∀n ∈ N : Xn est Fn −

mesurable

Remarques.

1. Un processus est toujours adapté à sa filtration naturelle

2. Si un processus (Xn)n∈N est adapté à une filtration (Fn)n∈N et que F0 est une sous tribu

complète, alors toute modification du processus est encore adapté

2.1.3 Temps d’arrêt

La notion de temps d’arrêt joue un rôle central dans l’analyse des processus aléatoire. C’est

la vraie notion de temps aussi bien pour les d´enveloppements mathématiques que pour la

modélisation.

Définition 2.1.2. Un temps d’arrêt est une variable aléatoire à valeurs dans N∪ {+∞} qui a

la propriété suivante :

∀n ∈ N; {T = n} ∈ Fn (2.2)

Quelques propriétés des temps d’arrêt [20]

Soient T et S deux temps d’arrêt , alors T + S et inf(T, S) notée T ∧ S et sup(T, S) notée

T ∨ S sont des temps d’arrêt.
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Proposition 2.1.2. ([4]) Soit (Xn)n∈N un processus adapté à valeurs dans (E, E).

Pour tout A ∈ E, on définit le premier temps d’atteinte :

TA = inf{n ≥ 0 : Xn ∈ A} (2.3)

avec la convention inf ∅ = +∞ , alors TA est un temps d’arrêt.

2.2 Les martingales

Dans toute la suite, supposons (Ω,F ,P) un espace probabilisé et (Fn)n une filtration.

Définition 2.2.1. Une martingale par rapport à la filtration (Fn)n est un processus stochas-

tique (Xn)n ∈ N tel que :

1. E(|Xn| < +∞) pour tout n ∈ N ;

2. (Xn)n∈N est adapté à la filtration (Fn)n ;

3. E(Xn+1 | Fn) = Xn pour tout n ∈ N ;

Si la dernière condition est remplacée par E(Xn+1 | Fn) ≤ Xn on dit que (Xn)n∈N est une

surmartingale.

Si elle est remplacée par E(Xn+1 | Fn) ≥ Xn on dit que (Xn)n∈N est une sous-martingale.

Interprétation géométrique :

• L’espace des fonctions Fn-mesurable est un sous espace vectoriel de L2(Ω,F ,P)

• E(Xn+1 | Fn) est la projection orthogonale de la variable aléatoire Xn+1 sur l’espace

L2(Ω,F ,P) des variables aléatoire Fn-mesurable.

Remarque 2.2.1. [18] Notons que pour une martingale : X → E(Xn) est constante, est une

suite croissante dans le cas d’une sous-martingale, décroissante dans le cas d’une surmartingale

et que E(Xn+p | Fn) = Xn pour tout p ≥ 0.

Exemples 2.1.

1. Si Z ∈ L1(Ω,F ,P) alors Xn = E(Z | Fn) est une martingale.
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2. Soit (Yn)n∈N une suite de variables aléatoires indépendantes centrées et intégrable, X0 une

variable aléatoire donnée indépendante de (Yn)n,

alors

Sn = X0+Y1+Y2+...+Yn est une martingale par rapport à la filtration (σ(X0, Y1, ..., Yn)).

Proposition 2.2.1. Soit ϕ : R → R+ une fonction convexe, et soit (Xn)n∈N un processus

adapté, tel que E[ϕ(Xn)] <∞ pour tout n ∈ N

1. Si (Xn)n∈N est une martingale alors ϕ(Xn) est une sous-martingale

2. Si (Xn)n∈N est une sous-martingale et ϕ est croissante alors ϕ(Xn) est une sous-martingale

Preuve. 1. D’après l’inégalité de Jensen pour les espérances conditionnelles :

E[ϕ(Xn+1 | Fn)] ≥ ϕ[E(Xn+1 | Fn) = ϕ(Xn)]

2. De même , puisque Xn ≤ (Xn+1 | Fn) et ϕ est croissante alors

E[ϕ(Xn+1 | Fn)] ≥ ϕ[E(Xn+1 | Fn) ≥ ϕ(Xn)]

Notation

Notons (∆X)n = Xn −Xn−1 le processus des accroissements de la suite (Xn).

Proposition 2.2.2. [4] Soit X une martingale, Alors

1. ∀n ≥ 0, ∀k ≥ 0, E(Xn+k | Fn) = Xn ; E(Xn) = E(X0)

2. Si la martingale est de carré intégrable, les accroissements (∆Xn) de X sont orthogonaux

3. L’espace des martingales est un espace vectoriel réel

2.2.1 Martingale et temps d’arrêt

Proposition 2.2.3. [20] Soit X = (Xn)n∈N une martingale (resp. une surmartingale) relative-

ment à une filtration (Fn)n∈N ; et T un temps d’arrêt pour cette même filtration.

Le processus d’arrêt

XT = (Xn∧T )n∈N (2.4)

est une martingale (resp. une surmartingale) pour la (Fn)n∈N .
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Théorème 2.2.1. [11](Optional Sampling Theorem avec deux temps d’arrêt) Soit X une

F −martingale, et soient S et T deux temps d’arrêts bornés avec S ≤ T ,

alors XS et XT sont intégrables et on a avec probabilité égale à 1

XS = E(XT | FS). (2.5)

Si X est une sous-martingale (resp sur-martingale),

alors l’égalité est remplacée par ≤ (resp ≥).

Corollaire 2.2.1. [4] Soit (Xn)n∈N une martingale.

1. Si T est un temps d’arrêt borné, alors E(Xn) = E(X0).

2. Si T est un temps d’arrêt fini, et si (Xn) est bornée, alors E(Xn) = E(X0).

2.2.2 Décomposition

On décompose une sous-martingale en la somme d’une martingale et d’une suite croissante

de variables aléatoires :

Théorème 2.2.2. [4] (décomposition de Doob) :

Soit X une sous-martingale ; il existe une martingale M et un processus croissant prévisible A,

nul en 0, unique, tel que pour tout entier n,

Xn = Mn + An (2.6)

Le processus A est appelé compensateur de X.

2.2.3 Surmartingales positives

Définition 2.2.2. Une suite adaptée

{Xn, n ∈ N} (2.7)

de v.a réelles positives appelée ”surmartingale positive”, si l’inégalité presque sûrement

Xn ≥ E(Xn+1 | Fn) (2.8)

est vérifiée quelque soit n ∈ N.

La suite (2.7) est appelée ”martingale positive”, si l’inégalité dans la relation (2.8) est remplacée

par l’égalité.
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Remarque 2.2.2. [8]

1. Une surmartingale est par définition une suite de v.a qui ”décrôıt en espérance condition-

nelle ”.

2. Sur une suite {Xn, n ∈ N} de v.a positives représentant la suite de la valeur de la fortune

d’un joueur, la condition de surmartingale exprime qu’en moyenne conditionnelle, le jeu

est à chaque instant défavorable au joueur.

3. L’inégalité (2.8) entrâıne que :

Xm ≥ E(Xp | Fm) ∀ m, p ∈ N (m < p) (2.9)

4. {Xn, n ∈ N} est une surmartingale si est seulement {−Xn, n ∈ N} est une sous-martingale

Lemme 2.2.1. [20] Étant donné deux surmartingales positives {X i
n, n ∈ N} (i = 1, 2) et un

temps d’arrêt ν tel que X1
ν ≥ X2

ν sur {ν <∞}, la formule :

Xn(ω) =

 X1
n(ω), n < ν(ω)

X2
n(ω), n ≥ ν(ω)

(n ∈ N) (2.10)

définit une nouvelle surmartingale positive.

2.2.4 La convergence des martingales

Théorème 2.2.3. [20] (Théorème de convergence des surmartingales)

Soit (Xn)n∈N une surmartingale relative à la filtration (Fn)n∈N telle que

sup
n∈N

E | Xn |<∞

Alors la suite (Xn)n∈N converge presque sûrement vers une variable X ∈ L1

Théorème 2.2.4. [20] Toute surmartingale positive (Xn)n ∈ N converge presque sûrement.

On outre, la limite

lim
n→∞

Xn = X∞(p.s) (2.11)

vérifie l’inégalités :

E(X∞/Fn), ∀n ∈ N (2.12)
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Théorème 2.2.5. [4](temps d’arrêt)

Soit Mn une martingale uniformément intégrable et soit T un temps d’arrêt quelconque ;

alors on définissant MT = M∞ sur {T =∞}, on a

1. MT = E(M∞ | FT )

2. Si T et S sont deux arrêts quelconques, on a

MT∧S = E(MT | FS) (2.13)

3. Pour une variable A−mesurable M intégrable,

on posant MT = E(M | Fn) , on a

MT = E(M | FT ) (2.14)

Lemme 2.2.2. Pour toute surmartingale positive (Xn)n∈N la suite (Xn∧ν)

”arrêter au temps ν ” est encore une surmartingale positive.

Remarque 2.2.3. Pour une martingale (Xn)n∈N, la suite arrêtée (Xn∧ν)n∈N à un temps d’arrêt

est elle même une martingale positive.



Chapitre 3

Application des martingales dans les

systèmes de files d’attente

Ce chapitre comprend deux parties, la première partie concerne l’analyse de la châıne de

Markov induite dans un système M/G/1 en utilisant la méthode des martingales. La deuxième

partie est consacrée aux principaux résultats obtenus sur la stabilité du système M/G/1 en

utilisant toujours la méthode des martingales.

3.1 Analyse du système M/G/1 par la méthode des mar-

tingales

3.1.1 Martingales associées aux systèmes M/G/1

Considérons le système de file d’attente M/G/1. Le processus d’arrivée des clients, noté

(At)t≥1, est un processus de Poisson de paramètre λ. Les temps de service successifs sont des

v.a i.i.d, indépendantes du processus des arrivées. On note B(.) la loi des temps de services et

B∗(.) sa transformée de Laplace .

Pour tout n ≥ 0 , on note Xn le nombre de clients en attente (ou en train de se faire servir)

juste après le nème départ .

Xn+1 = Xn + An+1 − 1{Xn 6=0}, ∀n ∈ N, (3.1)
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où 1{E} est la fonction indicatrice de l’événement E.

Le processus (An)n≥1 suit la loi du Poisson de paramètre λt , ce qui conduit en intégrant par

rapport à la loi de la durée de service

P(An = k) =

∫ ∞
0

(λt)k

k!
e−λtdB(t) (3.2)

En introduisant la fonction génératrice

a(z) =
∞∑
k=0

zkak (3.3)

avec

ak = P(An = k)

On remarque que

a(z) = B∗(λ(1− z)), (0 < z < 1) (3.4)

où B∗ est la transformée de Laplace de la durée de service .

En effet,

∀ k ∈ N, ∀ 0 < ak ≤ 1, ∀ 0 < z < 1 : |akzk| ≤ |zk| ≤ |z|k <∞

donc

a(z) =
∑∞

k=0 z
kak converge.

a(z) =
∞∑
k=0

zk
∫ ∞

0

(λt)k

k!
e−λtdB(t)

a(z) =

∫ ∞
0

e−λt
∞∑
k=0

zk
(λt)k

k!
dB(t)

a(z) =

∫ ∞
0

e−λteλtzdB(t)

a(z) =

∫ ∞
0

e−λt(1−z)dB(t)

a(z) = B∗(λ(1− z))
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Proposition 3.1.1. Soit (Ω,F ,P) un espace de probabilité et soit

Fn = σ(A1, A2, A3, . . .) ; F =
⋃∞
n=0Fn, F0 = σ(X0).

Les v.a Xn sont Fn −mesurable et la v.a An+1 est indépendante de la sous tribu Fn
On a

E(zXn+1 | Fn) = a(z)zXn−1{Xn 6=0}, ∀0 ≤ z ≤ 1 (3.5)

Preuve. E(zXn+1/Fn) = E(zXn+An+1−1{Xn 6=0}/Fn)

= E(zXn−1{Xn 6=0}.zAn+1/Fn)

= zXn−1{Xn 6=0}.E(zAn+1/Fn)

E(zXn+1/Fn) = zXn−1{Xn 6=0}.

∞∑
k=0

zkak

d’où la relation (3.5)

D’après la formule (3.4) on suggère d’une manière facile l’étude de la stabilité du système

M/G/1 par la méthode des martingales.

Théorème 3.1.1. Soit

Mn(z) =

 zX0 , si n = 0

zXn z
∑n−1
k=0

1{Xk 6=0}

a(z)n
si n ∈ N∗

(3.6)

Pour o < z ≤ 1 le processus (Mn(z))n∈N est une martingale positive.

Preuve.

E(Mn+1(z)/Fn) = E(zXn+1
z
∑n
k=0 1{Xk 6=0}

a(z)n+1
/Fn)

=
n∏
k=0

z1{Xk 6=0}

a(z)n+1
.E(zXn+1/Fn)

=
z
∑n−1
k=0 1{Xk 6=0}

a(z)n
.zXn

= Mn(z)
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3.1.2 Stabilité du système M/G/1

Théorème 3.1.2. Sous la supposition ρ > 1, le système M/G/1 est instable,

on outre

lim
n→∞

Xn =∞ p.s. (3.7)

Preuve. ∀n ∈ N et 0 ≤ z ≤ 1, la relation(3.5) implique l’inégalité

E(zXn+1 | Fn) ≤ a(z)

z
zXn p.s. (3.8)

Sous l’hypothèse ρ > 1 et d’après la convexité de a(.) et puisque d
dz
a(z)|z=1 = ρ,

∃z0 ∈]0, 1[: c0 =
a(z0)

z0

< 1 (voir [8], p.75).

Par conséquent :

E(z
Xn+1

0 | Fn) ≤ c0z
Xn
0 ≤ zXn0 p.s

Ce qui prouve que (zXn0 )n≥1 est une surmartingale positive majorée par 1.

D’après le théorème 2.2.4 du chapitre (2), (zXn0 )n≥1 converge presque sûrement vers une v.a

intégrable et

lim
n→∞

E(zXn0 ) = E( lim
n→∞

zXn0 )

Par récurrence sur n, et la relation (2.1) on en déduit que

E(zXn0 ) = cn0E(zXn0 ) ≤ cn0

En passant à la limite quand n→∞

lim
n→∞

E(zXn0 ) = E( lim
n→∞

zXn0 ) = 0



CHAPITRE 3. APPLICATION DES MARTINGALES DANS LES SYSTÈMES DE FILES D’ATTENTE 49

Ce qui donne

lim
n→∞

zXn0 = 0 p.s pour 0 < z0 < 1.

D’où le résultat.

Pour étudier le cas ρ ≤ 1, considérons σ un temps d’arrêt arbitraire pour (Fn)n∈N et on

définit la variable aléatoire ν(σ) comme étant le premier instant après le temps d’arrêt σ où le

système redevient vide, i.e

ν(σ) =

 inf{n ≥ 1, Xσ+n = 0}, σ <∞,

∞, sinon,
(3.9)

avec la convention inf ∅ =∞.

Le théorème suivant formule une loi de conservation pour le système M/G/1 et qui est fonda-

mental pour prouver les résultats de stabilité.

Théorème 3.1.3. Sous l’hypothèse ρ ≤ 1

E[1[σ<∞, ν(σ)<∞][
z

a(z)
]ν(σ) | Fσ] = 1[σ<∞]z

Xσ+1{Xσ 6=0} p.s (3.10)

est vraie pour tout 0 < z ≤ 1.

Preuve. On considère τ(σ) = σ+ν(σ) un temps d’arrêt pour (Fn), τ(σ)∧t, σ∧t seront encore

des temps d’arrêt, où ∧ est l’opérateur minimum.

Il est clair que : ∀t ∈ N : τ(σ) ∧ t ≥ σ ∧ t

Comme (Mn(z))n∈N est une martingale positive.

Alors, d’après le théorème de Doob (2.2.1) [11], pour tout 0 < z ≤ 1 et t ∈ N,

E[Mτ(σ)∧t(z) | Fσ∧t] = Mσ∧t(z) p.s, (3.11)

les v.a Mτ(σ)∧t(z) et Mσ∧t(z) cöıncident avec Mt(z) sur l’ensemble {t ≤ σ} et l’égalité (3.10)

peut être simplifiée sous la forme :

E[1[σ<t]Mτ(σ)∧t(z) | Fσ] = 1[σ<t)]Mσ(z) p.s, (3.12)

par conséquent

Mτ(σ)∧t(z) = zXτ(σ)∧t
z
∑σ
k=0 1[Xk 6=0]

a(z)σ
z−1[Xσ=0](

z

a(z)
)τ(σ)∧t−σ p.s, (3.13)
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En remplaçant (3.13) dans (3.12)et après quelques calculs simples en utilisant la Fσ-mesurabilité

des v.a. σ, Xσ et
∑σ

k=0 1[Xk 6= 0] on aura

E[1[σ<t]z
Xτ(σ)∧t(

z

a(z)
)τ(σ)∧t | Fσ] = 1[σ<t]z

Xσ [
z

a(z)
]σz1[Xσ 6=0] . p.s. (3.14)

Sous l’hypothèse de la convexité de a(z) et d’après ([8] p.77) on a z < a(z) pour tout 0 < z < 1

et pour tout t ∈ N on a :

0 ≤ 1[σ<t]z
Xτ(σ)∧t [

z

a(z)
]τ(σ)∧t ≤ 1[σ<t][

z

a(z)
]τ(σ)∧t ≤ 1 p.s. (3.15)

Puisque τ(σ) ∧ t = t pour tout t ∈ N sur l’evénement [ν(σ) =∞], d’après (3.15), on aura :

lim
t→∞

1[σ<t, ν(σ)=∞]z
Xτ(σ)∧t [

z

a(z)
]τ(σ)∧t = 0 (3.16)

D’où puisque Xτ(σ) = 0 sur [σ <∞, ν(σ) <∞] on a la convergence suivante

lim
t→∞

1[σ<t]z
Xτ(σ)∧t [

z

a(z)
]τ(σ)∧t = 1[σ<∞, ν(σ)<∞][

z

a(z)
]τ(σ). (3.17)

En faisant tendre t→∞ dans la relation (3.14), on obtient

E[1[σ<∞,ν(σ)<∞][
z

a(z)
]ν(σ)+σ | Fσ] = 1[σ<∞][

z

a(z)
]σzXσ+1Xσ 6=0 p.s. (3.18)

La relation (3.10) est maintenant immediate à partir de la relation (3.18) et en utilisant la

Fσ-mesurabilité du temps d’arrêt σ.

Corollaire 3.1.1. Sous l’hypothèse ρ ≤ 1,

P(σ <∞, ν(σ) <∞)Fσ) = 1[σ<∞] p.s, (3.19)

en particulier ν(σ) <∞ p.s à chaque fois que σ <∞ p.s

Preuve. Ce résultat s’obtient en utilisant le théorème précédent et en faisant tendre z vers 1

dans la formule (3.12).

Puisque z < a(z) pour 0 < z < 1 :

lim
z→1

z

a(z)
= 1,

donc

lim
z→1

E[1[σ<∞,ν(σ)<∞][
z

a(z)
]τ(σ) | Fσ] = P[σ <∞, ν(σ) <∞ | Fσ] = 1[σ<∞] p.s. (3.20)
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Dans ce qui suit, on s’intéresse au cas où σ est un temps d’arrêt pour Fn tel que :

Xσ = 0 sur {σ <∞}.

Dans ce cas, la v.a ν(σ) représente le nombre de clients servis durant une période d’activité.

Pour 0 < z < 1, il est clair que :

E[1[ν(σ)<∞][
z

a(z)
]ν(σ)] = E[1[ν(σ)<∞][

z

a(z)
]ν(σ) | Fσ] p.s. (3.21)

Remarque 3.1.1. La formule (3.21) peut être interprétée comme la fonction génératrice de

la variable aléatoire ν(σ) dans la variable aléatoire : ξ = z
a(z)

; elle pourra être utilisée pour

trouver la distribution de probabilité de ν(σ) ou ses moments.

Le corollaire suivant nous donne le nombre moyen de clients dans le système M/G/1 servis

durant la période d’activité.

Corollaire 3.1.2. Considérons un Fn-temps d’arrêt fini p.s, σ tel que Xσ = 0 sur l’ensemble

[σ <∞].

Sous l’hypothèse ρ ≤ 1, le premier moment de la variable alèatoire ν(σ) est donné par :

E[ν(σ)] = E[1[ν(σ)<∞]ν(σ)] =

 1
1−ρ , si ρ < 1,

∞, si ρ = 1,
(3.22)

et la variable aléatoire ν(σ) et la filtration Fn sont indépendantes.



Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons redémontré d’une manière simple la condition de stabilité du

systèmes M/G/1 en utilisant l’équation recursive de la châıne de Markov induite aux instants

de départ des clients dans le système ainsi que l’approche des martingales à temps discret.

Puis, sous cette condition et par la même approche nous avons établit la fonction génératrice

du nombre de clients servis dans la période d’activité.

Quelques perspectives de recherche

• Application des martingales à d’autres systèmes d’attente à savoir le système GI/M/1.

• Etude d’autres processus aléatoires via les martingales à temps continu.
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