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Notations et

conventions

Nous utiliserons les notations suivantes tout au long de ce mémoire:

- E étant un espace de Banach et (2 un sous ensemble borné de E. On notera par:

v sa norme.

v Q la fermeture de ).

v o0 la frontiére de €.

v’ B(zo,7) la boule ouverte de centre xy et de rayon r.

v B(xg,7) la boule fermée de centre g et de rayon 7.

v’ diam(A) diamétre de 'ensemble A.

v dim(A) dimension de I’ensemble A.

v oal() la mesure de non-compacité de Kuratowski.

v' conv(A) Denveloppe convexe de 'ensemble A.

v conv(A)  Tenveloppe convexe fermé de I’ensemble A.

v o1y I’application identique.

v 0 le zéro de l’espace E.

v C¥(I,J) : I'ensemble des fonctions f : I — J k fois contintiment différentiables sur
1.

v’ C(1,J) : Vespace des fonctions continue sur I & valeurs dans J.

b
V' LP([a,b]): espace des fonctions u mesurables sur [a, b] et vérifiant [ |u (¢)[" dt < oo.



Introduction

L’objectif de ce mémoire est de lever le voile sur une petite partie de la théorie du point
fixe. Plus précisément, on présente quelques théorémes du point fixe positif pour une
certaine classe d’applications (qui sera définie ultérieurement). Ces théorémes répondent
aux questions d’existence et de multiplicité de solutions de quelques problémes en analyse.

Avant d’aborder cette étude, on a jugé utile de présenter la théorie du point fixe d’une
maniere générale.

C’est quoi la théorie du point fixe?

C’est une théorie qui trouve ses origines dans des problémes mathématiques d’analyse et
d’algebre classiques. La plupart des problémes concrets de la physique, chimie, technolo-
gie, biologie, médecine, économie et des sciences sociales, etc. peuvent étre ramenés a la

résolution d’équations de type
f(@) = o (0.0.1)

Le cas classique correspond au cas ou f est une fonction linéaire ou un polynome.
L’inconnue x peut étre un nombre réel ou un nombre complexe; ou pour les systémes
d’équations un ensemble (z1, ..., x,) de tels nombres.

Ces problémes deviennent plus sophistiqués lorsque (0.0.1) est une équation fonction-
nelle (équation différentielle ordinaire, équation intégrale, équation aux dérivées partielles
...). Dans ce cas, I'inconnue z est une fonction (x : D — R ou z : D — C ) définie sur
un certain domaine D. Finalement, I’équation (0.0.1) peut étre plus compliquée, lorsque
I'inconnue est un opérateur agissant entre deux espaces abstraits.

La théorie du point fixe répond en premier lieu a la question suivante:

L’équation (0.0.1) admet-elle une solution?
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Si la réponse est affirmative, on passe & d’autres questions: comment la solution peut-elle
étre construite ou approchée? Combien de solutions y a-t-il 7 Quelle est la structure de
I’ensemble de toutes les solutions?

Dans ce mémoire, on s’intéresse notamment a I’étude d’existence de points fixes positifs
d’une contraction stricte d’ensembles en prolongeant le concept de I'indice du point fixe
défini pour les applications complétement continues a des classes d’applications plus larges
(les contractions strictes d’ensembles et les applications condensantes).

Une contraction stricte d’ensemble est une application telle que I'image de tout en-
semble borné est en un certain sens plus compacte que ’ensemble lui-méme. Le degré de
non-compacité est mesuré & I'aide d’une fonction appelée mesure de non-compacité.

Le premier qui a considéré la mesure de non-compacité d’un sous-ensemble A d’un
espace métrique est K. Kuratowski en 1930. Dans les années cinquante, G. Darbo, A.
Furi, M.A. Krasnosel’skii et autres ont appliqué différentes mesures de non-compacité
dans les théories du point fixe, des applications linéaires et des équations différentielles et
intégrales.

Ce mémoire comprend trois chapitres:

Le premier chapitre contient un ensemble de définitions et de résultats qui nous seront
indispensables & la compréhension de la suite de cette étude. Ces résultats concernent
essentiellement les notions suivantes: la mesure de non-compacité de Kuratowski, les
contractions strictes d’ensembles, les applications condensantes et les cones.

Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons quelques théorémes du point fixe sur les
cones pour les contractions strictes d’ensembles qui entrainent I’existence ou la multiplicité
d’un point fixe positif. La premiére section de ce chapitre est consacrée a la définition de
I’indice du point fixe pour une contraction stricte d’ensembles. Dans la deuxiéme section,
nous rassemblons quelques lemmes fondamentaux utiles pour la suite de ce travail, puis
nous donnons quelques développements récents du célebre théoreme de Krasnosel’skii,
établi en 1960 et développé par la suite par beaucoup d’auteurs, on peut citer les travaux
de Guo ([14],1988), Avery et Anderson ([3], 2002), Avery, Anderson et Krueger ([4], 2006).
Ces récents développements sont dit & Sun ([26], 1986), Meiqiang, Zhang et Weigao ([20],
2010) pour les contractions strictes d’ensembles. Dans la troisiéme section, nous nous
intéressons & l’existence des points fixes multiples d’une contraction stricte d’ensembles

définie sur un cone dans un espace de Banach ordonné. Plus précisément, nous présentons
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des théorémes qui donnent des conditions suffisantes pour ’existence de deux points fixes
positifs.

Dans le troisitme chapitre, nous étudions deux équations différentielles ordinaires de
différents ordres, I'une associée a4 une condition initiale et I'autre & des conditions aux

limites, dans un espace de Banach ordonné.



CHAPITRE

Préliminaires

1.1 La mesure de non-compacité

1.1.1 Notion générale de la mesure de non-compacité

Définition 1.1.1 [27] Soit E un espace de Banach et A la famille de tous les sous-
ensembles bornés de E. Une fonction ¢ définie de A dans [0, +00[ est appelée mesure de

non-compacité (MNC) sur E si elle vérifie les propriétés suivantes:
1. ¢(A) =0 <= A est relativement compacte.
2. 6(A) = (A),VAc A,
3. (A1 U As) =max{p(A1),d(As)}, VA, Ay € A

Exemple 1.1.1 La fonction ¢ : A — [0,400] telle que:

0, si A est relativement compact
¢ (A) =

1, sinon

est une mesure de non-compacité. En effet,
1. ¢(A) =0 <= A est relativement compacte (évidente).

2. ¢(A)=¢ (Z) , car A est relativement compact <= A est compact.

Ay est relativement compact;
3. (A1 U Ay) relativement compact < et
Ay est relativement compact.

Alors, dans tous les cas on trouve ¢ (A1 U As) = max {¢ (A1), ¢ (A42)}.
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Exemple 1.1.2 Soit E =R, posons

inf |z| si A est borné;
6(4) = § ==
00 si A n’est pas borné,

la fonction ¢ ne vérifie pas la troisiéme propriété. En effet, soient Ay et Ay deux ensembles

bornés de R avec A1 C Ay. D’une part on a

6 (AU Ay) = ¢ (Ay). (1.1.1)

D’autre part on a A; C Ay = inf |z| < inf |z|.
€A €A

Par suite, on aura
max {6 (A1), 6 (As)} = & (A1). (1.1.2)

D’otu, ¢ n’est pas une mesure de non-compacité.

1.1.2 La mesure de non-compacité de Kuratowski

Définition 1.1.2 (la mesure de non-compacité de Kuratowski [9],[27]) Soient £
un espace de Banach, A la famille de tous les sous-ensembles bornés de E. La mesure

de-non compacité au sens de Kuratowsks est l'application o : A — R, définie par:

) d > 0 tel que A admet un recouvrement finie d’ensembles
a(A) = inf ,
de diamétre inférieur ou égal a d .
c’est a dire
a(A) =inf {d >0 tel que 3 Ay, As, ..., A, C E; A C UA“ diam (A;) < d; Vi=1, ,n} ,

=1

ou diam(A;) = sup ||z —y||, Yo,y € A; et diam(D) = 0.

Remarque 1.1.1 1. La définition de la mesure de non-compacité de Kuratowsk: est
significative non seulement pour les espace de Banach mais également pour les

espaces métriques arbitraires.
2. 0 < a(A) <diam(A) < oo, VA € A.

3. A est fini = a(A) =0.
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Définition 1.1.3 (Distance de Hausdorff) La distance de Hausdorff entre deux en-

sembles non-vide bornés A et B est définie par:

(4. 5) = max {sup inf o o] sup nt o o]}

€A YE reBY

Notons que: H(A,B) >0 et H(A,B)=0«<= A=0B.
Propriétés élémentaires de la mesure de non-compacité de Kuratowski

Proposition 1.1.1 Soient E un espace de Banach et A la famille des ensembles bornés

de E. Alors, la fonction o a les propriétés suivantes:
1. Régularité: a(A) =0 < A est compact.
2. Monotonie: A C B=—= a(A) < «a(B), i.e a est croissante.
3. Invariance par passage a la fermeture: o (A) =« (A).
4. Semi-additivité: o (AU B) =max{a(A),a(B)}, VA, B € A.
5. a(ANB) <min{a(A),a(B)}, VA, B € A.
6. Semi-homogénéité: a (ANA) = |Aa(A), VAeR, A e A
7. Semi-additivité algébrique: a(A+ B) < a(A)+a(B), VA, B € A.
8. Invariance par translation: a(A+z) =«a(A), VA€ A,V € E.
9. Invariance par passage a l’enveloppe convexe: o (A) = a(convA), VA € A.
10. |a(A) — a(B)| <2H (A, B).
Démonstration. Soient A, B € A.

1. Comme E est un espace de Banach, alors

A est compact <= A est totalement borné (voir la proposition 2 dans I’annexe.)

< Ve>0,3B;, i=1,..,ntel que A C |J B; et diam (B;) < e Vi
i=1

— a(d)=0.
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2. On a A C B. Donc tout recouvrement de B est un recouvrement de A.
Par conséquent,
a(A) <a(B).
3. Montrons que « (A) = « (Z) . D’une part, on a
ACA= a(A) <a(4).
D’autre part, par définition de «(A); Ve > 0,3{A;};_, tel que A C [J A; et
i=1
diam (4;) < a(A)+¢eVi=1,..,n. Comme A C |J 4; et diam (4;) = diam (4;) <
i=1
a(A)+e Vi = 1...n, on obtient

a(A) <a(4).

4. Grace a la monotonie de o, on a d’une part,
AC(AUB) = a(A)<a(AUB),
et d’autre part,
BC(AUB)= a(B)<a(AUB).

Alors,
max{a(A),a(B)} <a(AUB). (1.1.3)

Réciproquement, posons 7 = max {« (A),« (B)}. Par définition de a (A) et a (B),

on a

Ve >0, I{A}, tel que A C |J A; et diam (A;) <a(A)+e<n+eVi=1n

i=1

et

Ve >0, EI{B]-}T:1 tel que B C |J Bj et diam (Bj) < a(B)+e<n+eVi=1m
j=1

Par suite, on a AU B C (U AZ) U (U Bj> , ce qui nous donne
i=1 j=1
a(AUB) <n+e, Ve > 0.

Donc,

a(AUB) <max{a(A4),a(B)}. (1.1.4)

De (1.1.3) et (1.1.4) on aura le résultat.
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5. Grace a la monotonie de a, on a d'une part, (AN B) C A = a(ANB) < a(A)
et d’autre part, (AN B) C B= a (AN B) < a(B). Donc

a(ANB) <min{a(A),a(B)}.

6. 1) a(AA) < |A| a(A) VA € R. En effet; supposons que A C [ A;. Alors AA C [J M\A;
i=1 i=1
et

diam (ANA;) = sup{|A| ||z —y| avec z,y € A; Vi=1,....m}
= |Asup{||lz —y|| avec z,y € A; Vi=1,...,m}
= |Ndiam (A;) Yi=1,...,m

i) |A a(A) < a(AA),VYA € R. En effet; d’aprés la monotonie de a on a

(A'AA=4) = Acr ')A
— a(A) <a(A'A4)
= a(A) <a (M) <A (M)

De i) et ii) on obtient le résultat.

7. On a par définition de a (A) et o (B): I{A;},_ tel que A C |J A; et diam (A;) <
i=1

a(A)+e, Vi=1.n, 3{B;}]_ tel que B C |J B; diam (B;) < a(B)+e Vj=1.m
j=1
respectivement. Comme les ensembles {A; + B;} recouvrent 'ensemble A + B, et

diam (A; + B;) < diam (A;) + diam (B;) .

Alors,
diam (A; + Bj) < a(A) + a(B) 4+ 2¢,Ve > 0

En faisant tendre € vers 0, on obtient, a (A + B) < a(A) + a(B).

8. D’apres la propriété de semi-additivité algébrique de o pour B = {x} on obtient,
a(A+{z}) <a(A)+a({x}); or la propriété de régularité entraine que o ({z}) = 0,

(car ’ensemble {z} est fini); d’on

a(A+{z}) <a(4). (1.1.5)
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D’autre part on a A = (A + {x}) — {z}, donc

a(4) = a(A+{z}—{z})

< a({zi+A) +a(=—{z})
({z} +4) —a({z})

= a({z}+4),

= «

d’ou
a(A+{z}) > a(4) (1.1.6)
de (1.1.5) et (1.1.6) on aura l'égaliteé.

Par abut d’écriture, on écrit o (A + ) au lieu de o (A + {x}).

a) A C conv(A) = a(A) < al(conv(A))

b) On a par définition de a (A) : Ve > 0 F{A;},_,, telque A C |J A, et diam (4;) <
i=1
a(A)+e Vi=1,2....n

Puisque diam (A) = diam (conv (A)), on peut supposer que A; est convexe Vi =

1,2,...,n

Posons A = {()\1,)\2, o)A >0, 1=1,2,...,n,

NE
>
I
—
——
@
oy
>
]
>
=

1

<.
Il

a(B(V) < g:l)\ia(Ai)

< > Ndiam(A;)

=1

M=

IN

(@(A) +¢) 2 A

1

.
Il

{

IA

a(A) +e.

Montrons que |J B (\) est convexe
AEA

Soit z =tz + (1 —t)yetn=tA+ (1 —1)p. Ilsufﬁtdemontrerquesio<t<1

x€ B(AN)etye B(u),alors z € B(n). En effet, smtx—Z/\:z:Zety—Zplyzou
=1 =

A= ()\17)\27 ;)\n) € A7 H= (/L17ﬂ27 . 71“11) €Aet i Yi € A Vi = 3 T

On suppose
A
7’

07 n; = 07

n; > 0;
Pi =

10
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10.

et z; = pwi+ (1= p) yi

> oMz = n "
i=1 St + > (n, —th\)yi =tz + (1 —1t)y, n; > 0.
i=1 i=1

Donc z = ) n,2; , par conséquent z € B () .
i=1

Maintenant, on peut montrer le résultat.

Puisque A C |J A; C J B () et 'ensemble |J B (\) est convexe, donc
i=1 AEA AEA

conv (A) C conw @1 Ai) c U B(\) — a(conw (A) < a ( U B (A)) .

A€A AEA

Comme ’ensemble A est compact, pour chaque € > 0, on peut trouver un nombre

fini de points A\®, ..., A\t™ dans A tel que pour tout A € A on a

min{H)\ — @

€
=1, ..., }<—
i n A

ou M = sup ||z]| < oo dong, si Ve € |J B(A), z= > \izy, A\j >0,
i=1

n
A; = 1 alors
rEB; AEA =1

1=

dj =1,...,m tel que zn: !)\i — )\f| < -
i=1

n . n .
Si on pose T = Y_ My, alors [z — Z|| < 3 |A — M| [|#:]| < € et on a aussi
i=1 i=1

conv (A) C 'L:njl (B (,\(i)) +eB (0, 1)) ;

ce qui implique que

a (conv (A)) < max{a (B <)\(i)>> + <€B (0, 1))} < a(A)+ e+ 2e.

1

Et comme ¢ est arbitraire, on obtient a (conv (A)) < o (A).

On a par définition de o (A) : Ve > 0 3F{A;},_,, tel que A C |J A; et diam (4A;) <
i=1
a(A)+e Vi=1,2,..n

Posons n = H(A,B) 4+ ¢, B, ={y € Btel que 3z € A;, d(z,y) <n} Vi=1,...,n.
Comme H (A, B) <n,ona B C |J B;. Alors
i=1

diam (B;) < 2n+diam (4;) <2H (A, B)+a(A)+3sVi=1,..,n
On fait tendre ¢ vers 0 on obtient a (B) < 2H (A, B) + a(A).
De méme on a a (A) < 2H (A, B) + o (B) . Par conséquent, on aura

la(A) —a(B)| <2H (A, B).

11
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Remarque 1.1.2 (i) Les propriétés de semi-homogénéité et semi-additivité algébrique

nous donnent que la MNC' de Kuratowsk: o est une semi-norme sur E.

(17) Ce n’est pas facile de déterminer la valeur explicite de o (A) pour un ensemble borné

A d’un espace de Banach.

Exemple 1.1.3 Soit B (0,1) la boule unité d’un espace de Banach E de dimension finie.
Alors
a(B(0,1)) =0.

En effet, B(0,1) est compacte <= dim E < 0.
Plus généralement, o (B (xg,r)) = 0, ot B (xg,7) est une boule de centre zo et de

rayon r dans l’espace E, car B (xg,1) est un compacte de ’espace de dimension finie E.

Proposition 1.1.2 Soit E un espace de Banach de dimension infinie et B (0,1) une boule
unité de E. Alors
a(B(0,1)) =2.

Démonstration. Il est clair que diam (B (0,1)) = 2, alors a (B (0,1)) < 2.
Sia(B(0,1)) < 2, donc il existe Ay, A, ..., A, tels que diam (Ag) < 2pour k =1,...,n
et B(0,1) C U A
k=1

Posons By, (0,1) = B(0,1) N E,, et By = A N E,. Alors, on a B (0,1) C Lnj B;, et
diam (By) < 2 Yk = 1,...,n. D’autre part, le théoréme des antipodes (voir l’anﬁz;e) as-
sure qu’il existe au moins un des ensembles By, qui vérifie diam (By) > diam (By, (0,1)) =
2, ce qui est une contradiction. D’out (B (0,1)) = 2.

Plus généralement, By, (zg,7) =2r. =

1.2 Les contractions strictes d’ensembles et les appli-
cations condensantes
Soient F et F deux espaces de Banach, A un ouvert de FE.

Définition 1.2.1 Soit f : A C E — F wune application continue

12
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i. f est dite compacte si f (A) est relativement compacte.

ii. f est dite complétement continue si l'image de tout bornée de A est relativement

compacte.

Remarque 1.2.1 (Relation entre compacte et complétement continue) Toute ap-

plication compacte est complétement continue. Si A est bornée, la réciproque est vraie.

Définition 1.2.2 ( k-contraction d’ensembles [13]) Soit f : E — F une applica-

tion continue et bornée (i.e. f transforme les bornés de E en des bornés de F).

1. On dit que f est une k-contraction d’ensembles s’il existe k > 0, tel que

a(f(A)) <ka(A), YA borné de E. (1.2.1)

2. f est appelée k-contraction stricte d’ensembles (ou contraction stricte d’ensembles)

s10<k<1.
3. f est dite condensante si

a(f(A) <a(A), VA borné non relativement compact (« (A) > 0).

Remarque 1.2.2 Il est évident que toute application f complétement continue, est une k-
contraction stricte d’ensembles et toute k-contraction stricte d’ensembles est condensante.

De plus on a:

1. f est condensante = f est une 1-contraction d’ensembles;

2. f est complétement continue <= f est une 0-contraction d’ensembles.

Exemple 1.2.1 Soit X un espace normé réel et L : X — X wune application linéaire

bornée. Alors, L est une ||L||-contraction d’ensembles.

Exemple 1.2.2 Soit X un espace normé réel et T : D C X — X une application

lipschitzienne avec la constante de Lipschitzl. Alors, T est une l-contraction d’ensembles.
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1.2. Les contractions strictes d’ensembles et les applications condensantes

1.2.1 Propriétés des contractions d’ensembles

Proposition 1.2.1 [25] Soit F; (i = 1,2,3) trois espaces métriques et supposons que:
Ty : Y — Fy, et Ty : Fy — F3 sont respectivement ki, ko-contraction d’ensembles.

Alors,

To 0T : Iy — F5 est une k1ky — contraction d’ensembles.

Démonstration. On a 1T} : F; — Fy, Ty : F5, — F3 sont respectivement k, k-
contraction d’ensembles, donc 7; est continue, bornée et a (77 (A)) < kia(A); V A un
ouvert borné de F; et T, est continue, bornée et a (13 (B)) < ke (B);V B un ouvert
borné de F5.

Donc, T5 0o T7 : F; — F3 est continue, bornée comme composée de deux applications

continues et bornées. D’autre part, pour tout A borné de F; on a:
a((TyoTy) (A)) = a(T2(11(A))) < kokia(A).
Alors, a ((Ty 0 T1) (A)) < k1koa(A), ¥V A un ouvert borné de F. =

Proposition 1.2.2 Soit £ un espace métrique et F' un espace de Banach.
SiTy: E— F etTy,: E— F sont respectivement ki, ko-contraction d’ensembles.
Alors,
T+ Ty : E— F est une(ky + ko)-contraction d’ensembles.

Démonstration. Montrons que 'application 7} + 15 : E — F est une (k; + ko)-
contraction d’ensembles.
On a 11,1, : E — F sont respectivement k1, ko-contraction d’ensembles, donc Tiet

T5 sont continues, bornées et

a(Ti (A)) < ka(A); VA un ouvert borné de F
et a (T2 (A)) < kya(A); YA un ouvert borné de E.

Donc, T1+7T; : E — F est continue, bornée comme somme de deux applications continues

et bornées. Gréce a la semi-additivité algébrique de «, on a

a((Th + 1) (A))

IN

a(Ty(A)) + a (T2 (A));
kio (A) + ko (A)

IN

IN

(k1 + k1) (A), YA un ouvert borné de E.

D’ou le résultat. m
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1.2. Les contractions strictes d’ensembles et les applications condensantes

Lemme 1.2.1 Soit A et B deux sous ensembles fermés d’un espace métrique E. Sup-
posons que T : ACE — FE etT': BC E — E sont deux k-contractions d’ensembles
telles que T =T" sur AN B.

Soit Uapplication T" : AU B C F — E définie par:

T(x) si z€ A;
T'(x) st x € B.

T”(.CC) —

Alors, T" est une k-contraction d’ensembles.
Démonstration. On a 7T est une application continue bornée sur A vérifiant
a(T () < ka(Q), YQ un ouvert borné de A. (1.2.2)
de méme pour, 7" on a T" est une application continue bornée sur B vérifiant
a(T'()) < ka (), VQ un ouvert borné de B, (1.2.3)

d’on, T" est continue et bornée sur A U B.

De plus, pour tout €2 borné de AU B on a :

a(T(Q) siQcC A
a(T'(2) si QC B.

a(T"() =

Donc, d’apres la semi-additivité de a on a

a(T"(©)) < max{a(T(Q)),a(T(Q))}
< kmax{a(Q),a(Q)}
< ka(Q).

D’ou le résultat. m

Proposition 1.2.3 Soit F' un espace de Banach, D un sous ensemble de F', T : D C
F — F une k-contraction d’ensembles et A : D — R une fonction continue telle que

sup{A(z):z € D} =1<o00. On définit T : D C F — F par
T (x) =X(z)T (x), Yz € D.

Alors, T est une kl-contraction d’ensembles.
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1.2. Les contractions strictes d’ensembles et les applications condensantes

Démonstration. 7" est continue et bornée comme produit de deux applications

continues et bornées. Soit 2 un sous ensemble borné de D. Par suite, les propriétés

(2),(9) et (6) de la MNC « (proposition 1.1.1) entrainent que

T'(2)
a(T'(%))

N

conv ({0} UIT (Q)).

IN

a(conv ({0} UIT ()))
a({0} UIT ()

max {a({0}), a(IT (2))}
max {a({0}), lo(T" ()}
kla()

VAN VAN

IN

D’otu, T" est une kl-contraction d’ensembles. m

Lemme 1.2.2 [15] Soit D un sous-ensemble borné d’un espace de Banach X. Si f :

X — X est une application de la forme L + T, ou L est une application linéaire et T est

complétement continue.

Alors,

a(f (D)) = alf(conv(DU{6})].

Démonstration. Puisque D C c¢onv (D U {0}), la 2euxiéme propriété de la proposi-

tion 1.1.1 entraine que « (f (D)) < a[f(conv (D U {0}))].

D’autre part, on a

f(eonw (D U {6})
alf(conv (D U{6}))]

IA

IN

IN

L(conv (D U {8}) + T (cono (D U {0})
a[L(conv (D U{68}) + T (conv (D U {0}))]
alL(conv (D U{6}))] + [T (conv (D U {6}))]

~~

=0

a[L(conv (D U {6}))]

a [conv (L(D U {6}))]

a [eonv (L(D) U L({6}))]
alL(D)]

al(f =T)(D)]

alf(D)] + o[(=T)(D)]
alf(D)].
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1.2. Les contractions strictes d’ensembles et les applications condensantes

Par conséquent, «ff(conv (D U {0}))] =a(f(D)). =

Exemple 1.2.3 Un exemple important donné par une application F'+ G, ou F' est une k
contraction d’ensembles et G est complétement continue alors F + G est une k contraction

d’ensembles. Soit par exemple u € C (J,R) solution de l’équation

u(t) :@(t,u(t))—|—/w(t,3,u(s))ds pourt e J=10,a,

ol ¢ et Y sont deux fonctions continues. Posons

G (u(t)) /z/z(t, s (s)) ds

et

F(u(t)) = ¢ (t,u(t))
G est continue grdace & la continuité de lintégrale et de la fonction 1, et pour toute partie
bornée Q C C (J,R), G(Q) est relativement compact alors, G est complétement continue.

D’ou, G est une 0-contraction d’ensembles. Or F est une k-contraction d’ensembles. Fn

effet, puisque p est telle que
lo(t,u) —@(t,v)] <klu—v|, Vte J etu,veR,

alors

|F' (u) — F(v)| < k|u—n].
Ensuite, la proposition 1.2.2 assure que F' + G est une k + 0 contraction d’ensembles.
Proposition 1.2.4 Soient X un espace de Banach de dimension infini, ¢ : [0, 1] — [0, 1]

une fonction continue et strictement décroissante, B (0,1) la boule unité de X. Soit

F:B(0,1) — B(0,1) une application définie par:

F(z)=¢(|z])x Vz € B(0,1).
Alors,

(a) L’application F' n’est pas une k-contraction stricte d’ensembles,

(b) L’application F est condensante.
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1.2. Les contractions strictes d’ensembles et les applications condensantes

Démonstration.

(a) Comme F (B) C conv(BU{#}),VB C B(0,1).

Pour tout B € B(0,1) on a:
a(F(B)) < a(conv(BU{6}))
= a(BU{0})
= max{a (B),a({0}))
< a(B) car a({8}) =0.
D’autre part, on a 0B (0,7¢(r)) C F (B (0,r)) pour r € [0,1] et par conséquent,

o(F (B(0,1)) = a(@B(0,r0(r)))

= 2rp(r) =a(B(0,r))e(r).(dapres la proposition 1.1.2).

Comme ¢ (r) — r quand 7 — 0, F' ne peut pas étre une k-contraction stricte

d’ensembles.

(b) Montrons que o(F(B)) < a(B) ¥YB C B(0,1) avec a (B) > 0.

Supposons que B = B; U By, B C B(0,1) tel que a(B) = d > 0, Prenons 0 < r < £,

et définissons les ensembles B; = B N B(0,7), B, = B\B(0,7). Il est clair que
F(B)=F (B))UF (By).
D’une part, on a
a(F(By) = a(BNB(0,r))
= min{a(B),a(B(0,7))}
< a(B(0,7)) =2r < a(B), (car a(B) = d > 2r).

Et d’autre part,

a(F(By))

IN

a{Az:0< A< p(r) et x € By})

IN

a (conv [¢ (r) BU{0}])
(¢ (r) BU{0})

(¢ (r) B)

(r) a(B)

a(B), car ¢ est strictement décroissante.

IN

o

IA
2

IN
©

A
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1.2. Les contractions strictes d’ensembles et les applications condensantes

Par conséquent, a(F(B)) = max{«a(F(B1)),a(F(By))} < a(B). Alors F est une

application condensante.

Théoréme 1.2.1 [2/] Soit E un espace de Banach, B C C([a,b], E) un sous-ensemble
équicontinu et borné.

Alors, a (B (t)) est continue sur |a,b], ot B(t) ={z(t): z(.) € B} et

o ({Jears a() e B}) < fam@nar

Démonstration. Montrons tout d’abord que a ({z(t) : z(.) € B}) est continue sur

la,b] . Comme B est équicontinu alors Ve > 0, 3y > 0, V¢, t' € [a,b],
t—t|<y=|lz(t)—z{)] <e, VzeB.
Ainsi, Vt, t' € [a,b] vérifiant |t —t'| <y on a

H((=z(t): =() € BY),({=(t): z() € B})) <e,

Alors, par la propriété (10) de la proposition 1.1.1, on obtient V¢, ¢’ € [a,b] vérifiant
it =] <~
o ({z(t) : z(.) € B}) —a({z("): z(.) € B})| < 2e.

Par conséquent, o ({z(t) : z(.) € B}) est continue sur [a, b].

Soit a =ty < t1 < ... <t, =b, o t; = a+ i=% une subdivision de [a,b]. Comme B

est équicontinu,(Ve > 0, IN > 0 tel que si n > N, alors ||z (¢;) —x (t)]| < e, V z(.) € B,

t € [ti_1,t]), alors, on a

g’"‘lb;ax(ti)—fx(t)dtH: ét} (z(t;) — 2 (t))dt|]| < (b—a)e Vn> N.

Dong, la propriété (10) de la proposition 1.1.1 entraine que

a({i:f;lb;“ 2 (t) x(.)eB}) —a({jx(t): x(.)eB})‘ <2 (b—a).

Cest & dire
lm a ({é b Lt al) € B}) —a ({fbx (1) : 2() € B})
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1.2. Les contractions strictes d’ensembles et les applications condensantes

D’autre part, la propriété (7) de la proposition 1.1.1 nous donne

a({ib_%(ti); x(.)éB}) <10 o (a ) s 2() € BY)

=1 N

D’on,

Théoréme 1.2.2 [2/] Soit E un espace de Banach, B C C([a,b],E) un sous-ensemble

équicontinu et borné, ot a,b € R. Alors,

a(B) = max a({z(t): z(.) € B}).

tefab)
Démonstration. D’une part, le théoreme 1.2.2, entraine que a ({z(t) : z(.) € B})
est une fonction continue sur [a, b] .
Maintenant, par définition de o(B) : on a Ve > 0 3{B;},-, tels que B C U B; et
diam (B;) < ¢ (ou ¢ c’est un nombre positif tel que B admet un recouvrement ﬁnl de

diamétre inférieur ou égal a 0), Vi = 1,...,m. Par conséquent, pour tout ¢ € [a,b] on a

(«(t): 2() € B} C lf]l ((t): 2() € Bi).
Aussi, on a

diam ({z(t) : z(.) € B;}) = x(')s%aeg |z (t) —y (t)|| < diam (B;) < 6.

Alors, o ({z(t) : z(.) € B}) <4, Vt € [a,b], et ainsi
maxa ({z(t) : z(.) € B}) <a(B).
D’autre part, comme B est équicontinu, donc il existe ¢y, ta, ..., t,, € [a,b] tels que
{z(t): z(.) € B} C 'Q {z(t;) : () e B} + B (0,¢), Vt € [a,b].

Si m[a>b<] a({z(t): z(.) € B}) < a(B), on peut trouver un nombre finie de sous ensembles
tela,

Aq, Ay, ..., Ay C E tels que

diam (A) < a(B), U {z(t;): «() € B} C JQA]-.

i=1
Evidemment, B = U {z(.) e B:z(t;) € Aj, i =1,...,n} telsque diam ({z(.) € B : z(t;) € A;}) <
d + 2¢, et donc ‘v’s > 0 a(B) < a(B) + 2¢. Par conséquent, a(B) < ¢, d'ou a(B) <
max a ({z(t): z(.) € B}). m

t€lab]
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1.3. Les cones

Théoréme 1.2.3 [24] Soient E un espace de Banach, C* ([a,b], E) l’espace des fonctions

continiment différentiable muni de la norme

Iy = t 't
lz Ol = masc fl (@)l + max [|l2" ()]

et ay la MNC de Kuratowski dans C* ([a,b] , E) .
Soit B C C' ([a,b],E) et B ={2'(.):z(.) € B}. Si B et B’ sont bornés, équiconti-

nus. Alors,

a1 (B) = max {max a({z(t):z(.) € B}),max a ({2'(t) : z(.) € B})} :

t€la,b] t€(a,b]
Lemme 1.2.3 [13] Soit E un espace de Banach, si B C C([a,b],E) est un ensemble
dénombrable, et il existe une fonction p(t) € L([a,b],R") telle que ||z (t)|| < p(t),
t € [a,b] avec (a <b < o0) , z € B. Alors, a (B (t)) € L ([a,b],RT) et

b b
oY <{fx(t)dt s x(.) € B}) <2[a(B(t))dt.
Lemme 1.2.4 Soit E un espace de Banach et B C C (J, E). Si B est dénombrable, et il

eziste une fonction p (t) € L ([0, +oo[,RT) telle que ||z (t)|| < p(t), t € [0,4+00[ , x € B.
Alors, a({x (t) : xz(.) € B}) est intégrable sur J, de plus
« ({Zfoox (t)dt: =z(.) € B}) < 2J;fooa({x (t): z(.) € B})dt.

Démonstration. (voir [30]). m

1.3 Les cones

Soit E un espace de Banach.

Définition 1.3.1 Un sous-ensemble non vide P de E est dit cone sur E s’il est conveze,
fermé et vérifie les deux conditions suivantes:

1. (xePetA>0)= \r € P;

2. PN(—=P)={0}, (e (r€ePet —xe€P)=x=0).

La premiére condition entraine que 6 € P.

Définition 1.3.2 Un espace de Banach est dit ordonné s’il contient un come P.

On définit une relation d’ordre sur E comme suit
ry<=y—zch

De plus, on a
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1.3. Les cones

I.x<y<=zx<yetxFy.

2. 1<Ky, <=y—xve€PouP #0.
3 rdy<s=y—x¢P
Et, on définit le segment d’un cone P par [z,y] ={z € Pz <z <y}.
Définition 1.3.3 (Cone normal) Un cone P sur E est dit normal (ou naturel) si

36>0, Yo,y € P ([le] = [lyll = 1) = llz + yll = 0.

Géométriquement, la normalité de P signifie que l’angle entre chaque deux vecteurs uni-
taires positifs ne peut pas dépasser w. Autrement dit, un cone normal ne peut pas étre trop

large.
Proposition 1.3.1 [14] Soit P un cone sur E. Alors, P est normal si

IN>0, Ve,ye P.Op<z<y=|z| <N |yl (1.3.1)
(i.e la norme est semi-monotone.)

Remarque 1.3.1 La proposition précédente peut étre considérée comme définition d’un
cone normal P sur E, et dans ce cas, la plus petite constante N > 0 telle que (1.3.1) soit

vérifiée est appelée "constante de normalité de P".

Exemple 1.3.1 1. By = R", P, = {x = (21,22, ...,x,) ER" 1 2; > 0,Vi =1..n} =
(Ry)".
Py est normal, avec la constante de normalité N = 1, car toute les normes sur R"

sont monotones, tel que

Vr,y € R%0pn <z <y = |lzf| < lyl.

2. Ey = C' ([0, 27]) : Uespace des fonctions continiment différentiables sur [0, 27] muni

— /
de la norme ||z, = JBax lz(t)| + Jmax |2 ()].

Soit
Py={x € FEy:xz(t) >0,Vt €0,2n]}
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1.3. Les cones

P, n'est pas normal car sinon, l’hypothése de la proposition (1.3.1) donne que:
N> 0: ey e P0< <y = lellp < Nyl
Soit donc x,(t) =1 — cosnt, et y,(t) =2. On a
Vn e Nz, yn € Py et 0 <z, (t) <y, (t), carVt € [0,2n],1 — cosnt < 2,

mais

|z, = max |1 —cosnt|+n max |sinnt|.
2 0<t<2m 0<t<2m
= 2+n,Yn eN.

Alors, 2 +n < 2N, Vn € N, ce qui est impossible par passage a la limite quand

n — 4+o0.

Proposition 1.3.2 Soit P un cone, pour tout u,x,y et z € P et a,b € R, on a

1.

2.

3.

10.

r <z

(x<yety<z)— x <z

(z<yety<z) = z=y.

(x<yetd<a<b) = ax < by.

(x<yetu<z)=zr+u<y+-z.

r<yey<kz) = <L 2.

(r<yety<z) = < 2.

(x<yety<Kz) = < 2.

(r<yeta>0)= ar < ay.

Soient (z,)n €t (Yn)n deuz suites de E telles que: ¥Yn € N, x, < y,. Alors

lim x, < lim y,.

n—oo n—oo

Démonstration. Ces propriétés se démontrent en utilisant les définitions précédentes.
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CHAPITRE

2 Théorémes du point fixe
d’une contraction stricte

d’ensembles

2.1 Indice du point fixe d’une contraction stricte d’ensembles

2.1.1 Rappel sur l’indice du point fixe d’une application com-

plétement continue

Commengons d’abord par donner la définition suivante:

Définition 2.1.1 (Ensemble rétracté) Soit E un espace de Banach. Un sous-ensemble

F de E est dit un rétracté de E, s’il existe une application continue r : E — F telle que
r(x) =z, Vr € F.

Ou encore si Iyr admet une extension continue o E. L’application r est alors appelée

rétraction.

Remarque 2.1.1 Toute partie convexe fermée d’un espace de Banach E est une rétractée

de E, en particulier, tout cone P C E est un rétracté de F.

Lemme 2.1.1 [20] Soit P un céne d’un espace de Banach réel E. Si p : P — [0,00]
une fonction conveze, uniformément continue avec p(0) = 0 et p(x) > 0 Ya # 0, alors

Vr>0,D,={x € P:p(x)>r} est un rétracté de E.
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2.1. Indice du point fixe d’une contraction stricte d’ensembles

Théoréme 2.1.1 (/14])(définitions axiomatiques)
Soit E un espace de Banach, X un rétracté de E, pour tout ouvert borné 2 de X et
toute application complétement continue f : Q — X sans points fizes sur 0S), il existe un

unique nombre entier noté i(f,Q, X) ayant les propriétés suivantes:

1. Normalisation.
i(f,Q,X) =1 si f est constante sur Q (i.e. f(x) =y, € Q; Vx Q).
2. Additivité.
Pour toute paire de sous-ensembles ouverts et disjoints 21, 2o de Q tels que f
n’admet pas de point fize sur Q\ (2, Uy), on a:
Z(f,Q,X) = Z<f7ﬂlaX) +Z(f7927X)
ol Z(fa QkaX) = Z(f‘m,Qk,X),k € {172} :

3. Invariance homotopique.
L’entier i(hy, 2, X) est indépendant du choix du paramétre t € [0,1]; ot hy : [0, 1] X
Q — X est une application complétement continue vérifiant hy(x) # = pour tout
(t,z) € [0,1] x 0.

4. Permanence.

Si'Y est un rétracté de X telle que f(Q) C Y, alors

i(f,Q,X) = i(f,2NY,Y) = i(figey @ Y).

i(f, €, X) tel que X est un rétracté de E, ) est un ouvert borné de X
De plus, soit M = ¢ et f: Q — X est une application complétement continues

sans points fixes sur 0f)
vérifiant les propriétés (1) —(4) est défini d’une fagon unique. L’entier i(f, 2, X) est appelé

I'indice du point fixe de f sur ) par rapport a X.

2.1.2 L’indice du point fixe d’une contraction stricte d’ensembles

Le concept de I'indice du point fixe peut étre prolongé a des contractions stricte d’ensembles

et encore a des applications condensantes.
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2.1. Indice du point fixe d’une contraction stricte d’ensembles

Soit X un ensemble convexe, fermé et non vide d’un espace de Banach F, {2 un sous
ensemble ouvert borné de X. Soit f : Q@ — X une k-contraction stricte d’ensembles telle
que f(z) # x, Vo € 00 (i.e. que f n'admet pas de points fixe sur 92). Alors on définit
I'indice du point fixe de f sur Q par rapport & X, i (f, 2, X)) comme suit:

Posons
Dy =convf () et D, =convf (D,—1NEQ) pour (n=2,3,..)

(1) Si 3 n =ne € N* tel que D,,, NQ = (), alors D,, n’a aucune signification pour n > ny.

Dans ce cas, on définit 'indice du point fixe ¢ (f,Q, X) par
i(f,Q,X)=0 (2.1.1)

(2) Supposons que V n € N* D, N Q # (). 1l est clair que, D, C D;. Si on suppose que
Dy_1 D Dy, alors

Donc, D,, C D,,—1 ¥V n € N*. Comme f est une k-contraction d’ensembles pour tout

ne{l,2,..} ona
a(D,) <a (f (Dn—l ﬁﬁ)) <ka« (Dn—l ﬂﬁ) <ka(D,) <k 'a(D),(n=1,..

Par conséquent, lim «(D,)=0,car (0 <k <1).

n—-+00

o
Par suite, la proposition 1 (voir ’annexe) entraine que D = (] D,, est un ensemble
n=1
non vide, compact de X. Et il est clair que D est convexe comme intersection d’ensembles
— o0 —
convexes. De plus, DNQ = (Dn N Q) est également non vide, compact (car D est non

n=1

vide et DN Q est fermé dans un compact), et d’ailleurs f (D N ﬁ) C D. En effet; puisque
f (Dn ﬂﬁ) C convf (Dn ﬂﬁ) =D,1 C D,.

Alors,
f(DNQ) c ) f(D.NQ) c () D, =D.
n=1 n=1

Comme D est compact, Papplication f : DNQ — D est complétement continue. Ensuite,
le théoreme d’extension de Dugundji (voir ’annexe théoréme 2), entraine qu’il existe une

application completement continue

f1:Q— D, (D cC X) telle que fi(z) = f(z) Vx € DNQ
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L’application f; n’admet pas de point fixe sur 0€). En effet; on raisonne par I’absurde,
supposons que

dzg € 0N tel que fi (xg) = .
Alors, puisque fi (70) € D donc 79 € DN Q, ainsi f;(z0) = f(x0), cest-a-dire f(zq) = 20
pour xo € 02, ce qui contredit 'hypothése. Par conséquent, le théoréme 2.1.1, entraine
que l'indice du point fixe i (f1, 2, X) est bien défini.

Par suite, I'indice du point fixe i (f,€, X) est défini par:
P (f,9.X) =i (1,2, X) (2.1.2)

Remarque 2.1.2 L’indice du point fize d’une k-contraction stricte d’ensemblesi (f,€, X)
défini dans (2.1.1) et (2.1.2) est indépendant du choix de Uapplication fi. En effet, sup-

posons que fi, f2: Q@ — D sont deux applications complétement continues telles que:

filz) = f(z), Vze DNQ,
falx) = flx), Yee DN
Soit H (t,x) =t fi(x)+(1 —t) fo(z), on a H : [0,1] x Q — X est complétement continue.

De plus, H (t,z) n’admet pas de point fize sur O (i.e. H (t,z) # x V (t,z) € [0, 1] x 092),

car si 3ty € [0,1], ¢ € 0N tels que H (ty, z9) = xo alors on a

tofi(wo) + (1 —to) fa(wo) = 20

et comme f1(x), fa(x) € D et D est convexe, alors xo = tof1(xo) + (1 — tg) f2(xo) € D.
Ainsi, 1o € DN Q et fi(wo) = fa(zo) = f(x0) ce qui nous donne f(xy) = x¢ pour
o € 0S) ce qui contredit l’hypothése. Par conséquent, la propriété de l’invariance homo-

topique de l'indice du point fixe d’une application complétement continue nous donne que

i(be?X) :Z(f2797X)

L’indice du point fixe d’une application condensante

Soit X un convexe fermé non vide et f : Q — X une application condensante sans point

fixe sur 9. On choisit une k-contraction stricte d’ensemble g : Q@ — X telle que

| f(z) —g(z)]| < 7,Vx € Q,
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2.1. Indice du point fixe d’une contraction stricte d’ensembles

ou
= inf — > 0.
7= inf lo = /()]
Remarquons que g existe toujours, on peut prendre par exemple g = kf, oi 0 < k < 1 et

1 — k est suffisamment petit. Il est clair que g n’admet pas de point fixe sur 0f2. En effet;

on raisonne par ’absurde, supposons Jzy € 0S2 tel que g (zg) = xg et

g (w0) = 10 = g (x0) — w0 = 0 = ||g (v0) — 20]| =0

alors,
1S (o) — ol = |[f (w0) — g (x0) + g (w0) — x|
< f (o) = g (o)l + llg (x0) — ol
< T
ce qui contredit le fait que inafQ |f (z) — x| = 7. Et par conséquent, le théoreme 2.1.1,
TE

entraine que l'indice du point fixe i (g, 2, X) est bien défini.

Maintenant, on définit I'indice du point fixe i(f, Q, X) par:
i(f,9.X) = i(g. 2, X). (2.1.3)

Théoréme 2.1.2 (/10], page 21) L’indice du point fize i(f,Q, X) d’une k-contraction

stricte d’ensembles vérifie les propriétés suivantes:

1. Normalisation.

Si f:Q — Q est une application constante (i.e. f(x) = yo € Q; Vo € Q.), alors
i(f,,X)=1

2. Addsitivité.

S1 Qq, s sont deux sous-ensembles ouverts et disjoints de §2 tels que f n’admet pas

de point fize sur Q\ (21 U y), alors:

i(f,,X) =di(f, 0, X) +i(f, 2, X)

3. Invariance homotopique.

Si on suppose que
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2.1. Indice du point fixe d’une contraction stricte d’ensembles

(a) H:[0,1] x Q — X est continue et H(.,x) est uniformément continue YV € Q.

(b) H(t,.): Q— X est une k-contraction stricte d’ensembles, ot k ne dépend pas

det €0,1],

(¢c) H(t,x) # x Vt € [0,1] et x € 09,

Alors,
i(H(t,.),Q, X) = constante V't € [0,1].

4. Permanence.

S1Y est un rétracté de X telle que f (ﬁ) CY, alors

i, X)) =i(£,QNY.Y).

5. Propriété d’excision.

Soit V C Q un sous-ensemble ouvert tel que f soit sans points fives sur Q\V; alors

i(f,Q,X)=1i(f,V,X).

6. Propriété d’existence.

i(f,Q,X) # 0= f admet au moins un points fixe sur .

Démonstration. D’aprés (2.1.2), on a
i(f,Q,X) =1i(f1,Q,X)

ou f; est une application complétement continue.

Ensuite, le théoréme (1.3.1) assure la validité des propriétés de (1) — (4).

Notons que les propriétés de (1) — (4) de l'indice du point fixe d’une application
completement continue sont déja démontré.

Dans ce qui suit, on démontre deux conséquences de la propriétés d’additivité qui sont

les propriétés 5 et 6 si dessus.

e Soit Q1 = N et 2y =0. On a, O\ () UQ) = Q\Q = 90. f est donc, par hypothése

sans points fixes sur 02, la propriété d’additivité de l'indice a lieu et on a

i(f,,X)=i(f,Q,X)+i(f,0,X) = i(f,0,X)=0.
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2.2. Quelques théorémes du point fixe positif

Si on prend maintenant V' = €2y, la méme propriété nous donne
i(f, 0, X) =i(f, V. X) +i(f,0,X) =i(f,V, X)
D’ot le résultat demandé.

e On raisonne par 'absurde. On suppose que i(f, 2, X) # 0 et que f n’admet pas de
point fixe sur Q. Soit V =0, (i.e

Q\V = Q, f étant sans points fixes sur Q et 99), donc elle l'est aussi sur Q U 9Q = Q,

Ceci nous permet d’appliquer la propriété d’excision pour V = (), et on a:
i(f,9,X)=i(f,V,.X)=i(f,0,X) =0,
ce qui contredit le fait que i(f, 2, X) # 0. D’ou le résultat demandé.
|

Remarque 2.1.3 L’indice du point fize d’une application condensante défini dans (2.1.3)
est indépendante du choix de ’application g, et le théoréme 2.1.2 reste toujours vrai pour

cette derniere classe d’applications.

2.2 Quelques théorémes du point fixe positif

2.2.1 Lemmes fondamentaux

Lemme 2.2.1 [10] Soit X un convexe fermé de E, X, un conveze fermé borné de X et
Q un ensemble ouvert non vide de X avec Q C X;. Si f: X1 — X est une k-contraction

stricte d’ensembles, f(X1) C Xy et f n’admet pas de points fixe sur X1\ Q. Alors,
i(f,Q,X)=1.

Démonstration. Il est clair que X; est fermé dans F et f (ﬁ) C X;. Par la propriété
(4) du théoreme 2.1.2 on a
i(f,9,X) =i(f,Q Xy). (2.2.1)

Puisque €2 est un sous-ensemble ouvert de X et 2 C X; C X, alors €2 est également un
sous-ensemble ouvert de X;. Comme f n’a aucun point fixe sur X;\ €, la propriété (5)

du théoreme 2.1.2, entraine que

i(f, 9, X1) = i(f, X1, Xu). (2.2.2)
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2.2. Quelques théorémes du point fixe positif

Choisissons xy € Q C X et soit H (t,z) =t xo + (1 —t) f(x).
11 est clair que H : [0,1] x X; — X est continue V¢ € [0,1] et S C X; borné, on a

o (H(6,8) < (- a(f(5) < (L —t)ka(S) < kal(s).

Alors, Vt € [0,1] H (t,x) : X1 — X; est une k-contraction stricte d’ensembles.
Notons que, quand X; est traité comme sous-ensemble ouvert de X; sa frontiére est

vide. Selon (1) et (3) du théoréeme 2.1.2, on obtient

i(f, X1,X1) = i(H(0,.),X1,Xy) (2.2.3)
= (H(1,.),X1,Xy)
= i(Io,Xl,X1> =1.

Donc, (2.2.1) , (2.2.2) et (2.2.3) entrainent que i(f,Q2, X)=1. =

Lemme 2.2.2 [10] Soit X un convexe fermé de E et ) un sous-ensemble convexe ouvert
borné non vide de X. Si f :  — X est une k-contraction stricte d’ensembles et f (ﬁ) c Q.
Alors,

i(f,Q,X)=1.

Démonstration. On aura le résultat en posant X = Q dans le lemme 2.2.1. =

Lemme 2.2.3 [10] Soit X un convezxe fermé de E et Q) un ensemble ouvert borné dans
X avec § € Q. Si f : Q — X est une k-contraction stricte d’ensembles satisfaisant

I’hypothése suivante

fz) # px, Yo € 002, pu> 1. (2.2.4)

Alors,
i(f,Q,X)=1.

Démonstration. Soit H (t,x) = tf(z). L’application H : [0,1] x Q — X est continue
par rapport & , et la continuité de H est uniforme par rapport a t. H(t,.) : Q@ — X
est une k-contraction stricte d’ensembles, tel que H (¢t,z) # x, Vo € 00 , t € [0,1]. En
effet, s’il existe t € [0, 1], pour lequel 3 24 € 09, tel que H (t,x0) = o, alors deux cas se

présentent:

1. pour t = 0, on obtient 'existence d'un point zo € € tel que g = #, d’ou la

contradiction avec 8 € €.
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2.2. Quelques théorémes du point fixe positif

2. pour t €]0,1], on obtient I'existence d’un point fixe xg € 9Q tel que tf(xg) = zo
donc f(zg) = Fxo, oit 7 > 1, d’out la contradiction avec 'hypothese (2.2.4). Alors,
d’apres les propriétés de I'invariance homotopique et de la normalisation de I’indice

du point fixe, on en déduit que
i(f,Q,X)=1i(0,9,X) = 1.

D’ou le résultat.

Remarque 2.2.1 Les lemmes 2.2.2 et 2.2.3 restent toujours vrais pour une application

condensante.

Lemme 2.2.4 ([10], page 174) Soit P un cone dans un espace de Banach E et Q un

ensemble ouvert borné de P, soit f : Q — P une k-contraction stricte d’ensembles vérifiant
6eet f(x)#x, Vae .

Alors,
i(f,Q,P)=1.

Démonstration. Montrons que f(x) # px,Vax € 9§, p > 1. En effet, si
dzg € 00 et py > 1 tels que f(xg) = poxo,

on aura f(xg) = pero > o, ce qui contredit 'hypothése. Par conséquence du lemme

2.2.3, on obtient i (f,Q, P)=1. m

Lemme 2.2.5 [20] Soit P un cone et Q) un ensemble ouvert borné dans E. Supposons que
f:PNQ — P est une k-contraction stricte d’ensembles, et p : P — [0, 00| une fonction

convexe, uniformément continue avec p(0) =0 et p(z) >0 Vo # 6. Si

p(f(2)) < plx) et f(x)#£x Ve e PNos.

Alors,
i(f,PNQ,P)=1.
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Démonstration. Si 3 zop € PNIN et py > 1 tels que f(xg) = pgxo, alors py > 1.

Par conséquent,

o) = (Hif@:o)) < Ly (ao) < p(on) < o) (2.2.5)

0 0

D’ou la contradiction. Du lemme 2.2.3, il découle que i (f,PNQ,P)=1. =

Lemme 2.2.6 (/10], page 23) Supposons que X est un conveze fermé dans E, S est un
ensemble ouvert borné dans X et f: Q — X une k-contraction stricte d’ensembles satis-

faisant aux hypothéses suivantes
Jug € X,ug # 0, tel que Mug € X VA >0 etz — f(x) # Mg ¥V z € 092, A > 0. (2.2.6)

Alors,
i(f,Q,X)=0.

Démonstration. Supposons que i (f, 2, X') # 0. Choisissons Ay > 0 tel que

Ao > [luoll ™ sup (el + [Lf(@)]]) - (2.2.7)

€N

Posons H (t,z) = f(x) + Aotug. Puisque X est un ensemble convexe fermé, on a

Vn € N, (1 — l) f(z) + Xotug = (1 — l) flz)+ (l X n)\otuo) c X.
n n n

Ainsi, on fait tendre n — 400 on obtient f(x) + Aotug € X Vo € Qet t € [0,1], et
a(H (t,B)) = a(f(B) + Aotug) = a(f(B)) < ka(B) VB C X borné

alors H : [0,1] x @ — X est une applications k-contraction stricte d’ensembles. Par
hypothése on a z — f(x) # Aug, Vo € 002, A > 0, alors H (t,z) # Ve € 00 et 0 <t < 1.

Par conséquent, grace & I'invariance homotopique, on a
i(H(1,.),Q,X)=4i(H(0,.),Q,X),

c’est-a-dire,

i (f 4 Moo, Q, X) =4 (f,Q,X) #0.

Et par la propriété d’existence, on sait qu’il 3 xg € Q tels que xg = f(xg) + Aoup et ainsi
Xo < |Juol| " (||| + || £ (@)]]) , ce qui est une contradiction avec (2.2.7), D’ou le résultat.
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Lemme 2.2.7 [10] Soit P un céne et Q un ensemble ouvert borné de P, soit f : Q — P

une k-contraction stricte d’ensembles satisfaisant la conditions suivante
f(z) £ x Vo € 0Q.

Alors,
i(f,Q, P)=0.

Démonstration. Choisissons ug > 0 et montrons que x — f(z) # Aug, z € 9Q, X > 0.
En effet, si
dxg € 9 et A9 > 0 tels que zg — f(xg) = Aguo,

alors, g > f(zo), ce qui contredit ’hypothése. Par conséquent, du lemme 2.2.6, on

obtient i (f,Q,P)=0. =

Si f est une O-contraction d’ensembles (f est complétement continue) on a le lemme

suivant:

Lemme 2.2.8 Soit § € Q et f : PNQ — P une application complétement continue

satisfaisant [’hypothése

1. inf [ f(x)]| > 0;

r€PNON

2. f(x) #px,Nr e PNOQ, 0<pu<l.

Alors,
i(f,PNQ,P)=0.

Remarque 2.2.2 L’exemple suivant montre que le lemme 2.2.8 n’est pas toujours vrai
pour une k-contraction stricte d’ensembles si k € ]0,1[. Pour avoir un résultat analogue

dans ce cas on donnera les deux résultat qui suivent l’exemple.

1
00 2
Exemple 2.2.1 Soient E = 1? = {x = (1, T2, T3, ey Ty o) | 7] = (Z xi) < oo} :

n=1

Q={z=(v1,22,23,....,0n,...) € > | 2] <1}.
et P un cone sur E défini par:

P = {x = (71,29, 23, ..., Tp,...) €| 2, >0, n=1,23, }
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On définit Uapplication F : PNQ — P par:

1 1 1 1
F(zx) = (0, %1 582, 535 -+, 5Tn-1, ), Vo e 2 (2.2.8)

Puisque Vz,y € 1%, [[F(z)| = 3|z|| et ||[F(z) — F(y)| = 2|z —yl, alors F est une

%—contmctz’on stricte d’ensembles. Et on a

F(z) # px,Ver € PNOQ, u>0. (2.2.9)
En effet, si
do* = (a7, 25,25, ..., 2, ...) € PNOQ et p* > 0 tels que F(z*) = p*a”.

Alors,
0= pra7, ST = W Ty Gy = Ty,

et par conséquent, 7 = x5 =25 = .. =1z, = ... =0, t.e " = 0, contradiction avec le fait
que [lz*[| = 1.

Du fait que |Fz| = 3§ ||z| et Fx # pz,Yz € PNOQ, >0, les conditions du lemme
2.2.8 sont vérifiées, alors i (F, PN, P) = 0.

Mais la condition F(x) # ux,Yx € PNOQ, u> 0 et le lemme 2.2.3 entrainent que
i(F,PNQ,P)=1.

Lemme 2.2.9 ([10], page 175) Soit P un cone de E, Q@ un ensemble ouvert borné de P, et

f: PNQ — P une k-contraction stricte d’ensembles satisfaisant les conditions suivantes:

inf 2.2.1
sl IF @I >k sup ] (2.2.10)
f(z) # px,x € 0Q,u €]0,1]. (2.2.11)

Alors,
i(f,PNQ,P)=0.

Démonstration. Pour la preuve de ce lemme, (voir Fournier-Martelli, théoréme 3.5).

Lemme 2.2.10 [26] Soit P un cone d’un espace de Banach E, B, = {x € E : ||z| <r}

et f: B,NP — P. une k-contraction stricte d’ensembles vérifiant les conditions swivantes
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(i) 30 > 0 tel que ||f (x)]| > (k+9) ||z|| Vz € OB, N P.
(17) f(x) # px,VYr € 0B, NP et 0 < pu <1

Alors,
i(f,B.NP,P)=0.

Démonstration. Pour la preuve de ce lemme, (voir [26], théoréme 1, page 567). m

Lemme 2.2.11 [20] Soit E un espace de Banach réel, ||.|| la norme dans E, P un cone
dans E et Q = {x € E: ||z]| < R, R € R*}. Supposons que f : PNQ — P est une
k-contraction stricte d’ensembles et p : P — [0, 00[ une fonction convexe, uniformément
continue avec p(0) =0 et p(x) >0Vr #0 et p(z) < |z|. Si

(i) inf p(z) >0, et 36 >0 tel que —L—— <1+2 et

€ PNOK eeilon (@) =

p(f(x)) > (k+d)p(x),Yo e PNIN

(17) f(x) # px, p €10,1],Vx € PN oS,

Alors,
i(f,PNQ,P)=0.

Démonstration. Supposons &£+ > 1. Soit N = k%&? puis N f est une k-contraction

stricte d’ensembles. Considérons
Hy(t,z) =tf(x)+ (1 —¢) Nf(z),t € [0,1],2 € P NON.
D’une part,
a(H, (t,B)) <ta(f(B))+ (1 —t)a(Nf(B)) < ka(B) ¥YB borné de PN Q.

D’autre part, 3 ¢ty € [0,1],z9 € P N 9IN tels que xg = tf(xg) + (1 —t) Nf(zo), alors
f(zo) = <m> xg, ce qui contredit la condition (i7). La propriété de I'invariance
homotopique de 'indice du point fixe entraine que

i(f,PNQ,P)=i(Nf,PNQ,P).

Soit r = inf p(z). Définissons I’ensemble D, par:

zEPNIN

D, ={x € P tel que p(z) >r}.
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Comme 0 ¢ D, alors d = $i€ngr ||z|| > 0. Du fait que p () < ||z||,onar < d < R. En effet,
puisque P N9 C D, on obtient d < r. D’autre part, Vo € D,, p(z) = r en combinant
cela avec p (x) < [|z]|, on aura r < ||z||, Vo € D, alors r < xien[i ||| = d.

Soit M = £, la condition (i) entraine que

Mk —
<1, Md> su z|| et MD, N (PN =0,
(k’+5) mEpﬁgQ, H H ( )

on MD, ={Mz| z € D,}.
Soit Hy (t,7) = (1 —t) Nf(x) +tMNf(z), V(t,x) € [0,1] x PN Q. Alors on a

a(H(t,5) < (I=t)a(Nf(5))+ta(MNFf(S))

k ME
< (1—-t)—— _
< (1-1%) k+5a(5) +tk+6a(5’)
Mk ,
< moz(S), VS borné de P N €,

et donc on obtient que Hy (¢,.) : PN — P est une k-contraction stricte d’ensembles.
D’autre part, H est uniformément continue par rapport a t.

Sidaz € PNo, t; € [0,1] tels que 1 = (1 —t1) Nf(x1) + t1MN f(x1), alors
f(z) = N(A—t, +t:M) "z, ce qui contredit la condition (ii). Par conséquent, la

propriété de I'invariance homotopique de I'indice du point fixe, nous donne
i(Nf,PNQ,P)=i(MNf,PNQ,P).

Comme D, est un rétracté de E (voir le lemme 2.1.1), alors il existe une rétraction
g: E — D, satisfaisant g(z) = x, Vo € D,.
Soient fi = Nf, fi = go fi, donc f; est une k-contraction stricte d’ensembles. La

condition () et la définition de p, entrainent que
p(fi(x)) =p(Nf(z)) = Np(f(x)) =2 p(x) 2 r Vo e PN (2.2.12)
Par conséquent, f, (9Q) C D,, alors f, (z) = fi (z), Yo € PN 0NQ. Par suite
i(MNf,PNQ,P)=i(Mf;,PNQ,P)=1i(Mfi,PNQ,P).

Sii(f1,PNQ,P) # 0, on obtient i(ME,Pﬂ Q,P) # 0, ce qui implique que M f;
admet un point fixe 2* sur P N . Ainsi 2* = M f, (z*) € MD,, contradiction, d’ou le

résultat. m
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2.2.2 Théorémes du point fixe positif d’expansion et de com-

pression d’un cone d’une contraction stricte d’ensembles

Maintenant, on est en mesure d’énoncer quelques théorémes du point fixe positif sur les
cones.
Soit F un espace de Banach, P un cone de E. Pour 0 < r < R, on introduit les

ensembles suivant

P.={zxeP:|z| <r},
OP, ={x € P :|z| =r},

Pr={zeP:r<|z| <R}.
Définition 2.2.1 [25] Une application F : P, g — P est dite:

1. compression du cone P si

(a) F(x) £ x V€ OF,;

(b) Ve >0 F(x) # (1 +¢)x Vo € OPk.
2. expansion du cone P si

(a) Ve >0 F(z) # (14+¢)x Vo € 0P,

(b) F(zx) £ x Vx € OPg.

Remarque 2.2.3 La définition 2.2.1 est la définition générale de l’expansion et de la
compression d’un cone donnée par Krasnosel’skii dans le chapitre J de [16] en 1964.
Théoréme du point fixe de Krasnosel’skii

Commencons d’abord par le théoréme principal suivant, appelé théoréme du point fixe
d’expansion et de compression d'un cone (di a Krasnosel’skii [17] en 1960) qui généralise
le théoréme des valeurs intermédiaires dans un espace de Banach ordonné affirmant que

si F': [a,b] — R ou [a,b] C R est un intervalle non vide tel que
(F(a) —a)(b— F(b)) > 0.

Alors, F' admet au moins un point fixe dans |a, b[.
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Théoréme 2.2.1 (/20],([7]; page 239)) Soient P un cone dans un espace de Banach X et

F . P — P une k-contraction stricte d’ensembles, vérifiant ['une des conditions suivantes:

1. F(z) # z,VYz € OP, et F(z) £ x, Vo € OPp.

2. F(x) £ x,Vx € OF, et F(x) # x, Va € OPp.
Alors, si 0 <r < R, F admet au moins un point fize x € P tel que r < ||z|| < R.

Illustration graphique dans R ot P =R, 0P, = {r} et 0P = {R}.

Fx Fx

Démonstration. 1" cas : F' vérifie la condition (1).

e S'il existe x € OP. U JPg tel que F(x) = x, alors la preuve est terminée.

e Sinon, posons ) = P, Q = Pr\P, C Pg et Qy = P, C Pg. On vérifie alors que
DN Qy = 3, Q\(Q U Q) = P, UIPg, et comme F(x) # z, Yo € OP, U dPg, I'indice

du point fixe étant additif, donc
i(F, Pg, P) = i(F, Pg\P,, P) +i(F, P,, P) = i(F, PR\ P,, P) = —1.
En effet, d’apres les lemmes 2.2.4 et 2.2.7, la premiére inégalité de 1 donne
i(F,P,,P) =1,

et la deuxiéme donne

i(F, Pg, P) = 0.

Par suite, on obtient i(F, Pg\P,, P) = —1.
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e 2°M€ cag : [ vérifie la condition (2).

Si on procéde de la méme maniére que dans le premier cas, on trouve
i(F,P,,P)=0,

i(F, Pr, P) = 1.

Par suite, on obtient

i(F, PR\P,, P) = 1.

Finalement, on a démontré que i(F, Pg\P,, P) # 0, et en utilisant la propriété de
I’existence de l'indice du point fixe, on conclut que F' admet au moins un point fixe

x € Pg\P,. D'otl le résultat. m

Théoréme 2.2.2 ([7], page 239) Soient P un cone dans un espace de Banach X, Pg
= PNB(0,R) et F : Pg — P une k-contraction stricte d’ensembles vérifiant les conditions

suivantes :

1. F(x) # \x, Vo € OPg et VA > 1;
2. Ir € [0,R] et p € P\ {6} tel que x — F(x) # Ap Vo € OF, et A > 0.
Alors, F' admet au moins un point five dans P,g = {x € P : r < ||z]| < R}.

Démonstration. Supposons qu’il y’a aucun point fixe sur 0P, U 0Py i.e F(z) # x,
Vo € OP, U dPg. Et posons ) = Pg, Q; = Pg\P, C Pr et Qy = P, C Pg. On vérifie
aisément que ;N Qy = @, Q\ (2, UQy) = P, UJPg, et comme l'indice du point fixe est
additif, donc

i(F, Pg, P) = i(F, Pg\P,, P) +i(F, P,, P). (2.2.13)

L’hypothése (1) et le lemme 2.2.3 entrainent que i(F, Pg, P) = 1, d’autre part, ’hypothése
(2) et le lemme 2.2.6 nous donne que i(F, P., P) = 0. Alors, en remplagant dans (2.2.13)

on aura, i(F, Pg\P,,P) = 1, et par conséquent I admet au moins un point fixe sur

Pr={zeP:r<|z|<R}. =
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Théoréme du point fixe d’expansion et de compression d’un céne de type

norme

La version de type norme du théoréme du point fixe d’expansion et de compression d’'un

cone de Krasnosel’skii, est obtenue par Guo [14].

Théoréme 2.2.3 Soient X un espace de Banach, 21 et 2y deux ouverts bornés de X
tels que 0 € Qy, Q1 C Qy et P C X un cone et F : PN (Q\Q) — X une application

complétement continue vérifiant l'une des conditions suivantes:

1. ||Fz|| < ||z||, Yo € PNOQy et ||Fx| > ||z, Vo € PN OQs.

2. |Fa|| > |lz|l, Vo € PNOQY et |Fa| < ||z||, Yo € PN Q.

Alors, F admet au moins un point fize dans P N (Q2\Q).

En 1987, Sun a généralisé le théoréme 2.2.3 pour une contraction stricte d’ensemble

en donnant la version suivante.

Théoréme 2.2.4 [26] Soit P un cone d’un espace de Banach E et P, = {x € P: |jz|| <r},
Pr={xe P, r<|z| <R} avec R > r > 0. On considéré une k-contraction stricte

d’ensembles F : P, — P vérifiant l'une des conditions suivantes:
LAF@)| < |z, Vo € P, et |[z]] = r; |[F(@)l| = ||z, V& € P, [lz]| = R;
2. [F@)|| = llz]l, Vo € P, et ||lz|| = r;[|F(2)]| < |||, Vo € P, [[z]| = R.
Alors, F' admet un point fixze x € P, g.

Démonstration. Démontrons ce théoréme sous la condition 1. (la preuve est analogue
si I vérifie 2).

e S’il existe x € OP, U OPg tel que F(x) = z, alors la preuve est terminée.

e Sinon, posons 2 = Pg, Q1 = Pr\P, C Pg et Qy = P, C Pg. On a alors Q1N Qy =
g, Q\(Q1 U ) = 0P, UdPg, dans ce cas, la condition 1 devient

|F(x)|| < ||z|| et F(z) # x, Yo € 0P, . (2.2.14)

IF(z)|| > ||z|| et F(z) % z, Yz € OPg. (2.2.15)
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Or d’une part, on a (2.2.14) = (2.2.4) . En effet; raisonnons par I’absurde et supposons
que I'hypothése (2.2.14) est vérifiée sans que (2.2.4) le soit. Donc, Jx¢ € 0P, Ao > 1
tels que F'(xg) = pyo.

o Sipg > 1: |[F(xo)l = lpozoll = o lloll > llzoll, ce qui contredit le fait que
[E ()| < (=], Ve € OP,.

e Si g =1:F(xy) = zg. Ce qui contredit le fait que F(x) # z, Vx € P,.

Ainsi, on a démontré que ||F(x)|| < ||z| et , F(x) # z, Vo € OP, = F(z) # px,Vx €

OP,. et ;o > 1. Par suite, le lemme 2.2.3 nous donne
i(F,P.,P)=1.
D’autre part, (2.2.15) = (2.2.6) . En effet; raisonnons par I’absurde, supposons donc que:
Yug € P,3xg € OPg,INg >0 : 29 — F(x9) = Ao et Aug € P

e \g=0: F(x9) = xg, contradiction avec F(z) # z, Vx € OPkg.
o N\ > 0:xg— F(xg) = Nug > 0= F(xg) < xg = ||F(z0)|| < ||o]| , contradiction

avec | F(z)|| > ||z||, Vo € Pg. Le lemme 2.2.6, entraine que
i(F, Pg, P) = 0.
Comme F'(z) # x, Vo € 0P, U JPg, et l'indice du point fixe étant additif, alors
i(F, Pg, P) = i(F, Pp\P,, P) + i(F, P., P)

ce qui implique

i(F, PR\P,, P) = —1.

Finalement, on a démontré que i(F, Pg\P,, P) # 0, en utilisant la propriété de 'existence
de I'indice du point fixe, on conclut que F' admet au moins un point fixe # € Pg\P,. D’oul

le résultat. m
Une autre version du théoréme d’expansion et de compression d’un cone est la suivante

Théoréme 2.2.5 [26] Soit P un cone d’un espace de Banach E et PR = {x € P: |z|| < R},
P.={x e P: |z|| <r} avec R > r > 0. On considére une k-contraction stricte d’ensembles

F : P. — P vérifiant l'une des conditions suivantes:
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1. 36 > 0 tel que ||F (z)|| > (k+0) ||z|| Yz € O0Pgr N P,
F(x)# X Ve € OPRNP et <\ <1

F(z)# px Ve € OP.NP et u> 1.

2. 36 > 0 tel que ||F (z)|| > (k+0) ||z| Vx € OP. N P,
F(x)# X Ve € 0P,NPet0 <A<l

F(z) # px Ve € OPRN P et p> 1.
Alors, F admet un point five sur Pg\P,.

Démonstration. Démontrons ce théoréme sous la condition (1). (la preuve est ana-
logue si F' vérifie 2).

e S'il existe x € 0P, U 0Py tel que F(x) = x, alors la preuve est terminée.

e Supposons que F n’admet pas de point fixe sur 0P, U 0Pr. D’une part, le lemme
2.2.10 entraine que

i (F, Pg,0) =0.
D’autre part, le lemme 2.2.3 nous donne que
i(F,P,,0)=1.
L’indice du point fixe étant additif, on obtient alors
i(F, Pg, P) = i(F, PR\P,, P) +i(F, P,, P) = i(F, Pg\P,, P) = —1.
D’otl I admet un point fixe sur P\ P,. m

En 2010, Feng Meigiang , Xuemei Zhang et Ge Weigao ont généralisé le théoréme
d’expansion et de compression d’un cone de type norme de Guo-Sun, en remplacant la

norme par une fonctionnelle convexe dans les deux théorémes suivants:

Théoréme 2.2.6 [20] Soit Q; un ensemble ouvert borné de E tels que 0 € Qy, Qy =
{z € E|||z| < R} et Q1 C Q. Supposons que F : PN (Q\Q1) — P est une k-contraction
stricte d’ensembles et p : P — [0, 00] une fonction conveze, uniformément continue avec

p(0) =0, p(x) >0V #£0 et p(x) <|z|, satisfaisant les conditions suivantes

1. p(F(x)) < p(z) Vo € PNOQYy,
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i —fR <148 >
2. :cegr%mp(m) >0, et 3 > 0 tels que S 1+2etp(F(x)) > (k+9)p(x),

et F(x) # pr, 0<pu <1 Vre PnNos.
Alors, F' a au moins un point fize dans P N (Q_Q\Ql) .
Démonstration. D’aprés le lemmes 2.2.11, la condition (2) donne
i (F,PNQy, P)=0. (2.2.16)
D’autre part, D’apres le lemmes 2.2.5, la condition (1) entraine que
i(F,PNQy,P)=1. (2.2.17)
Comme l'indice du point fixe est additif et ; C 5, alors
i(F,PNQy, P)=i(F,PNQ\Q,P)+i(F,PNQy,P).

Par suite, on obtient

i(F,PNQ\Q, P) = —1.

Finalement, de la propriété de I'existence de I'indice du point fixe, on conclut que F

admet au moins un point fixe z € PN 9_2\91 D’ot le résultat. m

Théoréme 2.2.7 [20] Soit 0 = {z € E|||z|| < R} et Qs un ensemble ouvert borné de
E tels que €y C §y. Supposons que F' : PN (Q_Q\Ql) — P est une k-contraction stricte
d’ensembles et p : P — [0, 00[ une fonction convexe, uniformément continue avec p (0) =

0, p(x) >0Vx #0 et p(x) < ||z||, satisfaisant les conditions suivantes

1. inf p(z) >0, et 36 >0 tels que% <1+2etp(F(z) > (k+0)p(x),

2ePNOMY e, P

et F(z) # px, 0<pu<1 Vre PNoQ.
2. p(F(x)) < p(z) Yo € PN OQs.
Alors, F' admet au moins un point fize dans P N (Q_Q\Ql) .
Démonstration. Identique a celle du théoréeme 2.2.6. =

Corollaire 2.2.1 [20] Soit Q1 un ensemble ouvert borné de E tels que 0 € €y, et Qy =
{z € E|||z| < R} et Q1 C Q. Supposons que F : PN (Q:\Q1) — P est une k-contraction
stricte d’ensembles et p : P — [0, 00] une fonction conveze, uniformément continue avec

p(0) =0, p(x) >0V #£0 et p(x) <|z|, satisfaisant les conditions suivantes
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1. p(F(z)) < p(x) Ve e PNOQy,

. — L <1 > <
2. ot p(2)>0, ave L S et p(F(x)) > p(2), et F(x)# pr, 0<p<
1, Vo € PN oQ,.

Alors, F' a au moins un point fize dans P N (Q_Q\Ql) .

Démonstration. Le résultat se démontre en prenant (k + 0) = 1 dans la démonstra-

tion du théoréme 2.2.6. m

Corollaire 2.2.2 [20] Soit Q; = {z € E|||z|| < R} et Qs un ensemble ouvert borné de
E tels que Q1 C Q. Supposons que F' : PN (Q_g\Ql) — P est une k-contraction stricte
d’ensembles et p : P — [0, 00] une fonction convexe uniformément continue avec p (0) = 0,

p(x) >0Vr #£0 et p(x) <|z|, satisfaisant les conditions suivantes

o —Ff <1 > <
1 xelg%f(’aﬂlp(x) > 0, avec TG et p(F(z)) 2 p(z), et Fz) # px, 0<p<
1, Vo € PN ooy

2. p(F(z)) < p(x) Ve e PNoS,.
Alors, F' admet au moins un point fize dans P N (Q_g\ﬂl) .

Démonstration. Le résultat se démontre en prenant (k + 0) = 1 dans la démonstra-

tion du théoréme 2.2.6. =

2.3 Théorémes d’existence des points fixes multiples
d’une contraction stricte d’ensembles

Théoréme 2.3.1 Soient Qp, Qs et Q5 trois ouverts bornés de E tels que 0 € Qy, QC Qs
et C Qs, soit F : PN Qs — P une k-contraction stricte d’ensembles satisfaisant les

hypothéses suivantes

F(z) £z, xe€PNoYy, (2.3.1)
F(z) # z, x€ PNofy, (2.3.2)
F(z) £z, xe€ PNoQs. (2.3.3)

Alors, F' admet au moins deux points fixes x* et x™* dans PN Q3, et x* € PN (92\9_1) ,
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Démonstration. Le lemme 2.2.7, (2.3.1) et (2.3.3) entrainent que
i(F,PNQy, P)=1i(F,PNQs, P)=0. (2.3.4)
D’apres le lemme 2.2.4, et (2.3.2) on obtient que
i(F, PNy, P)=1, (2.3.5)
Ensuite, par la propriété d’additivité de I'indice du point fixe, on aura d’une part,
i(F,PNQ,P)=i(F, PN, P)+i(F,PN(2%\D),P),

donc

i(F,PN(W\),P)=i(F,PNQ,P)—i(F,PNQ,P)=1. (2.3.6)
Et d’autre part,
i(F,PNQ3, P)=i(F,PNQ, P)+i(F,PnN(Q\Q),P)
alors
i(F,PN(QB\),P)=i(F,PNQs,P)—i(F,PNQ,, P)=—1. (2.3.7)

Ainsi, en utilisant la propriété de permanence du théoréme 2.1.2, on obtient qu’il existe
(z* #0) € PN (\), et (2™ #0) € PN (Q\ Do) tel que z* = F (z%) et 2™ = F(z*™).

Théoréme 2.3.2 Soient O, Qy et Q3 trois ouverts bornés de E tels que € Qp, Q1C
et Q,C Qg, soit F 1 PN Qs — P une k-contraction stricte d’ensembles satisfaisant les

hypothése suivantes

inf |[|[F(x)|| >k sup |z, F(z)#pz,xze PNoQ,uel0,1], (2.3.8)
xEPNON r€EPNON

F(x) # pr,x € PNOQg, > 1, (2.3.9)

inf ||F(z)|>k sup |z, F(z)#pz,x € PNoQs,pel0,1], (2.3.10)
€ PNON3 €PN

Alors, F' admet deux points fixes x* et ©** dans P NS, et x* € PN (QQ\Q_l), NS
PO (Q\T).

Démonstration. La démonstration de ce théoréme est basée sur les lemmes 2.2.3 et

229 =m
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Théoréme 2.3.3 Soient Qy, Qs et Q3 trois ouverts bornés de E tels que 8 € Qq, QO C Qs
et Qs C Q, soit Qy, et Q3 deux boules ouvertes de centre 0, et F : PN Q3 — P une

k-contraction stricte d’ensembles vérifiant

|F(2)|| > ||z]], Yz e Pnoy, (2.3.11)
|F(z)|| < lz]|, F(z)#x, Yxe& PN, (2.3.12)
|F(z)|| > ||z||, Yz e PnNos. (2.3.13)

Alors, F' admet deux point fize x* et x**, tel que x* € PN (QQ\Q_l) , e PN (Q;»,\Q_Q) .

Démonstration. Montrons d’abord que F' admet un point fixe dans P N (QQ\Q_l)
Si F' admet un point fixe sur P N 0§y, alors la preuve est terminée.

Ainsi, supposons que F(z) # z, Yz € P N0, et montrons que F(x) # px, Vo €
PNnoQ,0<pu<1.Sidzge PNOQ et 0 < g < 1 telles que F(zg) = poxo, alors

1 (zo) | = po llzoll < ol

ce qui contredit (2.3.11). D’ou Vx € PNONy, 0 < pu < 1, F(z) # px.

Maintenant, montrons que

Vee PNOQ inf  ||F(x)|]| >k sup |z.

€PNOY rEPNOM

Comme F est une k-contraction stricte d’ensembles (0 < k < 1), et €y une boule ouverte

de centre 0 et de rayon 1, et ||F(x)| > ||z|, Yz € P N0y, alors

inf F(x)|| > su zl|l=ry >kri =%k su x| .
it NF@ 2 sp el =n > kn =k swp o]

Par conséquent, (2.3.8) est vérifié.
D’ou, il reste a montré que F(x) # px, Yo € PN 0Dy, p > 1 est satisfaite. En effet,
sidaz € PNOQs et py > 1 tels que F(z1) = pya1, alors par (2.3.11) on a uy # 1, d’ou,

[E @)l = g ol > Nzl > 1

ce qui contredit (2.3.12).

Ensuite le lemme 2.2.9, donne

i(F,PNQy, P)=0.
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Or le lemme 2.2.3, entraine que
i(F, PNy, P)=1.
Et comme l'indice du point fixe est additif, alors
i(F, PN (QQ\Q_l) ,P)=1(F,PNQy, P)—i(F,PNQ,P)=1.

En utilisant la propriété d’existence de 'indice du point fixe, on conclut que F' admet au
moins un point fixe z € PN Q\Q;.

De la méme maniére on montre que F admet un point fixe 2** € PN (Q3\Q_2) [

2.4 Généralisations du théoréme de Schauder

Théoréme du point fixe de Brouwer

En 1912, Brouwer a énoncé son célebre théoréme qui est bien connu dans la théorie du

point fixe. Ce théoréme a beaucoup d’applications dans I’analyse.

Théoréme 2.4.1 [31] Soit C' un sous ensembles non vide, fermé, borné et convexe de

R™. Si Uapplication F : C' — C est continue, alors, F' admet au moins un point five dans

C.

Théoréme du point fixe de Schauder

Plus tard en 1930, Schauder a prolongé le théoréeme de Brouwer au cas de dimension

infinie.

Théoréme 2.4.2 (Théoréme de Schauder [1]) Soit X un espace de Banach réel, C
une partie non vide, convexe, fermée bornée de X. Si l'application F : C — C est

compacte, alors F' admet au moins un point fizre dans C'.

Corollaire 2.4.1 Soit C une partie non vide, compact et convexe d’un espace de Banach

X. Si Uapplication F : C' — C' est continue, alors F' admet au moins un point fire dans

C.

Plus tard ce théoréme a été généralisé par Darbo pour une nouvelle classe d’application

définie par la mesure de non compacité de Kuratowski.
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Théoréme du point fixe de Darbo

En 1955, Darbo a formulé la généralisation suivante du théoreme de Shauder.

Théoréme 2.4.3 (G.Darbo [23],[25]) Soit X un espace de Banach, C' une partie fer-
mée, bornée, convexe et non vide de X et F' : C' — C une k-contraction stricte d’ensembles,

alors F' admet au moins un point fize dans C'.

Démonstration. Soit la suite des ensembles (A,,), définie par:
Ag=Cet A, =convF(A,), Vn > 0.

Evidemment, (A,,) est une suite de sous ensembles décroissante, convexes, fermés et véri-

fiant F'(A,) C A, Vn. Par conséquent A= () A, est un convexe fermé. Alors

n=1

a(Ap1) = a(convF (A,)) < ka(A,) < ... <k'a(C) — 0 quand n — oc.

D’apres la proposition 1 (voir ’annexe) A est compact. De plus, F' : C' — C est continue.
Par conséquent, le théoréme de Shauder entraine que F' admet un point fixe x € Acc.

D’ou le résultat. =

Théoréme du point fixe de Sadovski

En 1967, Sadovski a généralisé le théoréme de Darbo pour les application condensante.

Théoréme 2.4.4 [7] Soit C' un ensemble non vide, convexe, fermé, borné, d’un espace
de Banach X et IF': C' — C' une application condensante.

Alors, F' admet un point fixe dans C'.

Démonstration. Choisissons m € C et notons par ¥ le systéme de tout les sous
ensembles convexes fermés K de C vérifiant m € K et F(K) C K.

Posons B = (| K et Q = conv (F (B)U{m}). On trouve que
Kes

B=Q. (2.4.1)

En effet,
d’une part,on am € B et F'(B) C B, alors Q = ¢onv (F (B) U{m}) C convB = B.
D’autre part, @ C B implique que F'(Q) C F (B) C @, donc ) € ¥, et par conséquent,
B CQ.
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a(B) = a(Q) = a(conv (F(B)U {m})) = max | a (F(B)),a({m}) | =a(F(Q)).

(2.4.2)
Comme F est une application condensante, (2.4.1) et (2.4.2) entrainent que o (B) = 0.
Ce qui implique que B est compacte et convexe.

Par conséquent, le théoréme de Shauder entraine que F' admet un point fixe x € C. m

Théoréme du point fixe de Moénch

En 1980, Monch a généralisé les théorémes du point fixe de Schauder, de Darbo et de

Sadowski dans le théoréme suivant:

Théoréme 2.4.5 ( [1], page 40) Soit C' un sous-ensemble convexe fermé d’un espace de
Banach X avec xy € C. Soit F : C' — C une application continue vérifiant la propriété

survante
(D C C, D dénombrable, D C conw ({xo} U F (D))) = D compact. (2.4.3)

Alors, F' admet un point fixe dans C'.
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CHAPITRE

3 Applications

Dans ce chapitre nous étudions deux équations différentielles ordinaires dans un espace
de Banach de différents ordres, 'une est associée a4 une condition initiale et I'autre a des

conditions aux limites

3.1 Applications a un probléme de Cauchy dans un
espace de Banach

Soit E un espace de Banach.
Soit le probléme de Cauchy

#'(t) = f (), te]o1],
x(0) = xo.

(Pb1)

ou f:[0,1] x B(xg,79) — E est une application continue sur
R={(t,z):t€0,1], = € B(xg,10) oUrg > 0,20 € E}.
Le lemme suivant nous donne une inégalité, qui nous sera utile pour la suite.

Lemme 3.1.1 [2/ Soit E un espace de Banach et Q@ C C([0,1],E) un sous-ensemble
équicontinu . Supposons que [ est une fonction uniformément continue sur R et pour

tout M C B (xo,10) et tout t € [0, 1], f vérifie la condition suivante
a(f(txM)) <ka(M).

Alors, on a linégalité

a({azo+bff(s,x(s))ds Lz () eQ}) < kmax a (Q(s)) .
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3.1. Applications & un probléme de Cauchy dans un espace de Banach

Démonstration. La famille des fonctions {f (.,y(.)), y € Q} est équicontinue.
D’autre part
t

[1(sy@)ds= =3 (ssy(s). 5 =im yet

0

L’invariance par translation et I’homogénéité de MNC « entrainent que
t ¢
a ({xo—l—ff(s,x(s))ds cx () € Q}> < « (ff(s,x(s))ds cx () € Q>
0 0
Ezn:f(s- x(s;)) 3-—2’E x €
n = (2 (2 T n?

(léwa@M)

n ;=1

Q@
= ta
Alors, pour démontrer ce lemme il suffit de vérifier que

a (D) <k max a(Q2(s))
s€[0,1]

ou
]_ n
L= {eie= 23 Flsn(s)), yen).
n =1
D’apreés la monotonie, I'invariance par passage a I’enveloppe convexe et la semi-additivité

de a, on a

L, € eomnQu ot Q= U f(siy(s)

0 < aleon@)=a(con (U 1)) =a (U7 6wisn)
<k max o/ (s()), s :2%, rEQ, i=1.n
<k max o (2(s)).

Théoréme 3.1.1 (/24], [2]) Soit E un espace de Banach et f une fonction uniformé-
ment continue sur R = {(t,x) :t € [0,1], x € B (xo,r9) ou 19> 0,20 € E}, vérifiant la

condition suivante
a(ftx M) <ka(M), VM C B(xg,19), t €[0,1] ouk €]0,1]. (He)

Alors, il existe ty € 10, 1] tel que le probléme (Pby) admet une solution dans C* ([0, o], E).
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3.1. Applications & un probléme de Cauchy dans un espace de Banach

Démonstration. On va appliquer le théoréme du point fixe de Darbo. Posons

M:sup{Hf(t,x)H (t,x) € [0,1] xm} et to :mm{L%}.

% Le probléme (Pb;) est équivalent a I’équation intégrale suivante

z(t)=xzo+ [[(s,2(s))ds. (Q)

[o/(s)ds = [f(s.0(s)ds
(6l = [£ (s
2= (0) = [F(sw(s))ds
o (t) = x0+0ff(s,x(s>>ds.

D’autre part, on dérive I’équation Q deux fois en utilisant

bt
4 (a(}t:f ) ds) W0 — W0,
on aura le résultat.

% Posons X = C([0,t], ) muni de la norme ||z||, = max {||z (¢)||z : t € [0,1]}.

X est un espace de Banach. En effet,

X est un espace vectoriel normé donc il reste & montrer qu’il est complet. Soit (z;,)

une suite de Cauchy dans X.

D’une part pour tout ¢ € [0, %], (5, (t)),, est une suite de Cauchy dans E car:

[nl[x = max {[lz, ()] : t € [0,%0]} -

Comme E est un espace de Banach, alors V¢ € [0, o], Jz(t) € E tel que x, (t) — x (t)
dans E. D’on, mgmx} |z, (t) — x (t)|]| — 0 quand n — 400 .
¢

* Soit "
K={zxe X :2(0) ==, |z@)—x(0)] <10} C B (zo,70)

Alors, K est un sous-ensemble convexe fermé borné de X. En effet,

¢ K est convexe.
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3.1. Applications & un probléme de Cauchy dans un espace de Banach

Soient z,y € K et A € [0, 1], montrons que Az + (1 — A)y € K. On a
re KalorszeX:x(0)=xet ||z(t)—2(0)|. <o, (3.1.1)

et
ye Kalorsye X :y(0)=zpet |ly(t)—y(0)|, <o (3.1.2)

On multiplie I'équation (3.1.1) par A et I'équation (3.1.2) par (1 — ), on obtient
Ar € X, Az (0) = Awg et Az () — 2 (0)], < Arg (3.1.3)
(L= Ny € X, (1= Ny (0) = (1= Nag et (1- ) y(t) —y (Ol < (1 - Nro. (3.1.4)
Par sommation de (3.1.3) et (3.1.4) on obtient
Az (tg) + (1 = Ny (to) = Azo + (1 — Mg = x9
et
A () = 2 (0)) + (1= Ay (1) =y )] < A (t) = 2 ()] + (L= A) ly () — y (O]
[ (1) + (1= )y (£) — Az (0) + (1= M)y ()| < Mo + (L= Nro = g
¢ K est borné, car pour tout x € K, on a :

o = e = mas 12 () = (D)l <o

Ce qui donne que K C B (g, o).
¢ K est fermé, car K est une boule fermé de centre z (0) et de rayon rq.

Maintenant, on définit 7 : K — X par

* 7 (K) C K. En effet, soit z € K.
D’une part, on a

(Tx)(0) =x0 + jf (s,x(s))ds =z

et d’autre part, pour tout ¢ € |0,to], on a

I(Tx) (1) = (T) (0)]] =

t

[f(s,z(s))ds

0

< fllfsx (s))ll ds
< Mto

r
§ MMOZT().
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3.1. Applications & un probléme de Cauchy dans un espace de Banach

% Maintenant, montrons que 7 est une k-contraction stricte d’ensembles.
¢ 7 est continue. En effet, soit (z,),eny une suite de K, convergente vers un certain
élément x.
(Tz,) (t) = xo + jf (s,z, (s))ds, Vt €[0,1].
0
D’une part, la continuité de f entraine que
f(s,zn(s)) — f(s,x(s)), Vs €[0,t] quand n — +oo.

D’autre part, on a pour tout ¢t € [0,1] :

j\lf(s,:cn ()| g ds

IN

sup [1f (5,20 () / s

s€[0,1]
< tM vt e [0,1]

M

IN

Ensuite, le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue (voir Annexes) entraine que

[Tz, = Talx = max |[(Tz,)(t) = (Tx) (1)l

te[0,to]

= maxj (s, 25 ( )ds—ftf(s,x(s))ds
te[0,to] || o 0 B
o | £ s () = (5. (51| s

E
t

< 11[10ax JIf (5,20 (s)) — f(s,2(5))||pds — 0 quand n — +oo0,
te to
ceci montre la continuité de 7 sur K.
4 Soit B un sous ensemble bornée de X, 3k € ]0, 1] tel que o (7 (B)) < ka(B).

En effet, d’apres le théoréme 1.2.2, le lemme 3.1.1 et (H¢) on obtient

a(T(B) = suwp a({(Tx)(t):z() e B})

te(0,t0]

= sup a<{$o+jf(s,$(s))ds ::L'(.)EB})
te(0,to) 0

S tokOé (B)

< ka(B).

Conclusion

Comme 7 : K — K est une k-contraction stricte d’ensembles, et K est un ensemble
convexe, fermé, borné de X, alors le théoréeme de Darbo ( 2.4.3) est applicable et par
conséquent, 7 admet un point fixe dans K, c’est & dire que I'équation O admet une

solution, Donc, (Pb;) admet une solution locale dans [0, o], d’ou le résultat. m
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3.2. Applications a un probléme aux limites dans un espace de Banach [12]

3.2 Applications & un probléme aux limites dans un
espace de Banach [12]

Considérons le probléme aux limites du second ordre suivant

—{E”(t) = f(tvx(t))’ te ]07 1[7
(P.) { 2(0) = z(1) = 6.

ou f € C(I x P,P), P un cone normal d’un espace de Banach E et I = [0, 1]. Supposons
que f(t,0) =6, donc z (t) = 0 est une solution triviale du probléme (Pbs).

Il est clair que, Q = {z € C(I, E) tel que x (t) > 0 ¥Vt € I} est un cone de 'espace de
Banach C(/, F) muni de la norme ||.||, telle que ||.||, = max |z ()] 5 -

Une fonction z(t) € C*(I, E) s’appelle une solution positive du probléme (Pbs,) si elle
satisfait au probléme (Pbq) et que z € Q, x (t) # 6.

Nous établissons d’abord quelques lemmes utiles pour la suite
Lemme 3.2.1 Soit f € C(I x P, P). On définit sur Q lapplication F par

(Fx)(t) = jG (t,s) f(s,z(s))ds, (3.2.1)

ot la fonction de Green G : [0,1] x [0,1] — R est donnée par:

[0
t(l—s), 0<t<s<l1
s(l—t), 0<s<t<1,
)

Alors, Uapplication F: Q — C*(I,E)NQ et

(a) Sixz(t) € Q tel que Fx = x, alors z(t) € C*(I, F) etz (t) est une solution du probléme

auzx limites (Pbs) ;
(b) Six(t) € C3(I,E)NQ est une solution du probléme aux limites (Pby), alors Fx = x.

Démonstration. ¢ Montrons que F'(Q) C Q.
Soit = € (), montons que (Fz) € Q.
On a x € Q alors = € C(I, F) se qui implique (Fx) € (). D’autre part

reEQ=uz({t)>0=zxcPet feC(lxP,P)
c’est a dire

f(s,2(5) € P= f(s,2(s5)) >0 = (Fx) >0 = (F'z) € Q
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3.2. Applications a un probléme aux limites dans un espace de Banach [12]

4 Montrons le résultat (a).
Posons y = Fx Vx € @, alors
t

y(t) = (1—t)fsf(s,x(s))ds+ttf1(1—s)f(s,z(s))ds

On dérive y une fois, on aura
V(O = = s (s (s ds (1= 00 (60 (0) + ] (1=9) (5.2 (s)) ds (1 =) (.2 (1)

= _jgf(s,x(s))ds—i—j(l—s)f(s,:c(s))ds.

0

On dérive une deuxiéme fois, on obtient

y' () = —tf bz () —(L=0)f (£, 2 (t) = —f £,z (1))

De plus,onay(0) =y (1) = 6.
Par conséquent, on aura y = Fz € C3(I, E) et z (t) est une solution du probléme aux
limites (Pbs).
4 Montrons le résultat (b) .
Soit z € C*(I, E) N @ une solution du probléme (Pbs).
Par intégration par partie sur [0,¢], on obtient
¢

o (1) — o (0) = — [ f (s, (s)) ds.

0

En intégrant une seconde fois par partie, on aura

0 0 0

[ ([reaenas)ar - —({Tff<s>a:<s>>ds}t—bfo(T,x(r))dT)
- (bff(s,a:(s))ds—bfsf(s,x(s))ds)

—j (t—3s) f(s,z(s))ds.

D’ou,
t

z(t)—2' (0)=—[(t—s)f(s,x(s))ds (3.2.2)

0
Posons t = 1 dans (3.2.2) et du fait que (1) = 6, on obtient

' (0) = b; (1—35)f(s,x(s))ds (3.2.3)
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3.2. Applications a un probléme aux limites dans un espace de Banach [12]

Maintenant, en remplacant (3.2.3) dans (3.2.2), on aura finalement

x(t) = jt(l—s)f(s,x(s))ds—Ofl(t—s)f(s,x(s))ds

= tflt(l—5)f(s,x(s))ds—|—§s(1—t)f(s,a:(s))ds

= [G(t,s)f(s,2(s))ds

0

— (F2)(t).

Dans ce qui suit, les boules fermées dans les espaces F et C(I, E) sont notées par
T, = {z e Etelque |[z||p <1} (1>0) et B, = {x€C(I[,FE) tel que |z||, <1} (I>0),

respectivement.

Lemme 3.2.2 (Propriété de la fonction de Green [12]) VO<a < (<1, ona
(a) 0<G(t,s) <1Vt sel0,1];

(b) G(t,s) >a(l—0),VYtselapf];

(c) G(t,s) >a(l1—-0)G(u,s),VtelnpB], usel01].

(d) maxG (t,s) =3, Vt,s€[0,1].

t,sel

Lemme 3.2.3 Soit f € C(I x P, P). Supposons que, VI > 0, f est une fonction bornée
et uniformément continue sur I x (P NT}) et il existe une constante L; avec 0 < L; < %

tels que

ag (f(t,D)) < Liag (D) Vte I, DC PNT,. (3.2.4)

Alors, Y1 > 0, Uapplication F est une k;-contraction stricte d’ensembles dans Q N By i.e.

il existe une constante k; avec 0 < k; < 1 tel que ac (F (S)) < kjae (S) VS C @ N By.
Démonstration. La continuité uniforme de f, (3.2.4) entrainent que
ap (f(I x D)) = max ap (f(t,D)) < Ljag (D) VD C PNT,. (3.2.5)
S

Puisque f est uniformément continue et bornée sur I x (P N7;), on a d’apres (3.2.1) que

F' est continue et bornée sur () N B;.
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3.2. Applications a un probléme aux limites dans un espace de Banach [12]

Maintenant, soit S C ) N By, alors on a l'ensembles des fonctions {Fz/ x € S} est

uniformément borné et équicontinu. En effet,

On a

1

fG (t,s) f(s,z(s))ds

0

F — F _
| Fxll, trg[géf]H ()= max

E

< tm[owf]flG @t ) If (s, (s)lpds

< k 3k —
a o S@(S)G%%(XPHTZ If (s, (S>>||E

d’ou {Fz| z € S} est uniformément bornée. Et
soit x € S, t1,t9 € [0, 1] tels que t; < t3
1

J (G (t1,s) — G (t2,9)) f (s,x(s)) ds

0

[Fa(t) = Fo(ta)lp =

< M0f|(G(t1,s)—G(t2,s))|ds

— 0 quand t; — t5 (car la fonction G est continue sur [0,1] x [0, 1]).

De plus, on a

ac (F(S)) =supag (F (S (1)), (3.2.6)

tel

ou

FSt)={F(z()|xes, tfixe} Cc PNT,Vtel.
Comme 0 < G (t,5) <1,Vt,s€[0,1] on a

ag (F(S( ap fG (t,s) (s))ds),
ag conv{G(t s)f(s,z(s))| sel,zeS})

IN

(
(conv{f (s,z(s))Ub| sel,xeS})
({f (s,2(s)) U0 s €],z €5}
= apg({f(s,2(s))| s e,z €5})

IA
o
S|

I
e
&

ap(F(S®) < ap(f(I x B)) < Liag (B)Vt € T (3.2.7)

ou

B=A{xz(s)|sel, xS} CPNT,.

Ve > 0,3 51, 5,...,5, CQN B tel que S = J S, avec
j=1

diam (S;) < ac (S) + g;w ~1,2,...n (3.2.8)
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3.2. Applications a un probléme aux limites dans un espace de Banach [12]

Maintenant, choisissons z; € S; (j = 1,2,...,n) et une partition 0 =5 < t; < t2 < ... <

t; < ..<tp=1tels que
o (8) — 5 (D) || < %,w = 1,2, ot € [tiint],i=1,2,...m (3.2.9)

Soit B = U U Bij7 ou Bij = {J] (t) | te [ti—17ti] , T € S]} .

i=1j=1
Pour tout z (t),T (t) € By (t,€ € [t;i_1,t:],2 € S;), (3.2.8) et (3.2.9) entrainent que

l= ) =z (@) |

IN

o (8) = 25 ()l s + [l (8) =25 )| o + (|25 (&) =7 (D]

€ —
lz = @jlle + 5+ llay = Zlle

IN

< 2diam (S;) + % < 2a¢ (S) +¢,

ce qui implique que diam (B;;) < 2ac¢ (S)+e¢, et ainsi ag (B) < 2ac¢ (5) +¢. on fait tendre
€ vers 0, on obtient

ap (B) < 2ac¢ (S) (3.2.10)
Par suite, (3.2.6),(3.2.7) et (3.2.10) entrainent que
ac (F'(S)) < 2Liac (S) VS C QN By,
et par conséquent, I’ est une kj-contraction stricte d’ensembles dans () N B; avec k; = 2L,

car 2, <1. m

Résultats d’existence
Voici quelques conditions qui seront utiles pour assurer I'existence des solutions posi-

tives non triviales du probleme (Pby)

(H1) f € C(I x P,P) vérifiant f(t,0) = 6, est uniformément continue et bornée sur

I x (PNT,). De plus, il existe une constante L; avec 0 < L; < 1 telle que

a(f(t,D)) < La(D)VYtel, DC PNT,.

(Ho) lim L&D — o yniformément pour ¢ € I et z € P.

EE

(Hs) lim D0 — 0 yniformément pour ¢ € I et z € P.

Jall—+oo 17l
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3.2. Applications a un probléme aux limites dans un espace de Banach [12]

(Hy) Nlexiste0 < a< < lietp € P*={p c E* ¢(x) >0, Vo € P} (E* le dual topologique de E)
tel que ¢ (z) >0

9 (f(t, 7))
v"p‘c>9ualc1||%o ¢ (x)

= +o0 uniformément pour ¢ € [a, ] .et © € P

(Hs) Mexiste 0 < < B <1, et ¢ € P* tel que ¢ (x) >0, Ve >0 et

ve>6 tm 2UE2)

= 400 uniformément pour t € [a, (] .et © € P

(He) Ll existe n >0, tel que sup || f (t,2)| < 3.
tel,xePNT;

Théoréme 3.2.1 Soit P un cone normal. Supposons que la condition (H1) est satisfaite.
Si les conditions (Hz) et (Hs), ot (Hs) et (Ha) sont satisfaites, alors le probléme aux
limites du second ordre (Pby)aaumoinsunesolutionpositive.

Démonstration. Posons K ={zx € Q| z(t) > a(l - p)x(s), YVt € [a,5],s € I}.

11 est clair que K est un cone de l'espace de Banach C(I, F) et K C Q.

* F(K) C K. En effet,

solent = € Q et t € [o, 8], la condition (¢) du lemme 3.2.2 entraine que

1
(Fx)(t) = [G(t,s)[f(s,x(s))ds

0
1

> a(l—0) [C(us)f (s.2(s)) ds

= a(l—=p)F(x(u) Yuel.

Par conséquent ,F (z (1)) € K, et alors
F(K)CK (3.2.11)

Supposons tout d’abord que les deux condition (Hz) et (Hs) sont verifiée. Choisissons une
constante M telle que

M>[a(1=8)B—-a)]" (3.2.12)

et par (Hs) il existe 7 > 0 tel que
6(f (t,2) > Mo (x), Yo € P, ol > 7, t€[a,f (3.2.13)

Maintenant, pour tout

R>Nrla(1-p)" (3.2.14)
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3.2. Applications a un probléme aux limites dans un espace de Banach [12]

ou N est la constante de normalité de P.
% Montrons que
F(z) £z, VeekK,|z||,=R.

Supposons qu’il existe xg € K avec ||z, = R tels que Fzg < x, alors

xo(t) > a(l—p0)xo(s),

la normalité de P donne

lee (1= B) o (s)I| < N [lo (D)1,

donc

N llzo @)} = oo (1 = B) [[zoll, VE € [a, 5], s €1
ce qui implique, par (3.2.14) ,
(1-5)

in [l (1)) > &
min xT
tefag) OV =N

a(l-p0)R
N

D’autre part, par la condition (b) du lemme 3.2.2, on obtient

8
o (1) 2 F (o (1)) = [G (t,5) f (s, (s)) ds

B
>a(l—=0)[f(s,xo(s))ds.

Alors, (3.2.13),(3.2.16) et (3.2.17) entrainent que

8
¢(ro(t) = a(l-p)o (ff (s, 29 (S))d8>

B
= a(l=7) [o(f(s,20(s)))ds
> a(l-7) fM(b (x (8)) ds.
Par conséquent,
B B
Jo(zo(t))dt = (1 —B) (8 —a)M[é(x(s))ds
De plus, on a ,
Jé (0 (t))dt >0
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En effet, fﬁgb (xo (t)) dt = 0 implique que ¢ (zo (t)) = 0, et ainsi o (t) = 0, Vt € [, 5].
Comme a:z € K, alors zg(s) = 0 Vs € I, et par conséquent, ||zo|, = 0, ce qui est en
contradiction avec ||z¢[|, = R. Par (3.2.18) et (3.2.19), on aura a (1 — 3) (8 —a) M < 1,
ce qui contredit (3.2.12), d’ou (3.2.15) est vraie.
D’autre part, en tenant compte de la condition (Hz) et f (¢,0) = 6 on peut trouver
0 > 0 tel que
lf ()| < <%) |z||, Yxe P, ||z| <d,tel. (3.2.20)

e Montrons que, pour tout 0 < 7 < min (6, R),
F(z) #z, VoekK,|z|,=r (3.2.21)

Supposons qu'il existe x; € K avec ||x1]|, = r telle que F (z1) > x1. Alors par la condition

(d) de la fonction de Green ( voir le lemme 3.2.2) on a

1
max G (t,s) = 7 (3.2.22)

t,sel

Alors,

0 < xl(t)goflG(t,s)f(s,xl(s))ds
< iflf(s,xl(s))ds Vtel,

0

ce qui implique en tenant compte de (3.2.20) que

N1
|z1 (O[] < bellf(s,xl(S))lldS
N 12

< r=
< Jlylm @l ds
1 T
< Slhale=1, vel,

et ainsi [|21||, < 7, ce qui contredit ||z, = 7. Par conséquent, (3.2.3) est vrai.

Le lemme 3.2.3 donne que F' est une 2L;-contraction stricte d’ensembles sur K, p =
{r € K| r <|z|. < R} . les conditions (3.2.11), (3.2.15) et (3.2.21) et le théoréme 2.2.1
entrainent que F' admet un point fixe sur K, g, ce qui est une solution positive du probléme

(Pby) d’apres le lemme 3.2.1. =

Théoréme 3.2.2 Soit P un céne normal. Supposons que les conditions (H1), (Ha),

(Hs) et (Hg) sont satisfaites. Alors, le probléme (Pby) a au moins deux solutions positive
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3.2. Applications a un probléme aux limites dans un espace de Banach [12]

différentes x1 et xo vérifiant:
0 < llzzlle <7 < loalle. (3:2.23)

Démonstration. Supposons que (Hy) et (Hs) sont satisfaite pour tout [a, 5] (0 < a < f < 1),

pePetld, ] (0<a < <1), ¢ € P* respectivement , posons

K = {zeQtelquez(t)>a(l—-p)z(s), Vt€|a,f],s €1},

K = {zeQtelquez(t)>a (1-p8)x(s), Vte[d,3],s€ I}
e Comme dans la preuve du théoréme 3.2.1, nous pouvons montrer que
F(K)CK, et F(K')C K’ (3.2.24)

On peut choisir 7, R avec R > n > r > 0 de sorte que

F(z) £ =z, VzxeK,|z|, =R, (3.2.25)
F(z) # z, YeeK, |z|,=r (3.2.26)

e Montrons que
F(z) ¥z, xeQlzl,=n (3.2.27)

Supposons qu'’il existe 79 € @ avec |[zoll, = 7 tels que F'(zg) > zo, alors d’apres la

propriété d) de la fonction de Green on obtient

0 < a:o(t)SoflG(t,s)f(s,mo(s))ds

1 1
< fo(s,xo(s))ds Vt e I,
0
et ainsi
N1 1
lzo (O < 7S IS (s:0 ()| ds < ZNM VEe I, (3.2.28)
0
en vertu de la condition (Hg) on a
4n
M= sup |f(t2)]<—. (3.2.29)
tel, xzePNT, N

Donc, (3.2.28) et (3.2.29) entrainent que
1
n=laolle < INM <

d’ou la contradiction. Par conséquent, F' (z) # x, pour tout z € Q, avec ||z||, = 7.
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Par le lemme 3.2.3, on obtient que F' est une k-contraction stricte d’ensembles sur
Kyr ={r € K| n< |z, < R} et de méme sur K|, = {r € K¢| r <|z|, <n}. En
tenant compte des conditions (3.2.24)-(3.2.27) et en appliquant le théoréme 2.2.1 4 F, K, p
et I, K;m, respectivement, on obtient qu’il existe un point fixe 1 € K, g, et 21 € K;m
tels que F (z1) = 1 et F'(x2) = x9 et d’apres le lemme 3.2.1 21 et x5 sont deux solutions

positive du probléme (Pby).Finalement,(3.2.27) implique que ||z1]l, # 1, |22l # 1, ce

qui nous donne 0 < [[xz]|, <7 < ||z1]|,. ™
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Conclusion

Ce travail m’” a permis de comprendre I'utilité de la théorie du point fixe et le lien de cette
théorie avec la notion de 'indice du point fixe sur les cones. J’ai pu aussi comprendre
comment cette théorie a été utilisée dans la résolution de certains problémes liés aux
équations différentielles.

Nous avons cité a la fin de ce mémoire, quelques références bibliographiques permettant
au lecteur intéressé d’avoir acces a quelques sources que nous avons utilisés pour rédiger
ce mémoire.

Comme perspectives, on peut penser a généraliser d’autres théorémes du point fixe
sur les cones existant dans la littérature au cas des contractions strictes d’ensembles ainsi
qu’aux applications condansentes. Ces généralisations nous permettrant de traiter une

large classe de problémes liés aux équations différentielles.
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Définition 1 (Espace vectoriel normé) On prend K = R ou C, soit £ un
K —espace vectoriel, une norme sur E est une application x — ||z|| de £ dans R telle

que

N1 : VoeE, |z|>0et ||z| =0 z=0,
N2 : Voe BE\VAe K : |zl = |\ ||,

N3 : Vo,yec B, ||lz+y| < ||+ |y .

On dit alors que (E, ||.||) ou simplement E est un e.v.n.

Définition 2 (Ensemble convexe) Soit A un sous-ensemble de F, on dit que A est
conveze si, pour chaque z,y € Aet A€ [0,1],ona \x + (1 —\)y € A.

Définition 3 (Espace de Banach)On appelle espace de Banach, un espace vectoriel
normé qui est complet pour la distance déduite. Si K = R on dit que £ est un espace de
Banach réel, si K = C on dit que E est un espace de Banach complexe.

Définition 4 (Ensemble borné) On dit que A est un sous-ensemble borné de X si,

dM > 0 tel que Vo € A, ||z| < M.

Théorémes d’extension de Dugundji

Théoréme 1 Soient X et Y deux espaces vectoriels normés, A C X une partie fermée
de X et f : A — Y une application continue. Alors f admet une extension continue
X =Y telle que f(X) C Conv(f(A)).

Théoréme 2 ([14], chapitrel, théoréme 2.7): Soient X et Y deux espaces de Banach,
A C X une partie fermée bornée de X et f : A — Y une application complétement

continue. Alors f admet une extension complétement continue f : X — Y telle que

F(X) C Conv(f(A)).

67



Annexes

Théoréme des antipodes de Lyusternik-Shnirel’man-Borsuk

Théoréme 3 Soit S une sphére dans un espace normé de dimension n et (A;),_, , un
recouvrement de S par des fermés, alors au moins un des ensembles A; contient deux

points antipodaux ie diam (Ag) > diam (.S).

Critére de compacité d’Ascoli-Arzéla

Théoréme 4 : Soit X un espace métrique compact, ¥ un espace de Banach et H C
C(X,Y) un sous-espace muni de la norme sup. Alors H est relativement compact si et

seulement si :

1. H est uniformément borné, i.e.

Vz € X, lensemble {f(z): f € H} est borné dans Y.

2. H est équicontinu, i.e.

Ve > 0,3V CV(z),Vy € X5y eV = [|f(y) — f(@)lly <&, VfeH

e Casou X = [a,b] CRet Y =R.
Théoréme 5 : Soit (f,),cn C C ([a,b],R) une suite vérifiant:

L. (fn),en est uniformément bornée, i.e.

de>0,Yn e N: [[full < cligll-

2. (fn)nen est équicontinue, i.e.
Ve > 0,36 = 0(e),Va,y € [a,b] : |z —y| <0 = |fulz) — fuly)] <e,¥n eN.

Alors, (fyn),ey admet une sous-suite convergente. (i.e. (fy),oy est relativement

compacte.)

Proposition 1: Soit £ un espace de Banach et {A,} une suite de sous-ensembles

fermés bornés et non vides de E tels que:

AlDAQDAgD...

68



Annexes

Si a(A,) — 0 quand n — oo, alors A = (| A, # () et A est compact.

n=1
Proposition 2: Un espace métrique est précompact si et seulement si, pour tout

nombre ¢ il peut étre recouvert avec un nombre fini de boules de rayon ¢, c’est a dire s’il

est totalement borné.
Proposition 3: Si A C B, alors diam (A) < diam (B) et diam (A) = diam (A) .

Proposition 4: Soit E un espace de Banach et A, B C E, alors on a
1. diam (AB) = |\| diam (B);

2. diam (x + B) = diam (B) ;

3. diam (A + B) < diam (A) + diam (B) ;

4. diam (conv(B)) = diam (B) .

Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue

Théoréme 6 Soit (f,), .y une suite de fonctions appartenant a L'(Q2) avec Q@ C R™. On

suppose que :
L fu(z) = f(x) pp sur &;
2. Tl existe une fonction g € L'(Q) telle que
Vn e N, |fu(z)| < g(z) p.p sur Q.

Alors,
feL Q) et | fu—fllpq — 0

Théoréme 7 (Théoréme de Mazur [1], page 47) L’enveloppe convexe fermée d’un

ensemble compact dans un espace de Banach est compacte.
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