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Introduction

Il est bien connu que les solutions des problémes aux limites elliptiques posés dans

des domaines avec coins présentent des singularités au niveau de ces coins.

L’étude de I’équation de Laplace dans un polygone n’a été abordée que depuis une

date relativement récente.

En 1974, M. MERIGOT publia la premiére étude de la régularité dans les espaces
LP(Q2), ou le noyau de Poisson de 'opérateur ainsi que la transformation de Mellin ont
été utilisés afin d’exhiber des estimations a priori permettant 1’étude de I’existence et de

l'unicité de la solution.

En outre, V. A. Kondratiev s’est penché sur les problémes aux limites elliptiques
dans des domaines avec "coins". Pour éviter les points anguleux, il a utilisé le changement
de variable p = exp(—t). Ceci rameéne ’étude au cas classique dans une bande et introduit

des espaces avec poids a 'origine.

Enfin, plus récemment M. Dauge a construit une résolvante pour le Laplacien, en

étudiant dans un polygone plan, ’équation:

Au= A u+ f (0.0.1)
C’est a dire
u=(A-XN""f (0.0.2)

Elle a décomposé la résolvante en deux parties: 'une réguliére, l'autre singuliere pour

obtenir les mémes résultats.



Introduction

En ce qui nous concerne, nous nous sommes intéressés a 1’étude du role que jouent les

fonctions poids dans I’étude des problémes elliptiques de la forme

Au=f dans €
(0.0.3)

u=20 sur r

Ou Q est un ouvert plan de frontiére polygonale notée I' et f donnée dans L2(2).
A cet effet, on affecte 'opérateur A d’une fonction poids p(z,y) qui est une fonction

indéfiniment différentiable & l'intérieur de €2, ne s’annulant pas dans €2 et qui est définie

par:
(#2 +9?)2  au voisinage de chaque sommet de {2
1
wz,y) =< wz,y) sip, < (22 +192)2 < p, (0.0.4)
1
1 si (22 4+ 9%)2 > p,

Avec 0 < a < 1, et p, suffisamment petit, p, suffisamment grand.

Nous étudions alors un probléme du type:

w(z,y) Au=p(z,y) f=g dans Q (0.0.5)

u=20 sur r

Dans une premiére étape, nous traitons le probléme dans un secteur plan infini d’ouverture

¢ qu’on note 1, et qui est défini par:
Q, ={(p,0),p>0,0<0 < p<2r} (0.0.6)

On désigne par I', la frontiere de 2.

On peut toujours ramener le sommet de 2, a l'origine et ceci par rotation et par
translation.

La frontiére de 2, correspond & la réunion des deux demi droites issues de I'origine
et d’équations respectives # = 0 et 6 = . Il est clair que les coordonnées polaires sont
mieux adaptées a la géométrie du domaine 2.

La fonction poids u(z,y) = A(p) en coordonnées polaires s’écrit:

pe si0<p<p;;0<ax<l
Ap) =1 wlz,y) =d(p) sip, <p<p
1 sip > py
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En passant en coordonnées polaires, le probléme (0.0.5) , s’écrit:

Ap) Au=Xp) f=h dans Q

(0.0.7)
u =0 sur I
Dans le secteur €2, le probleme (0.0.7) s’écrit:
Pu  10u 1 0%u
Ap) |55+ -5+ 55| =g dans Q
(©) Op*  pOp  p* v ’ (0.0.8)
u =0 sur I’y

g désigne ici la restriction de la fonction i au secteur (2.
Comme au voisinage de chaque sommet du polygone €2, la fonction poids A(p) vaut
p®, alors au voisinage de 'origine le probléme (0.0.8) s’écrit:
p*Au=g dans Q,NV(0) 0.09)

u=0 sur r,

Ou V(0) désigne un voisinage de ’'origine.

La transformation de Fourier dans le cas classique joue le méme réle que celui tenu
par la transformation de Mellin.

Une convolution multiplicative donne la solution du probléme (0.0.3) . On obtient donc
des résultats dans des espaces avec poids qui cachent les phénomenes qui se produisent

aux voisinages des sommets (Voir [19]).



CHAPITRE

Préliminaires

1.1 Rappels d’analyse fonctionnelle

1.1.1 Espaces de Sobolev

Définition 1.1.1 On définit les espaces de Sobolev d’ordre m, (m € N*) par:
H™(Q)={ue L*(Q): D*ue L*(Q),Va € N¥;|a| <m}

H™ () est un espace de Hilbert.

On le munit du produit scalaire suivant:

Uy V) rrm oy = D% D% dx
ey = Y [

aeNN

la|<m

et la norme associée:

N

o 2
lll iy = | 30 / D*ul? da

aeNN

la|<m

Remarques
1. Sim =0 alors H°(Q) = L*(Q).

2. Lorsque 2 = RY, il est possible de définir les espaces de Sobolev en utilisant la

transformée de Fourier.



1.1. Rappels d’analyse fonctionnelle

Proposition 1.1.1 L’espace H™ (RN), m € N*, peut étre défini par:
H™ (RY) = {u eL*(RY): (1+ |§|2)% ue L? (RN)}

et la norme ||.|| g gy €st équivalente a:

1
mo 2
o ([ arie)" m©ra)
RN
Remarque 1.1.1 H]" (), m € N*, désigne l’adhérence de D () dans H™ (£2) .
Définition 1.1.2 On désigne par H=™ (Q2), l’espace dual de H" () (Voir [27)).

Théoréme 1.1.1 Pour tout s € R, le dual de H? (]RN) coincide dans D' (RN)

(algébriquement et topologiquement) avec H~* (]RN ) )

1.1.2 Inégalité de Poincaré

Proposition 1.1.2 Soit Q un ouvert borné (Au moins dans une direction). Alors:

3C = C(2) > 0 tel que: Yu € Hy(9), HuHL < C ||Vu

2() L2(q)

Théoréme 1.1.2 Lorsque Q2 est un owvert de classe C* avec T’ borné (Ou bien = RY)

alors:
. N _
Sim > 5} alors H™(Q) — C(Q)
N
Sim = 5} alors H™(Q) — L1(Q2),Vq € [2, +00]
N 2N
SZ 0 S m < 5 alors Hm(Q) — Lq(Q),Vq S |:2, m]
avec injections continues.
Théoréme 1.1.3 Si Q est borné et de classe C' alors on a:
Si N < 2 alors H'(Q) it c(Q)
compacte
Si N = 2 alors H'(Q) = L(Q),Vq € [1,400[
compacte

2N
Si N > 2alors H(Q) < Lq(Q),qu{l,—{

compacte N — 2

En particulier:

HY(Q) — LXQ)

compacte
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1.1.3 Théorémes de traces
Cas d’un ouvert régulier

Théoréme 1.1.4 Soit Q un ouvert de classe C'. Alors il existe un opérateur linéaire
continu appelé opérateur trace et noté v, de H'(Q) dans L*(T') ou T' = 02 qui coincide

avec l’opérateur de restriction usuelle pour les fonctions continues. De plus, on a:
ker v = HA(Q)

et on définit alors:

Yo(H' () = H2(T)

Dans un polygone
Avant d’énoncer quelques théorémes de traces pour un ouvert polygonal du plan,
nous commencons par le cas d’un secteur.
Soit €1, le secteur plan limité par la demi-droite Oz et la demi-droite Oy issue de
lorigine et formant un angle (Oz,Oy) = 6. On identifie Oz et Oy & RT a traves les

applications:
p— pTy = (p,0) et p — p1, = (pcos(f), psin (f)) respectivement.

Ainsi une fonction g définie sur Oy est identifiée a la fonction g définie sur R* par

g(p)=g(pcos(0),psin(0))

Soit v la normale unitaire a Oy orientée vers l'extérieur de €2,.
: : ou
Pour une fonction u, définie sur €, , on notera u/o, et 9 /oy les traces de u et de sa
v

dérivée normale sur I'axe Oy.

Théoréme 1.1.5 L’application:

8u 8U
u — (U(ZL’,O), 8_y(x70>7 u/Oy7 5/09)

est linéaire continue surjective de H* (Q,) sur le sous espace de H 3 (RY) x Hz (RY) x

H? (RT) x H:z (RT) formé des quadruplets (fo, f1, 90, g1) tels que:

fo(0) = g0 (0) (1.1.1)
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| 150 = cos®) 50 +5in 0) o (o) L < o (1.12)
|10 =5 @) 9(0) = cos®) () L < (1.1.3)

On considére a présent un polygone plan {2 de frontiere I' = UTle_j ou I'; est un
segment linéaire d’extrémités S; et Sjy1 (en convenant que Sy, = S1). {S;}]_; sont les
sommets de (2.

La normale unitaire a I'; orientée vers I'extérieur de €2 est notée v;.

Chaque segment I'; de la frontiére est identifié & un intervalle ouvert |a,b[ de R et
on identifie, comme précédemment, H*®(I';) a H®(Ja,b]) a travers l’application affine
isométrique qui transforme ]a, b[ en I';. Pour une fonction v définie sur 2 on note u,r, et
g—:j /r, sa trace et celle de sa dérivée normale sur le segment I';.

Soit S; un sommet de Q, I';_; et I'; les cotés de 2 issus de S;. On note 7,_1 et 7;

les vecteurs unitaires portés par I';_; et I'; et orientés de S; vers S;_; et de S; vers S

respectivement.

Définition 1.1.3 On dira que deuzx fonctions, f;_1 et f; de H2 (Tj_1) et de H2 (I';)

respectivement, se raccordent en S; si:
/06! £i (Sj+ pr5) = fi-1 (Sj + prja)|” d—pp <0
pour un réel & > 0.
Théoréme 1.1.6 L’application:
U — (u/pj, 7 =1, ...,m)

est linéaire continue surjective de H' () sur le sous espace T du produit HH 2 (T'))
j=1
formé des m-uplets (f; , j =1,...,m) tels que pour tout j =1, ...,m, les fonctions f;_1 et

f; se raccordent en S; au sens de la définition(1.1.8) (en convenant que fo = fm).

Cette application admet un relévement linéaire continu.
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N.B. Ce théoréme assure l’existence d’un opérateur de relévement. La continuité d'un
tel opérateur n’est cependant assurée que si ’espace de traces T' est muni d’'une norme

qui fait intervenir des termes de raccord aux sommets S;, c’est a dire:
2 - 2 [0 2 d
1CFrs for oo Fed 7 =D il oy + Z/O | f5 (S5 + p75) = fima (S5 + prj—) [T —
j=1 j=1

avec 0 > 0 convenablement choisi (et en convenant toujours que fo = fi,).
Théoréme 1.1.7 L’application:

U — (u/pj, 7 =1, ...,m)

est linéaire continue surjective de H* (Q) sur le sous espace du produit H H> (L';) formé

7j=1
des m-uplets (f; , j =1,...,m) vérifiant les conditions de compatibilité

fi (Sjs1) = fix1 (i), j=1,...m

(en convenant que fm11 = f1).

Cette application admet un relévement linéaire continu.

La preuve de ce théoréme s’obtient, apres localisation, comme conséquence du théoréme
(1.1.5) . Une autre conséquence intéressante du méme théoréme est le résultat ci-dessous.
ou 1
Pour u dans H? (2), ) /r; est & priori bien définie comme élément de H2 (I';). On note,
I/ .

J
par ailleurs, H? (Q) N H} () le sous espace de H? () formé des fonctions a trace nulle.

Nous avons alors le théoréme:

Théoréme 1.1.8 L’application:

0 .
u— (a—IZ/Fj , j= 1,...,m)

est linéaire continue surjective:

a) de H*(Q) sur le produit H Hz (T;)

j=1
b) de H*(Q) N H} () sur le produit H Hoé,o (T'))
j=1

Chacune de ces deux applications admet un relévement linéaire continu.
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m

m

1

Dans ce théoreme les espaces de traces H Hs (L';) et H Hg, (T';) sont munis de leurs
j=1 j=1

normes naturelles d’espaces produits (sans termes de raccord).

1.2 Transformation de Mellin et ses propriétés

1.2.1 Définitions

La transformation de Mellin a ’avantage de bien s’adapter aux domaines qui présen-
tent des angles tels que des polygones, des cones ou des polyedres.

Elle joue un role équivalent a celui de la transformation de Fourier dans le cas classique
ou on utilise les coordonnées cartésiennes.

En revanche, elle débouche sur des espaces fonctionnels avec poids, qui ne sont pas
des espaces classiques.

D’autre part, le passage aux coordonnées polaires, allége les calculs.

Puisque nous travaillons dans un secteur plan, il est préférable d’utiliser les coordon-
nées polaires qui sont mieux adaptées a la géométrie de ce domaine, et dans nos calculs
nous utiliserons la transformation de Mellin, ce qui nous permet d’obtenir la solution
dans des espaces avec poids qui cachent les singularités qui se présentent au voisinage du
sommet.

Dans ce qui suit nous allons donner quelques rappels sur la transformation de Mellin

et ses propriétés ainsi que sa relation avec la transformation de Fourier.

Définition 1.2.1 Soit la fonction u : Rt — C. On appelle transformation de Mellin de

la fonction u la fonction notée u, définie par:

o] +oo
- d
M () =(o.0) = [u(p0)57dp = [u(p.0)7 L o€ C
0 0 P
Et ceci lorsque cette intégrale converge (Voir [22] et [24)]).

1.2.2 Propriétés

On trouve ces propriétés dans [23] et [24].
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du _
d_p(g) =—(c—1) u(c—1) (1.2.1)
. Et en général si n € N*| on a:
d"u " -
G0 =V @ =D (0 =2 (o= n) To—n) (1.2.2)

. Siae R aveca=n+f, et 0 < < 1, on vérifie que:

D = Db — DW(DB) — Df (D)

. On utilise la transformation de Fourier:
Dbu = (i€)" @ (€)

. Par analogie avec la transformation de Mellin, on vérifie que:
dPu _
530 =T(0) T (o= 5) T(o—5)
et pour a € RT, avec o = n + [3, on vérifie que:
%( )=T(o) T'( ) uf )
—(0) = —a) u(loc—«
i o o o o
. On vérifie aussi que: s
d -
Py =0 ()

. Analogie du théoréme de convolution:

Pour tout a € RY tel que les fonctions u et v soient intégrables sur RY, on pose:

[u*v](a) = /RN u(z) v(a — ) dx

Nous noterons par [u * v] la convolution multiplicative de uet v par rapport a la

mesure - définie par:

On a alors:

10



1.2. Transformation de Mellin et ses propriétés

8. Relations des transformations de Fourier et Mellin:
Il y a une certaine analogie entre la transformation de Fourier et celle de Mellin.

En effet:
“+oo
u(o) :/ exp (2iwot) w(t)dt

[e.o]

En utilisant le changement de variable p = exp (—t), il vient:

7 > —2imo d
i0)= [ ¥ u(-p) Y
0 P

Si on note u (—In p) par uy (p), on trouve:

-~ OO —2imo d ~ :
(o) = / P ) L = i (<2imo)
0

Donc:

u (o) =uy (—2imo)

9. La transformation de Mellin inverse est donnée par la fonction u, avec u (o) qui est
définie pour a; < Re (o) < as et
p+iv
1
u(p) = — lim u(o)p %do
(0) = 5 lm_ [ (o)

pn—iv

et ceci pour tout p fixé et oy < p < as.

1.2.3 Probléme obtenu par transformation de Mellin

Soit le probléme:

Au=f dans
(P,) :
u=0 sur I,

Le probléme obtenu par la transformation de Mellin de (P,) est:

— Au = fv dans €2
(P) :

u=0 sur Iy,
En utilisant les propriétés de la transformation de Mellin, on trouve:
N 0*u
00*
u=0 sur Iy

— | (c=1)(6=2)u(c—2,0)— (6 —2)U(c —2,6) (0—2,0)=f dans Q,

(P)

11
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Donc:
7 (0—2)2a(a—2,9)+a—;(a—2,9):f dans

u=20 sur r,

1.3 Etude d’un probléme modéle dans le cas régulier

Soit le probleme (P) suivant:

—Au=f dans
(P):
u=20 sur "= 0%

Vi € D(Q) : (—Au,p) = (f, ¢)
C-a-d:
N N
0%u 0%u
Vo eD(Q): (=) 55.90)=(flp) <= VoeDQ): => (25.9)={(f¢
j=1 ~J j=1 J
La dérivation est au sens des distributions, d’ou:
ou Jy
D(Q
Vo € D) : Z<a S =he)

Puisque v € H}(Q) et f € L*(Q) alors:

Yo € D(Q) : JZ/;;L]( 83:] dx—/f
C.-a-d.:
Vo € D(S2 / Vu(z) Vo(z) doe = / flx
Comme D(Q) est dense dans H}(Q) alors:
Vv € Hy(R) : /QVu(x) Vou(x) de = /Qf(x) v(x) dx
D’ou la formulation variationnelle suivante:

(FV) { Trouver u € H} () tq Vv € HI(Q) :
Jo Vu(z) Vou(z) dz = [, f(x) v(z) dx

12
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Posons:

H = H} (), a(u,v) /Vu ) Vou(z) dz, (l,v) /f

Il est clair que af.,.) est une forme bilinéaire sur Hg () x H}(2) et que (I, .) est une forme
linéaire sur Hg(92).

Montrons que a(., .) est continue, C.-a-d. montrons que:

3Ca > 0,Yu,v € Hy(Q) : |a(u, v)| < Co lull gy IVl e

la(u, v)| =

/QVu(x) Vo(x) dx §/9|Vu(x)HVv(x)\dx (%)

En appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient:

< ( / Vu(z)[? dz)}( / V(@) 2 o)t = [Vull oy 190 oy < Tty 1ol

D’ou:

3Ca = 1> 0,Yu,v € Hy(Q) : |a(u,v)| < Callull gy 0]l

Donc: af(.,.) est continue.

Montrons que af(.,.) est coercive. C’est a dire, montrons que:

Ja > 0,Yv € Hy(Q) : a(v,v) > a ||U||H1

afo.0) = [ Vo) dz = [ Vol
D’apres I'inégalité de Poincaré, on a:
AC, > 0,Yv € Hy(Q) : [vll 21y < Cp (VY] 2(q)
D’ou:
ol Z20) + 1V0l 720y < Cp 1Vl 720y + IV0l 7200y & [0l @) < (L+Cp) V0ll72q

Donc:
1

1+ C2

p

do =

> 0,Yv € Hy(Q) : a(v,v) > « ”UHHl

13
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Donc: af.,.) est coercive.

Montrons que ([, .) est continue. C’est a dire montrons que:

3C; > 0,0 € HY(Q) : [{1,0)] < Cilloll s

()] = / f(2) v(z) de| < / @) |o(x)|de

En appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient:

(L v)] < (/Q |f(2)]? dx)? (/Q @) dz)? = [1fll 2@ 10120 < 1l 10l

D’ow:

AC = [1fll 2y > 0, v € Hy(Q) : [, v)| < Ci[[v]l 1

Donc: (l,.) est continue.

Les hypothéses du théoréme de Lax-Milgram étant réunies, alors:

Jlu € Hy(Q) solution faible de (P)

14



CHAPITRE
2 Etude de la régularité
d’un probléme modéle

dans le cas non régulier

Soit le probléme:

Au=0 dans €
(2.0.1)

u=>0 sur I
(En coordonnées polaires).
On pose:
x = pcost p=+/22+ 42
{ y = psiné - { § = arctan (%)
Oup>0et0<b<p<2m.
Le probléme (2.0.1) devient:
v 10v  10%
o pop " P or
(P) v(p,0) =0 sur Iy

=0 (Ey) dans

v(p,) =0 sur Iy

Montrons que v(p, ) = p® ®(#) est une solution du probléme (P):
On a:
v(p,0) = p*®(0)

15



2. Etude de la régularité d’un probléme modeéle dans le cas non régulier

D’ow:

g_z = ap™10(0) 1)
gipg —a(a—1)p"20(0) (2)
W)

% — p* @ (0) (3)

On remplace (1), (2) et (3) dans (E4), on obtient une équation différentielle du second

ordre linéaire homogeéne a coefficients constants, qui est sous la forme:

1"

(E): @ (0) +a*®(0) =0
L’équation caractéristique associée est donnée par:
Y +a’y=0;, A=—-4a® <0

On distingue deux cas:
1®cas:a=0=A=0
Solution double:
Y1 = Y2 =
La solution générale de (F) est:
®(0)=A0+ B
D’ou:

v(p,0) = p* ®(0) =p"(A0+ B);p >0
— A0+ B

Telles que A et B sont deux constantes réelles a déterminer.
D’ou:

v(p,0) =0 B=0

16



2. Etude de la régularité d’un probléme modeéle dans le cas non régulier

De méme:

v(p,p) =0 Ap=0 A=0, car o > 0
Donc:
a=0=v(p,0) =0,Yp>0,Y0< 0 <p<2r=v=0¢€ H*(Q) = Pas de singularités.

2®Mecas i £ 0= A= —4a%<0
On aura donc deux solutions complexes conjuguées:

(

_ —iV4a? ,
yl—T:—Wl
et

+iv4da? .
| 2= = +|ali

Sia > 0 alors:

Yy =—al
et
Yo = Faut

D’ou la solution générale de (E) est:
®(f) = Acos (af) + Bsin (af)

Donc:

v(p,0) = p*[Acos (af) + Bsin ()]

Telles que A et B sont deux constantes réelles & déterminer.
v(p,0) =0 p*A=0A=0;p>0
De méme:
v(p, ) =0 p®[Bsin (ap)] =0 < Bsin(ap) =0;p >0« (B =0) ou [sin(ap) = 0]

Si B=0et A=0alors v=0¢€ H*), donc: pas de singularités.
Si sin (ap) = 0 alors ap = km, k € Z.

17



2. Etude de la régularité d’un probléme modeéle dans le cas non régulier

Mais o > 0 et ¢ > 0, d’ou:

k
azi,kGN
et
A=0

Donc:
v(p,0) =B p% sin (%«9)
Question: Quelles sont les valeurs de « afin qu’il n’y ait pas de singularités?
On a: v(p,0) = p~ ®(0)
Soit p € B(0,1) (L’étude sera locale)
v e’ H3(Q), c.-a-d.

v ov *v 0%v *v
2 2 2 2 2
veL(Q),—apeL(Q) _89€L<Q) —8p2€L(Q),—862e

D’ou:
1 ove LXQ) < [ [ u(p,0)] pdpdf < +oc. On a:

[ [ w0 paois = ([ oa) ([ 000y a0)

Telle que: fol pit2adp = fol dp qui converge ssi — (1 +2a) < 1 c-a-d. ssi

p—(1+2a)
o> —1.
ov 5
2. 0_p € L) — fo fo p,0 pdde < +00. On a:

2pdpd9 = o? (/01 pm_ldp) </O@ 1B (6))? d9>

———dp converge ssi 1 — 2a < 1 c.-a-d. a > 0.

a_IO(lO:H)

Telle que: fo 2a=ldp —fo

1_

3. 2 e r2(0) = 7 12

2
50 pdpdf < +o0o. On a:

2 1 ¢ 2
pdpdf = (/ p2a+1dp> </ d@)
0 0

~— 2y P converge ssi — (142a) <1c-ad. a>—1.

0)

!

o (0)

v

Telle que: fol pt2dp fo T

18



2. Etude de la régularité d’un probléme modeéle dans le cas non régulier

2

9%
pdpdf < +o00. On a:

4. T e LAQ) = [7[)

0p? f)

_U(
o2 P

pdpd9 =a?(a—1) (/01 pM—Sdp) </0¢ |®(6))? d9>

1
Telle que: fo 2a=3dp = fo ——5-dp converge ssi et 3 — 2o < 1 c-a-d. a > 1,

a2p’

2

82
. pdpdf < +o0o. On a:

5. 0V e r20) = f7 1120000

21]
802 w(p7

1 ¥
o ([ 0) ]
0 0

dp converge ssi — (2 +1) < 1 c.-a-d. a > —1.

o' (0) ‘2 d@)

892

Telle que: f p*tldp = fo GarD
Conclusion:
Sia>1= v(p,0)=p* ®0) € H*(Q) =1l n’y a pas de singularité.
Sia=1= v(p,0) =p ®(0) € H*(Q) si et seulement si

v v 0*v v 0%

ve LX), % € L*(Q), ' 59 € L*(Q), — € L*(Q),

D’ou:

6. ve L*(Q) <= [/ fol lu(p,0)|? pdpdh < +o0. On a:

/ow/ol‘”(”’ O pipdd = </01p3dp) (/@@(0)‘%9) < +oo

v 2 P4 b
car / |P(0)]"df < +ooet / pPdp = = — < 400
0 0 4 o 4

2

0
v pdpdf < +o00. On a:

" p

7

= p(0) € L*(Q) <= [ fo

2pdpd0 -~ (/ (0 |d9) (/ pdp><—|—oo

271 1
/]@ WPdo < +ooet/pdp—{p21 :§<+oo
0

v

19



2. Etude de la régularité d’un probléme modeéle dans le cas non régulier

10.

11.

2

gz =p®'(0) € L*(Q) < [7 fol %(p, )| pdpdf < +o0. On a:
8’1] 2 ¥ ’ 2 !
%(p, pdpdf = (/ o (0) d@) (/ p3dp) < +00
0 0
’ 2 p4 ! 1
car (9)‘ dd < +ooet / pidp = — < 400
0 0 4 o 4
0%
= L?(Q
07 =0¢e L*(9Q).
0%v " ) o o1]0% 2
5E =P D(0) e L*(Q) <= [ J, W(p, 0)| pdpdf < +o0. On a:
v 2 ¥ ’ 2 !
%(p, 0)| pdpdd = </ o (9)‘ d@) </ p?’dp) < 400
0 0
NE ' P71
car (0)‘ dd < +ooet / pPdp= || == < +oo
v _ ®'(0) € L2(Q) = [? [} |——(p,0) " dpdd < +00. On a:
9p00 o Jo |9p00" 7| PP oA
1 © , 2
/ / ‘m 0,0 pd,od9 = </ ,odp> (/ o (0) d9> < +00
0 0
e, 2 ! P> b
car / o (6’)‘ dd < +ooet / pdp=|—| == <+
0 0 21, 2
Donc:

Si a =1 alors v(p,0) = p ®(0) € H*().

Conclusion:

a > 1= v e H*(Q) =Pas de singularités.
a < 1= v ¢ H*(Q) =Existence de singularité.
D’ou:

k
azlkeN
2

Pour k=0:
a=0=ve€ H*Q) =I n’y a pas de singularités.
Pour k=1:

20



2. Etude de la régularité d’un probléme modeéle dans le cas non régulier

7T ..
a = — : On distingue deux cas:

Si < 1= ¢ > m = Existence de singularité.

Si > 1= ¢ <7 = Ilny a pas de singularités.

SlIas|a

Conclusion:
v(p,0) = p* ®(A) avec 0 < av < 1 est bien une solution de (P).

La solution du probléme (2.0.1) est de la forme
Ly k
u=uy+ B p¥ sin (—WQ)
¥

Ou B est une constante et ug € H*().

Lorsque ¢ > , v n’appartient pas toujours a H?({2) car % ¢ L*(Q).

Tandis que 'unicité de la solution est toujours assurée (Ii) suffit de considérer 'unicité
variationnelle (Pour plus de détail voir [14])).

2

u
On constate que Por2 € L*(Q) ce qui nous donne I'idée d’affecter le Laplacien d’une
o
fonction poids qui dépend de p.

On choisit donc un espace fonctionnel E,, défini par:

E, () = {u e H" (Q,) a support compact dans Q, telles que p*D*u € L*(€,)}
(2.0.2)

O le symbole D? désigne les dérivées partielles d’ordre 2 par rapport aux variables p et

n tq
0 10

o poo
Le symbole D? désigne la dérivée d’ordre 3 par rapport aux variables z et 7.

On munit £, (€2,) d’une norme dite "norme du graphe" :

lull g, = lulla + Y [|o"Dul (2.0.3)
181=2

21



CHAPITRE

Etude du probléme direct

3.1 Le probléme dans un secteur plan

3.1.1 Position du probléme

Soit €2, un secteur plan infini d’ouverture ¢ défini par la relation (0.0.6) .
Supposons que le sommet de €, est situé a l'origine et soit A (p) la fonction poids
définie précédemment, qui ne s’annule pas dans Q, et qui vaut: p* = (22 + yQ)% avec
(0 < a < 1), au voisinage de chaque sommet du polygone .
Il est & remarquer que par rotation et par translation on peut toujours ramener chaque
sommet de 2 & lorigine en coordonnées locales.

On considére le probléme suivant:

Ap)Au=g dans €, (3.1.1)

u=0~0 sur I,

avec g = A (p) f, et f est donnée dans L? (€2,).
On étudiera ce probleme au voisinage du secteur €, car le seul probléeme qui se pose
quant a la régularité des solutions du probléme (3.1.1) se situe au voisinage de 1’origine.

On va donc étudier le probléme suivant:

AU = dans
4 g v (3.1.2)
u=20 sur I,
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3.2. Formule de Green

Pour la condition de Dirichlet homogene (u = 0 sur I',), il est plus commode de chercher
la solution du probléme (3.1.2) , dans un espace fonctionnel qu’on note par E, ¢ (€2,) et

qu’on définit par la relation:
Eoap Q) = Ea () N H& (€2) (3.1.3)

Ou l'espace E, (2,) est défini par la formule (2.0.2) .
On munit 'espace E,p (£2,) par la norme induite par (2.0.3) qui en fait un espace de

Banach.

3.1.2 Remarque

L’opérateur p®A est un opérateur elliptique qui dégénére a l’origine.

3.2 Formule de Green

3.2.1 Formule de Green adaptée au probléme

On se propose de construire une formule de Green adaptée au probléme (3.1.2) dans

le secteur plan ,. Le résultat obtenu s’étendra au polygone tout entier.

Proposition 3.2.1 (Formule de Green)

Vu,v € Cg°(§y) @ (p“Au,v) — (u, (p*A)*v) = / pa_lv%dp —/ upo‘_l@dp (3.2.1)
r, 06 r, a0

ou ov
= pav—dp—/ up® ~—dp
/m on r, On

ou 1 est le vecteur normal a la frontiére du secteur ), et dirigé vers lextérieur de celle-ci et
g 10
on  pob

L’opérateur adjoint de p*A est donné par l’expression:

2 2

(e * 048 a—la a—2 a 2
(p*A) —pap2+(2a+1)p 8p+p (892+a) (3.2.2)
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3.2. Formule de Green

0
=p*A+ aa—p + a?p*? (3.2.3)

Démonstration.
Soient u et v deux fonctions définies dans C§°(€2,).

En coordonnées polaires, le Laplacien s’écrit:

P 19 1
0

~ o 02 00°
D’ou:
0? 0 0?
aA — a—1 "~ a—2 7 24
On a donc:
(p™Au,v) / / (p™*Au)(v)pdpd
ou 8
— a-1 dpdf 2.
/ / pap +p apﬂ) 892)vpp (3.2.5)

/@/w(a ) dd9+//(a1 ) dd0+/¢/w(“62“) dpdb

= P A5 )vpap P F)vpap P Tz )vpap

Jo Jo dp? o Jo Jo dp o Jo Jo 00? P
I3

On integre I; par parties par rapport a la variable p, telle que:

I, = / / vpdpd@ = /080 [/Ooo(pagipz)(pa*lv)dp] df

On pose:
0*u ou
fr= = =7
T 9 dp 5
v
g = paJrlU _— g/ — (O{ + 1)pav + ponrla_p
D’ou:

¢ (Tou o * Ju ov
I: 7 a+l } _/ - ( +1 (e% + a—‘rl_) d )d@
' /0 ([8pp B P P (a+)pvte ap) "

On integre I; ; par parties, par rapport a la variable p telle que:

[T (0u N ar10V
]1,1—/0 (8p) ((a—l—l)p v+ p 8p) dp

On pose:
ou
fl= 2
: 0
g=(a+1)p" + p‘”*la—z
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3.2. Formule de Green

Ce qui implique que:

f=u
/ a—1 a
¢ =(a+Dap*tv+2(a+1)p”

dp
ov
a+1
[ <(a+1)p v+ p ap)]o +

0 o L OV N 0%v
— o U(a(a+1)p e+ 2(a+1)p a_p+p+1a 2>dp

82

_'_ pOé+1
dp?

En tenant compte du fait que les fonctions sont & support compact dans ﬁw, il vient:

I = / / { — + (24 1) p* g—z + a(a — 1)&%} pdpdf (3.2.6)

On integre I, par parties par rapport a la variable p telle que:
¢ o9
I, = / / ot p“vdpdf
o Jo Op

,_8u B
f _8/) = f=u

0
g=pv = g =ap v+
dp

© 00
I :/ {[pauv]go—/ u (ap Lo+ p” Ov )dp} df
0 0 dp

Or u et v sont & support compact dans QO, d’oui:

/ / { —+ap ]pdpd@ (3.2.7)

On integre I3 par parties par rapport a la variable 6 telle que:

%) 00 (92’& 00 ® a2u
I, = =22\ yodpdf :/ -1 U (—) dé] d
3 /0 /0 (p 892) vpdp 7 - \ar (v) 1%

On pose:

D’ou:

On pose:
. 0% ou
= = 1=
I
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3.2. Formule de Green

o= o G- () (5) o)

On integre I5 3 par parties par rapport a la variable ¢ telle que:

D’ow:

? Ou v
I35 = ——db
237 ), 0606
On pose:
, Ou
['= o0 f=u
_ v O
9= 6 7= o
D’ou:

*® ou ovl? v 0%
s =[], - (U] “wde)]dp
o ou o v
I :/ {p“ 11}—} dp—/ [upo‘ ! } d,0+/ / up®” pdpd@ 3.2.8
L A a0 o a6 02 (328)

On a donc le résultat dans espace E,(€,).
Proposition 3.2.2 L’opérateur (p*A)* est elliptique et il dégénére a l’origine.

Preuve. On a (p*A)" est donné par la relation (3.2.3) , son polynome caractéristique

peut s’écrire sous la maniére suivante:

P, (z,y) = p° (aaxZ + bay2)

qui ne s’annule qu’a 'origine, avec a,, et b, sont des constantes qui dépendent de « et qui

ne s’annule pas lorsque « € ]0, 1], qui est notre cas. m

Proposition 3.2.3 L’espace E,(S),), muni de la norme du graphe, est un espace de

Hilbert.

Démonstration.
D’aprés sa définition, I'espace E,(€2,) est un espace de Banach, donc complet.
Reste a montrer qu’il est préhilbertien.
D’otl en munissant I'espace E,(€2,) de la norme (2.0.3) qui découle du produit scalaire
défini par:

<u7U>Ea(Q¢) = <u7U>H1(Q¢) + Z <paDBuapaDBU>L2(Q¢) (329>
1Bl=2
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3.3. Propriétés de I'espace E, (,)

Ou l'opérateur D désigne les dérivées partielles d’ordre deux par rapport aux variables p

et 1) respectivement et

0

on ;%
Remarque

L’espace E, (£,) n’est pas unique.

3.3 Propriétés de ’espace E, (£2,)

3.3.1 Comparaison des espaces H; et H],

Cas s=1:
On pose:
ou ou
12, @) = {ue (0, 5L e 12(0,) o S e (2}
1 2 ~Ou ) ou )
Hpy, () = que L7 () : op € L7(Q) et o € L7 ()

Proposition 3.3.1 L’espace H, , () coincide avec lespace H, , (S2,) .

Démonstration.

Il s’agit de démontrer que si:

Ju 0 Ju 0
¢ 9% sont dans L? (Qy) <= u, u’ 9% sont dans L2 (2y,)

Y o oy ap’ On
En effet on a: 9 5 5
u uo u
3. = o8 (9) P sin (0) o
Qu _ sin (0) Ou + cos (0) Ou
oy dp on
. . Ou _Ou 5 u u N
Il est clair que si u, % et a—nsont dans L” (€2,) alors u, B et By sont dans L” (€),) .
Inversement, on a:
g—z = cos(0) % + sin (6) g—Z
O sin(0) 2% 4 cos (6) -
an W P
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3.3. Propriétés de I'espace E, (,)

Comme u, % et a—Z sont dans L? (€,) alors u, g—z et 8_:; sont dans L? (£,).
Donc:

H;, (Qy) = H,, (Q)
]

3.3.2 Propriétés des espaces F, 3
Remarque

Le résultat précédent ne s’étend pas aux espaces d’ordre supérieur, on a a titre

d’exemple:

Hg,y (Q@> - Hi,n (QW)
Il s’agit de démontrer que si:

. du du *u 0*u ot 0*u
"0x’ Oy’ 0x%’ Oxdy  Oy?
ou Ou 0*u 0O%*u d%u

—, = t t dans L? (Q
u, 00’ 3 32 Dpon e o sont dans L* (£2,)

sont dans L* (€,)

0 0
Il est clair que si u, T ot 2 sont dans L? (92,) alors w, T ot Zsont dans L2 () car

or 0Oy dp  On
Hy, () C H,, ()
Reste a montrer que si:
Pu Pu | Du Pu Pu  O*u

sont dans L* (€,) = sont dans L* (€,)

t t
0x?’ 0xdy ¢ Oy Op?’ dpdn ¢ on?
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3.3. Propriétés de I'espace E, (,)

En effet on a:

0 0 0
a_z = cos (6) a—z +sin (0) G_Z
0?u 0 ou ou
T [cos () 9 + sin (0) 8_y}
0 Ju ou
p [cos (9) p + sin (6) a—y} x cos (0) +
0 ou 0 ,
+8_y [cos (9) E + sin (6) a—y} X sin (0)
0%u 0*u
o U
cos® (6) 92 + sin (0) Dy0n cos (0) +
2 2
u .92 _U
+ cos (6) 900y sin () + sin® (9) 0
Donc:
Pu Pu d%u Pu
8_p2 = 52 ¢08 (0) + 900y sin (26) + 8_y2 sin® (0)
En outre:
Ju  Oudxr Oudy Ou ) ou
90~ o000 oyon  or U Psm0)F g (peos ()
10u ou
— ;% —Sln(9>8—x+COS(9)8—y
1 0u 1 ou 1 ou
— 208, n(e)a— _008(9)8_
1 0%u *u 0 1 ou 1 ou
= gm0 0]
0 1. ou 1 ou .
P [—;sm (0) 9 + ; cos (0) G_y] x (—psin (0)) +
0 1 . 0 1 ou
+8_y [—Esm (0) p ;cos (9) a—y] x (pcos (6))



3.3. Propriétés de I'espace E, (,)

Donc:

De plus:
ou

d*u
dpdl

9*u
dpdl

0%u
0pdn

Donc:

0?u 0?u
—_— = 1 2 _ 1 — 2
o~ o2 sin” (0) 900y sin (26) + o cos” (0)

[cos () % + sin (0) g—Z] X (pcos(0))

0*u
0xdy

2
—cos (0) sin (0) %p — sin (6)

psin (0) +

Pu 0*u
920y + sin (0) 8_y2p cos (0)

+pcos? (6)

0? 2
8—;; (—ﬁpcos (0) sin (9)) +

0%u
0xdy

= | 455 (—psin (0) + peos? (9)) +

OPu [ 2 ,
+8_y2 (p§ cos (0) sin (0))

0% o

0*u
97 + pcos (20)

L .
900, + 5psin (20) 8_y2

1
= 5P sin (26)

1. 0%u
900y + 5 sin (20) a2

pOpdl

—5 sin (29) @ + cos (29)

1 0%u [ 1 ] 0%u 0%u

1 . 9%u
+ 5 Sin (29) 8_y2

0?u 1. 0?u 0%u
p0n 2 sin (26) pre + cos (26) 900y
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3.3. Propriétés de I'espace E, (,)

D’ou:
([ O*u OPu 0*u 0*u
gu_odu in (2 ou L9
02~ o2 cos? (0) + 920y sin (26) + e sin® ()
Pu  PPu | Pu . 0*u
a2 = o2 sin? () — 900y sin (26) + a7 cos? (6)
Pu 10%u . 0?u 10%u .
o0 " 20, sin (26) + 900y cos (26) — 352 Sin (20)
2 2 2 2 2 2
Comme g;;’ 8axgy et g;: sont dans L? () alors gpz, aapgn et ZUZ sont dans L? (€,).
Donc:
H;, (Q) C Hp, ()
Remarque

A partir de maintenant espace H, , (Q,) sera noté H' (Q,).

Proposition 3.3.2

Démonstration.
On asiu€ E(Q,) alors u € H' (Q,) et u est & support compact dans Q.
(Telle que p*D*u € L* () )
Et comme u € H' (Q,) alors g—z € L*(Qy,).

Posons:
Et montrons que:
On a donc:

a—1, |2 _ I a—1 2 _ I 20—2 1,12
1o 0| o,y = (p* "t |v])” pdpdb = p** 2 ol pdpdd
0 0 0 0
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3.3. Propriétés de I'espace E, (,)

1ircas :

p>1

O<a<l=—=2a0—-2<0

D’autre part, si:

p > 1l=log(p)>0= (2a —2)log(p) <0=>log (p**?) <0=p**?<1

p oo
— ool < [ ol oo = ol < £ (92)

Donc pour p > 1, la proposition est vérifiée.
Il reste le cas

p<l1

Sip<1,ona:
v ! 20—2 2 v ‘ 200—2 2 v ! 200—2 2 *
P~ " vl pdpdf = p=*" " |v|” pdpdf + p= " |v|" pdpdd  (*)
o Jo o Jo 0 Je

O0<e<pxl1

Or:

0 < e<p<l=log(e) <log(p) <O

= 0< (2a—2)log(p) < (2a—2)log(e) tq0 < a <1

— 0 <log (pza_Q) < log (620‘_2) — 1 < p? 2 < o2

Or la fonction p — p?*~2 est décroissante et continue sur le compact [¢, 1], donc elle est

bornée et atteint ses bornes sur ce compact.

D’ou:
© 1 © 1
[ [ o1l pdpas < @2 [ [ 1of ppas
0 € 0 €
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3.3. Propriétés de I'espace E, (,)

© e
/ / p**~2 v)? pdpdd
0 0

, pour € suffisamment petit et strictement positif.

Il reste & étudier 'intégrale

Le développement en série entiére de la fonction X ~— (1 4+ X)” tel que |X| < 1, donne:

1+x) =3 [l -nx

O<p<e

et

p < 1(hyp)
Ce qui implique que:

O<p<exl
D’ou:
—-1l<p—-1<e—-1<0<1

C’est a dire:

lp—1l <1
En remplacant X par p — 1 et 5 par 2a — 2 et en appliquant le développement en série

entiére ci-dessus & la fonction p — p?*~2, on obtient:

P e © e
o< | p2a-2|v|2pdpde'= Iy <1+<p—1)>2“|v|2pdpd0'
0 0 0 0

B /0“" /0 2 % (20 = 2) (20 = 3) .. 2 = = 1) (p = 1)" [u|* pdpdf

IN

1 e
25(204—2) (2a—3)...(2a—n—1)/ / lp— 1" [v]? pdpdf
: 0 0

n>0

IA

© e
S/ / lv|? pdpdf car |p—1| < 1
o Jo

Telle que S est la série numérique de terme général

%(2@—2)(2&—3)...(2@—71—1)
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3.3. Propriétés de I'espace E, (,)

On a alors:

0<

¥ € © €
/ / P22 u)? pdpd@‘ < S/ / v pdpdd
o Jo o Jo

Et comme v € L?, on a donc le résultat souhaité. m

Proposition 3.3.3 3K = K (Q,) > 0 telle que

2 2

0%u
dpdn

a—1 au

ap

a—1

P

Démonstration.
0
Si u est dans E,(,) alors pa_la—u € L?(Qy,).
P

(Découle de la proposition précédente).
ou

dp

On pose: v = p®~1—, d’ou il suffit de montrer I'inégalité

2
lol? < K]

v
00

On a
98
/a—z (pcost, psint)dt = [v(pcost, psin t)]izg =wv(pcosb, psind) — v (p,0)
0

Or v est & support compact dans Q_<p car u l'est, d’ot:

0
/% (pcost, psint)dt = v (pcosb, psinf) = v(z,y)
0

C’est a dire:
0

v(z,y) = /% (pcost, psint) dt

0

0
—  |v(x,y)| S/‘%(pcost,psint)‘dt
0

2

0
= "U({L‘,y)|2 < (/%(pcogt,psint)'dt
0

2
dt

0
— oyl < / '%@cost,psint)
0
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3.3. Propriétés de I'espace E, (,)

Donc:
00 © 2
/ / |v(x,y)|2pdpd9 < pCOSQ psinf)| dtpdpdf
o Jo
2
= dt pcos@ psin®)| pdpdb
2
= pcos@ psinf)| pdpdf
2
< / / (pcosB, psinb)| pdpdb
Donc:
dK = ¢ > 0, dépend de 'ouvert Q,, tq : HUH < go' gz

Et le résultat est donc vérifié. m
Définition 3.3.1 On pose pour a = 0,

EO(Q@> = Hi,n(Qv)

= {ue H"(Q,) tqu est a support compact dans Q, et D*u € L* (Q,)}
et pour a =1,

El(QW) = E(Qw)

= {ue H" (Q,) tqu est a support compact dans Q, et pD*u € L* ()}

Proposition 3.3.4 Si « et 8 sont deuz réels pris dans lintervalle [0,1] tels que o <
alors E,(Q2,) C Eg(£2,).

Démonstration.

Pour montrer que: E,(f,) C Ez(),) tels que
Eo(Qy) = {ue€ H' () tq u est & support compact dans Q, et p*D*u € L* ()}
et

Eg(Q,) = {u € H' (Q,) tq u est & support compact dans €, et p’D?u € L* ()}
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3.3. Propriétés de I'espace E, (,)

Il suffit de montrer que: u € E,(2,) = u € E3(£),).
Cest a dire: p*D?u € L? (Q,) = p°D*u € L? (Qy,) .
En d’autres termes, montrons que si toutes les dérivées secondes de la fonction u par
rapport aux variables p et 7, et affectées du poids p® sont carré intégrables par rapport a
la mesure dxdy alors toutes les dérivées secondes de la fonction u par rapport aux variables
p et n, et affectées du poids p” sont aussi carré intégrables par rapport a la méme mesure.
On distingue deux cas:
1 cas: p < 1.
On a:

O<p<l=log(p)<0= (f—a)log(p) <0

Car on a par hypothese:

0<a<p<l1

Ceci implique que:

Blog (p) < alog (p) = log (p”) < log (p™)

Car

0<a<p<l1

Ceci implique que:

o< =) }Dzu} < p“ |D2u|

— ‘pﬁD2u‘2 < |paD2u|2 — p¥ |l)2u|2 < p* ‘D2u‘2

¢ oo ) ¢ oo )
— / / ‘pﬁD2u| pdpdGS/ / }paDzu‘ pdpdf
o Jo 0o Jo

= 0" Dullaqq,, < 10" D%l 2,

Il reste a vérifier le résultat pour le cas: p > 1.
2

On pose: w = pag—pz qui est dans L? (Q,) car u € E,(,).
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3.3. Propriétés de I'espace E, (,)

On a:
0%u

2 ¢ oo 2
pd,od¢9 — / / p26—2a+2a e
0o J1 dp?
pdpdl = / /

2
s U pdpdf

2

pdpdd

2

- [z
0o J1 dp?

_ /‘p / " -0 o Pul”
o J1 dp?
© oo

_ / / 26 w2 pdpdf
0 1
@ A

= [ s [T 0l ] as
0 1
vor4 2 L 2

— / / PP w|* pdpd6 + / / p*0=) w|* pdpdd
0 1 0 A

Or la fonction p — p?#~®) est continue sur le compact [1, 4] tel que A est fini, donc elle

2

8

est bornée.

De plus, elle est croissante sur ce compact, donc elle atteint ses bornes.

D’ou:
4 A © A
|l papas < 26 [ [l pdpds
0 1 0 1

/ / A=) \w|? pdpdh = 0

En effet, on a: w = p® W est & support compact dans Q car u l'est.

D’autre part:

Il suffit donc de choisir A suffisamment grand tel que supp(w) C [1, A] x [0, ¢].

Donc la proposition est aussi vérifiée pour p > 1. =
Proposition 3.3.5 L’espace E,o(S),) peut s’écrire sous la forme suivante:

Eao(Qy) = {u € Hy (Q,), telle que p*u € Hf ()} (3.3.1)
ot les fonctions sont & support compact dans Q_@.

Démonstration.
On pose:
Gao(Qy) = {u € Hy (), telle que p*u € H{ (Qy,)}
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3.3. Propriétés de I'espace E, (,)

a) Montrons que G, 0(€2,) C Eapo(§2,) et supposons que

u € Goo(Qy) = u € Hy () et p*u € HE ()

(C’est la définition méme de G, 0(2,)).

Ce qui implique que:

0 ((g;u) = p ? +ap”'u € Hy ()
= :82(;/:;“) = p“% + Oépalg—z + Oépalg—z ta(a—1) pazu: € L* ()
— _826()’;6;”) (3201; [p*] + g—z [ap® '+ ap® ] 4+ al(a —01) phu — € L* (Q,)
= :825/:;“) = pa% + QOépalg—Z € L* ()
— po‘gipg € L?(Q,) car u € E,(Qy)
— p‘“g—z € L* ()

b) Par le méme procédé, on vérifie aisément 'inclusion dans Iautre sens. m
Remarque 3.3.1 L’espace E,(),) peut s’écrire sous la forme:

Eo(Qy) = {ue H' (), telle que p™u € H*(Q,)}
Les fonctions sont a support compact dans Q_W.

Proposition 3.3.6 L’espace E,(Q,) est un espace intermédiaire entre les espaces H' (Q,)

et H* ().

Démonstration.

Il suffit de montrer que H?(2,) C E,(€,), car inclusion E,(Q,) C H* () découle de
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3.4. Etude de 'existence des solutions

la définition méme de l'espace E,(€,).

Soit u une fonction & support compact dans Q_¢.

Siue H?(Q,) alorsu € H?, (), car H* (Q,) C H?, (Q,) (Voir remarque (3.3.2) ).
Donc u € H), () et D*u € L*(Q,).

L’opérateur D? désigne I'opérateur de dérivation d’ordre 2 par rapport aux variables p et
n.

On a, d’apres la proposition (3.3.1) , H, , (Q,) = H,, ().

On a donc pour 0 < a < 1, et comme les fonctions sont & support compact dans Q_@, il

existe ry une constante finie, telle que:

a2 |2 o v "o a2 |2 o ¢ " 2 12 v * 2 12
|p D u} dxdy = ‘p D u’ dzdy < rg ’D u’ dxdy < |D u| dxdy
Q, o Jo 0o Jo o Jo

Or D?u € L?(Q,).
Donc: p*D?*u € L* () et u € E,(Q,). ®

Remarque 3.3.2 Lespace E, o(,) est un espace intermédiaire entre les espaces Hj ()

et H3 ().

3.4 Etude de ’existence des solutions

3.4.1 Inégalité a priori

Le théoréme suivant nous permet d’étudier l'existence de la solution du probléeme

(3.1.2) dans 'espace E, ¢ (£2,).

Théoréme 3.4.1 Soient E, F, G trois espaces de Banach réflexifs, tel que E s’injecte
dans G et cette injection est compacte, et soit L un opérateur linéaire continu de E dans
F. Alors les conditions suivantes sont équivalentes:

C1.L’%mage de L est fermée dans F et L a un noyau de dimension finie.

C2.1l existe une constante K > 0, telle que:

lull g < K ([ Lull g + l[ulle) (3.4.1)
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3.4. Etude de 'existence des solutions

Démonstration.
On montre d’abord que la condition C2 implique la condition C1.

Pour cela, on suppose qu’il existe une constante K > 0, telle que:
lullp < K ([ Lullp + [[ullg)

Donc: Le noyau de L est de dimension finie car la boule unité dans ker(L) est compacte.
Reste & montrer que I'image de L est fermée dans F.
On pose: N = ker(L).
On a:
L:FE—F

et N est de dimension finie.

D’ot: E se décompose en somme directe c.-a-d.
E=NeM

Donc: La restriction de L & M est injective.

On vérifie qu’il existe une constante C' > 0, telle que:
July < C ullg, Yu € M (3.4.2)
On raisonne par ’absurde; c.-a-d. on montre que:
VO, > 0,3u € M tq ||ullz > C |lullg
En tenant compte que FE s’injecte de fagon compacte dans G et que
3K > 0tq [lulls < K (|Lulp + [lullo)

On obtient alors que: I'image de L est fermée dans G.

En effet, on choisit une suite (u,), C Im(L) tq u,, — v dans G.
Alors il existe une suite (v,), C N tq Lv, = u,.

Et d’apres (3.4.2) , on en déduit que: v, — v dans N.

D’ou:

Lv=u
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3.4. Etude de 'existence des solutions

Donc:

u € Im(L)

On montre que la condition C1 entraine la condition C2.

On a par hypotheése, le noyau de L est de dimension finie, d’ou:
E=N&eM

La restriction de L & M est injective et surjective.

Le théoréme du graphe fermé, nous donne:
3C, > 0 tq [Jul|z < Ciullg ,Yue M (3.4.3)
On vérifie que:
3Cy = conste > 0 telle que: |jul; < Co||ully ,Yu e N (3.4.4)

En raisonnant par 1’absurde de (3.4.4) et en utilisant ’hypothése que l'injection de F
dans F' est compact, il résulte que si v € F et u = u; + us avec u; € N et ug € M.

Les inégalités (3.4.3) et (3.4.4) donnent l'inégalité (3.4.1) , d’ou le résultat. =
On applique le théoréme précédent (3.4.1) au probléme (3.1.2) , on obtient:
E=FEao(Q), F=L(Q), G=Hy ()

L étant l'opérateur p®A.

Puisque L? (Q,) et H} (Q,) sont deux espaces de Hilbert, ceux sont donc deux espaces de
Banach réflexifs.

De plus, 'opérateur p*A est linéaire et continu.

D’ott montrons d’abord que:
E.0(§2,) est un espace de Banach réflexif

Démonstration.

On considére donc une suite de Cauchy (u,), dans E,(€,) qui converge vers u dans
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3.4. Etude de 'existence des solutions

Hy () -
On montre que:
u € Ea,O (Q@)
On a:
(), ™% u dans H} (2,)

Ceci implique que:
U, %7 % comge u, %a % dans L2 (Qsﬂ)
dp ~ On dp’ On
En outre:

*(Q,) — D

continue

U % % ORI % % dans D’
" Op’ On "0p’ On

Or l'opérateur de dérivation étant continu, d’ou:

aU'n aun converge Ju Ou /
A A )] T , =, = |dans D (Q2
(u p 377) (u dp 8n> ans I ($2,)

Donc:

Notons que:

(tn),, C Eao ()

Ceci implique que:

0?u, 0*u, O0*u
n n n L2 0
(3p2 " Opdn’ 8772) c L7(%)

qui est complet, ce qui donne:

Pu, 0*u, 0*u,
0p2 " Dpdn’ On?

converge vers

u 0*u 0%*u
Op?’ Dpdn’ On?

Donc: L’espace E, (§,) est fermé dans Hg (€,), d’ou le résultat. o

) dans L* (€2,)

Reste a vérifier que:

Eap (Qcp) — H& (Qw)

compacte

C’est a dire montrons la proposition suivante:
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3.4. Etude de 'existence des solutions

Proposition 3.4.1 L’injection de l’espace E,q(Q,) dans H} (0,) est compacte.

Démonstration.
Ce résultat est démontré pour a = 1 dans [12]. La démonstration est exactement la méme
pour0<a<l1l m

Donc toutes les hypothéses du théoréme (3.4.1) sont vérifiées.

[’inégalité suivante nous permet de montrer la premiére condition, c.-4-d. on vérifie
que image de l'opérateur p*A est fermée dans L? (£2,) et que son noyau est de dimension
finie, d’ot:

lllp oy < K (120l 20, + Il imyca) (3.4.5)

L’inégalité (3.4.5) sera établie grace a la proposition suivante:

Proposition 3.4.2

010U o 0%u
Vu € Eap () 1 (20— 1) ||p la—p S‘p 92
Démonstration.
On a
0471a a@ 2 > 0:> afl@_i_ a@ afl@_i_ a@ >O
— a—la_u 2_|_ 0‘@ 2_|_2 0‘@ 0‘—1% >0
Lou|? &2u || 00, 021 Ou
ot — *— 2 *———dpdf >0
= "5, T e +/Qpapgapp > ()
De plus:
O | (uN*| _ 0 [(ou) (0u\] _,0udu
dp |\ dp COp|\9p) \Op/)| Top2op
D’ou

0%u Ou o | [ou\? 2l 9 | fou)?
2 a2 d@:/ 2o — (—) d d9:/ / 2o — (—) dp| df
/%p op2 0p"" Qg,p ap[ dp ’ o | 7 o [\ op P
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3.4. Etude de 'existence des solutions

On integre G par parties par rapport a la variable p, telle que:

St
@] = -G

g= p2a — g’ — 2ap2a—l

® 2] °° ) 2
G:/ P> @ —/ 2a % 0> dp| db
0 dp 0 0 dp

En tenant compte que les fonctions sont & support compact dans Q_¢, il vient:

© 00 2 %) 00 2
/ [—/ 2« (?) p2°‘_1dp] dg = —2a/ / (?) 0 Ydpdh
0 0 P 0o Jo P

On pose:

¢ oo 2
= —2a/ / (pala—u> pdpdl = —2« pafl%
o Jo dp dp
On remplace dans (x), on obtient:
oul|® Ou || oul|® Ou | oul|®
a—1-""" a” - a—1 > () — a” > (90 — 1 a—1-""
‘p dp o a‘p opll — o = (20 )’p dp
C.-a~d. , )
du 0%u
2 — 1 a—1~-" a” 7
(200 —1) ||p ol = ‘p 2

Ceci achéve la démonstration de la proposition (3.4.2) . =

Montrons maintenant l'inégalité (3.4.5) .
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3.4. Etude de 'existence des solutions

Démonstration.

Pour ceci, calculons ||p® Au||*:

1p* Al oPu, 10u i@) a(@ 10u i@>>
PRt = NP0 T T raer) " \op T pop T 2 o
Oéa2u 2+ Of*l% 2_1__ 0472@ 2+
awy: P SrTE
128 [ QO‘gugdedQ—l—
0 0%*u 0%u
49 fo o 13933 > dpdf+
0 0*u o
2 o g dpdo
aa2u 2+ afl@ 2+ 0472@ 2_|_
Y P oy ST
., Ou d*u 0%*u 0%u
+2 /p aua “dpdf | +2 /p2a 10;3 “dpdod | +
o @ Qo
b 7
202 07U Ou
+2 P ETel a—d,odé’
e
) ¥
Posons:
2 2 2 a a
_ [l Zaudpde J= 2 7“2‘8 2 dpdo, K = | p* 222 dpdo
0p? dp op? 00 06~ Op

® ®
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3.4. Etude de 'existence des solutions

Le calcul de I par intégration par parties donne:

@ ?ul™ ou] Ou
I = “—— | df— 2 O‘_l—} —dpdf
/0 [p 6’[)2}0 Q/[ P ap) 9p™

@

On remarque que la premiére expression est nulle, car les fonctions sont & support compact,
d’ou:

2
I = —2a/p2a28—2pdpd€ -1
dp

C’est a dire:

Par le méme procédé, on calcule J et K. On fait une premiére intégration par partie par
rapport & p, puis une seconde intégration par partie par rapport a 6, et en tenant compte

des conditions aux limites et du fait que les fonctions sont & support compact, il vient:

10ul| 0%u ||”
J K—(9—9 a—1- YW a—1
+ ( a) |lp 0 00 +‘p 0pol
D’ou:
aa2u 2 a—lau 2+
P 0p? P dp
Ou|® ou|?
XA 2 — a—2"_ " -9 a—1""
1o I P 90> Rt dp
O ||
9 a—1
* ‘p 0po
D’ou on a:
0% |
lulls, o0, + ‘ i
0% Aatl* + [Jull - =
oull? 10u|”
1—20) [p* || + (2 —2a) ||p" "=
+(1-2a)|lp P +(2-2a)||p 00
ou 2 d%*u 2
2 a—1 a—1
> ||u||Ea,0(Q¢)+(1_2a/) P ap ‘ 0pol
Car 'expression
2 20) a1 1l0u 2>0
P Ll <
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Avec: 0 < a < 1.

1
On remarque directement que si o < 3 alors 'inégalité (3.4.5) est vérifiée, car

Aul? u ||?
1-9 a—1~-"" a—1
(1= 20) |15 +]p Zul =
Il reste & vérifier I'inégalité (3.4.5) , lorsque o > 5
On a:
(1 9 ) a—1 au ? a—1 a2u ? a—1 au ? a—1 82“’ ?
E— a — p— —
P o 9p00 ap 900
Il reste & montrer que:
ek wy 0% |
dp dpdb
Pour ceci il suffit d’utiliser la proposition (3.3.2) .
D’ou il existe une constante K, > 0, qui vérifie:
a—lau 2 a—1 aQU 2
P o ° 9900

On a donc le résultat désiré en choisissant une constante convenable M, et en prenant

1
par exemple le maximum de 1 et 7R d’ou:
©

a 2 2 2
M, (1l 8ulP + ullinge,)) > Nl o0,

1
On a donc une constante pour le cas a > 3 et une autre constante pour le cas a < 5>
Il existe donc une constante C,, > 0, qui dépend de a et de ¢, qui vérifie I'inégalité

(345). m

3.4.2 Existence de la solution du probléme (3.1.2)

Les inégalités relatives a la condition de Dirichlet étant établies, donc d’apres le
théoréme (3.4.1) , on a 'image de 'opérateur p*A est fermée dans L? () et le noyau du
probléme (3.1.2) est de dimension finie dans E, ().

On en déduit que le probléme (3.1.2) admet au moins une solution dans l’espace

Eao(£2,).
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3.5 Etude de ’unicité de la solution

3.5.1 Etude du noyau du probléme (3.1.2)

Question:

La solution du probléme (3.1.2) est-elle unique dans I'espace E, (£2,)?

Réponse:

On se propose de calculer le noyau du probléme (3.1.2) .

On sait que le noyau du probléme (3.1.2) est de dimension finie (d’apres le théoréme
(3.4.1)).

Les éléments du noyau du probléme (3.1.2) sont solution du probléme suivant:

p*Au=0 dans €, (3.5.1)

u=20 sur L,

qui est équivalent au probléme:

Au=0 dans €, (3.5.2)

u=20 sur I,

La résolution de ce probléme repose sur ce qui suit:

iy (PPN T\ o
W=\ e 8y2’u “\a2" 8y2’u

La dérivation est au sens des distributions.

D’ou:
ou Ou ou Ou

Mais: Au = 0 dans .

2

@
ox

du
dy

L

L2

L2

Donc:
2

ou
=0 = u = conste

o

ou
dy

<Au,u>:0:>—' 2—’

Or sur I'y,, u = 0 (par hypothése).
Donc: u =0 dans H* ().
Ce qui implique que: u = 0 dans E, ¢ (€,) .
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3.5. Etude de I'unicité de la solution

D’ot: Le noyau du probléme (3.1.2) est réduit au singleton {0} dans E, (€,) .
Ce qui veut dire que l'opérateur p*A est injectif sur 'espace E, (€2,).

Donc: La solution du probléme (3.1.2) est unique dans l'espace E, (£2,).
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CHAPITRE

Etude du probléme

adjoint

4.1 Etude de I’espace dual
On se propose de trouver 'espace dual de 'espace E, ¢ (€2,), qui d’aprés la proposi-
tion (3.3.5) , s’identifie & I'espace G, (§),) défini par la relation suivante:
Gap () = {u € Hy (Qy), telle que p*u € H () }

Par la suite, on explicitera ’espace dual de I’espace G, (§2,).

On a la proposition suivante:

Proposition 4.1.1 Le dual de l’espace G (§),) qu’on note par G_, (), s’écrit de la

maniere suivante:
G_o(Qy) ={ue H(Q,), telle que p~*u € H?(Q)} (4.1.1)

On a évidemment G_, () est identique au dual de Uespace E,(€,), qu’'on note par
E_o(Q,).

On ne fera pas désormais de différence entre G_, (Q,) et E_, (£,).

Démonstration.

On a:
Gap () = {u € Hy (Qy), telle que p*u € Hi () }
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4.1. Etude de I'espace dual

Et comme le dual de l'espace Hj () est H~1(Q,) et le dual de Pespace HF (£2,) est
lespace H? (), alors on peut écrire:

(u,v) :/Q uvpdpdf :/Q (p*u) (p~"v) pdpdd

D’ou la mise en dualité des espaces Hy () ; H 1 (Qy,) et HE (Qy,); H 2 (£2,) (respective-
ment).

Or:
u € Hy ()

pu € H (€2)
Ce qui implique que:
ve H1(Q,)
p~v e H? ()

Proposition 4.1.2 Muni de la norme du graphe suivante:

HUHE_Q(Q(P) = ||u||H—1(Q¢) + HP_OCUHH_Z(%) (4.1.2)

L’espace E_, (§,) est un espace de Hilbert.

Démonstration.
On a:
E_o(Q)={ue H'(Q,), telle que p~“u € H*(Q,)}
Il est clair que E_, (€2,) est un espace de Banach, donc complet.

Il reste & définir dessus un produit scalaire, d’ou posons:

(V) b0, = (01, + (0" 70) o)

Ceci défini un produit scalaire dans E_, (2,). =

Remarques

1. D’apreés [18], on a:
VmeN:L*(Q,) — H™(Q)

compacte
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4.2. Une Nouvelle Norme dans H2(§,)

En particulier, pour m = 1, on a:

L? (Q,) = H! (£20)

compacte

2. Pour tout s réel, les espaces de Sobolev H* sont des espaces de Hilbert, donc réflexifs

18].

3. L'espace E_, () est intermédiaire entre H~ ' (Q,) et H 2 (), ce qui veut dire
qu’on a:

H'(Q,) CE o (Q,) C H?(Q) (4.1.3)

4.2 Une Nouvelle Norme dans H 2 ()

Dans ce qui suit, on introduira un nouvelle norme dans H 2 (€,) et par la suite, on
la définira et on montrera I'équivalence avec la norme usuelle de H2 () .
Pour ceci, on utilisera les fonctions développables en séries de Fourier et la transfor-
mation de Mellin.
Soit v une fonction développable en série de Fourier.

On pose:

0(p,0) = 3 an (p,0) exp (%e)

nez

Sa transformée de Mellin est donnée par:
v(o,0) = Zd;b (0,0)exp (m—WH)
nez ¥
Notons que ’ensemble des fonctions développables en séries de Fourier forment un sous
espace dense dans L?.
Et d’apres [18], espace L? est dense dans H 2.
Donc, d’apres [20] et [27], les fonctions développables en séries de Fourier forment un

sous espace dense dans H 2.
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4.2. Une Nouvelle Norme dans H2(§,)

Définition 4.2.1 On définit une nouvelle norme dans H=? de la fonction v, par la for-

mule suivante:

+o0 %)
2 2 :
v _ _=
|| ”H *@) /oo A nm

nez 1+|a+2|2+(90

2

an (0 +2) exp (m—ﬁ9>
¥
3

ddv avec o =1+iv  (4.2.1)

Rappel

En général, la norme usuelle de H™ (€2), m entier positif, étant défini par:

lullbmey = D HDB“Hiz(Rz) (4.2.2)

[B1<m
Ou D représente 'opérateur de dérivation par rapport aux variables x et y.
En prolongeant a R?, les fonctions par 0, (Ce prolongement existe et est continu), on
montre que la norme définie par (4.2.2) , est équivalente a la norme définie a partir de la

transformation de Fourier comme suit:

||u||§{m(]R2) =[[(1+&+ ¢ ﬂHQ (4.2.3)

a(,0) = / ) exp (i€Cay) drdy (4.2.4)

Remarque 4.2.1 La formule suivante est, en quelques sortes, ’équivalent du théoréme

de Plancherel pour la transformation de Mellin:

+oo e ¢
Hu]&g(%)—/ /0 % (0,0)| dody —/0 Hﬂ(.,@)HiQ(R)dﬁ avec o =1+iv  (4.2.5)

Ou u est la transformée de Mellin de la fonction u.

4.2.1 Démonstration de I’équivalence des deux normes de H 2

On se propose de montrer que la norme de H 2, définie par la relation (4.2.1) est
équivalente a la norme usuelle de H~? celle définie par la relation (4.2.3) , avec m = —2.
Il s’agit donc de montrer I'existence de deux constantes K; et Ky strictement positives

et qui vérifient:

2 2 2 2
l[ulllz—= < Killull-2 et lully—e < K fllull[;-
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4.2. Une Nouvelle Norme dans H2(§,)

Ou
|ul|?,-» : est la norme de u définie par la formule (4.2.3) comme suit:

2

~

v
(1+&+¢)

2
ullf-= = ‘

et

|[|lul[|?,-> : est la norme de u définie par la formule (4.2.1) comme suit:

too  po an (0 +2) exp (MQ)
2
el = [ [ 3

%

nm 2
"€Z) 1+ o+ 2 + (—)

p

2

didv aveco =1+ v

Montrons d’abord que:
3 K, = conste > 0 telle que:  ||Jul||,> < K1 [Jul|-

Démonstration.
Soient v et w deux fonctions développables en séries de Fourier.

Le développement en série de Fourier de la fonction v est:

Sa transformée de Mellin est donnée par:

U(0,0) = Cpn(o)exp (%”9)

nez

On pose:

u
V=
1+ +¢2
et

C, (0 +2) exp (ml0>
¥

2

w:5(0+2,0)zz
"€ | 1 4o+ 2 + <T>
¥

Or, d’apres la proposition (4.1.1) , il en résulte que:

veL*(Q), we L*(Q,) et ue H?(Q,)
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4.2. Une Nouvelle Norme dans H2(§,)

Calculons la norme dans L? de la fonction v en utilisant la formule (4.2.5) :

2

400 [
||'U||i2(9¢) = / /0 | 5(0,9)|2d0du avec 0 = 1 + v
Z C, (o) exp <m«9) dfdv
¥

/+oo /<p
o 0 ne”

- [l Elee

2

. 2
exp (m—%> ' dfdv
¥

Mais:

D’ou:

2
Cy (0)‘ dfdv  avec 0 =1+ iv (4.2.6)

+o0 ®
2
”UHL?(Q@) = / / E
oo 0 ez

Comme la série de Fourier de la fonction v est uniformément convergente vers v, ap-

pliquons donc le théoréme de Fubini comme suit:

9 B 400 ® _ 2 B © +o0
EA A D ACIE TR A DS
0 JO0 ez 0 J=oo ez

- ([ ) (/:OZ @<a>(2dv> = (1%) (/:OZ

neL

—~ 2
. (a)‘ dvdd

On obtient donc:

2
Ch (U)) dv  aveco =1+1iv (4.2.7)

+oo
2
]2 = o / 3

neZ

C, (0 +2) exp (m—W9>
wzz Ld

neL ]-‘l‘ |0-+2|2+ (TL_TF)
¥

(4.2.8)

2
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4.2. Une Nouvelle Norme dans H2(§,)

Ce qui implique que:

2
Cy (0 +2)exp

—~ nm
; = v
[ / /OZ >2 dody

> nel 1+|a+2|2+<@
e

+o0o ~ 2
= Jwlae, / /Z Cnlot+2) d0dy

2
"€l 14 o + 2P +(ng)

2 2
= |wlize = lulllz-2

Compte tenu de la proposition (4.1.1) , la fonction w peut s’écrire de la maniére suivante:

o (%) ] — C, (0) (4.2.9)
1+ |o+27 + (%) ]

En dérivant deux fois par rapport a la variable o, on obtient un polynéme du second degré

3

neZ

de la variable o, qu’on note: P (o).

On remarque que:

wo-(5))]
1+ |o+2° + (n;T)Q]

est borné par rapport aux variables o et 0, d’ou:

Alo) =

@)% < CF [10)|% (4.2.10)
Ou:
C1 =sup |A (o)

et L2 : est I'espace transformé par la transformation de Mellin de I’espace L2.

Or:

~ 12 2
[wll7z = llullg-
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4.3. Etude de I'existence de la solution

On obtient donc I'expression suivante:

[l s < C2 o], (4.2.11)
Et en utilisant la proposition (4.1.1) ainsi que le théoréme de Plancherel [18], on obtient:

lollZ2 = 7172 = NulF-2
Au final, on a:
3 K, = C? = conste > 0 telle que:  |[|ul||5> < K1 |ull-»
La démonstration de la deuxieme inégalité c.-a-d.
3 Ky = conste > 0 telle que:  |Jul?> < Ky |||ulll3-

se fait exactement de la méme maniere.
D’ou I’équivalence des normes définies par (4.2.1) et (4.2.3) avec m = —2 respectivement.

4.3 Etude de 'existence de la solution

On se propose d’étudier Pexistence de la solution du probléme (4.4.1) dans l’espace
12(2,).
Pour cela, on étudiera la fermeture de I'image de 'opérateur P (Tel que P désigne

I'adjoint de l'opérateur p®A c.-a-d. P = (p*A)") dans 'espace E_, (2, .

4.3.1 Inégalité a priori

L’étude de l'existence des solutions du probléme (4.4.1) avec la condition de Dirichlet
homogéne dans 'espace E_, (€2,), sera basée sur le théoréme (3.4.1) .
Afin de montrer que I'image de P est fermée dans E_, (€2,), on établie une inégalité

a priori du type:

3 K = conste > 0 telle que: [[u 2q, ) < K <||Pu||E_a(Q(P) + ||u||H_1(Qw)) (4.3.1)
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4.3. Etude de I'existence de la solution

On applique le théoréme (3.4.1) , aux espaces E, F' et G tels que:
E=1*(Q,), F=E_,(Q,) et G=H"(Q,)

Toutes les hypothéses du théoréme (3.4.1) sont vérifiées.

Remarques

1. Dans tout ce qui suit les normes sans indices sont celles de 'espace L? (€2,,), tandis

que les normes dans H™ (€),) avec m € N, seront notées par |[.[|,, q_ -

2. En utilisant la norme définie par (4.1.2) (Norme du graphe), sur ’espace E_, (€2,),

on trouve:
1Pull s, = IPulli-scay + 107 Pl oo (43.2)
Compte tenu de l'inégalité (4.3.2) , établissons donc l'inégalité suivante:

3 Ky = conste > 0 telle que: [|ul] 2, < K> <HP_QPUHH72(Q¢) + ||u||H,1(Q<P))
(4.3.3)

4.3.2 Démonstration de l’inégalité (4.3.3)

Soit une fonction u développable en série de Fourier.

Son développement en série de Fourier est donné par:

u(p,0) = Cp(p)exp (Z%W@)

neL

Sa transformée de Mellin s’écrit:

“+o0o +o0
u(o,0) = / up"@:/
0 P 0
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4.3. Etude de I'existence de la solution

C’est a dire:

Z C, (o) exp (zmr 0)
¥

neL

Posons p~*Pu = g, avec g € H 2 () et calculons p~*Pu = g.
D’apres (3.2.2) , on a:

(p*A)" = “a—2+(2a+1) a*12+ o2 6_2+a2 (4.3.4)

p“Pu = p*[(p*A)Tu

2

0 0 0?
— —o o 9 1 a—1 a—2 ( ~
p {p 8p2+(a+ )p ap—i—p ( —I—a)}

06>

2 2
au aaflau 7040428 faa22

= Y —— 20+ 1)p — 4+ +
ppap( )ppappp%zpp

Donc:

2
Cu a 20+ 1] 0u  9*u 1 0*u
p “Pu= |:;:| u + |: P ]a—p—f‘a—[ﬁ‘i‘?w (435)

La transformée de Mellin de 'expression (4.3.5) , s’écrit:

too dp too l fa\? 200+ 1\ Ou  u 1 0% dp
O‘Puaz/ “*Pu ”—:/ (—) u+< )——{———1——— c —
pePulo)= | [p7Pu] o7 5= | [ ) o Jop o e | "

(4.3:6)

En effectuant les calculs dans (4.3.6) , on trouve:
2
too [ . dp +oo (2a+1) ou _ dp
— | up® —+ =P —+
Jo (p) p Jo p ) Op p

f+oo *u  dp too 1 0% dp

p~“Pu(o) =

0 gl Ty T 2892/) p

1 d 1 0u d
2 rtoo o P ( ) 4
«Q —u — 4+ 2a+1 —t
‘ <p2 )p p ( o™ pOp p

0%u dp 1 %u dp
+oo o P +o00 el o P
o <8p2)p p th <p2 892)p p
1 10u 0%u 1 0%u
= a2 = 2 1) (== e —
“ (p2u> +2atl) (p6p> " <<9p2) * (p2 892)
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4.3. Etude de I'existence de la solution

Mais:

0*u 2 T N~ — — N —
(6_;)2)(0’9):(_1) [0 =) Ho=2)=(~1) (=220

i=1

D’ou:
— 2R 1o ~ 1 0%
p~*Pu (o) = o? <Eu> + (2a+ 1) (;3_p) +(c—1) (6 —=2)u(c—2,0)+ (;W)

Apres transformation de Mellin, on obtient des fonctions u sous la forme u (o — 2, 6), avec

—_—

pPu(0) = § (o).

La translation 0 — o + 2, donne:

o~
p~*Pu(c+2,0)=g(c+2,0)= % (0,0) + (0 + ) U(0,0) (4.3.7)

Mais:

poPu(o+2,0) = (0+a)?Y Cylo)exp (%”9) - ; (”-”)2 Cy, (o) exp (%”9)

p—‘"/xP/u(a—l—ZG) :Z

neL

2 C, () exp (“%9) (4.3.8)

Calcul de ||,0*O‘Pu||?q,2(%) :
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4.3. Etude de I'existence de la solution

Compte tenu de 'expression (4.2.1) , on a:

[IE

nez

. 2
mi

an (0 +2,0) exp (—0

2
nm
1+ |o+2° + (—)
@

(e (2))

) dfdv

H/)WP“”Z%(QV,)

Ch (U)

Jo= (59

[IE

2
nm

1+ |o+2° + (—)
P

nm 2 ?
2
400 pp (0’%0_/) - <_> _ 2 .
> i AN S WES
¥
nm 2 ?
400  pp (U+Ol)2 - (?) _ 2
_ / / 3 | |G )] doav
¥

On a donc:

a+a)2—(

2
mr)

¥

dfdv

2
dfdv

Cy (o)

avec o0 = 1+iv

%) “+00 (
o Pullyae, = [ [ 5

"€Z11 4o + 2 +

()

2
( dvdf,

On pose:

B(o,n)

nm

oo (7))
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2
1+ |o+2° + (—)
i
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4.3. Etude de I'existence de la solution

On remplace o par 1 + v, on obtient:

[(1+iu)+a—"—£] [(1+z’u)+a+%]

B(o,n) = D
1+|(1+iu)+2]2+<@>
¥
‘(1+iu>+a—”—”"(1+zy)+a+"—”
_ ® ®
= 2
1+|(1+¢y)+2|2+(n—7T)
¥
nm , nm :
‘<1+a——)+zy <1+a+—)+zu
¥ Y
B nr\’
10+u2+<—>
¥
nr\? nr\?
(1+a——) + 12 <1+a+—> + 12
¥ ¥
2
10+V2+(n_7r)
¥
D’ou:
nr\? nr?
l+a—— | +12 l+a+—| +v2
¥ ¥
lim B(o,n) = lim 3 < 00
(Iv];m)—(00,00) (Jv];n)—(00,00) nw
104+ v24 ( —
¥

Donc: Le terme B (o,n) est borné par rapport a o et n.

Cas ou B(o,n)=0:

i )

B(o,n) = 0<+<= 5
n

1+ |o+2+ (—W>
P

2 2
= (0+a)2—(n—W) :0<:>02+a2+2a0—(n—7r) =0 (%)
¥ ¥
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4.3. Etude de I'existence de la solution

En remplacant ¢ par 1 + i, on obtient:

() <= (1+w)+a®+2a(l+iv)— (”—”)220

'
2
= [1—y2+a2+2a— <T> +i2v+2av] =0

¥
2v+2av =0 (1)
¢ € (4.3.11)
2
1 -1+ a?+ 20 — <T> =0 (2
¥

(1) <<= w+2ar=0<=2v(l+a)=0

— [(r=0) ou (1+a=0)]<=[(¥v=0) ou (o =-1)]

O<a<l

Donc:

v=2>0

On remplace par v = 0 dans (2), on trouve:

2 2
(2) «— 1+a2+2a—(n—ﬂ) :0<:>(1+a)2:<n—7r>
¥ ¥
= ]1+a\:‘—‘<:>1+azi<:>go—m
1+«
Or:
Y <2
D’ou:
In|m < 27
1+a
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4.3. Etude de I'existence de la solution

n
Ce qui veut dire que: 1 |+| < 2, qui est un cas trés particulier, on se restreint donc au
o
cas:
B(o,n)=0<=v=0
Décomposons l'intégrale dans la formule (4.3.9) , en deux parties, la premiére sur

I'ensemble {v € R/ |v| > 1}, et la seconde sur le compact {v € R/ |v| <1}, comme suit:

o Pl ey = [ /_:OZ <U+a>2_<?)

2| |
ne”Z 1+‘0—+2|2+ (n_ﬂ-)
¥

)

nm
1+ |o+2° + <—>
@

2

2
c, (a)‘ dvdf

2

~ 2
fﬁ(p f\l/|>1 EnGZ 3 )Cn (0’)‘ dVd9+

2

(U+a)2_<%> . ’@(a)rdyde

nm
1+ |o+2° + (—)
@

+fow f|u|§1 D nez

liercas : v > 1

On a:
B (o,n) est borné = B (0,n) est minoré

3C1,1 = conste > 0 telle que:

2
— (a+a)2—<m)
B(o,n) = 4 > Chy

2
1+|a+2|2+<ﬂ>
©
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4.3. Etude de I'existence de la solution

= X

aC, = [01,1]2 > 0 telle que:

7| ()

2 -
nm
1+ |o+2° + <—>
P

3C; > 0 telle que:

orr= ()

2
nm
1+ |o+2° + (—)
¥

2

Cr (o)

> O

3C; > 0 telle que:

e (5)

2
nez nmw
€ 1+‘J+2‘2+(?)

>Cy )]

nel

Cn ()

3C > 0 telle que:

2
(o + a)2 - (n—W)
¥
f|yl>1'r§Z n 2
1+ |o+2° + <?>




4.3. Etude de I'existence de la solution

— 30y > 0 telle que: |[ (0 +2,0)|[ 54 = C1 | (o, e)y@%) (4.3.12)
Ou: , '
g(oc+2,0)= Z (0 + ) — <T> ] C, (o) exp (ﬂ9>
nez ¥ Y
et

(0,60 = S o (0) exp (%”9)

nel

On définit £ (A) comme étant I'espace transformée de Mellin de H~2 (€2,,) , ou la variable

o est dans 'ensemble A tel que:
A={oc€C/Re(o)=1et |Im(o)| > 1}

De méme L2 (A) est espace transformée de Mellin de L? (€2,) avec la variable o est dans
A.

28mecas ;] <1

D’apres 'expression (4.3.7) , on a:

G(o+2,0) = g%f (0,0) + (0 + @) T (0,0) (4.3.13)

C’est une équation différentielle ordinaire linéaire & coefficients constants du second ordre
par rapport a la variable 6, et qui dépend de o tq o =1+ iv, avec —1 < v < 1.

Do

(v,0) € [-1,1] x [0, ¢]

Pour résoudre (4.3.13) , on utilise la théorie élémentaire des équations différentielles

comme suit:

% (0,0)+ (0 +a)* @(o,0) =0
qui est I’équation sans second membre associée & (4.3.13) .
On pose: N N
%(0,6’) =r = %(0,9) = 2?

D’ou I’équation caractéristique associée a ’équation homogene est:

22+ (0 +a)=0
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4.3. Etude de I'existence de la solution

A=00-4(1)(c+a)’=—-4(c+a)*<0

A=0+= (0+0a)’=0<=0+a=0<= (1+iv)+a=0<= (1+a)+iv=0

l1+a=0
— et
v=20
Or: 0<a<l.
Donc:
A = —4(c+a)’ <0

= [2i(c4a)? =20 ((1+iv)+a)
= Ri((1+a)+)) =[-20+2i(1+0a)

r1=v—i(l+a)
xo=—-v+i(l+a)

D’ou la solution générale de 1’équation sans second membre est:
u(0,0) = e (A cos (14 a)0) + B'sin ((1+ ) 6))

Telles que A’ et B’ sont deux constantes réelles.

Il en résulte 'existence d’une constante Cy > 0 qui vérifie:

15 (0 +2,0)|% 5y > Cal[ii (o,0)|2 (4.3.14)

L2(B)

On définit A (B) comme étant I'espace transformée de Mellin de H 2 (2,,) , ou la variable

o est dans la bande B telle que:
B={0ce€C/Re(oc)=1et Im(o) € [-1,1]}

De méme L? (B) est lespace transformée de Mellin de L? (€2,) , ou la variable o est dans

B.
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4.4. Etude de 'unicité de la solution

En appliquant le théoréme de Plancherel ainsi que la transformation de Fourier inverse

aux expressions (4.3.12) et (4.3.14) , on trouve le résultat suivant:

1
AC5 = conste > 0 telle que: HP_QPUHZQ(Q@) > C ||ul]* = |Jul)® < A Hp_aPqufz(%)

Ce qui implique que:

1 w112
lul® < & (o™ Pullysia,) + llFi-s0,) (4.3.15)

Ce qui achéve la démonstration de I'inégalité (4.3.3) .
On obtient au final que I'image de P est fermée dans £_, (€2,) .
De plus, ker (P) est de dimension finie dans L? (£2,) .
D’apres [16], 'opérateur P est surjectif sur E_, (£2,) .
D’ou: le probléme (4.4.1) avec la condition de Dirichlet homogeéne admet au moins

une solution dans L? ().

4.4 Etude de ’unicité de la solution

4.4.1 Etude du noyau du probléme

Afin d’affirmer I'unicité de la solution du probléme avec la condition de Dirichlet

homogene dans L? (€2,), étudions le noyau du probléme suivant:

Pu= (p*A)Y*u=h dans
(o 4) v (4.4.1)
u=20 sur r,

Le probléme qui suit admet comme solution les éléments du noyau du probléme (4.4.1) :

Pu=(p*A)"u=0 dans
(P4) v (4.4.2)
u=20 sur I,
On a, d’apreés le théoréme (3.4.1) , le noyau du probléme (4.4.1) est de dimension finie.

En tenant compte du fait que: E_, (Q,) C H 2 (Q,) tel que
E_o(Qy)={ue H'(Q,), telle que p~"u € H* ()}

, calculons le noyau du probléme (4.4.1) . Pour cela, commengons par démontrer la

proposition suivante:
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4.4. Etude de 'unicité de la solution

Proposition 4.4.1 Le noyau du probléme (4.4.1) dans H™™ (€),) avec m entier positif,

dépend de m et de ¢ (Ouverture de Q).

Démonstration.

On résoud dans H~™ (€2,) , le probléme (4.4.2) suivant:
(p*A)*u=0 dans €,
u=20 sur I,
On pose: u = p~*w € H™™ (), avec m € N.
Le probléme (4.4.2) , s’écrit:
Aw =0 dans €,
w=0 sur I,

Soit:

0<p<pg

(4.4.3)

(4.4.4)

Comme w = 0 sur I',, alors on prolonge w € C* (Q,) sur [—¢, ¢| par symétrie (Dans ce

cas la fonction w dépend de la variable 0).

Apres translation, on obtient une fonction périodique de période 2.

Par suite, cette fonction admet un développement en série de Fourier qui est uniformément

convergente.

Ce développement est de la forme:

neN ¥
D’ow:

311} ( T ) ’ 1 aw 1 ’
— = sin| —0)a,(p) = -——5 = —-a
dp n% v 2 p 9p n%p

82

—l;) = Zsin (nlﬁ) a, (p)

neN ¥
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4.4. Etude de 'unicité de la solution

neN
0w (mr)z ( )
e = _— an Sin _9
T n% . (p) -
= _82_10_ i(n—7r>2a ( )sin(n—we)
Porr L\ o) "V @

On obtient donc le probléme:

[ awip0)- 5 [ 0+ a5 (1) <p>] sin ("6 =0 dans 2,

neN p ¥ ¥
w(p,0)=0
| w(p,9)=0
(4.4.6)
Or le systéme sin <@9> est linéairement indépendant, on obtient donc le probleme:
¥

,,()+1,(> 1<n7r>2 () =0
p (P) T =0, (p) — 5\ —— | &lp)=
p AN
w(p,0) =0 (4.4.7)
L w(p,p) =0
, qui est équivalent au probléme:
4 2
” ! nﬂ-
pPa, (p) +p a, (p) — (?) an (p) =0
w(p,0) = 0 (4.4.8)
w(p,p) =0

On obtient donc dans (4.4.8) une équation d’Euler du second ordre par rapport a la
variable p.

Cette équation admet S comme systéme fondamental de solution tel que:

S = {p7,p‘?} (4.4.9)
En d’autres termes, la solution de I’équation d’Euler contenue dans (4.4.8) est de la

forme:
nm

an (0) = A PP + ity p # (4.4.10)
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4.4. Etude de 'unicité de la solution

Mais:
w(p,0) = Zan (p) sin (n_7r9>
neN ¥
D’ou:
nm _nry nm
w(p,0) = Z [)\n pe +p, p ¢ } sin (—9) (4.4.11)
neN ¥
Or:

u=p “w, avec) <a <1

D’ou La solution du probléme (4.4.2) est:

u(p,0) = Z {)\n p e o, p_a_?l sin <T9> (4.4.12)

neN ¥
A partir d’un certain rang ng = ng (m) , qui dépend de m, on trouve que les coefficients ,,
s’annulent (Ceci découle du fait que u = p~*w € H ™ (§2,),m € N et en faisant tendre
p Vers zéro).

On illustre ceci dans des exemples que voici:

Pour m =2, on a: H2(9,).

En tenant compte du fait que p ° ¢ sin <E8> € H2(Q,) car p“w € H2(Q,) et
¥

que f (p,0) € HE (Q,) et en intégrant I par parties par rapport a la variable p, on obtient:

14 Po nm
1'::]/ b/n P gn_(fffe) F(p,0) dpdd
o Jo ¥

Posons:

nm

- p- e [nm
f ’ _ pl—oz—? sin nﬂ-e f = Yo Sin (—9>
. ; 20T\ g

'
g = [(p?0) g = g_;};(p’e)
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4.4. Etude de 'unicité de la solution

D’ow:

ni Po
—q-—r

p—i,m sin (%9) f(p,0)| +

2—a——

® 2 0
1:/ 4
0

nm

2—a———
by P ¢ (mr ) of
— ————=sin| —0 ) = (p,0)d
0 nmw o dp (p,0)dp

2—a——
¥

nmw
2—a——

¥ A nm
fo‘p —2 p 77 sin <?6> f (po, 0) dO+
— a _ —
2

12 Po p2_a_? . nm 8f
_fO 0 —mSIIl ?0 8_p (p, 6) dp d@
J— a _ —

g

On inteégre par parties par rapport a la variable p I'intégrale suivante:

nm

) 2—a——
o p e (mr)@f
———sin [ —0 ) == (p,0)dp
/OQ—Q—E @ 5‘,0( )

¥
On pose:
/ 1% _a_? . nm
= sin (—9)
2—a-— nn 2
¥
= Y
g - ap p?
Ce qui implique que:
3o DT
1 P ® . [
f = sin (—9)
29—a-T3_q-T ¥
P ¥ ¥
= L (p#
g e (p,0)
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4.4. Etude de 'unicité de la solution

D’ou:
2—01—%
s
f0<p2 Po s s1n( 9) f (pg,0) dO+
o —
¥
5 n Po
1 o e nw \ Of
I = sin (—9)— p, 0 +
2—04—E3—04—m ¥ 8/)( )
o ¥ ¥ 0
—Jo
3—a-22
1 p ¢ . (nm )\ O*f
— [P0 —0) == (p,0)d
0 2_@_@3_@_E81n<¢ >ap2<p, )dp
2 2
ki [ f (po, 0) sin (Tﬁ) do+
¥
af nmw
I = ko [7 == 0)sin | —60 | db
+ 2fo 8p('00’ )Sm(gp ) +
o T D2 f nm
ks [£ 0 p" " 2= (p,0) sin | —0 ) pdpde.
ths Jo St o g )Sm<¢ )pp
Telles que:
2—0:—%
0
e
2
1 3—a—%
Po
ky = —
29 —a-T3_ o
2 2
1 1
]{?3 -
29-—a-Tg - %
2 ¥
On a: ki [ f (py,0)sin (%0) df converge car f (py,0) € H? (Ty).

De méme: ks [/ g—i (pg, 0) sin <n?7r0> df converge car g—‘; (po,0) € H= (Ty).

Reste & montrer I'existence de la derniére intégrale, c.-a-d. de:
¢ [P0 o DT o?
/ / 02" sin (”—”9) —J; (p,8) pdpdf
0o Jo ' dp
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4.4. Etude de 'unicité de la solution

0? S 3

Si a—pJ; (p,0) € L*(Q,) alors po ¢ sin (%9) € L*(f,) et ceci est réalisé que si la
condition suivante est réalisée:

n<2@2-a) (4.4.13)

T
Mais:
2

2 (2—a)< nid

T s
En effet, on a:

0 < a<l=0<2 <% 0<p<or
T T
— 2. oy
T T

e — _ _
T T T T
D’ou:
2
n<? (2—a)< id
i v
Cette condition implique que:
2
n< 2 (4.4.14)
™

On a donc les trois cas suivants:

1ieTcas :
. T 2¢ 2¢
Sip < ——= —<1l=n<—<1=n<1
2 T T
= Il n'y a pas de solution singuliére du probléme (4.4.2) dans H > (£2,).
28mecag
. T 2¢ 2¢
S1§ < p<T=1< —<2=>n< —<2=n<2
T T
= Il y a une seule solution singuliére du probléme (4.4.2) dans H 2 (Q,).
3tmecas
. 2p 2p
Simt < p<2r=2<-<4d=>n< —<4d=n<4
T T

= Il y a trois solutions singuliéres du probléme (4.4.2) dans H ? ().

74



4.4. Etude de 'unicité de la solution

Pour m=1,ona: H'(Q,).
La condition (4.4.14) , s’écrit:

n < (4.4.15)

ERRS

On distingue deux cas:
1'*cas :

Sip < 7r=>f<1:>n<£<1:>n<1
m m

= Il n'y a pas de solution singuliére du probléme (4.4.2) dans H ' (£2,).

2°™Mecas :

Sim < go<27r=>1§f<2:>n<£<2:>n<2

o T T
= Il y a une seule solution singuliére du probléme (4.4.2) dans H™' (Q,).
Pour m =0, on a: H°(Q,) = L?(Qy,) .
La condition (4.4.14) , s’écrit:
nro_ (4.4.16)

Contradiction car

" > 0,vn e N
¢

Donc: u est solution du probléme (4.4.2) si et seulement si les coefficients y,, sont nuls.

Donc: La solution du probléme (4.4.2) est:

w(p,0) =3 Ay p "t sin (Te) (4.4.17)

neN ¥

On a donc la proposition suivante:

Proposition 4.4.2 Pour chaque fonction

S, =p ¢ sin (%9)

on peut construire une solution v du probléme (4.4.2) , dans H™™ (§,), et telle que

v=p""(s,+71), avecr € H' (Q,)
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4.4. Etude de 'unicité de la solution

Démonstration.

Chercher v solution du probléme (4.4.2) revient & chercher w solution du probléme suivant:

Ar =0 dans €,

Lo nm (4.4.18)
r=—p o sin(229) sur T
o ¢

Telles que: w = s, + 1 et r € H' (Q,).
Notons que: r € C°(T',) et que r doit étre nulle sur le bord, d’ou:

Sur le bord 6 = 0 ou 6 = ¢, et dans ces deux cas 7 est nulle sur le bord de 2.

On a:
(Arr) = 0%r N 0%r 2\ 9%r A 9%r .
N\ ozr  0y?’ ) \ 0 y?’

Or: La dérivation est au sens des distributions.

D’ou:
or Or or Or
\Anr) = = <a—a—> - <a—y a—y>
or ||? or |2

Ce qui implique que 7 est constante dans H* (Q,) .
Or: r=0sur I'.
Donc:

r =0 dans H' (Q,)

(Car sinon on récupére une masse de Dirac).

Donc: u = 0 est 'unique solution du probléeme (4.4.2) , (4.4.4) et (4.4.18) . m
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Conclusion

Que €2 soit un polygone convexe ou non, la solution du probléme existe et est unique

dans I’espace & poids E, (£2,).

Le fait de multiplier A par une fonction poids facilite I’étude au voisinage des som-
mets et simplifie les calculs qui interviennent, car le poids absorbe les singularités qui se

produisent aux voisinages des sommets.

Cette étude est plus originale que I'étude classique, car elle donne des résultats dans

des espaces plus vastes et elle recouvre le cas classique.
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