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Introduction

Il est bien connu que les solutions des problèmes aux limites elliptiques posés dans

des domaines avec coins présentent des singularités au niveau de ces coins.

L�étude de l�équation de Laplace dans un polygone n�a été abordée que depuis une

date relativement récente.

En 1974; M: MERIGOT publia la première étude de la régularité dans les espaces

Lp(
), où le noyau de Poisson de l�opérateur ainsi que la transformation de Mellin ont

été utilisés a�n d�exhiber des estimations à priori permettant l�étude de l�existence et de

l�unicité de la solution.

En outre, V: A: Kondratiev s�est penché sur les problèmes aux limites elliptiques

dans des domaines avec "coins". Pour éviter les points anguleux, il a utilisé le changement

de variable � = exp(�t): Ceci ramène l�étude au cas classique dans une bande et introduit

des espaces avec poids à l�origine.

En�n, plus récemment M: Dauge a construit une résolvante pour le Laplacien, en

étudiant dans un polygone plan, l�équation:

�u = �u+ f (0.0.1)

C�est à dire

u = (�� �)�1 f (0.0.2)

Elle a décomposé la résolvante en deux parties: l�une régulière, l�autre singulière pour

obtenir les mêmes résultats.
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Introduction

En ce qui nous concerne, nous nous sommes intéressés à l�étude du rôle que jouent les

fonctions poids dans l�étude des problèmes elliptiques de la forme8<: �u = f dans 


u = 0 sur �
(0.0.3)

Où 
 est un ouvert plan de frontière polygonale notée � et f donnée dans L2(
):

A cet e¤et, on a¤ecte l�opérateur � d�une fonction poids �(x; y) qui est une fonction

indé�niment di¤érentiable à l�intérieur de 
, ne s�annulant pas dans 
 et qui est dé�nie

par:

�(x; y) =

8>>><>>>:
(x2 + y2)

�
2 au voisinage de chaque sommet de 


!(x; y) si �1 < (x
2 + y2)

1
2 � �2

1 si (x2 + y2)
1
2 > �2

(0.0.4)

Avec 0 < � < 1; et �1 su¢ samment petit, �2 su¢ samment grand.

Nous étudions alors un problème du type:8<: �(x; y) �u = �(x; y) f = g dans 


u = 0 sur �
(0.0.5)

Dans une première étape, nous traitons le problème dans un secteur plan in�ni d�ouverture

' qu�on note 
', et qui est dé�ni par:


' = f(�; �) ; � > 0; 0 < � < ' < 2�g (0.0.6)

On désigne par �' la frontière de 
'.

On peut toujours ramener le sommet de 
' à l�origine et ceci par rotation et par

translation.

La frontière de 
' correspond à la réunion des deux demi droites issues de l�origine

et d�équations respectives � = 0 et � = '. Il est clair que les coordonnées polaires sont

mieux adaptées à la géométrie du domaine 
':

La fonction poids �(x; y) = �(�) en coordonnées polaires s�écrit:

�(�) =

8>>><>>>:
�� si 0 < � < �1; 0 < � < 1

!(x; y) = �(�) si �1 < � � �2
1 si � > �2
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Introduction

En passant en coordonnées polaires, le problème (0.0.5) , s�écrit:8<: �(�) �u = �(�) f = h dans 


u = 0 sur �
(0.0.7)

Dans le secteur 
', le problème (0.0.7) s�écrit:8><>: �(�)

�
@2u

@�2
+
1

�

@u

@�
+
1

�2
@2u

@�2

�
= g dans 
'

u = 0 sur �'

(0.0.8)

g désigne ici la restriction de la fonction h au secteur 
':

Comme au voisinage de chaque sommet du polygone 
, la fonction poids �(�) vaut

��, alors au voisinage de l�origine le problème (0.0.8) s�écrit:8<: ���u = g dans 
' \ V (0)

u = 0 sur �'
(0.0.9)

Où V (0) désigne un voisinage de l�origine.

La transformation de Fourier dans le cas classique joue le même rôle que celui tenu

par la transformation de Mellin.

Une convolution multiplicative donne la solution du problème (0.0.3) . On obtient donc

des résultats dans des espaces avec poids qui cachent les phénomènes qui se produisent

aux voisinages des sommets (Voir [19]).
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CHAPITRE

1 Préliminaires

1.1 Rappels d�analyse fonctionnelle

1.1.1 Espaces de Sobolev

Dé�nition 1.1.1 On dé�nit les espaces de Sobolev d�ordre m; (m 2 N�) par:

Hm (
) =
�
u 2 L2 (
) : D�u 2 L2 (
) ;8� 2 NN ; j�j � m

	
Hm (
) est un espace de Hilbert.

On le munit du produit scalaire suivant:

(u; v)Hm(
)=
X
�2NN
j�j�m

Z



D�u D�v dx

et la norme associée:

kukHm(
)=

0BB@X
�2NN
j�j�m

Z



jD�uj2 dx

1CCA
1
2

Remarques

1. Si m = 0 alors H0(
) = L2(
):

2. Lorsque 
 = RN , il est possible de dé�nir les espaces de Sobolev en utilisant la

transformée de Fourier.
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1.1. Rappels d�analyse fonctionnelle

Proposition 1.1.1 L�espace Hm
�
RN
�
, m 2 N�; peut être dé�ni par:

Hm
�
RN
�
=

�
u 2 L2

�
RN
�
:
�
1 + j�j2

�m
2 bu 2 L2 �RN��

et la norme k:kHm(RN ) est équivalente à:

u 7�!
�Z

RN

�
1 + j�j2

�m jbu (�)j2 d��1
2

Remarque 1.1.1 Hm
0 (
) ;m 2 N�, désigne l�adhérence de D (
) dans Hm (
) :

Dé�nition 1.1.2 On désigne par H�m (
) ; l�espace dual de Hm
0 (
) (Voir [27]).

Théorème 1.1.1 Pour tout s 2 R, le dual de Hs
�
RN
�
coïncide dans D

0 �RN�
(algébriquement et topologiquement) avec H�s �RN� :
1.1.2 Inégalité de Poincaré

Proposition 1.1.2 Soit 
 un ouvert borné (Au moins dans une direction). Alors:

9C = C(
) > 0 tel que: 8u 2 H1
0 (
); kuk

L2(
)
� C kruk

L2(
)

Théorème 1.1.2 Lorsque 
 est un ouvert de classe C1 avec � borné (Ou bien 
 = RN+ )

alors:

Si m >
N

2
alors Hm(
) ,! C(
)

Si m =
N

2
alors Hm(
) ,! Lq(
);8q 2 [2;+1[

Si 0 � m <
N

2
alors Hm(
) ,! Lq(
);8q 2

�
2;

2N

N � 2m

�
avec injections continues.

Théorème 1.1.3 Si 
 est borné et de classe C1 alors on a:

Si N < 2 alors H1(
) ,!
compacte

C(
)

Si N = 2 alors H1(
) ,!
compacte

Lq(
);8q 2 [1;+1[

Si N > 2 alors H1(
) ,!
compacte

Lq(
);8q 2
�
1;

2N

N � 2

�
En particulier:

H1(
) ,!
compacte

L2(
)
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1.1. Rappels d�analyse fonctionnelle

1.1.3 Théorèmes de traces

Cas d�un ouvert régulier

Théorème 1.1.4 Soit 
 un ouvert de classe C1. Alors il existe un opérateur linéaire

continu appelé opérateur trace et noté 
0 de H
1(
) dans L2(�) où � = @
 qui coïncide

avec l�opérateur de restriction usuelle pour les fonctions continues. De plus, on a:

ker 
0 = H
1
0 (
)

et on dé�nit alors:


0(H
1(
)) = H

1
2 (�)

Dans un polygone

Avant d�énoncer quelques théorèmes de traces pour un ouvert polygonal du plan,

nous commençons par le cas d�un secteur.

Soit 
' le secteur plan limité par la demi-droite Ox et la demi-droite Oy issue de

l�origine et formant un angle (Ox;Oy) = �: On identi�e Ox et Oy à R+ à traves les

applications:

� �! ��x = (�; 0) et � �! �� y = (� cos (�) ; � sin (�)) respectivement.

Ainsi une fonction g dé�nie sur Oy est identi�ée à la fonction g dé�nie sur R+ par

g (�) = g (� cos (�) ; � sin (�))

Soit � la normale unitaire à Oy orientée vers l�extérieur de 
':

Pour une fonction u, dé�nie sur 
' ; on notera u=Oy et
@u

@�
=Oy les traces de u et de sa

dérivée normale sur l�axe Oy:

Théorème 1.1.5 L�application:

u �!
�
u (x; 0) ;

@u

@y
(x; 0) ; u=Oy;

@u

@�
=Oy

�
est linéaire continue surjective de H2 (
') sur le sous espace de H

3
2 (R+) � H 1

2 (R+) �

H
3
2 (R+)�H 1

2 (R+) formé des quadruplets (f0; f1; g0; g1) tels que:

f0 (0) = g0 (0) (1.1.1)

6



1.1. Rappels d�analyse fonctionnelleZ 1

0

jf 0
0 (�)� cos (�) g 0

0 (�) + sin (�) g1 (�)j
2 d�

�
<1 (1.1.2)Z 1

0

jf1 (�)� sin (�) g 0
0 (�)� cos (�) g1 (�)j

2 d�

�
<1 (1.1.3)

On considère à présent un polygone plan 
 de frontière � = [mj=1�j où �j est un

segment linéaire d�extrémités Sj et Sj+1 (en convenant que Sm+1 = S1): fSjgmj=1 sont les

sommets de 
.

La normale unitaire à �j orientée vers l�extérieur de 
 est notée �j:

Chaque segment �j de la frontière est identi�é à un intervalle ouvert ]a; b[ de R et

on identi�e, comme précédemment, Hs (�j) à Hs (]a; b[) à travers l�application a¢ ne

isométrique qui transforme ]a; b[ en �j: Pour une fonction u dé�nie sur 
 on note u=�j et
@u

@�j
=�j sa trace et celle de sa dérivée normale sur le segment �j:

Soit Sj un sommet de 
, �j�1 et �j les cotés de 
 issus de Sj: On note � j�1 et � j

les vecteurs unitaires portés par �j�1 et �j et orientés de Sj vers Sj�1 et de Sj vers Sj+1

respectivement.

Dé�nition 1.1.3 On dira que deux fonctions, fj�1 et fj de H
1
2 (�j�1) et de H

1
2 (�j)

respectivement, se raccordent en Sj si:Z �

0

j fj (Sj + �� j)� fj�1 (Sj + �� j�1)j2
d�

�
<1

pour un réel � > 0:

Théorème 1.1.6 L�application:

u �!
�
u=�j ; j = 1; :::;m

�
est linéaire continue surjective de H1 (
) sur le sous espace T du produit

mY
j=1

H
1
2 (�j)

formé des m-uplets (fj ; j = 1; :::;m) tels que pour tout j = 1; :::;m; les fonctions fj�1 et

fj se raccordent en Sj au sens de la dé�nition(1.1.3) (en convenant que f0 = fm):

Cette application admet un relèvement linéaire continu.
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1.1. Rappels d�analyse fonctionnelle

N.B. Ce théorème assure l�existence d�un opérateur de relèvement. La continuité d�un

tel opérateur n�est cependant assurée que si l�espace de traces T est muni d�une norme

qui fait intervenir des termes de raccord aux sommets Sj; c�est à dire:

k(f1; f2; :::; fm)k2T =
mX
j=1

kfjk2
H
1
2 (�j)

+
mX
j=1

Z �

0

j fj (Sj + �� j)� fj�1 (Sj + �� j�1)j2
d�

�

avec � > 0 convenablement choisi (et en convenant toujours que f0 = fm):

Théorème 1.1.7 L�application:

u �!
�
u=�j ; j = 1; :::;m

�
est linéaire continue surjective de H2 (
) sur le sous espace du produit

mY
j=1

H
3
2 (�j) formé

des m-uplets (fj ; j = 1; :::;m) véri�ant les conditions de compatibilité

fj (Sj+1) = fj+1 (Sj+1) ; j = 1; :::;m

(en convenant que fm+1 = f1):

Cette application admet un relèvement linéaire continu.

La preuve de ce théorème s�obtient, après localisation, comme conséquence du théorème

(1.1.5) : Une autre conséquence intéressante du même théorème est le résultat ci-dessous.

Pour u dans H2 (
),
@u

@�j
=�j est à priori bien dé�nie comme élément de H

1
2 (�j). On note,

par ailleurs, H2 (
) \H1
0 (
) le sous espace de H

2 (
) formé des fonctions à trace nulle.

Nous avons alors le théorème:

Théorème 1.1.8 L�application:

u �!
�
@u

@�j
=�j ; j = 1; :::;m

�
est linéaire continue surjective:

a) de H2 (
) sur le produit
mY
j=1

H
1
2 (�j)

b) de H2 (
) \H1
0 (
) sur le produit

mY
j=1

H
1
2
0;0 (�j)

Chacune de ces deux applications admet un relèvement linéaire continu.

8



1.2. Transformation de Mellin et ses propriétés

Dans ce théorème les espaces de traces
mY
j=1

H
1
2 (�j) et

mY
j=1

H
1
2
0;0 (�j) sont munis de leurs

normes naturelles d�espaces produits (sans termes de raccord).

1.2 Transformation de Mellin et ses propriétés

1.2.1 Dé�nitions

La transformation de Mellin a l�avantage de bien s�adapter aux domaines qui présen-

tent des angles tels que des polygones, des cônes ou des polyèdres.

Elle joue un rôle équivalent à celui de la transformation de Fourier dans le cas classique

où on utilise les coordonnées cartésiennes.

En revanche, elle débouche sur des espaces fonctionnels avec poids, qui ne sont pas

des espaces classiques.

D�autre part, le passage aux coordonnées polaires, allège les calculs.

Puisque nous travaillons dans un secteur plan, il est préférable d�utiliser les coordon-

nées polaires qui sont mieux adaptées à la géométrie de ce domaine, et dans nos calculs

nous utiliserons la transformation de Mellin, ce qui nous permet d�obtenir la solution

dans des espaces avec poids qui cachent les singularités qui se présentent au voisinage du

sommet.

Dans ce qui suit nous allons donner quelques rappels sur la transformation de Mellin

et ses propriétés ainsi que sa relation avec la transformation de Fourier.

Dé�nition 1.2.1 Soit la fonction u : R+ ! C: On appelle transformation de Mellin de

la fonction u la fonction notée eu, dé�nie par:
M (u) = eu(�; �) = 1Z

0

u(�; �)���1d� =

+1Z
0

u(�; �)��
d�

�
; � 2 C

Et ceci lorsque cette intégrale converge (Voir [22] et [24]):

1.2.2 Propriétés

On trouve ces propriétés dans [23] et [24]:

9



1.2. Transformation de Mellin et ses propriétés

1. fdu
d�
(�) = � (� � 1) eu (� � 1) (1.2.1)

2. Et en général si n 2 N�; on a:gdnu
d�n

(�) = (�1)n (� � 1) (� � 2) ::: (� � n) eu (� � n) (1.2.2)

3. Si � 2 R+; avec � = � + �; et 0 < � < 1; on véri�e que:

D� = D�+� = D�(D�) = D� (D�)

4. On utilise la transformation de Fourier:

dD�u = (i�)� bu (�)
5. Par analogie avec la transformation de Mellin, on véri�e que:gd�u

d��
(�) = � (�) � (� � �) eu (� � �)

et pour � 2 R+; avec � = � + �; on véri�e que:gd�u
d��

(�) = � (�) � (� � �) eu (� � �)
6. On véri�e aussi que:

�
fdu
d�
= �� eu (�)

7. Analogie du théorème de convolution:

Pour tout a 2 RN tel que les fonctions u et v soient intégrables sur RN , on pose:

[u � v] (a) =
Z
RN
u(x) v(a� x) dx

Nous noterons par [u � v] la convolution multiplicative de uet v par rapport à la

mesure
dt

t
dé�nie par:

[u � v] (�) =
Z 1

0

u(t) v(
�

t
)
dt

t

On a alors:

]u � v (�) = eu(�) ev(�)
10



1.2. Transformation de Mellin et ses propriétés

8. Relations des transformations de Fourier et Mellin:

Il y a une certaine analogie entre la transformation de Fourier et celle de Mellin.

En e¤et: bu (�) = Z +1

�1
exp (2i��t) u (t) dt

En utilisant le changement de variable � = exp (�t), il vient:

bu (�) = Z 1

0

��2i�� u (� ln �) d�
�

Si on note u (� ln �) par u1 (�) ; on trouve:

bu (�) = Z 1

0

��2i��u1 (�)
d�

�
= eu1 (�2i��)

Donc: bu (�) = eu1 (�2i��)
9. La transformation de Mellin inverse est donnée par la fonction u, avec eu (�) qui est
dé�nie pour �1 < Re (�) < �2 et

u(�) =
1

2�i
lim
�!+1

�+i�Z
��i�

eu (�) ���d�
et ceci pour tout � �xé et �1 < � < �2:

1.2.3 Problème obtenu par transformation de Mellin

Soit le problème:

(P')

8<: �u = f dans 
'

u = 0 sur �'

Le problème obtenu par la transformation de Mellin de (P') est:

g(P')
8<: f�u = ef dans 
'eu = 0 sur �'

En utilisant les propriétés de la transformation de Mellin, on trouve:

g(P')
8><>: (� � 1) (� � 2) eu (� � 2; �)� (� � 2) eu (� � 2; �) + @2eu

@�2
(� � 2; �) = ef dans 
'

eu = 0 sur �'

11



1.3. Etude d�un problème modèle dans le cas régulier

Donc:

g(P')
8><>: (� � 2)2 eu (� � 2; �) + @2eu

@�2
(� � 2; �) = ef dans 
'

eu = 0 sur �'

1.3 Etude d�un problème modèle dans le cas régulier

Soit le problème (P ) suivant:

(P ) :

8<: ��u = f dans 


u = 0 sur � = @


On a:

8' 2 D(
) : h��u; 'i = hf; 'i

C-à-d:

8' 2 D(
) :
*
�

NX
j=1

@2u

@x2j
; '

+
= hf; 'i () 8' 2 D(
) : �

NX
j=1

�
@2u

@x2j
; '

�
= hf; 'i

La dérivation est au sens des distributions, d�où:

8' 2 D(
) :
NX
j=1

�
@u

@xj
;
@'

@xj

�
= hf; 'i

Puisque u 2 H1
0 (
) et f 2 L2(
) alors:

8' 2 D(
) :
NX
j=1

Z



@u

@xj
(x)

@'

@xj
(x) dx =

Z



f(x) '(x) dx

C.-à-d.:

8' 2 D(
) :
Z



ru(x) r'(x) dx =
Z



f(x) '(x) dx

Comme D(
) est dense dans H1
0 (
) alors:

8v 2 H1
0 (
) :

Z



ru(x) rv(x) dx =
Z



f(x) v(x) dx

D�où la formulation variationnelle suivante:

(FV )

8<: Trouver u 2 H1
0 (
) tq 8v 2 H1

0 (
) :R


ru(x) rv(x) dx =

R


f(x) v(x) dx

12



1.3. Etude d�un problème modèle dans le cas régulier

Posons:

H = H1
0 (
); a(u; v) =

Z



ru(x) rv(x) dx; hl; vi =
Z



f(x) v(x) dx

Il est clair que a(:; :) est une forme bilinéaire sur H1
0 (
)�H1

0 (
) et que hl; :i est une forme

linéaire sur H1
0 (
):

Montrons que a(:; :) est continue, C.-à-d. montrons que:

9Ca > 0;8u; v 2 H1
0 (
) : ja(u; v)j � Ca kukH1(
) kvkH1(
)

On a:

ja(u; v)j =
����Z



ru(x) rv(x) dx
���� � Z




jru(x)j jrv(x)j dx (�)

En appliquant l�inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient:

(�) � (
Z



jru(x)j2 dx) 12 (
Z



jrv(x)j2 dx) 12 = krukL2(
) krvkL2(
) � kukH1(
) kvkH1(
)

D�où:

9Ca = 1 > 0;8u; v 2 H1
0 (
) : ja(u; v)j � Ca kukH1(
) kvkH1(
)

Donc: a(:; :) est continue.

Montrons que a(:; :) est coercive. C�est à dire, montrons que:

9� > 0;8v 2 H1
0 (
) : a(v; v) � � kvk

2
H1(
)

On a:

a(v; v) =

Z



jrv(x)j2 dx = krvk2L2(
)

D�après l�inégalité de Poincaré, on a:

9Cp > 0;8v 2 H1
0 (
) : kvkL2(
) � Cp krvkL2(
)

D�où:

kvk2L2(
) + krvk
2
L2(
) � C2p krvk

2
L2(
) + krvk

2
L2(
) , kvk2H1(
) � (1 + C2p) krvk

2
L2(
)

Donc:

9� = 1

1 + C2p
> 0;8v 2 H1

0 (
) : a(v; v) � � kvk
2
H1(
)

13



1.3. Etude d�un problème modèle dans le cas régulier

Donc: a(:; :) est coercive.

Montrons que hl; :i est continue. C�est à dire montrons que:

9Cl > 0;8v 2 H1
0 (
) : jhl; vij � Cl kvkH1(
)

On a:

jhl; vij =
����Z



f(x) v(x) dx

���� � Z



jf(x)j jv(x)j dx

En appliquant l�inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient:

jhl; vij � (
Z



jf(x)j2 dx) 12 (
Z



jv(x)j2 dx) 12 = kfkL2(
) kvkL2(
) � kfkL2(
) kvkH1(
)

D�où:

9Cl = kfkL2(
) > 0;8v 2 H1
0 (
) : jhl; vij � Cl kvkH1(
)

Donc: hl; :i est continue.

Les hypothèses du théorème de Lax-Milgram étant réunies, alors:

9!u 2 H1
0 (
) solution faible de (P )
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CHAPITRE

2 Etude de la régularité

d�un problème modèle

dans le cas non régulier

Soit le problème: 8<: �u = 0 dans 


u = 0 sur �
(2.0.1)

(En coordonnées polaires).

On pose: 8<: x = � cos �

y = � sin �
,

8<: � =
p
x2 + y2

� = arctan
�y
x

�
Où � > 0 et 0 < � < ' < 2�:

Le problème (2.0.1) devient:

(P )

8>>>><>>>>:
@2v

@�2
+
1

�

@v

@�
+
1

�2
@2v

@�2
= 0 (E1) dans 


v(�; 0) = 0 sur �1

v(�; ') = 0 sur �2

Montrons que v(�; �) = �� �(�) est une solution du problème (P ):

On a:

v(�; �) = ���(�)

15



2. Etude de la régularité d�un problème modèle dans le cas non régulier

D�où:
@v

@�
= ����1�(�) (1)

@2v

@�2
= � (�� 1) ���2�(�) (2)

@v

@�
= �� �

0
(�)

@2v

@�2
= �� �

00
(�) (3)

On remplace (1) ; (2) et (3) dans (E1) ; on obtient une équation di¤érentielle du second

ordre linéaire homogène à coe¢ cients constants, qui est sous la forme:

(E) : �
00
(�) + �2�(�) = 0

L�équation caractéristique associée est donnée par:

y
00
+ �2y = 0; � = �4�2 � 0

On distingue deux cas:

1iercas : � = 0) � = 0

Solution double:

y1 = y2 = 0

La solution générale de (E) est:

�(�) = A� +B

D�où:

v(�; �) = �� �(�) = �0(A� +B); � > 0

= A� +B

Telles que A et B sont deux constantes réelles à déterminer.

D�où:

v(�; 0) = 0, B = 0

16



2. Etude de la régularité d�un problème modèle dans le cas non régulier

De même:

v(�; ') = 0, A' = 0, A = 0; car ' > 0

Donc:

� = 0) v(�; �) = 0;8� > 0;80 < � < ' < 2� ) v � 0 2 H2(
)) Pas de singularités:

2�emecas : � 6= 0) � = �4�2 < 0

On aura donc deux solutions complexes conjuguées:8>>>>><>>>>>:
y1 =

�i
p
4�2

2
= � j�j i

et

y2 =
+i
p
4�2

2
= + j�j i

Si � > 0 alors: 8>>><>>>:
y1 = ��i

et

y2 = +�i

D�où la solution générale de (E) est:

�(�) = A cos (��) +B sin (��)

Donc:

v(�; �) = �� [A cos (��) +B sin (��)]

Telles que A et B sont deux constantes réelles à déterminer.

v(�; 0) = 0, ��A = 0, A = 0; � > 0

De même:

v(�; ') = 0, �� [B sin (�')] = 0, B sin (�') = 0; � > 0, (B = 0) ou [sin (�') = 0]

Si B = 0 et A = 0 alors v � 0 2 H2(
), donc: pas de singularités.

Si sin (�') = 0 alors �' = k�; k 2 Z:

17



2. Etude de la régularité d�un problème modèle dans le cas non régulier

Mais � > 0 et ' > 0; d�où: 8>>>><>>>>:
� =

k�

'
; k 2 N

et

A = 0

Donc:

v(�; �) = B �
k�
' sin

�
k�

'
�

�
Question: Quelles sont les valeurs de � a�n qu�il n�y ait pas de singularités?

On a: v(�; �) = �� �(�)

Soit � 2 B (0; 1) (L�étude sera locale)

v 2? H2(
), c.-à-d.

v 2 L2(
) , @v
@�
2 L2(
) , @v

@�
2 L2(
) , @

2v

@�2
2 L2(
) , @

2v

@�2
2 L2(
), @

2v

@�@�
2 L2(
)

D�où:

1. v 2 L2(
)()
R '
0

R 1
0
jv(�; �)j2 �d�d� < +1. On a:Z '

0

Z 1

0

jv(�; �)j2 �d�d� =
�Z 1

0

�1+2�d�

��Z '

0

j�(�)j2 d�
�

Telle que:
R 1
0
�1+2�d� =

R 1
0

1

��(1+2�)
d� qui converge ssi � (1 + 2�) < 1 c.-à-d. ssi

� > �1.

2.
@v

@�
2 L2(
)()

R '
0

R 1
0

����@v@�(�; �)
����2 �d�d� < +1. On a:Z '

0

Z 1

0

����@v@�(�; �)
����2 �d�d� = �2�Z 1

0

�2��1d�

��Z '

0

j�(�)j2 d�
�

Telle que:
R 1
0
�2��1d� =

R 1
0

1

�1�2�
d� converge ssi 1� 2� < 1 c.-à-d. � > 0:

3.
@v

@�
2 L2(
)()

R '
0

R 1
0

����@v@� (�; �)
����2 �d�d� < +1. On a:Z '

0

Z 1

0

����@v@� (�; �)
����2 �d�d� = �Z 1

0

�2�+1d�

��Z '

0

����0
(�)
���2 d��

Telle que:
R 1
0
�1+2�d� =

R 1
0

1

��(1+2�)
d� converge ssi � (1 + 2�) < 1 c.-à-d. � > �1:
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2. Etude de la régularité d�un problème modèle dans le cas non régulier

4.
@2v

@�2
2 L2(
)()

R '
0

R 1
0

����@2v@�2 (�; �)
����2 �d�d� < +1: On a:

Z '

0

Z 1

0

����@2v@�2 (�; �)
����2 �d�d� = �2 (�� 1)2�Z 1

0

�2��3d�

��Z '

0

j�(�)j2 d�
�

Telle que:
R 1
0
�2��3d� =

R 1
0

1

�3�2�
d� converge ssi et 3� 2� < 1 c.-à-d. � > 1:

5.
@2v

@�2
2 L2(
)()

R '
0

R 1
0

����@2v@�2 (�; �)
����2 �d�d� < +1. On a:

Z '

0

Z 1

0

����@2v@�2 (�; �)
����2 �d�d� = �Z 1

0

�2�+1d�

��Z '

0

����00
(�)
���2 d��

Telle que:
R 1
0
�2�+1d� =

R 1
0

1

��(2�+1)
d� converge ssi � (2�+ 1) < 1 c.-à-d. � > �1:

Conclusion:

Si � > 1 =) v(�; �) = �� �(�) 2 H2(
) =)Il n�y a pas de singularité.

Si � = 1 =) v(�; �) = � �(�) 2 H2(
) si et seulement si

v 2 L2(
) , @v
@�
2 L2(
) , @v

@�
2 L2(
) , @

2v

@�2
2 L2(
) , @

2v

@�2
2 L2(
) , @

2v

@�@�
2 L2(
)

D�où:

6. v 2 L2(
)()
R '
0

R 1
0
jv(�; �)j2 �d�d� < +1. On a:Z '

0

Z 1

0

jv(�; �)j2 �d�d� =

�Z 1

0

�3d�

��Z '

0

j�(�)j2 d�
�
< +1

car
Z '

0

j�(�)j2 d� < +1 et
Z 1

0

�3d� =

�
�4

4

�1
0

=
1

4
< +1

7.
@v

@�
= '(�) 2 L2(
)()

R '
0

R 1
0

����@v@�(�; �)
����2 �d�d� < +1. On a:

Z '

0

Z 1

0

����@v@�(�; �)
����2 �d�d� =

�Z '

0

j�(�)j2 d�
��Z 1

0

�d�

�
< +1

car
Z '

0

j�(�)j2 d� < +1 et
Z 1

0

�d� =

�
�2

2

�1
0

=
1

2
< +1
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2. Etude de la régularité d�un problème modèle dans le cas non régulier

8.
@v

@�
= � �

0
(�) 2 L2(
)()

R '
0

R 1
0

����@v@� (�; �)
����2 �d�d� < +1. On a:

Z '

0

Z 1

0

����@v@� (�; �)
����2 �d�d� =

�Z '

0

����0
(�)
���2 d���Z 1

0

�3d�

�
< +1

car
Z '

0

����0
(�)
���2 d� < +1 et

Z 1

0

�3d� =

�
�4

4

�1
0

=
1

4
< +1

9.
@2v

@�2
= 0 2 L2(
):

10.
@2v

@�2
= � �

00
(�) 2 L2(
)()

R '
0

R 1
0

����@2v@�2 (�; �)
����2 �d�d� < +1. On a:

Z '

0

Z 1

0

����@v@� (�; �)
����2 �d�d� =

�Z '

0

����0
(�)
���2 d���Z 1

0

�3d�

�
< +1

car
Z '

0

����0
(�)
���2 d� < +1 et

Z 1

0

�3d� =

�
�4

4

�1
0

=
1

4
< +1

11.
@2v

@�@�
= �

0
(�) 2 L2(
)()

R '
0

R 1
0

���� @2v@�@�
(�; �)

����2 �d�d� < +1: On a:
Z '

0

Z 1

0

���� @2v@�@�
(�; �)

����2 �d�d� =

�Z 1

0

�d�

��Z '

0

����0
(�)
���2 d�� < +1

car
Z '

0

����0
(�)
���2 d� < +1 et

Z 1

0

�d� =

�
�2

2

�1
0

=
1

2
< +1

Donc:

Si � = 1 alors v(�; �) = � �(�) 2 H2(
):

Conclusion:

� � 1) v 2 H2(
))Pas de singularités.

� < 1) v =2 H2(
))Existence de singularité.

D�où:

� =
k�

'
; k 2 N

Pour k = 0 :

� = 0) v 2 H2(
))Il n�y a pas de singularités.

Pour k = 1 :

20



2. Etude de la régularité d�un problème modèle dans le cas non régulier

� =
�

'
: On distingue deux cas:

Si
�

'
< 1) ' > � ) Existence de singularité.

Si
�

'
� 1) ' � � ) Il n�y a pas de singularités.

Conclusion:

v(�; �) = �� �(�) avec 0 < � < 1 est bien une solution de (P ):

La solution du problème (2.0.1) est de la forme

u = u0 +B �
k�
' sin

�
k�

'
�

�
Où B est une constante et u0 2 H2(
):

Lorsque ' > �; u n�appartient pas toujours à H2(
) car
@2v

@�2
=2 L2(
):

Tandis que l�unicité de la solution est toujours assurée (Il su¢ t de considérer l�unicité

variationnelle (Pour plus de détail voir [14])).

On constate que �
@2u

@�2
2 L2(
) ce qui nous donne l�idée d�a¤ecter le Laplacien d�une

fonction poids qui dépend de �:

On choisit donc un espace fonctionnel E� dé�ni par:

E� (
') =
�
u 2 H1 (
') à support compact dans 
' telles que ��D2u 2 L2(
')

	
(2.0.2)

Où le symbole D2 désigne les dérivées partielles d�ordre 2 par rapport aux variables � et

� tq
@

@�
=
1

�

@

@�

Le symbole D� désigne la dérivée d�ordre � par rapport aux variables x et y:

On munit E� (
') d�une norme dite "norme du graphe" :

kukE� = kukH1 +
X
j�j=2



��D�u


 (2.0.3)
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CHAPITRE

3 Etude du problème direct

3.1 Le problème dans un secteur plan

3.1.1 Position du problème

Soit 
' un secteur plan in�ni d�ouverture ' dé�ni par la relation (0.0.6) .

Supposons que le sommet de 
' est situé à l�origine et soit � (�) la fonction poids

dé�nie précédemment, qui ne s�annule pas dans 
' et qui vaut: �� = (x2 + y2)
�
2 avec

(0 < � < 1) ; au voisinage de chaque sommet du polygone 
.

Il est à remarquer que par rotation et par translation on peut toujours ramener chaque

sommet de 
 à l�origine en coordonnées locales.

On considère le problème suivant:8<: � (�)�u = g dans 
'

u = 0 sur �'
(3.1.1)

avec g = � (�) f , et f est donnée dans L2 (
') :

On étudiera ce problème au voisinage du secteur 
'; car le seul problème qui se pose

quant à la régularité des solutions du problème (3.1.1) se situe au voisinage de l�origine.

On va donc étudier le problème suivant:8<: ���u = g dans 
'

u = 0 sur �'
(3.1.2)
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3.2. Formule de Green

Pour la condition de Dirichlet homogène (u = 0 sur �'), il est plus commode de chercher

la solution du problème (3.1.2) , dans un espace fonctionnel qu�on note par E�;0 (
') et

qu�on dé�nit par la relation:

E�;0 (
') = E� (
') \H1
0 (
') (3.1.3)

Où l�espace E� (
') est dé�ni par la formule (2.0.2) .

On munit l�espace E�;0 (
') par la norme induite par (2.0.3) qui en fait un espace de

Banach.

3.1.2 Remarque

L�opérateur ��� est un opérateur elliptique qui dégénère à l�origine.

3.2 Formule de Green

3.2.1 Formule de Green adaptée au problème

On se propose de construire une formule de Green adaptée au problème (3.1.2) dans

le secteur plan 
': Le résultat obtenu s�étendra au polygone tout entier.

Proposition 3.2.1 (Formule de Green)

8u; v 2 C10 (
') : h���u; vi � hu; (���)�vi =
Z
�'

���1v
@u

@�
d��

Z
�'

u���1
@v

@�
d� (3.2.1)

=

Z
�'

��v
@u

@�
d��

Z
�'

u��
@v

@�
d�

où � est le vecteur normal à la frontière du secteur 
' et dirigé vers l�extérieur de celle-ci et

@

@�
=
1

�

@

@�

L�opérateur adjoint de ��� est donné par l�expression:

(���)� = ��
@2

@�2
+ (2�+ 1)���1

@

@�
+ ���2(

@2

@�2
+ �2) (3.2.2)
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3.2. Formule de Green

= ���+ �
@

@�
+ �2���2 (3.2.3)

Démonstration.

Soient u et v deux fonctions dé�nies dans C10 (
').

En coordonnées polaires, le Laplacien s�écrit:

� =
@2

@�2
+
1

�

@

@�
+
1

�2
@2

@�2

D�où:

��� = ��
@2

@�2
+ ���1

@

@�
+ ���2

@2

@�2
(3.2.4)

On a donc:

h���u; vi =
Z '

0

Z 1

0

(���u)(v)�d�d�

=

Z '

0

Z 1

0

(��
@2u

@�2
+ ���1

@u

@�
+ ���2

@2u

@�2
)v�d�d� (3.2.5)

=

Z '

0

Z 1

0

(��
@2u

@�2
)v�d�d�| {z }

I1

+

Z '

0

Z 1

0

(���1
@u

@�
)v�d�d�| {z }

I2

+

Z '

0

Z 1

0

(���2
@2u

@�2
)v�d�d�| {z }

I3

On intègre I1 par parties par rapport à la variable �; telle que:

I1 =

Z '

0

Z 1

0

(��
@2u

@�2
)v�d�d� =

Z '

0

�Z 1

0

(��
@2u

@�2
)(��+1v)d�

�
d�

On pose: 8><>:
f 0 =

@2u

@�2
=) f =

@u

@�

g = ��+1v =) g0 = (�+ 1)��v + ��+1
@v

@�

D�où:

I1=

Z '

0

��
@u

@�
��+1v

�1
0

�
Z 1

0

@u

@�

�
(�+ 1)��v + ��+1

@v

@�

�
d�

�
d�

On intègre I1;1 par parties, par rapport à la variable � telle que:

I1;1 =

Z 1

0

�
@u

@�

��
(�+ 1)��v + ��+1

@v

@�

�
d�

On pose: 8><>:
f 0 =

@u

@�

g = (�+ 1)��v + ��+1
@v

@�
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3.2. Formule de Green

Ce qui implique que:8><>:
f = u

g0 = (�+ 1)����1v + 2(�+ 1)��
@v

@�
+ ��+1

@2v

@�2

D�où:

I1;1 =

0BBBBB@

�
u

�
(�+ 1)��v + ��+1

@v

@�

��1
0

+

�
R1
0
u

�
�(�+ 1)���1v + 2(�+ 1)��

@v

@�
+ ��+1

@2v

@�2

�
d�

1CCCCCA
En tenant compte du fait que les fonctions sont à support compact dans 
', il vient:

I1 =

Z '

0

Z 1

0

u

�
��
@2v

@�2
+ (2�+ 1) ���1

@v

@�
+ �(�� 1)���2v

�
�d�d� (3.2.6)

On intègre I2 par parties par rapport à la variable � telle que:

I2 =

Z '

0

Z 1

0

@u

@�
��vd�d�

On pose: 8><>:
f 0 =

@u

@�
=) f = u

g = ��v =) g0 = ����1v + ��
@v

@�

D�où:

I2 =

Z '

0

�
[��uv]10 �

Z 1

0

u

�
����1v + ��

@v

@�

�
d�

�
d�

Or u et v sont à support compact dans 
', d�où:

I2 = �
Z '

0

Z 1

0

u

�
���1

@v

@�
+ ����2v

�
�d�d� (3.2.7)

On intègre I3 par parties par rapport à la variable � telle que:

I3 =

Z '

0

Z 1

0

�
���2

@2u

@�2

�
v�d�d� =

Z 1

0

���1
�Z '

0

�
@2u

@�2

�
(v) d�

�
d�

On pose: 8><>:
f 0 =

@2u

@�2
=) f =

@u

@�

g = v =) g0 =
@v

@�
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3.2. Formule de Green

D�où:

I3 =

Z 1

0

���1
��
@u

@�
v

�'
0

�
Z '

0

�
@u

@�

��
@v

@�

�
d�

�
d�

On intègre I3;3 par parties par rapport à la variable � telle que:

I3;3 =

Z '

0

@u

@�

@v

@�
d�

On pose: 8><>:
f 0 =

@u

@�
=) f = u

g =
@v

@�
=) g0 =

@2v

@�2

D�où:

I3 =

Z 1

0

���1
��
@u

@�
v

�'
0

�
��
u
@v

@�

�'
0

�
Z '

0

u
@2v

@�2
d�

��
d�

I3 =

Z 1

0

�
���1v

@u

@�

�'
0

d��
Z 1

0

�
u���1

@v

@�

�'
0

d�+

Z '

0

Z 1

0

u���2
@2v

@�2
�d�d� (3.2.8)

On a donc le résultat dans l�espace E�(
'):

Proposition 3.2.2 L�opérateur (���)� est elliptique et il dégénère à l�origine.

Preuve. On a (���)� est donné par la relation (3.2.3) ; son polynôme caractéristique

peut s�écrire sous la manière suivante:

P� (x; y) = �
�
�
a�x

2 + b�y
2
�

qui ne s�annule qu�à l�origine, avec a� et b� sont des constantes qui dépendent de � et qui

ne s�annule pas lorsque � 2 ]0; 1[, qui est notre cas.

Proposition 3.2.3 L�espace E�(
'), muni de la norme du graphe, est un espace de

Hilbert.

Démonstration.

D�après sa dé�nition, l�espace E�(
') est un espace de Banach, donc complet.

Reste à montrer qu�il est préhilbertien.

D�où en munissant l�espace E�(
') de la norme (2.0.3) qui découle du produit scalaire

dé�ni par:

hu; viE�(
') = hu; viH1(
')
+
X
j�j=2



��D�u; ��D�v

�
L2(
')

(3.2.9)
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3.3. Propriétés de l�espace E� (
')

Où l�opérateur D désigne les dérivées partielles d�ordre deux par rapport aux variables �

et � respectivement et
@

@�
=
1

�

@

@�

Remarque

L�espace E� (
') n�est pas unique.

3.3 Propriétés de l�espace E� (
')

3.3.1 Comparaison des espaces Hs
x;y et H

s
�;�

Cas s=1:

On pose:

H1
x;y (
') =

�
u 2 L2 (
') :

@u

@x
2 L2 (
') et

@u

@y
2 L2 (
')

�
H1
�;� (
') =

�
u 2 L2 (
') :

@u

@�
2 L2 (
') et

@u

@�
2 L2 (
')

�
Proposition 3.3.1 L�espace H1

x;y (
') coïncide avec l�espace H
1
�;� (
') :

Démonstration.

Il s�agit de démontrer que si:

u;
@u

@x
;
@u

@y
sont dans L2 (
')() u;

@u

@�
;
@u

@�
sont dans L2 (
')

En e¤et on a: 8><>:
@u

@x
= cos (�)

@u

@�
� sin (�) @u

@�
@u

@y
= sin (�)

@u

@�
+ cos (�)

@u

@�

Il est clair que si u;
@u

@�
et
@u

@�
sont dans L2 (
') alors u;

@u

@x
et
@u

@y
sont dans L2 (
') :

Inversement, on a: 8><>:
@u

@�
= cos (�)

@u

@x
+ sin (�)

@u

@y
@u

@�
= � sin (�) @u

@x
+ cos (�)

@u

@y
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3.3. Propriétés de l�espace E� (
')

Comme u;
@u

@x
et
@u

@y
sont dans L2 (
') alors u;

@u

@�
et
@u

@�
sont dans L2 (
') :

Donc:

H1
x;y (
') = H

1
�;� (
')

3.3.2 Propriétés des espaces E�;�

Remarque

Le résultat précédent ne s�étend pas aux espaces d�ordre supérieur, on a à titre

d�exemple:

H2
x;y (
') � H2

�;� (
')

Il s�agit de démontrer que si:

u;
@u

@x
;
@u

@y
;
@2u

@x2
;
@2u

@x@y
et
@2u

@y2
sont dans L2 (
')

=) u;
@u

@�
;
@u

@�
;
@2u

@�2
;
@2u

@�@�
et
@2u

@�2
sont dans L2 (
')

Il est clair que si u;
@u

@x
et
@u

@y
sont dans L2 (
') alors u;

@u

@�
et
@u

@�
sont dans L2 (
') car

H1
x;y (
') � H1

�;� (
')

Reste à montrer que si:

@2u

@x2
;
@2u

@x@y
et
@2u

@y2
sont dans L2 (
') =)

@2u

@�2
;
@2u

@�@�
et
@2u

@�2
sont dans L2 (
')
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3.3. Propriétés de l�espace E� (
')

En e¤et on a:

@u

@�
= cos (�)

@u

@x
+ sin (�)

@u

@y

@2u

@�2
=

@

@�

�
cos (�)

@u

@x
+ sin (�)

@u

@y

�

=

0BBBBB@
@

@x

�
cos (�)

@u

@x
+ sin (�)

@u

@y

�
� cos (�)+

+
@

@y

�
cos (�)

@u

@x
+ sin (�)

@u

@y

�
� sin (�)

1CCCCCA

=

0BBBBB@
cos2 (�)

@2u

@x2
+ sin (�)

@2u

@y@x
cos (�)+

+ cos (�)
@2u

@x@y
sin (�) + sin2 (�)

@2u

@y2

1CCCCCA
Donc:

@2u

@�2
=
@2u

@x2
cos2 (�) +

@2u

@x@y
sin (2�) +

@2u

@y2
sin2 (�)

En outre:

@u

@�
=

@u

@x

@x

@�
+
@u

@y

@y

@�
=
@u

@x
(�� sin (�)) + @u

@y
(� cos (�))

=) 1

�

@u

@�
= � sin (�) @u

@x
+ cos (�)

@u

@y

=) 1

�2
@u

@�
= �1

�
sin (�)

@u

@x
+
1

�
cos (�)

@u

@y

=) 1

�2
@2u

@�2
=
@2u

@�2
=
@

@�

�
�1
�
sin (�)

@u

@x
+
1

�
cos (�)

@u

@y

�

=

0BBBBB@
@

@x

�
�1
�
sin (�)

@u

@x
+
1

�
cos (�)

@u

@y

�
� (�� sin (�))+

+
@

@y

�
�1
�
sin (�)

@u

@x
+
1

�
cos (�)

@u

@y

�
� (� cos (�))

1CCCCCA
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3.3. Propriétés de l�espace E� (
')

Donc:
@2u

@�2
=
@2u

@x2
sin2 (�)� @2u

@x@y
sin (2�) +

@2u

@y2
cos2 (�)

De plus:

@u

@�
= cos (�)

@u

@x
+ sin (�)

@u

@y

@2u

@�@�
=

@

@�

�
cos (�)

@u

@x
+ sin (�)

@u

@y

�

@2u

@�@�
=

0BBBBB@
@

@x

�
cos (�)

@u

@x
+ sin (�)

@u

@y

�
� (�� sin (�))+

+
@

@y

�
cos (�)

@u

@x
+ sin (�)

@u

@y

�
� (� cos (�))

1CCCCCA

=

0BBBBB@
� cos (�) sin (�) @

2u

@x2
�� sin (�) @

2u

@x@y
� sin (�)+

+� cos2 (�)
@2u

@x@y
+ sin (�)

@2u

@y2
� cos (�)

1CCCCCA

=

0BBBBBBBBBBBB@

@2u

@x2

�
�2
2
� cos (�) sin (�)

�
+

+
@2u

@x@y

�
�� sin2 (�) + � cos2 (�)

�
+

+
@2u

@y2

�
�
2

2
cos (�) sin (�)

�

1CCCCCCCCCCCCA
= �1

2
� sin (2�)

@2u

@x2
+ � cos (2�)

@2u

@x@y
+
1

2
� sin (2�)

@2u

@y2

@2u

@�@�
=

1

�

@2u

@�@�
=

�
�1
2
sin (2�)

�
@2u

@x2
+ cos (2�)

@2u

@x@y
+
1

2
sin (2�)

@2u

@y2

Donc:
@2u

@�@�
= �1

2
sin (2�)

@2u

@x2
+ cos (2�)

@2u

@x@y
+
1

2
sin (2�)

@2u

@y2
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3.3. Propriétés de l�espace E� (
')

D�où: 8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

@2u

@�2
=
@2u

@x2
cos2 (�) +

@2u

@x@y
sin (2�) +

@2u

@y2
sin2 (�)

@2u

@�2
=
@2u

@x2
sin2 (�)� @2u

@x@y
sin (2�) +

@2u

@y2
cos2 (�)

@2u

@�@�
=
1

2

@2u

@y2
sin (2�) +

@2u

@x@y
cos (2�)� 1

2

@2u

@x2
sin (2�)

Comme
@2u

@x2
;
@2u

@x@y
et
@2u

@y2
sont dans L2 (
') alors

@2u

@�2
;
@2u

@�@�
et
@2u

@�2
sont dans L2 (
') :

Donc:

H2
x;y (
') � H2

�;� (
')

Remarque

A partir de maintenant l�espace H1
x;y (
') sera noté H

1 (
') :

Proposition 3.3.2

u 2 E (
') =) ���1
@u

@�
2 L2 (
')

Démonstration.

On a si u 2 E (
') alors u 2 H1 (
') et u est à support compact dans 
'.

(Telle que ��D2u 2 L2 (
') )

Et comme u 2 H1 (
') alors
@u

@�
2 L2 (
') :

Posons:

v =
@u

@�

Et montrons que:

���1v 2 L2 (
')

On a donc:



���1v

2
L2(
')

=

Z '

0

Z 1

0

�
���1 jvj

�2
�d�d� =

Z '

0

Z 1

0

�2��2 jvj2 �d�d�
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3.3. Propriétés de l�espace E� (
')

1iercas :

� � 1

On a:

0 < � < 1 =) 2�� 2 < 0

D�autre part, si:

� � 1 =) log (�) � 0 =) (2�� 2) log (�) � 0 =) log
�
�2��2

�
� 0 =) �2��2 � 1

=)


���1v

2 � Z '

0

Z 1

0

jvj2 �d�d� = kvk2 2 L2 (
')

Donc pour � � 1; la proposition est véri�ée.

Il reste le cas

� < 1

Si � < 1; on a:Z '

0

Z 1

0

�2��2 jvj2 �d�d� =
Z '

0

Z �

0

�2��2 jvj2 �d�d� +
Z '

0

Z 1

�

�2��2 jvj2 �d�d� (*)

Or:

0 < � < � < 1

0 < � < � < 1 =) log (�) < log (�) < 0

=) 0 < (2�� 2) log (�) < (2�� 2) log (�) tq 0 < � < 1

=) 0 < log
�
�2��2

�
< log

�
�2��2

�
=) 1 < �2��2 < �2��2

Or la fonction � 7! �2��2 est décroissante et continue sur le compact [�; 1] ; donc elle est

bornée et atteint ses bornes sur ce compact.

D�où: Z '

0

Z 1

�

�2��2 jvj2 �d�d� � �2��2
Z '

0

Z 1

�

jvj2 �d�d�
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3.3. Propriétés de l�espace E� (
')

Il reste à étudier l�intégrale Z '

0

Z �

0

�2��2 jvj2 �d�d�

, pour � su¢ samment petit et strictement positif.

Le développement en série entière de la fonction X 7! (1 +X)� tel que jXj < 1; donne:

(1 +X)� =
X
n�0

1

n!

n�1Y
i=0

(� � i)Xn

Or: 8>>><>>>:
0 < � < �

et

� < 1(hyp)

Ce qui implique que:

0 < � < � < 1

D�où:

�1 < �� 1 < �� 1 < 0 < 1

C�est à dire:

j�� 1j < 1

En remplaçant X par � � 1 et � par 2� � 2 et en appliquant le développement en série

entière ci-dessus à la fonction � 7! �2��2, on obtient:

0 �
����Z '

0

Z �

0

�2��2 jvj2 �d�d�
���� = ����Z '

0

Z �

0

(1 + (�� 1))2��2 jvj2 �d�d�
����

=

�����
Z '

0

Z �

0

X
n�0

1

n!
(2�� 2) (2�� 3) ::: (2�� n� 1) (�� 1)n jvj2 �d�d�

�����
�

X
n�0

1

n!
(2�� 2) (2�� 3) ::: (2�� n� 1)

Z '

0

Z �

0

j�� 1jn jvj2 �d�d�

� S

Z '

0

Z �

0

jvj2 �d�d� car j�� 1j < 1

Telle que S est la série numérique de terme général

1

n!
(2�� 2) (2�� 3) ::: (2�� n� 1)
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3.3. Propriétés de l�espace E� (
')

On a alors:

0 �
����Z '

0

Z �

0

�2��2 jvj2 �d�d�
���� � S Z '

0

Z �

0

jvj2 �d�d�

Et comme v 2 L2; on a donc le résultat souhaité.

Proposition 3.3.3 9K = K (
') > 0 telle que



���1@u@�




2 � K 



���1 @2u@�@�





2
Démonstration.

Si u est dans E�(
') alors ���1
@u

@�
2 L2 (
').

(Découle de la proposition précédente).

On pose: v = ���1
@u

@�
, d�où il su¢ t de montrer l�inégalité

kvk2 � K




@v@�





2
On a:

�Z
0

@v

@�
(� cos t; � sin t) dt = [v (� cos t; � sin t)]t=�t=0 = v (� cos �; � sin �)� v (�; 0)

Or v est à support compact dans 
' car u l�est, d�où:

�Z
0

@v

@�
(� cos t; � sin t) dt = v (� cos �; � sin �) = v(x; y)

C�est à dire:

v(x; y) =

�Z
0

@v

@�
(� cos t; � sin t) dt

=) jv(x; y)j �
�Z
0

����@v@� (� cos t; � sin t)
���� dt

=) jv(x; y)j2 �

0@ �Z
0

����@v@� (� cos t; � sin t)
���� dt
1A2

=) jv(x; y)j2 �
�Z
0

����@v@� (� cos t; � sin t)
����2 dt
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3.3. Propriétés de l�espace E� (
')

Donc: Z 1

0

Z '

0

jv(x; y)j2 �d�d� �
Z 1

0

Z '

0

Z �

0

����@v@� (� cos �; � sin �)
����2 dt�d�d�

=

Z �

0

dt

Z 1

0

Z '

0

����@v@� (� cos �; � sin �)
����2 �d�d�

= �

Z 1

0

Z '

0

����@v@� (� cos �; � sin �)
����2 �d�d�

� '

Z 1

0

Z '

0

����@v@� (� cos �; � sin �)
����2 �d�d�

Donc:

9K = ' > 0; dépend de l�ouvert 
'; tq : kvk2 � '




@v@�





2
Et le résultat est donc véri�é.

Dé�nition 3.3.1 On pose pour � = 0;

E0(
') = H2
�;�(
')

=
�
u 2 H1 (
') tq u est à support compact dans 
' et D2u 2 L2 (
')

	
et pour � = 1;

E1(
') = E(
')

=
�
u 2 H1 (
') tq u est à support compact dans 
' et �D2u 2 L2 (
')

	
Proposition 3.3.4 Si � et � sont deux réels pris dans l�intervalle [0; 1] tels que � < �

alors E�(
') � E�(
'):

Démonstration.

Pour montrer que: E�(
') � E�(
') tels que

E�(
') =
�
u 2 H1 (
') tq u est à support compact dans 
' et ��D2u 2 L2 (
')

	
et

E�(
') =
�
u 2 H1 (
') tq u est à support compact dans 
' et ��D2u 2 L2 (
')

	
35



3.3. Propriétés de l�espace E� (
')

Il su¢ t de montrer que: u 2 E�(
') =) u 2 E�(
'):

C�est à dire: ��D2u 2 L2 (
') =) ��D2u 2 L2 (
') :

En d�autres termes, montrons que si toutes les dérivées secondes de la fonction u par

rapport aux variables � et �, et a¤ectées du poids �� sont carré intégrables par rapport à

la mesure dxdy alors toutes les dérivées secondes de la fonction u par rapport aux variables

� et �, et a¤ectées du poids �� sont aussi carré intégrables par rapport à la même mesure.

On distingue deux cas:

1ier cas : � < 1:

On a:

0 < � < 1 =) log (�) < 0 =) (� � �) log (�) < 0

Car on a par hypothèse:

0 < � < � < 1

Ceci implique que:

� log (�) < � log (�) =) log
�
��
�
< log (��)

Car

0 < � < � < 1

Ceci implique que:

�� < �� =) ��
��D2u

�� � �� ��D2u
��

=)
����D2u

��2 � ����D2u
��2 =) �2�

��D2u
��2 � �2� ��D2u

��2

=)
Z '

0

Z 1

0

����D2u
��2 �d�d� � Z '

0

Z 1

0

����D2u
��2 �d�d�

=)


��D2u



2
L2(
')

�


��D2u



2
L2(
')

Il reste à véri�er le résultat pour le cas: � � 1:

On pose: w = ��
@2u

@�2
qui est dans L2 (
') car u 2 E�(
'):
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')

On a:



�� @2u@�2




2 =

Z '

0

Z 1

1

������ @2u@�2
����2 �d�d� = Z '

0

Z 1

1

�2��2�+2�
����@2u@�2

����2 �d�d�
=

Z '

0

Z 1

1

�2(���)�2�
����@2u@�2

����2 �d�d� = Z '

0

Z 1

1

�2(���)
������@2u@�2

����2 �d�d�
=

Z '

0

Z 1

1

�2(���) jwj2 �d�d�

=

Z '

0

�Z A

1

�2(���) jwj2 �d�+
Z 1

A

�2(���) jwj2 �d�
�
d�

=

Z '

0

Z A

1

�2(���) jwj2 �d�d� +
Z '

0

Z 1

A

�2(���) jwj2 �d�d�

Or la fonction � 7! �2(���) est continue sur le compact [1; A] tel que A est �ni, donc elle

est bornée.

De plus, elle est croissante sur ce compact, donc elle atteint ses bornes.

D�où: Z '

0

Z A

1

�2(���) jwj2 �d�d� � A2(���)
Z '

0

Z A

1

jwj2 �d�d�

D�autre part: Z '

0

Z 1

A

�2(���) jwj2 �d�d� = 0

En e¤et, on a: w = ��
@2u

@�2
est à support compact dans 
' car u l�est.

Il su¢ t donc de choisir A su¢ samment grand tel que supp(w) � [1; A]� [0; '].

Donc la proposition est aussi véri�ée pour � � 1:

Proposition 3.3.5 L�espace E�;0(
') peut s�écrire sous la forme suivante:

E�;0(
') =
�
u 2 H1

0 (
') ; telle que �
�u 2 H2

0 (
')
	

(3.3.1)

où les fonctions sont à support compact dans 
':

Démonstration.

On pose:

G�;0(
') =
�
u 2 H1

0 (
') ; telle que �
�u 2 H2

0 (
')
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a) Montrons que G�;0(
') � E�;0(
') et supposons que

u 2 G�;0(
') =) u 2 H1
0 (
') et �

�u 2 H2
0 (
')

(C�est la dé�nition même de G�;0(
')):

Ce qui implique que:

@ (��u)

@�
= ��

@u

@�
+ ����1u 2 H1

0 (
')

=)
�
@2 (��u)

@�2
= ��

@2u

@�2
+ ����1

@u

@�
+ ����1

@u

@�
+ � (�� 1) ���2u

�
2 L2 (
')

=)

24@2 (��u)
@�2

=
@2u

@�2
[��] +

@u

@�

�
����1 + ����1

�
+ � (�� 1) ��u| {z }

=0

35 2 L2 (
')
=)

�
@2 (��u)

@�2
= ��

@2u

@�2
+ 2����1

@u

@�

�
2 L2 (
')

=) ��
@2u

@�2
2 L2 (
') car u 2 E�(
')

=) ���1
@u

@�
2 L2 (
')

b) Par le même procédé, on véri�e aisément l�inclusion dans l�autre sens.

Remarque 3.3.1 L�espace E�(
') peut s�écrire sous la forme:

E�(
') =
�
u 2 H1 (
') ; telle que ��u 2 H2 (
')

	
Les fonctions sont à support compact dans 
':

Proposition 3.3.6 L�espace E�(
') est un espace intermédiaire entre les espacesH1 (
')

et H2 (
') :

Démonstration.

Il su¢ t de montrer que H2 (
') � E�(
'); car l�inclusion E�(
') � H1 (
') découle de
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3.4. Etude de l�existence des solutions

la dé�nition même de l�espace E�(
').

Soit u une fonction à support compact dans 
':

Si u 2 H2 (
') alors u 2 H2
�;� (
'), car H

2 (
') � H2
�;� (
') (Voir remarque (3.3.2) ).

Donc u 2 H1
�;� (
') et D

2u 2 L2 (
') :

L�opérateur D2 désigne l�opérateur de dérivation d�ordre 2 par rapport aux variables � et

�.

On a, d�après la proposition (3.3.1) , H1
x;y (
') = H

1
�;� (
').

On a donc pour 0 < � < 1, et comme les fonctions sont à support compact dans 
'; il

existe r0 une constante �nie, telle que:Z

'

����D2u
��2 dxdy = Z '

0

Z r0

0

����D2u
��2 dxdy � r�0 Z '

0

Z r0

0

��D2u
��2 dxdy � Z '

0

Z 1

0

��D2u
��2 dxdy

Or D2u 2 L2 (
').

Donc: ��D2u 2 L2 (
') et u 2 E�(
'):

Remarque 3.3.2 L�espace E�;0(
') est un espace intermédiaire entre les espacesH1
0 (
')

et H2
0 (
') :

3.4 Etude de l�existence des solutions

3.4.1 Inégalité à priori

Le théorème suivant nous permet d�étudier l�existence de la solution du problème

(3.1.2) dans l�espace E�;0 (
') :

Théorème 3.4.1 Soient E; F; G trois espaces de Banach ré�exifs, tel que E s�injecte

dans G et cette injection est compacte, et soit L un opérateur linéaire continu de E dans

F: Alors les conditions suivantes sont équivalentes:

C1:L�image de L est fermée dans F et L a un noyau de dimension �nie.

C2:Il existe une constante K > 0, telle que:

kukE � K (kLukF + kukG) (3.4.1)
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3.4. Etude de l�existence des solutions

Démonstration.

On montre d�abord que la condition C2 implique la condition C1.

Pour cela, on suppose qu�il existe une constante K > 0, telle que:

kukE � K (kLukF + kukG)

Donc: Le noyau de L est de dimension �nie car la boule unité dans ker(L) est compacte.

Reste à montrer que l�image de L est fermée dans F:

On pose: N = ker(L):

On a:

L : E �! F

et N est de dimension �nie.

D�où: E se décompose en somme directe c.-à-d.

E = N �M

Donc: La restriction de L à M est injective.

On véri�e qu�il existe une constante C > 0; telle que:

kukE � C kukG ;8u 2M (3.4.2)

On raisonne par l�absurde; c.-à-d. on montre que:

8C1 > 0;9u 2M tq kukE > C kukG

En tenant compte que E s�injecte de façon compacte dans G et que

9K > 0 tq kukE � K (kLukF + kukG)

On obtient alors que: l�image de L est fermée dans G:

En e¤et, on choisit une suite (un)n � Im(L) tq un �! v dans G:

Alors il existe une suite (vn)n � N tq Lvn = un:

Et d�après (3.4.2) , on en déduit que: vn �! v dans N .

D�où:

Lv = u
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3.4. Etude de l�existence des solutions

Donc:

u 2 Im(L)

On montre que la condition C1 entraîne la condition C2:

On a par hypothèse, le noyau de L est de dimension �nie, d�où:

E = N �M

La restriction de L à M est injective et surjective.

Le théorème du graphe fermé, nous donne:

9C1 > 0 tq kukE � C1 kukG ;8u 2M (3.4.3)

On véri�e que:

9C2 = conste > 0 telle que: kukE � C2 kukF ;8u 2 N (3.4.4)

En raisonnant par l�absurde de (3.4.4) et en utilisant l�hypothèse que l�injection de E

dans F est compact, il résulte que si u 2 E et u = u1 + u2 avec u1 2 N et u2 2M:

Les inégalités (3.4.3) et (3.4.4) donnent l�inégalité (3.4.1) ; d�où le résultat.

On applique le théorème précédent (3.4.1) au problème (3.1.2) , on obtient:

E = E�;0 (
') ; F = L
2 (
') ; G = H

1
0 (
')

L étant l�opérateur ���:

Puisque L2 (
') et H1
0 (
') sont deux espaces de Hilbert, ceux sont donc deux espaces de

Banach ré�exifs.

De plus, l�opérateur ��� est linéaire et continu.

D�où montrons d�abord que:

E�;0 (
') est un espace de Banach ré�exif

Démonstration.

On considère donc une suite de Cauchy (un)n dans E�;0 (
') qui converge vers u dans
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3.4. Etude de l�existence des solutions

H1
0 (
') :

On montre que:

u 2 E�;0 (
')

On a:

(un)n
converge�! u dans H1

0 (
')

Ceci implique que:�
un;

@un
@�
;
@un
@�

�
converge�!

�
u;
@u

@�
;
@u

@�

�
dans L2 (
')

En outre:

L2 (
') ,!
continue

D
0

Donc: �
un;

@un
@�
;
@un
@�

�
converge�!

�
u;
@u

@�
;
@u

@�

�
dans D

0

Or l�opérateur de dérivation étant continu, d�où:�
un;

@un
@�
;
@un
@�

�
converge�!

�
u;
@u

@�
;
@u

@�

�
dans D

0
(
')

Notons que:

(un)n � E�;0 (
')

Ceci implique que: �
@2un
@�2

;
@2un
@�@�

;
@2un
@�2

�
� L2 (
')

qui est complet, ce qui donne: �
@2un
@�2

;
@2un
@�@�

;
@2un
@�2

�
converge vers �

@2u

@�2
;
@2u

@�@�
;
@2u

@�2

�
dans L2 (
')

Donc: L�espace E�;0 (
') est fermé dans H1
0 (
') ; d�où le résultat.

Reste à véri�er que:

E�;0 (
') ,!
compacte

H1
0 (
')

C�est à dire montrons la proposition suivante:
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3.4. Etude de l�existence des solutions

Proposition 3.4.1 L�injection de l�espace E�;0 (
') dans H1
0 (
') est compacte.

Démonstration.

Ce résultat est démontré pour � = 1 dans [12]. La démonstration est exactement la même

pour 0 < � � 1:

Donc toutes les hypothèses du théorème (3.4.1) sont véri�ées.

L�inégalité suivante nous permet de montrer la première condition, c.-à-d. on véri�e

que l�image de l�opérateur ��� est fermée dans L2 (
') et que son noyau est de dimension

�nie, d�où:

kukE�;0(
') � K
�
kLukL2(
') + kukH1

0 (
')

�
(3.4.5)

L�inégalité (3.4.5) sera établie grâce à la proposition suivante:

Proposition 3.4.2

8u 2 E�;0 (
') : (2�� 1)




���1@u@�





 � 



��@2u@�2






Démonstration.

On a:



���1@u@� + ��@2u@�2




2 � 0 =)

�
���1

@u

@�
+ ��

@2u

@�2
; ���1

@u

@�
+ ��

@2u

@�2

�
� 0

=)




���1@u@�





2 + 



��@2u@�2




2 + 2���@2u@�2 ; ���1@u@�

�
� 0

=)




���1@u@�





2 + 



��@2u@�2




2 + 2Z


'

�2�
@2u

@�2
@u

@�
d�d� � 0 (�)

De plus:
@

@�

"�
@u

@�

�2#
=
@

@�

��
@u

@�

��
@u

@�

��
= 2

@2u

@�2
@u

@�

D�où:

2

Z

'

�2�
@2u

@�2
@u

@�
d�d� =

Z

'

�2�
@

@�

"�
@u

@�

�2#
d�d� =

Z '

0

"Z 1

0

�2�
@

@�

"�
@u

@�

�2#
d�

#
d�
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On intègre G par parties par rapport à la variable �, telle que:

G =

Z '

0

"Z 1

0

�2�
@

@�

"�
@u

@�

�2#
d�

#
d�

On pose: 8>><>>:
f
0
=
@

@�

"�
@u

@�

�2#
=) f =

�
@u

@�

�2
g = �2� =) g

0
= 2��2��1

D�où:

G =

Z '

0

""
�2�
�
@u

@�

�2#1
0

�
Z 1

0

2�

�
@u

@�

�2
�2��1d�

#
d�

En tenant compte que les fonctions sont à support compact dans 
', il vient:Z '

0

"
�
Z 1

0

2�

�
@u

@�

�2
�2��1d�

#
d� = �2�

Z '

0

Z 1

0

�
@u

@�

�2
�2��1d�d�

= �2�
Z '

0

Z 1

0

�
���1

@u

@�

�2
�d�d� = �2�





���1@u@�




2

On remplace dans (�), on obtient:



���1@u@�




2 + 



��@2u@�2





2 � 2� 



���1@u@�




2 � 0 =) 



��@2u@�2





2 � (2�� 1)



���1@u@�




2

C.-à-d.

(2�� 1)




���1@u@�





2 � 



��@2u@�2




2

Ceci achève la démonstration de la proposition (3.4.2) :

Montrons maintenant l�inégalité (3.4.5) :
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Démonstration.

Pour ceci, calculons k���uk2:

k���uk2 =

�
��
�
@2u

@�2
+
1

�

@u

@�
+
1

�2
@2u

@�2

�
; ��

�
@2u

@�2
+
1

�

@u

@�
+
1

�2
@2u

@�2

��

=

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBB@





��@2u@�2




2 + 



���1@u@�





2 + 



���2@2u@�2




2+

+2
R '
0

R1
0
�2�
@u

@�

@2u

@�2
d�d�+

+2
R '
0

R1
0
�2��1

@2u

@�2
@2u

@�2
d�d�+

+2
R '
0

R1
0
�2��2

@2u

@�2
@u

@�
d�d�

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

=

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@





��@2u@�2




2 + 



���1@u@�





2 + 



���2@2u@�2




2+

+2

0B@Z

'

�2�
@u

@�

@2u

@�2
d�d�

1CA
| {z }

I

+ 2

0B@Z

'

�2��1
@2u

@�2
@2u

@�2
d�d�

1CA
| {z }

J

+

+2

0B@Z

'

�2��2
@2u

@�2
@u

@�
d�d�

1CA
| {z }

K

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
Posons:

I =

Z

'

�2�
@2u

@�2
@u

@�
d�d�; J =

Z

'

�2��1
@2u

@�2
@2u

@�2
d�d�; K =

Z

'

�2��2
@2u

@�2
@u

@�
d�d�
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Le calcul de I par intégration par parties donne:

I =

Z '

0

�
��
@2u

@�2

�1
0

d� �
Z

'

�
2����1

@u

@�

�
@u

@�
d�d�

On remarque que la première expression est nulle, car les fonctions sont à support compact,

d�où:

I = �2�
Z

'

�2��2
@2u

@�2
�d�d� � I

C�est à dire:

I = ��




���1@u@�





2
Par le même procédé, on calcule J et K. On fait une première intégration par partie par

rapport à �; puis une seconde intégration par partie par rapport à �; et en tenant compte

des conditions aux limites et du fait que les fonctions sont à support compact, il vient:

J +K = (2� 2�)




���1 1� @u@�





2 + 



���1 @2u@�@�





2
D�où:

k���uk2 =

0BBBBBBBBBBBBB@





��@2u@�2




2 + 



���1@u@�





2+
+





���2@2u@�2




2 � 2� 



���1@u@�





2+
+2





���1 @2u@�@�





2

1CCCCCCCCCCCCCA
D�où on a:

k���uk2 + kuk2H1 =

0BBBBB@
kuk2E�;0(
') +





���1 @2u@�@�





2+
+(1� 2�)





���1@u@�




2 + (2� 2�)



���1 1� @u@�





2
1CCCCCA

� kuk2E�;0(
') + (1� 2�)




���1@u@�





2 + 



���1 @2u@�@�





2
Car l�expression

(2� 2�)




���1 1� @u@�





2 � 0
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3.4. Etude de l�existence des solutions

Avec: 0 < � < 1.

On remarque directement que si � � 1

2
alors l�inégalité (3.4.5) est véri�ée, car

(1� 2�)




���1@u@�





2 + 



���1 @2u@�@�





2 � 0
Il reste à véri�er l�inégalité (3.4.5) ; lorsque � >

1

2
.

On a:

(1� 2�)




���1@u@�





2 + 



���1 @2u@�@�





2 > �



���1@u@�




2 + 



���1 @2u@�@�





2
Il reste à montrer que: 



���1@u@�





2 < 



���1 @2u@�@�





2
Pour ceci il su¢ t d�utiliser la proposition (3.3.2) :

D�où il existe une constante K' > 0; qui véri�e:



���1@u@�




2 < K'





���1 @2u@�@�





2
On a donc le résultat désiré en choisissant une constante convenable M' et en prenant

par exemple le maximum de 1 et
1

K'

; d�où:

M'

�
k���uk2 + kuk2H1(
')

�
� kuk2E�;0(
')

On a donc une constante pour le cas � >
1

2
et une autre constante pour le cas � � 1

2
:

Il existe donc une constante C�;' > 0, qui dépend de � et de '; qui véri�e l�inégalité

(3.4.5) :

3.4.2 Existence de la solution du problème (3.1.2)

Les inégalités relatives à la condition de Dirichlet étant établies, donc d�après le

théorème (3.4.1) , on a l�image de l�opérateur ��� est fermée dans L2 (
') et le noyau du

problème (3.1.2) est de dimension �nie dans E� (
').

On en déduit que le problème (3.1.2) admet au moins une solution dans l�espace

E�;0 (
') :
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3.5. Etude de l�unicité de la solution

3.5 Etude de l�unicité de la solution

3.5.1 Etude du noyau du problème (3.1.2)

Question:

La solution du problème (3.1.2) est-elle unique dans l�espace E� (
')?

Réponse:

On se propose de calculer le noyau du problème (3.1.2) .

On sait que le noyau du problème (3.1.2) est de dimension �nie (d�après le théorème

(3.4.1) ).

Les éléments du noyau du problème (3.1.2) sont solution du problème suivant:8<: ���u = 0 dans 
'

u = 0 sur �'
(3.5.1)

qui est équivalent au problème: 8<: �u = 0 dans 
'

u = 0 sur �'
(3.5.2)

La résolution de ce problème repose sur ce qui suit:

h�u; uiL2 =
�
@2u

@x2
+
@2u

@y2
; u

�
=

�
@2u

@x2
; u

�
+

�
@2u

@y2
; u

�
La dérivation est au sens des distributions.

D�où:

h�u; ui = �
�
@u

@x
;
@u

@x

�
�
�
@u

@y
;
@u

@y

�
= �





@u@x




2
L2
�




@u@y





2
L2

Mais: �u = 0 dans 
':

Donc:

h�u; ui = 0 =) �




@u@x





2 � 



@u@y




2 = 0 =) u = conste

Or sur �', u = 0 (par hypothèse).

Donc: u = 0 dans H1 (
') :

Ce qui implique que: u = 0 dans E�;0 (
') :
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3.5. Etude de l�unicité de la solution

D�où: Le noyau du problème (3.1.2) est réduit au singleton f0g dans E� (
') :

Ce qui veut dire que l�opérateur ��� est injectif sur l�espace E� (
').

Donc: La solution du problème (3.1.2) est unique dans l�espace E� (
').
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CHAPITRE

4 Etude du problème

adjoint

4.1 Etude de l�espace dual

On se propose de trouver l�espace dual de l�espace E�;0 (
') ; qui d�après la proposi-

tion (3.3.5) , s�identi�e à l�espace G�;0 (
') dé�ni par la relation suivante:

G�;0 (
') =
�
u 2 H1

0 (
') ; telle que �
�u 2 H2

0 (
')
	

Par la suite, on explicitera l�espace dual de l�espace G�;0 (
').

On a la proposition suivante:

Proposition 4.1.1 Le dual de l�espace G�;0 (
') qu�on note par G�� (
'), s�écrit de la

manière suivante:

G�� (
') =
�
u 2 H�1 (
') ; telle que ���u 2 H�2 (
')

	
(4.1.1)

On a évidemment G�� (
') est identique au dual de l�espace E�;0 (
') ; qu�on note par

E�� (
') :

On ne fera pas désormais de di¤érence entre G�� (
') et E�� (
') :

Démonstration.

On a:

G�;0 (
') =
�
u 2 H1

0 (
') ; telle que �
�u 2 H2

0 (
')
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4.1. Etude de l�espace dual

Et comme le dual de l�espace H1
0 (
') est H

�1 (
') et le dual de l�espace H2
0 (
') est

l�espace H�2 (
') ; alors on peut écrire:

hu; vi =
Z

'

uv�d�d� =

Z

'

(��u)
�
���v

�
�d�d�

D�où la mise en dualité des espaces H1
0 (
') ;H

�1 (
') et H2
0 (
') ;H

�2 (
') (respective-

ment).

Or: 8<: u 2 H1
0 (
')

��u 2 H2
0 (
')

Ce qui implique que: 8<: v 2 H�1 (
')

���v 2 H�2 (
')

Proposition 4.1.2 Muni de la norme du graphe suivante:

kukE��(
') = kukH�1(
')
+


���u



H�2(
')
(4.1.2)

L�espace E�� (
') est un espace de Hilbert.

Démonstration.

On a:

E�� (
') =
�
u 2 H�1 (
') ; telle que ���u 2 H�2 (
')

	
Il est clair que E�� (
') est un espace de Banach, donc complet.

Il reste à dé�nir dessus un produit scalaire, d�où posons:

hu; viE��(
') = hu; viH�1(
')
+


��u; ���v

�
H�2(
')

Ceci dé�ni un produit scalaire dans E�� (
') :

Remarques

1. D�après [18], on a:

8m 2 N : L2 (
') ,!
compacte

H�m (
')
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4.2. Une Nouvelle Norme dans H�2 (
')

En particulier, pour m = 1; on a:

L2 (
') ,!
compacte

H�1 (
')

2. Pour tout s réel, les espaces de SobolevHs sont des espaces de Hilbert, donc ré�exifs

[8].

3. L�espace E�� (
') est intermédiaire entre H�1 (
') et H�2 (
') ; ce qui veut dire

qu�on a:

H�1 (
') � E�� (
') � H�2 (
') (4.1.3)

4.2 Une Nouvelle Norme dans H�2 (
')

Dans ce qui suit, on introduira un nouvelle norme dans H�2 (
') et par la suite, on

la dé�nira et on montrera l�équivalence avec la norme usuelle de H�2 (
') :

Pour ceci, on utilisera les fonctions développables en séries de Fourier et la transfor-

mation de Mellin.

Soit v une fonction développable en série de Fourier.

On pose:

v (�; �) =
X
n2Z

an (�; �) exp

�
in�

'
�

�
Sa transformée de Mellin est donnée par:

ev (�; �) =X
n2Z

ean (�; �) exp�in�
'
�

�
Notons que l�ensemble des fonctions développables en séries de Fourier forment un sous

espace dense dans L2:

Et d�après [18], l�espace L2 est dense dans H�2:

Donc, d�après [20] et [27], les fonctions développables en séries de Fourier forment un

sous espace dense dans H�2:
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4.2. Une Nouvelle Norme dans H�2 (
')

Dé�nition 4.2.1 On dé�nit une nouvelle norme dans H�2 de la fonction v, par la for-

mule suivante:

kvk2H�2(
')
=

Z +1

�1

Z '

0

X
n2Z

���������
ean (� + 2) exp�in�

'
�

�
1 + j� + 2j2 +

�
n�

'

�2
���������
2

d�d� avec � = 1 + i� (4.2.1)

Rappel

En général, la norme usuelle de Hm (
), m entier positif, étant dé�ni par:

kuk2Hm(
) =
X
j�j�m



D�u


2
L2(R2) (4.2.2)

Où D représente l�opérateur de dérivation par rapport aux variables x et y:

En prolongeant à R2, les fonctions par 0, (Ce prolongement existe et est continu), on

montre que la norme dé�nie par (4.2.2) , est équivalente à la norme dé�nie à partir de la

transformation de Fourier comme suit:

kuk2Hm(R2) =


�1 + �2 + �2�m bu

2 (4.2.3)

Où bu (�; �) = Z
R2
u (x; y) exp (i��xy) dxdy (4.2.4)

Remarque 4.2.1 La formule suivante est, en quelques sortes, l�équivalent du théorème

de Plancherel pour la transformation de Mellin:

kuk2L2(
') =
Z +1

�1

Z '

0

jeu (�; �)j2 d�d� =

Z '

0

keu (:; �)k2L2(R) d� avec � = 1 + i� (4.2.5)

Où eu est la transformée de Mellin de la fonction u:
4.2.1 Démonstration de l�équivalence des deux normes de H�2

On se propose de montrer que la norme de H�2, dé�nie par la relation (4.2.1) est

équivalente à la norme usuelle de H�2 celle dé�nie par la relation (4.2.3) , avec m = �2:

Il s�agit donc de montrer l�existence de deux constantes K1 et K2 strictement positives

et qui véri�ent:

jkukj2H�2 � K1 kuk2H�2 et kuk2H�2 � K2 jkukj2H�2
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4.2. Une Nouvelle Norme dans H�2 (
')

Où

kuk2H�2 : est la norme de u dé�nie par la formule (4.2.3) comme suit:

kuk2H�2 =






 bu�
1 + �2 + �2

�2






2

et

jkukj2H�2 : est la norme de u dé�nie par la formule (4.2.1) comme suit:

jkukj2H�2(
')
=

Z +1

�1

Z '

0

X
n2Z

���������
ean (� + 2) exp�in�

'
�

�
1 + j� + 2j2 +

�
n�

'

�2
���������
2

d�d� avec � = 1 + i�

Montrons d�abord que:

9 K1 = conste > 0 telle que: jkukj2H�2 � K1 kuk2H�2

Démonstration.

Soient v et w deux fonctions développables en séries de Fourier.

Le développement en série de Fourier de la fonction v est:

v =
X
n2Z

Cn (�) exp

�
in�

'
�

�
Sa transformée de Mellin est donnée par:

ev (�; �) =X
n2Z

fCn (�) exp�in�
'
�

�
On pose:

v =
bu

1 + �2 + �2

et

w = ev (� + 2; �) =X
n2Z

26664
fCn (� + 2) exp�in�

'
�

�
1 + j� + 2j2 +

�
n�

'

�2
37775

Or, d�après la proposition (4.1.1) , il en résulte que:

v 2 L2 (
') ; w 2 L2 (
') et u 2 H�2 (
')
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4.2. Une Nouvelle Norme dans H�2 (
')

Calculons la norme dans L2 de la fonction v en utilisant la formule (4.2.5) :

kvk2L2(
') =

Z +1

�1

Z '

0

j ev (�; �)j2 d�d� avec � = 1 + i�
=

Z +1

�1

Z '

0

����� X
n2Z

fCn (�) exp�in�
'
�

������
2

d�d�

=

Z +1

�1

Z '

0

X
n2Z

��� fCn (�)���2 ���� exp�in�' �

�����2 d�d�
Mais: ����exp�in�' �

����� = 1
D�où:

kvk2L2(
') =
Z +1

�1

Z '

0

X
n2Z

���fCn (�)���2 d�d� avec � = 1 + i� (4.2.6)

Comme la série de Fourier de la fonction v est uniformément convergente vers v, ap-

pliquons donc le théorème de Fubini comme suit:

kvk2L2 =

Z +1

�1

Z '

0

X
n2Z

���fCn (�)���2 d�d� = Z '

0

Z +1

�1

X
n2Z

���fCn (�)���2 d�d�
=

�Z '

0

d�

� Z +1

�1

X
n2Z

���fCn (�)���2 d�! = ([�]'0 )
 Z +1

�1

X
n2Z

���fCn (�)���2 d�!

On obtient donc:

kvk2L2 = '
Z +1

�1

X
n2Z

���fCn (�)���2 d� avec � = 1 + i� (4.2.7)

On a:

w =
X
n2Z

26664
fCn (� + 2) exp�in�

'
�

�
1 + j� + 2j2 +

�
n�

'

�2
37775 (4.2.8)
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4.2. Une Nouvelle Norme dans H�2 (
')

Ce qui implique que:

kwk2L2(
') =

Z +1

�1

Z '

0

���������
X
n2Z

26664
fCn (� + 2) exp�in�

'
�

�
1 + j� + 2j2 +

�
n�

'

�2
37775
���������
2

d�d�

=) kwk2L2(
') =
Z +1

�1

Z '

0

X
n2Z

���������
fCn (� + 2)

1 + j� + 2j2 +
�
n�

'

�2
���������
2

d�d�

=) kwk2L2 = jkukj2H�2

Compte tenu de la proposition (4.1.1) , la fonction w peut s�écrire de la manière suivante:

w =
X
n2Z

"
P2 (�)�

�
n�

'

�2#
"
1 + j� + 2j2 +

�
n�

'

�2# fCn (�) (4.2.9)

En dérivant deux fois par rapport à la variable �, on obtient un polynôme du second degré

de la variable �, qu�on note: P2 (�) :

On remarque que:

A (�) =

"
P2 (�)�

�
n�

'

�2#
"
1 + j� + 2j2 +

�
n�

'

�2#
est borné par rapport aux variables � et �; d�où:

k ewk2fL2 � C21 kevk2fL2 (4.2.10)

Où:

C1 = sup jA (�)j

et fL2 : est l�espace transformé par la transformation de Mellin de l�espace L2:
Or:

k ewk2fL2 = kuk2H�2
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4.3. Etude de l�existence de la solution

On obtient donc l�expression suivante:

jkukj2H�2 � C21 kvk
2
L2 (4.2.11)

Et en utilisant la proposition (4.1.1) ainsi que le théorème de Plancherel [18], on obtient:

kvk2L2 = kbvk2L2 = kuk2H�2

Au �nal, on a:

9 K1 = C
2
1 = conste > 0 telle que: jkukj2H�2 � K1 kuk2H�2

La démonstration de la deuxième inégalité c.-à-d.

9 K2 = conste > 0 telle que: kuk2H�2 � K2 jkukj2H�2

se fait exactement de la même manière.

D�où l�équivalence des normes dé�nies par (4.2.1) et (4.2.3) avecm = �2 respectivement.

4.3 Etude de l�existence de la solution

On se propose d�étudier l�existence de la solution du problème (4.4.1) dans l�espace

L2 (
').

Pour cela, on étudiera la fermeture de l�image de l�opérateur P (Tel que P désigne

l�adjoint de l�opérateur ��� c.-à-d. P = (���)�) dans l�espace E�� (
') :

4.3.1 Inégalité à priori

L�étude de l�existence des solutions du problème (4.4.1) avec la condition de Dirichlet

homogène dans l�espace E�� (
') ; sera basée sur le théorème (3.4.1) .

A�n de montrer que l�image de P est fermée dans E�� (
') ; on établie une inégalité

à priori du type:

9 K = conste > 0 telle que: kukL2(
') � K
�
kPukE��(
') + kukH�1(
')

�
(4.3.1)
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4.3. Etude de l�existence de la solution

On applique le théorème (3.4.1) ; aux espaces E;F et G tels que:

E = L2 (
') ; F = E�� (
') et G = H�1 (
')

Toutes les hypothèses du théorème (3.4.1) sont véri�ées.

Remarques

1. Dans tout ce qui suit les normes sans indices sont celles de l�espace L2 (
'), tandis

que les normes dans Hm (
') avec m 2 N; seront notées par k:km;
' :

2. En utilisant la norme dé�nie par (4.1.2) (Norme du graphe), sur l�espace E�� (
') ;

on trouve:

kPukE��(
') = kPukH�1(
')
+


���Pu



H�2(
')
(4.3.2)

Compte tenu de l�inégalité (4.3.2) , établissons donc l�inégalité suivante:

9 K2 = conste > 0 telle que: kukL2(
') � K2

�

���Pu


H�2(
')

+ kukH�1(
')

�
(4.3.3)

4.3.2 Démonstration de l�inégalité (4.3.3)

Soit une fonction u développable en série de Fourier.

Son développement en série de Fourier est donné par:

u (�; �) =
X
n2Z

Cn (�) exp

�
in�

'
�

�
Sa transformée de Mellin s�écrit:

eu (�; �) =

Z +1

0

u��
d�

�
=

Z +1

0

"X
n2Z

Cn (�) exp

�
in�

'
�

�#
��
d�

�

=
X
n2Z

Z +1

0

Cn (�) exp

�
in�

'
�

�
��
d�

�

=
X
n2Z

exp

�
in�

'
�

�Z +1

0

Cn (�) �
� d�

�
=
X
n2Z

exp

�
in�

'
�

� eCn (�)
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4.3. Etude de l�existence de la solution

C�est à dire: eu (�; �) =X
n2Z

eCn (�) exp�in�
'
�

�
Posons ���Pu = g; avec g 2 H�2 (
') et calculons �̂��Pu = eg:
D�après (3.2.2) ; on a:

(���)� = ��
@2

@�2
+ (2�+ 1) ���1

@

@�
+ ���2

�
@2

@�2
+ �2

�
(4.3.4)

���Pu = ��� [(���)�]u

= ���
�
��
@2

@�2
+ (2�+ 1) ���1

@

@�
+ ���2

�
@2

@�2
+ �2

��
u

= �����
@2u

@�2
+ (2�+ 1) ������1

@u

@�
+ ������2

@2u

@�2
+ ������2�2u

Donc:

���Pu =

�
�

�

�2
u+

�
2�+ 1

�

�
@u

@�
+
@2u

@�2
+
1

�2
@2u

@�2
(4.3.5)

La transformée de Mellin de l�expression (4.3.5) ; s�écrit:

�̂��Pu (�) =

Z +1

0

�
���Pu

�
��
d�

�
=

Z +1

0

"�
�

�

�2
u+

�
2�+ 1

�

�
@u

@�
+
@2u

@�2
+
1

�2
@2u

@�2

#
��
d�

�

(4.3.6)

En e¤ectuant les calculs dans (4.3.6) ; on trouve:

�̂��Pu (�) =

0BBBBB@
R +1
0

�
�

�

�2
u��

d�

�
+
R +1
0

�
2�+ 1

�

�
@u

@�
��
d�

�
+

+
R +1
0

@2u

@�2
��
d�

�
+
R +1
0

1

�2
@2u

@�2
��
d�

�

1CCCCCA

=

0BBBBB@
�2
R +1
0

�
1

�2
u

�
��
d�

�
+ (2�+ 1)

R +1
0

�
1

�

@u

@�

�
��
d�

�
+

+
R +1
0

�
@2u

@�2

�
��
d�

�
+
R +1
0

�
1

�2
@2u

@�2

�
��
d�

�

1CCCCCA
= �2

�̂
1

�2
u

�
+ (2�+ 1)

�̂
1

�

@u

@�

�
+

�̂
@2u

@�2

�
+

^� 1
�2
@2u

@�2

�
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4.3. Etude de l�existence de la solution

Mais: �̂
@2u

@�2

�
(�; �) = (�1)2

2Y
i=1

(� � i) eu (� � 2) = (� � 1) (� � 2) eu (� � 2; �)
D�où:

�̂��Pu (�) = �2
�̂
1

�2
u

�
+ (2�+ 1)

�̂
1

�

@u

@�

�
+ (� � 1) (� � 2) eu (� � 2; �) + ^� 1

�2
@2u

@�2

�
Après transformation de Mellin, on obtient des fonctions eu sous la forme eu (� � 2; �), avec
�̂��Pu (�) = eg (�) :
La translation � �! � + 2; donne:

�̂��Pu (� + 2; �) = eg (� + 2; �) = @2eu
@�2

(�; �) + (� + �)2 eu (�; �) (4.3.7)

Mais:

eu (�; �) =
X
n2Z

fCn (�) exp�in�
'
�

�

=) @eu
@�
(�; �) =

X
n2Z

in�

'
fCn (�) exp�in�

'
�

�

=) @2eu
@�2

(�; �) =
X
n2Z

�
in�

'

�2fCn (�) exp�in�
'
�

�

= �
X
n2Z

�
n�

'

�2 fCn (�) exp�in�
'
�

�

�̂��Pu (� + 2; �) = (� + �)2
X
n2Z

fCn (�) exp�in�
'
�

�
�
X
n2Z

�
n�

'

�2fCn (�) exp�in�
'
�

�

�̂��Pu (� + 2; �) =
X
n2Z

"
(� + �)2 �

�
n�

'

�2# fCn (�) exp�in�
'
�

�
(4.3.8)

Calcul de k���Puk2H�2(
')
:
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4.3. Etude de l�existence de la solution

Compte tenu de l�expression (4.2.1) ; on a:



���Pu

2
H�2(
')

=

Z +1

�1

Z '

0

X
n2Z

���������
ean (� + 2; �) exp�in�

'
�

�
1 + j� + 2j2 +

�
n�

'

�2
���������
2

d�d�

=

Z +1

�1

Z '

0

X
n2Z

����������

" 
(� + �)2 �

�
n�

'

�2! eCn (�) # exp�in�
'
�

�
1 + j� + 2j2 +

�
n�

'

�2
����������

2

d�d�

=

Z +1

�1

Z '

0

X
n2Z

���������
(� + �)2 �

�
n�

'

�2
1 + j� + 2j2 +

�
n�

'

�2
���������
2 ��� eCn (�)���2 ����exp�in�' �

�����2 d�d�

=

Z +1

�1

Z '

0

X
n2Z

���������
(� + �)2 �

�
n�

'

�2
1 + j� + 2j2 +

�
n�

'

�2
���������
2 ��� eCn (�)���2 d�d�

On a donc:



���Pu

2
H�2(
')

=

Z '

0

Z +1

�1

X
n2Z

���������
(� + �)2 �

�
n�

'

�2
1 + j� + 2j2 +

�
n�

'

�2
���������
2 ��� eCn (�)���2 d�d�; avec � = 1+i�

(4.3.9)

On pose:

B (�; n) =

���������
(� + �)2 �

�
n�

'

�2
1 + j� + 2j2 +

�
n�

'

�2
��������� (4.3.10)
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4.3. Etude de l�existence de la solution

On remplace � par 1 + i�, on obtient:

B (�; n) =

���������
�
(1 + i�) + �� n�

'

� �
(1 + i�) + �+

n�

'

�
1 + j(1 + i�) + 2j2 +

�
n�

'

�2
���������

=

����(1 + i�) + �� n�'
���� ����(1 + i�) + �+ n�'

����
1 + j(1 + i�) + 2j2 +

�
n�

'

�2

=

�����1 + �� n�'
�
+ i�

���� �����1 + �+ n�'
�
+ i�

����
10 + �2 +

�
n�

'

�2

=

0@s�1 + �� n�
'

�2
+ �2

1A0@s�1 + �+ n�
'

�2
+ �2

1A
10 + �2 +

�
n�

'

�2

D�où:

lim
(j�j;n)�!(1;1)

B (�; n) = lim
(j�j;n)�!(1;1)

0@s�1 + �� n�
'

�2
+ �2

1A0@s�1 + �+ n�
'

�2
+ �2

1A
10 + �2 +

�
n�

'

�2 <1

Donc: Le terme B (�; n) est borné par rapport à � et n:

Cas où B (�; n) = 0 :

B (�; n) = 0()

���������
(� + �)2 �

�
n�

'

�2
1 + j� + 2j2 +

�
n�

'

�2
��������� = 0()

�����(� + �)2 �
�
n�

'

�2����� = 0

() (� + �)2 �
�
n�

'

�2
= 0() �2 + �2 + 2�� �

�
n�

'

�2
= 0 (�)
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4.3. Etude de l�existence de la solution

En remplaçant � par 1 + i�; on obtient:

(�) () (1 + i�)2 + �2 + 2� (1 + i�)�
�
n�

'

�2
= 0

()
"
1� �2 + �2 + 2��

�
n�

'

�2#
+ i [2� + 2��] = 0

()

8>>>><>>>>:
2� + 2�� = 0 (1)

et

1� �2 + �2 + 2��
�
n�

'

�2
= 0 (2)

(4.3.11)

(1) () 2� + 2�� = 0() 2� (1 + �) = 0

() [(� = 0) ou (1 + � = 0)]() [(� = 0) ou (� = �1)]

Or:

0 < � � 1

Donc:

� = 0

On remplace par � = 0 dans (2), on trouve:

(2) () 1 + �2 + 2��
�
n�

'

�2
= 0() (1 + �)2 =

�
n�

'

�2

() j1 + �j =
����n�'

����() 1 + � =
jnj�
'

() ' =
jnj�
1 + �

Or:

' < 2�

D�où:

jnj�
1 + �

< 2�
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4.3. Etude de l�existence de la solution

Ce qui veut dire que:
jnj
1 + �

< 2, qui est un cas très particulier, on se restreint donc au

cas:

B (�; n) = 0() � = 0

Décomposons l�intégrale dans la formule (4.3.9) , en deux parties, la première sur

l�ensemble f� 2 R= j�j > 1g ; et la seconde sur le compact f� 2 R= j�j � 1g ; comme suit:



���Pu

2
H�2(
')

=

Z '

0

Z +1

�1

X
n2Z

���������
(� + �)2 �

�
n�

'

�2
1 + j� + 2j2 +

�
n�

'

�2
���������
2 ��� eCn (�)���2 d�d�

=

0BBBBBBBBBBBBBBB@

R '
0

R
j�j>1

P
n2Z

���������
(� + �)2 �

�
n�

'

�2
1 + j� + 2j2 +

�
n�

'

�2
���������
2 ��� eCn (�)���2 d�d�+

+
R '
0

R
j�j�1

P
n2Z

���������
(� + �)2 �

�
n�

'

�2
1 + j� + 2j2 +

�
n�

'

�2
���������
2 ��� eCn (�)���2 d�d�

1CCCCCCCCCCCCCCCA
1iercas : j�j > 1

On a:
B (�; n) est borné =) B (�; n) est minoré

=)

0BBBBBBBBB@

9C1;1 = conste > 0 telle que:

B (�; n) =

���������
(� + �)2 �

�
n�

'

�2
1 + j� + 2j2 +

�
n�

'

�2
��������� � C1;1

1CCCCCCCCCA
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4.3. Etude de l�existence de la solution

=)

0BBBBBBBBB@

9C1 = [C1;1]2 > 0 telle que:

���������
(� + �)2 �

�
n�

'

�2
1 + j� + 2j2 +

�
n�

'

�2
���������
2

� C1

1CCCCCCCCCA

=)

0BBBBBBBBBBBBBBB@

9C1 > 0 telle que:

���������
(� + �)2 �

�
n�

'

�2
1 + j� + 2j2 +

�
n�

'

�2
���������
2 ��� eCn (�)���2 �

� C1
��� eCn (�)���2

1CCCCCCCCCCCCCCCA

=)

0BBBBBBBBBBBBBBBB@

9C1 > 0 telle que:

P
n2Z

���������
(� + �)2 �

�
n�

'

�2
1 + j� + 2j2 +

�
n�

'

�2
���������
2 ��� eCn (�)���2 �

� C1
P
n2Z

��� eCn (�)���2

1CCCCCCCCCCCCCCCCA

=)

0BBBBBBBBBBBBBBBB@

9C1 > 0 telle que:

R
j�j>1

P
n2Z

���������
(� + �)2 �

�
n�

'

�2
1 + j� + 2j2 +

�
n�

'

�2
���������
2 ��� eCn (�)���2 d� �

� C1
R
j�j>1

P
n2Z

��� eCn (�)���2 d�

1CCCCCCCCCCCCCCCCA
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4.3. Etude de l�existence de la solution

=) 9C1 > 0 telle que: keg (� + 2; �)k2E(A) � C1 keu (�; �)k2fL2(A) (4.3.12)

Où: eg (� + 2; �) =X
n2Z

"
(� + �)2 �

�
n�

'

�2# fCn (�) exp�in�
'
�

�
et eu (�; �) =X

n2Z

fCn (�) exp�in�
'
�

�
On dé�nit E (A) comme étant l�espace transformée de Mellin de H�2 (
') ; où la variable

� est dans l�ensemble A tel que:

A = f� 2 C=Re (�) = 1 et jIm (�)j > 1g

De même fL2 (A) est l�espace transformée de Mellin de L2 (
') avec la variable � est dans
A.

2�emecas : j�j � 1

D�après l�expression (4.3.7) , on a:

eg (� + 2; �) = @2eu
@�2

(�; �) + (� + �)2 eu (�; �) (4.3.13)

C�est une équation di¤érentielle ordinaire linéaire à coe¢ cients constants du second ordre

par rapport à la variable �, et qui dépend de � tq � = 1 + i�; avec �1 � � � 1:

D�où:

(�; �) 2 [�1; 1]� [0; ']

Pour résoudre (4.3.13) , on utilise la théorie élémentaire des équations di¤érentielles

comme suit:
@2eu
@�2

(�; �) + (� + �)2 eu (�; �) = 0
qui est l�équation sans second membre associée à (4.3.13) :

On pose:
@eu
@�
(�; �) = x =) @2eu

@�2
(�; �) = x2

D�où l�équation caractéristique associée à l�équation homogène est:

x2 + (� + �)2 = 0

66



4.3. Etude de l�existence de la solution

� = (0)2 � 4 (1) (� + �)2 = �4 (� + �)2 � 0

� = 0() (� + �)2 = 0() � + � = 0() (1 + i�) + � = 0() (1 + �) + i� = 0

()

8>>><>>>:
1 + � = 0

et

� = 0

Or: 0 < � � 1:

Donc:

� = �4 (� + �)2 < 0

= [2i (� + �)]2 = [2i ((1 + i�) + �)]2

= [2i ((1 + �) + i�)]2 = [�2� + 2i (1 + �)]2

8<: x1 = � � i (1 + �)

x2 = �� + i (1 + �)

D�où la solution générale de l�équation sans second membre est:

eu (�; �) = ej�j� (A0 cos ((1 + �) �) +B0 sin ((1 + �) �))
Telles que A0 et B0 sont deux constantes réelles.

Il en résulte l�existence d�une constante C2 > 0 qui véri�e:

keg (� + 2; �)k2A(B) � C2 keu (�; �)k2fL2(B) (4.3.14)

On dé�nit A (B) comme étant l�espace transformée de Mellin de H�2 (
') ; où la variable

� est dans la bande B telle que:

B = f� 2 C=Re (�) = 1 et Im (�) 2 [�1; 1]g

De même fL2 (B) est l�espace transformée de Mellin de L2 (
') ; où la variable � est dans
B.
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4.4. Etude de l�unicité de la solution

En appliquant le théorème de Plancherel ainsi que la transformation de Fourier inverse

aux expressions (4.3.12) et (4.3.14) , on trouve le résultat suivant:

9C3 = conste > 0 telle que:


���Pu

2

H�2(
')
� C3 kuk2 =) kuk2 � 1

C3



���Pu

2
H�2(
')

Ce qui implique que:

kuk2 � 1

C3

�

���Pu

2
H�2(
')

+ kuk2H�1(
')

�
(4.3.15)

Ce qui achève la démonstration de l�inégalité (4.3.3) :

On obtient au �nal que l�image de P est fermée dans E�� (
') :

De plus, ker (P ) est de dimension �nie dans L2 (
') :

D�après [16], l�opérateur P est surjectif sur E�� (
') :

D�où: le problème (4.4.1) avec la condition de Dirichlet homogène admet au moins

une solution dans L2 (
') :

4.4 Etude de l�unicité de la solution

4.4.1 Etude du noyau du problème

A�n d�a¢ rmer l�unicité de la solution du problème avec la condition de Dirichlet

homogène dans L2 (
'), étudions le noyau du problème suivant:8<: Pu = (���)� u = h dans 
'

u = 0 sur �'
(4.4.1)

Le problème qui suit admet comme solution les éléments du noyau du problème (4.4.1) :8<: Pu = (���)� u = 0 dans 
'

u = 0 sur �'
(4.4.2)

On a, d�après le théorème (3.4.1) ; le noyau du problème (4.4.1) est de dimension �nie.

En tenant compte du fait que: E�� (
') � H�2 (
') tel que

E�� (
') =
�
u 2 H�1 (
') ; telle que ���u 2 H�2 (
')

	
, calculons le noyau du problème (4.4.1) . Pour cela, commençons par démontrer la

proposition suivante:
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4.4. Etude de l�unicité de la solution

Proposition 4.4.1 Le noyau du problème (4.4.1) dans H�m (
') avec m entier positif,

dépend de m et de ' (Ouverture de 
'):

Démonstration.

On résoud dans H�m (
') ; le problème (4.4.2) suivant:8<: (���)� u = 0 dans 
'

u = 0 sur �'
(4.4.3)

On pose: u = ���w 2 H�m (
') ; avec m 2 N:

Le problème (4.4.2) , s�écrit: 8<: �w = 0 dans 
'

w = 0 sur �'
(4.4.4)

Soit:

0 < � < �0

Comme w = 0 sur �', alors on prolonge w 2 C1 (
') sur [�'; '] par symétrie (Dans ce

cas la fonction w dépend de la variable �):

Après translation, on obtient une fonction périodique de période 2'.

Par suite, cette fonction admet un développement en série de Fourier qui est uniformément

convergente.

Ce développement est de la forme:

w (�; �) =
X
n2N

an (�) sin

�
n�

'
�

�
(4.4.5)

D�où:
@w

@�
=
X
n2N

sin

�
n�

'
�

�
a
0

n (�) =)
1

�

@w

@�
=
X
n2N

1

�
a
0

n (�) sin

�
n�

'
�

�
@2w

@�2
=
X
n2N

sin

�
n�

'
�

�
a"n (�)
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4.4. Etude de l�unicité de la solution

@w

@�
=

X
n2N

an (�)
n�

'
cos

�
n�

'
�

�

=) @2w

@�2
=
X
n2N

�
n�

'

�2
an (�) sin

�
n�

'
�

�

=) 1

�2
@2w

@�2
=
X
n2N

1

�2

�
n�

'

�2
an (�) sin

�
n�

'
�

�
On obtient donc le problème:8>>>>><>>>>>:

�w (�; �) =
P
n2N

"
a"n (�) +

1

�
a
0
n (�)�

1

�2

�
n�

'

�2
an (�)

#
sin

�
n�

'
�

�
= 0 dans 
'

w (�; 0) = 0

w (�; ') = 0

(4.4.6)

Or le système sin
�
n�

'
�

�
est linéairement indépendant, on obtient donc le problème:8>>>><>>>>:
a"n (�) +

1

�
a
0
n (�)�

1

�2

�
n�

'

�2
an (�) = 0

w (�; 0) = 0

w (�; ') = 0

(4.4.7)

, qui est équivalent au problème:8>>>><>>>>:
�2a"n (�) + � a

0
n (�)�

�
n�

'

�2
an (�) = 0

w (�; 0) = 0

w (�; ') = 0

(4.4.8)

On obtient donc dans (4.4.8) une équation d�Euler du second ordre par rapport à la

variable �:

Cette équation admet S comme système fondamental de solution tel que:

S =

�
�
n�
' ; �

�n�
'

�
(4.4.9)

En d�autres termes, la solution de l�équation d�Euler contenue dans (4.4.8) est de la

forme:

an (�) = �n �
n�
' + �n �

�n�
' (4.4.10)
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4.4. Etude de l�unicité de la solution

Mais:

w (�; �) =
X
n2N

an (�) sin

�
n�

'
�

�
D�où:

w (�; �) =
X
n2N

�
�n �

n�
' + �n �

�n�
'

�
sin

�
n�

'
�

�
(4.4.11)

Or:

u = ���w; avec 0 < � � 1

D�où La solution du problème (4.4.2) est:

u (�; �) =
X
n2N

�
�n �

��+n�
' + �n �

���n�
'

�
sin

�
n�

'
�

�
(4.4.12)

A partir d�un certain rang n0 = n0 (m) ; qui dépend dem, on trouve que les coe¢ cients �n

s�annulent (Ceci découle du fait que u = ���w 2 H�m (
') ;m 2 N et en faisant tendre

� vers zéro).

On illustre ceci dans des exemples que voici:

Pour m = 2; on a: H�2 (
') :

En tenant compte du fait que �
���n�

' sin

�
n�

'
�

�
2 H�2 (
') car ���w 2 H�2 (
') et

que f (�; �) 2 H2
0 (
') et en intégrant I par parties par rapport à la variable �, on obtient:

I =

Z '

0

Z �0

0

�
1���n�

' sin

�
n�

'
�

�
f (�; �) d�d�

Posons:

8><>: f
0
= �

1���n�
' sin

�
n�

'
�

�
g = f (�; �)

=)

8>>>><>>>>:
f =

�
2���n�

'

2� �� n�
'

sin

�
n�

'
�

�
g
0
=

@f

@�
(�; �)
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4.4. Etude de l�unicité de la solution

D�où:

I =

Z '

0

0BBBBBBBBBB@

264 �
2���n�

'

2� �� n�
'

sin

�
n�

'
�

�
f (�; �)

375
�0

0

+

�
R �0
0

�
2���n�

'

2� �� n�
'

sin

�
n�

'
�

�
@f

@�
(�; �) d�

1CCCCCCCCCCA
d�

I =

0BBBBBBBBBB@

R '
0

�
2���n�

'

2� �� n�
'

sin

�
n�

'
�

�
f (�0; �) d�+

�
R '
0

264R �00 �
2���n�

'

2� �� n�
'

sin

�
n�

'
�

�
@f

@�
(�; �) d�

375 d�

1CCCCCCCCCCA
On intègre par parties par rapport à la variable � l�intégrale suivante:Z �0

0

�
2���n�

'

2� �� n�
'

sin

�
n�

'
�

�
@f

@�
(�; �) d�

On pose: 8>>>><>>>>:
f

0
=

�
2���n�

'

2� �� n�
'

sin

�
n�

'
�

�
g =

@f

@�
(�; �)

Ce qui implique que:8>>>><>>>>:
f =

1

2� �� n�
'

�
3���n�

'

3� �� n�
'

sin

�
n�

'
�

�

g
0
=

@2f

@�2
(�; �)
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D�où:

I =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

R '
0

�
2���n�

'
0

2� ���n�
'

sin

�
n�

'
�

�
f (�0; �) d�+

�
R '
0

0BBBBBBBBBB@

264 1

2� �� n�
'

�
3���n�

'

3� �� n�
'

sin

�
n�

'
�

�
@f

@�
(�; �)

375
�0

0

+

�
R �0
0

1

2� �� n�
'

�
3���n�

'

3� �� n�
'

sin

�
n�

'
�

�
@2f

@�2
(�; �) d�

1CCCCCCCCCCA
d�

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

I =

0BBBBBBBBBBBB@

k1
R '
0
f (�0; �) sin

�
n�

'
�

�
d�+

+k2
R '
0

@f

@�
(�0; �) sin

�
n�

'
�

�
d�+

+k3
R '
0

R �0
0
�
2���n�

'
@2f

@�2
(�; �) sin

�
n�

'
�

�
�d�d�:

1CCCCCCCCCCCCA
Telles que:

k1 =
�
2���n�

'
0

2� �� n�
'

k2 = � 1

2� �� n�
'

�
3���n�

'
0

3� �� n�
'

k3 =
1

2� �� n�
'

1

3� �� n�
'

On a: k1
R '
0
f (�0; �) sin

�
n�

'
�

�
d� converge car f (�0; �) 2 H

3
2 (�') :

De même: k2
R '
0

@f

@�
(�0; �) sin

�
n�

'
�

�
d� converge car

@f

@�
(�0; �) 2 H

1
2 (�') :

Reste à montrer l�existence de la dernière intégrale, c.-à-d. de:Z '

0

Z �0

0

�
2���n�

' sin

�
n�

'
�

�
@2f

@�2
(�; �) �d�d�
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4.4. Etude de l�unicité de la solution

Si
@2f

@�2
(�; �) 2 L2 (
') alors �

2���n�
' sin

�
n�

'
�

�
2 L2 (
') et ceci est réalisé que si la

condition suivante est réalisée:

n <
'

�
(2� �) (4.4.13)

Mais:
'

�
(2� �) < 2'

�

En e¤et, on a:

0 < � < 1 =) 0 <
�'

�
<
'

�
; 0 < ' < 2�

=) �'
�
< ��'

�
< 0

=) '

�
<
2'

�
� �'
�
<
2'

�

D�où:

n <
'

�
(2� �) < 2'

�

Cette condition implique que:

n <
2'

�
(4.4.14)

On a donc les trois cas suivants:

1iercas :

Si ' � �

2
=) 2'

�
� 1 =) n <

2'

�
� 1 =) n < 1

=) Il n�y a pas de solution singulière du problème (4.4.2) dans H�2 (
') .

2�emecas :

Si
�

2
< ' < � =) 1 <

2'

�
< 2 =) n <

2'

�
< 2 =) n < 2

=) Il y a une seule solution singulière du problème (4.4.2) dans H�2 (
') .

3�emecas :

Si � � ' < 2� =) 2 � 2'

�
< 4 =) n <

2'

�
< 4 =) n < 4

=) Il y a trois solutions singulières du problème (4.4.2) dans H�2 (
') .
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4.4. Etude de l�unicité de la solution

Pour m = 1; on a: H�1 (
') :

La condition (4.4.14) , s�écrit:

n <
'

�
(4.4.15)

On distingue deux cas:

1iercas :

Si ' < � =) '

�
< 1 =) n <

'

�
< 1 =) n < 1

=) Il n�y a pas de solution singulière du problème (4.4.2) dans H�1 (
') :

2�emecas :

Si � � ' < 2� =) 1 � '

�
< 2 =) n <

'

�
< 2 =) n < 2

=) Il y a une seule solution singulière du problème (4.4.2) dans H�1 (
') :

Pour m = 0; on a: H0 (
') = L
2 (
') :

La condition (4.4.14) , s�écrit:
n�

'
< �1 (4.4.16)

Contradiction car
n�

'
� 0;8n 2 N

Donc: u est solution du problème (4.4.2) si et seulement si les coe¢ cients �n sont nuls.

Donc: La solution du problème (4.4.2) est:

u (�; �) =
X
n2N

�n �
��+n�

' sin

�
n�

'
�

�
(4.4.17)

On a donc la proposition suivante:

Proposition 4.4.2 Pour chaque fonction

sn = �
���n�

' sin

�
n�

'
�

�
on peut construire une solution v du problème (4.4.2) , dans H�m (
') ; et telle que

v = ��� (sn + r) ; avec r 2 H1 (
')
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4.4. Etude de l�unicité de la solution

Démonstration.

Chercher v solution du problème (4.4.2) revient à chercherw solution du problème suivant:8><>:
�r = 0 dans 
'

r = �����
n�
' sin

�
n�

'
�

�
sur �'

(4.4.18)

Telles que: w = sn + r et r 2 H1 (
') :

Notons que: r 2 C0 (�') et que r doit être nulle sur le bord, d�où:

Sur le bord � = 0 ou � = '; et dans ces deux cas r est nulle sur le bord de 
':

On a:

h�r; ri =
�
@2r

@x2
+
@2r

@y2
; r

�
=

�
@2r

@x2
; r

�
+

�
@2r

@y2
; r

�
Or: La dérivation est au sens des distributions.

D�où:

h�r; ri = �
�
@r

@x
;
@r

@x

�
�
�
@r

@y
;
@r

@y

�

h�r; ri = �




@r@x





2 � 



@r@y




2 = 0 (4.4.19)

Ce qui implique que r est constante dans H1 (
') :

Or: r = 0 sur �':

Donc:

r = 0 dans H1 (
')

(Car sinon on récupère une masse de Dirac).

Donc: u � 0 est l�unique solution du problème (4.4.2) , (4.4.4) et (4.4.18) :
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Conclusion

Que 
 soit un polygone convexe ou non, la solution du problème existe et est unique

dans l�espace à poids E� (
') :

Le fait de multiplier � par une fonction poids facilite l�étude au voisinage des som-

mets et simpli�e les calculs qui interviennent, car le poids absorbe les singularités qui se

produisent aux voisinages des sommets.

Cette étude est plus originale que l�étude classique, car elle donne des résultats dans

des espaces plus vastes et elle recouvre le cas classique.
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