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Introduction

Ce mémoire est consacré a la présentation de quelques résultats d’existence et d’unicité
pour une classe d’équations différentielles ordinaires du second ordre avec des conditions
aux limites de type Dirichlet et Neumann, on utilisera la théorie du point fixe pour établir
des résultats d’existence qui sont illustrés par des exemples d’application.

Les problemes aux limites sur les intervalles non bornés ont d’abord été étudié a la fin
du 19°™° siecle avec les travaux importants de A. Kneser [26] sur les solutions monotones

sur [0, +o0o| des équations différentielles ordinaires du second ordre de type
u"(t) = f(t,u(t)), t €0, +o0l. (0.0.1)

Ces mémes types de résultats ont été suivis par A. Mambriani [29] en 1929 (voir aussi
Gross [25], Wong [34]), ou différentes conditions sont imposées sur f pour assurer l’exis-
tence locale d’une unique solution pour I’équation (0.0.1), avec des conditions initiales.

Au début des années cinquante, C. Corduneanu ([15], [16]), considérait les problemes

aux limites du second ordre suivants:

u'(t) = f(t,u(t)), t €[0,400]

u(0) = «,
u(t) bornés sur [0, +oo,

et
u’(t) = f(t,u(t)), t e R

u(t) bornés sur R.
Depuis le début des années soixante-dix, les problemes aux limites sur des intervalles

non bornés ont été étudiés de maniere intensive.
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Granas, Guenther, Lee et O’'Regan [24], Baxley [9], Bobisud [10], Agarwal et O’Regan
(12], [3], [4], [5]), Djebali et Mebarki [19], Ma et Zhu [28], Djebali et Zahar [20] ont utilisé
une variété de méthodes pour étudier les problemes aux limites du second ordre sur les
intervalles non bornés.

Pour étudier les problemes aux limites du second ordre sur les intervalles non bornés,
on peut utiliser différentes méthodes :

Etudier ces problemes sur les intervalles bornés puis étendre la solution a l'intervalle
non bornés ou les etudier directement sur les domaines non bornés.

Le mémoire comporte cing chapitres, organisés comme suit :

Dans le premier chapitre, on a cru a la fois utile et nécessaire de citer quelques
définitions et théoremes qu’ on va utiliser dans les chapitres suivants tels que les théoremes
du point fixe de Schauder et de Furi Pera et quelques criteres de compacité (par exemple :
Corduneanu, Ascoli-Arzéla).

Dans le deuxieme chapitre, on s’intéresse au probleme :

u'(t) = f(tu(t)), a<t<b
u(a) = u(b) =0,

ou la nonlinearité f : I x R — R est continue.

Le but de ce chapitre est d’établir des résultats d’existence de solution dans I’espace
C? pour le probléme au limite de type Dirichlet sur un intervalle borné, on imposera une
hypothese de monotonie et une condition de Lipschitz locale sur f. Nous avons présenté
aussi un résultat d’unicité sous une condition de monotonie sur f = f(t, u(t)) par rapport
a u.

Dans la premiere partie du troisieme chapitre, on s’intéresse a 1’étude de I'existence
de solutions dans ’espace C? sur un intervalle non-borné en utilisant les résultats sur les

bornés, au probleme :
u'(t) = f(t,u(t), t>0
u(0) = lim u(t) =0,

t—+o00

en imposant l'integrabilité de f, une condition de Lipschitz locale et une condition de

coercivité et en utilisant le critere de compacité d’Ascoli-Arzéla sur les bornés [0, n]. On
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va obtenir des solutions sur [0, +o0o| en utilisant une méthode d’approximation. Un résultat
d’unicité est ensuite donné en supposant que f(¢,u(t)) est monotone par rapport a u.

Dans la deuxieme partie de ce chapitre, nous avons étudié 'existence des solutions
positives pour le probleme du second ordre non linéaire suivant

u'(t) = f(t,u(t), (1)), t >0, (0.0.2)

On montre Pexistence d’une solution u du probleme (0.0.2) dans C*(]0, +-o00]) avec u > 0
sur |0, 4+o0].

On va utiliser I'alternative de Leray-Schauder pour établir un résultat d’existence sur
les bornés [0, n] et on utilise dans cette partie 'argument de diagonalisation pour étendre
les solutions positives sur 'intervalle non bornés [0, +oo.

Dans le quatrieme chapitre, on va étudier quelque problémes posés sur [0, +00[ et sur
R en travaillant directement sur les intervalles non bornés (sans passer par les bornés).

Dans la premiere partie de ce chapitre, on va établir I'existence de solution pour le
probleme :

—u”"(t) + m2u(t) = f(t,u(t)), ppt>0

u(0) = a, tEeroou(t) =0,
avec m > 0, a € R et u prend des valeurs dans R, on utilisera le théoreme du point fixe
de Furi Pera.

Dans la deuxieme partie, on s’intéresse au probleme :

uw’(t) —cu/(t) — Mu(t) = f(t,u(t)), —oo<t< 400
lim u(t) =0,

[t| =00

avec ¢ >0, A >0et f: R xR — R une fonction continue qui satisfait \t|l—i>r£ f(t,0)=0.
On montre l'existence d’une solution dans l'espace £ = Cy(R,R) erolO utilisant le

théoreme du point fixe de Schauder. Dans ce chapitre, on va utiliser le critere de compacité

du Corduneanu pour montrer la compacité de l'opérateur sur les intervalles non bornés.

Dans le chapitre 5 on va essayer d’établir un résultat d’existence pour un probleme

implicite associé a I’équation u”(t) = f(t,u(t),w (t),u”(t)) c’est un probléme ouvert pour
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le quel, on essayera de donner des conditions suffisantes pour pouvoir appliquer le théoreme

du point fixe de Schauder.



CHAPITRE

Préliminaires

Nous présentons dans ce chapitre quelques notations et définitions, théoremes de point

fixe et quelques criteres de compacité sur les intervalles bornés et non bornés.

1.1 Quelques notations et définitions

Ck(1,J) := lensemble des fonctions f : I — J, k fois contintiment dérivables.

Co(R,R) :={u e C(R,R) : ll‘im u(t) = 0}, muni de la norme ||ul|_,
t|—o0
Cy := Cy(I,R™) I'espace de toutes les fonctions de C'(I,R™) bornées.

CH(I) := C*(I,R).

cY:=C.
Jullex = max supla(0)])
|IUHOo = |IUHc = SUPIU( )|

={u, [, |u |pdt < 4o00}.
]qu ([, [u(t)]” dt)z, (cest la norme usuelle dans Uespace L*(I)).
ol oy = (Jy Lt
[ull g1 gy = (f; lu(t) Pt + [, [/ (2)[2dt)2.
WhP(I) = {u € C*1(I), u'® € LP(I)}.
Wil (1) = {u € C¥(1), u® € L}, (D)}

H*(I) := Wk2(1).



1.1. Quelques notations et définitions

Définition 1.1.1 (Espace métrique) On appelle espace métrique tout couple constitué
d’un ensemble E et d’une application (z,y) — d(z,y) de E x E dans R, possédant les

proprietés suivantes :
M1 @ d(z,y)=0<x =y,

M2 : d(z,y) =d(y,z),Vr,y € E,

M3 : d(z,y) <d(x,z)+d(z,y),Yx,y,z € E (inégalité triangulaire).
L’application d est appellée une distance sur E et d(x,y) est la distance de x et y.

Définition 1.1.2 (Espace vectoriel normé) On prend K = R ou C. Soit E un K—

espace vectoriel, une norme sur E est une application x — ||z|| de E dans R telle que

N1 : VzeE, ||z| >0et |z]| =0« 2 =0,
N2 : Vx e E, YA€ K :||Az|]| = |\ ||z,

N3 : Vo, ye B, [lz+yll <zl + [yl
On dit alors que (E,|.||) ou simplement E est un e.v.n.
Soit X un espace vectoriel normé, A un sous-ensemble de 'espace vectoriel X.

Définition 1.1.3 (Fermé) On appelle A un sous-ensemble fermé de X si, pour toute

suite convergente (fy)n>1 C A le point limite est aussi dans A.

Définition 1.1.4 (Ouvert) On dit que A est un sous-ensemble ouvert de X si, Va € A,
A6 >0telqueye X, |ly—z|| <d=ye A

Définition 1.1.5 (Borné) On dit que A est un sous-ensemble borné de X si, AM > 0
tel que Vx € A, ||z|| < M.

Définition 1.1.6 (Espace de Banach) On appelle espace de Banach, un espace vecto-
riel normé qui est complet pour la distance déduite.
St K =R on dit que X est un espace de Banach réel, si K = C on dit que X est un

espace de Banach compleze.



1.1. Quelques notations et définitions

Définition 1.1.7 Soit X et Y deuz espaces de Banach, €2 un ouvert de X et f: Q1 —Y

une fonction continue.

1. f est dite compacte si f(2) est compacte.

2. f est dite completement continue si I'image de tout borné est relativement compacte.

Soit F un espace vectoriel sur un corp K.

Définition 1.1.8 Soit A un sous-ensemble de E/, on dit que A est convexe si, pour chaque

r,y€ AetA€[0,1], onalx+ (1—XN)ye A

Définition 1.1.9 Si la famille P des semi-normes p;, est dénombrable et induit une to-

pologie d’espace séparé E, alors E est métrisable.

Définition 1.1.10 (Espace de Fréchet) On appelle espace de Fréchet tout espace vec-
toriel topologique localement convexe, séparé, métrisable par une distance invariante par

translation et complet.

Définition 1.1.11 (Isomorphisme) Si E et F' sont des espaces de Banach, toute appli-
cation linéaire continue et bijective f de E dans F est un isomorphisme (ie f~'est aussi

continue).

Définition 1.1.12 (Isometrie) Soit E et F' deux K-espaces vectoriels normés, une ap-
plication f : E — F est une isometrie si f est une bijection linéaire qui conserve la norme

c’est a dire :Vr € E on a ||f(x)]| = ||z .
Définition 1.1.13 a. On dit que f : [0,+00[xR — R est une fonction de Carathéodory
si elle vérifie les conditions suivantes :

1. Uapplication t — f(t,s) est mesurable pour tout s € R.
2. Uapplication s — f(t,s) est continue pour presque tout t € [0, +o0l.

b. f est LP-Carathéodory (p > 1) si elle est de Carathéodory et pour tout réel r > 0,

il existe h, € LP(]0,+0o0]), telle que : Vs € [—r,r], et pour presque tout t € [0,4o00] on a :

|[f(t,s)| < ha(2).



1.2. Quelques théoremes de points fixes

Définition 1.1.14 a. On dit que f : [0, +00[xR?* — R est une fonction de Carathéodory

si elle vérifie les conditions suivantes :

1. Uapplication t — f(t, s, z) est mesurable pour tous (s,z) € R%
2. Uapplication (s,z) — f(t,s,z) est continue pour presque tout t € [0, +00].

b. f est LP-Carathéodory (p > 1) si elle est de Carathéodory et pour tout réel r > 0,
il existe h, € LP([0,+00[), telle que : ¥(s,z) € ([—r,7])?, et pour presque tout t € [0, +00]
on a :

(s, 2)] < h(t).

Proposition 1.1.1 Soient X et Y deux espaces de Banach.
Une application continue f : X — Y est dite compacte si et seulement si de toute
suite (xp)nen de X, on peut extraire une sous-suite (x,, Jken telle que la suite (f(xn,))ken

converge dans Y.

Proposition 1.1.2 Soit C' un fermé borné d’un espace de Banach X et f : C — X
une application. Alors, [ est compact si et seulement si f est limite uniforme d’une suite

(fn)nen d’applications compactes de rangs finis.

1.2 Quelques théoremes de points fixes

Théoreme 1.2.1 (Brouwer) Soit C' un compact, convexe non vide de R™ et f : C'— C
une application continue. Alors f admet au moins un point fixe dans C.

En particulier, pour C' = B, la boule unité fermée de R".

Théoreme 1.2.2 (Schauder) [37],[21] Soit E un espace vectoriel normé sur R, C' une
partie non vide de E, convexe, fermée et bornée. Si K est une application continue de C

dans C' telle que K(C) soit relativement compact, alors K admet un point fize dans C.

Théoréme 1.2.3 (Furi-Pera) [23] Soit E un espace de Fréchet, Q un sous ensemble
convexe fermé de E, 0 € @, et soit Uapplication T : () — E continue et compacte. De

plus,



1.3. Quelques criteres de compacité

(1) pour toute suite (uj, pj);>1 de 0Q x [0,1] qui converge vers (u, ) avec uw = puT'(u)
et 0 < p <1, onapT(uj) € Q pour tout j assez grand. Alors, T a un point fize dans Q.

Théoréme 1.2.4 (Leray-Schauder) Soit B la boule unité fermée, toute application
compact T : B — E, telle que XT' n’ait pas de point fixe sur OB pour tout A € ]0,1]

posséde au moins un point fire dans B.

Théoréme 1.2.5 (Alternative de Leray-Schauder) [37], [17], [33], [21], [30] Soit X
un espace de Banach et f une application continue, alors ou bien il existe pour chaque
A € [0,1] au moins un x tels que © = \f(x), ou bien l'ensemble {x € X : x = \f(x),

0 < A < 1} nlest pas borné.

1.3 Quelques criteres de compacité

1.3.1 Critere de compacité d’Ascoli-Arzéla

On peut trouver les résultats de cette section dans [12].

Théoréme 1.3.1 : Soit (fn)nen C C([a,b],R) une suite vérifiant :

1. (fn)nen est uniformément bornée, i.e 3g C Cy([a, b, R),

e>0,Yn e N: £l < clgl.

2. (fn)nen est équicontinue, i.e
Ve >0, 30 =6(g), Vt, s€[a,b]: [t —s| <d=|fu(t) = fu(s)| <e, VneN.

Alors, (fn)nen est relativement compacte. (i.e (fn)nen admet une sous-suite conver-

gente).

Corollaire 1.3.1 : Si (fn)nen est uniformément bornée dans C'([a,b],R), (i.e (fn)nen
et (f!)nen sont bornées dans C([a,b],R), indépendamment de n, alors elle admet une

sous-suite convergente dans C([a,b], R).



1.3. Quelques criteres de compacité

Démonstration. (f,).en est bornée dans C'([a,b], R) = (f,)nen est uniformément
bornée dans C([a, b],R), (evident).

(f! )nen est bornée dans C([a, b],R) = (f,)nen est équicontinue dans C([a, b, R).

En effet, pour tout ¢, s € [a,b] et € >0, 3§ € |¢t, [ :

[fn(t) = fu(s)] < [£(0) [t —s], neN

< clt— s, avecc= sup |f(0)]
tela,b)

il suffit donc de prendre § = £, (indépendant de n). =

1.3.2 Critere de compacité sur des intervalles non-bornés
Critere de compacité de Corduneanu

On peut trouver les résultats de cette section dans [36].
Dans cette section, nous présentons le critere de compacité de Corduneanu, prolon-
geant le théoreme d’Ascoli-Arzéla.

Soit I un intervalle, borné ou non borné et on pose
C(I,R") ={u:I— R", u continue}.
C(I,R™) est un espace de Fréchet muni de la norme de la convergence uniforme i.e
lull = sup [[u(®)]] (1.3.1)
tel

Soit Cj := Cy(I,R™) muni de la méme norme que C.
()} est un espace de Banach.

Considérons les espaces de Banach suivants munis de la norme (1.3.1)

Cr = {ue, tLirinoo u(t) existe},
Cy = {ueC, lim u(t)= lim u(t)}, (1.3.2)
t—+o00 t——o00
Clapy = {u:la,b] = R", u continue},

Clup = {u€ Cup ula) =u(b)}.

Nous avons les propriétés suivantes :
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1.3. Quelques criteres de compacité

Proposition 1.3.1 Les espaces C; et Ciqp (respectivement Cy et Clap)) sont isomorphes.

Démonstration. Soit ¢ :]a,b[— R une fonction continue et strictement croissante

avec lim p(t)=—o00, lim p(t)=+o0, on définie I'application
t—at t—b—

u(p(t)), sit €la,bl
(Pu)(t) = § u(—o00), sit=a (1.3.3)

Il est clair que ® est un isomorphisme isométrique entre Cj et Cjq ) et entre Cy et Clgy).

Définition 1.3.1 Une famille A C C} est dite équi-continue sur chaque intervalle com-

pact I de R si elle satisfait :

Ve >0, 36 =6(g) > 0, V(t1,ta) € I, |t —to] < = |u(ty) —u(ty)] <&, Yu € A.
(1.3.4)

Définition 1.3.2 Une famille A C C; est dite équi-convergente si elle satisfait :

Ve >0, dT = T(€) > 0, V(t17t2) € R2, |t1| > T, |t2| >T = |U(t1) — U(t2)| <e,Yu € A.
(1.3.5)

Remarque 1.3.1 D’une maniére équivalente, A est équi-convergente si Ve > 0, 3T =
T(g) > 0 tels que |u(t) — U7 < e et |u(t) — 1| < e pour tout |t| > T et pour tout u € A,

e -
ici [T = tl}gloou(t) et I, = tl}r_noou(t).

Proposition 1.3.2 (Critére de Corduneanu) [7/, [8], [6], [13], [14] Une famille
A C () est relativement compacte si et seulement si les conditions suivantes sont satis-

faites :

(i) A est uniformément bornée dans C;.
(ii) A est équi-continue sur chaque intervalle compact de R.

(iii) A est équi-convergente.

11



1.3. Quelques criteres de compacité

Démonstration. A partir de (ii) et de (iii), nous obtenons que A est équi-continue en
C;. D’apres la proposition 1.3.1, ®(A) est équi-continu et uniformément borné dans Cjq .
Par le théoréeme d’Ascoli-Arzéla, nous concluons que ®(A) est relativement compact dans
Clap- ®

On définie ’ensemble

Ci([0, o0, R) = {u € C([0,400[,R) : lim wu(t) existe}.

t—+o0

De [13], nous savons que C; muni de lanorme ||ul]| = sup |u(t)] est un espace de Banach.
te[0,+o0[
Il existe d’autre criteres de compacité sur les intervalles non bornés tels que le critere de

Zima, Frechet Kolmogorov. On va les citer dans I’annexe.

12



CHAPITRE

Etude de quelques
problemes aux limites sur

les intervalles bornés

2.1 Le probleme de Dirichlet sur un intervalle fini

On peut trouver les résultats de cette section dans [32].

On considere le probleme de Dirichlet suivant :

u’'(t) = f(t,u(t)), a<t<b,
u(a) = u(b) = 0.

(2.1.1)

Ot la fonction f : [a,b] x R — R est une fonction continue satisfaisant les hypotheses
suivantes :

(H,) (Hypothése de monotonie)
b

Ju@®) —o@®][f(t,ult)) — f(t v(t))]dt > 0,Yu,v € C([a,d]).
(H;) (Condition de Lipschitz locale)
Pour tout K > 0, 3Ck > 0, tels que Yu,v € C([a,b]) satisfaisant les conditions aux

bords dans (2.1.1) avec |lul|,|v|,, < K, on a:

1t u()) = F{t, (@)l < Ok lu— v,

Nous avons le théoréme suivant :

13



2.1. Le probléme de Dirichlet sur un intervalle fini

Théoréme 2.1.1 [32] Sous les hypothéses (Hy) et (Hy), le probléme (2.1.1) admet une

solution unique u dans C*([a,b]).

Démonstration.

— Unicité : Soit u et v deux solutions du probleme (2.1.1), et soit w = u — v. Alors

w'(t) = f(tult)) - [t ().

On multiplie cette équation par, w et on intégre par parties sur |a,b| en utilisant

I'hypothese (H;); i.e

/abw”(t)w(t)dt _ /abf(t,u( dt—/ F(to(t)

b
- / L ut)) — £t ()] (ult) — o(t))dt

b
= [w/(t)w(t)]f;—/ (w'(t))?dt, (par parties)
> 0, d’apres (Hy).

Puisque [w'(t)w(t)]% = 0, il suit que f ))2dt = 0; alors w(t) = ¢
sur Ja,b[. Dot u = v.

— Estimations a priori : Nous avons
L ullo < (b= a) [} 1f (. 0)|dt = M,
2. |lufll, < Vo —a [} (2, 0)]dt.
3. [[u"lly < If(t,0)ll, + MCyv/b — a.

En effet, on multiplie I’équation dans le probleme (2.1.1) par u puis on integre

par parties sur ]a, b[ on obtient :
b b b
- [wwra = [Cuose = [Cuolieu) - o
a a b a
+/ u(t) f(t,0)dt,
et aussi, par I'hypothese (H;),

/ |u’(t)|2dt§—/ w(t) F(£ 0)dt < HuHOO/ F(£,0)] dt. (2.1.2)

14



2.1. Le probléme de Dirichlet sur un intervalle fini

Ecrivons u(t) = fat ! ( )ds et d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwartz on déduit
que, |u(t)] < (fat ds)? f u/(s)|* ds)z, dont |Jul|, < vb—a|u|,; on revient &
I'inégalité (2.1.2) on obtient :

) b

12 < VB =alle], / F(£,0)]dt.
D’ou :

b b

lell, < Vo —a / 0 dt et ull < (b a) / F(E0)]dt = M
Puisque
W (1) =l u(t)) = [f(t ult)) — £(2,0)] + £(5,0),
et d’apres (Hs) on obtient :
I, < I u(®) — (0, + 1 FE0)],

< Oy llully + 11£(1.0)]l,

Cuvb —alull, + £t 0)l,
MCuvVb—a+||f(t,0)],.

IN TN

IA

Il reste & montrer ’existence d’une solution.

— Existence d’une solution :
Soit a > 0 un parametre réel a choisir, alors on définit la suite (u,),eny comme suit :

up(t) = 0,Vt €la, b| et pour donner u,, on définit v, la solution unique du probleme

linéaire :
V() — av,(t) = f(t, un(t)) — au,(t), a <t <b,
£(t) = avn(t) = (8 (1)) — a0 o1
vp(a) = v,(b) = 0.
Un11 est donc définie en utilisant la troncature :
—2M, v,(t) < —2M,
Uni1(t) = wa(t), — 2M < v, (t) < 2M,
2M, v, (t) > 2M.
Les estimations suivantes sont directes :
unll, <2M, Vn €N, (2.1.4)
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2.1. Le probléme de Dirichlet sur un intervalle fini

||un+1 - unHQ < an - Un—1||2 ) (2'1-5)

I'estimation (2.1.4) découle de : |u,1(t)] = min(2M, |v,(t)|) alors que (2.1.5) est

une conséquence du fait que

;

0, si v, € — oo, 400] et v,-1 €] — 00, —2M[U]2M, 400
ou

Un1(t) — un(t)] < § |vn(t) — v 1 (t)], sivp, vy € [-2M,2M].

ou

4M, sinon,

\

maintenant, on introduit les fonctions p(t) = p,(t) = un(t) — u,—1(t) et q(t) =
qn(t) = v, (t) — v,—1(t). On obtient :

¢"(t) = aq(t) = f(t,un(t) = f(,un-1(t)) —ap(t), a <t <b

q(a) = q(b) = 0.
On met les carrés dans les deux c6tés de 'équation (2.1.6) puis on inteégre par parties

sur ]a, b, on obtient de (Hy) et (Hj) :

(2.1.6)

2
" 2 2 2 9
qu+aWﬂﬁﬂawm — |t un(®) = F(E una ()2 + @ |p|I2

b
~2a [ pl(tun(®) = ftua(0)
et alors
ol + 20 ' < (G + ) I 217

De plus,

lally < Vo —allgll, < (b—a)lldll,- (2.1.8)

N22
On combine (2.1.7) et (2.1.8), on trouve 'estimation suivante pour tout o > %

2 2
o a” + O3y,

2 2
lally < lIplly 50— =1 - e)*|lplly, (0<e<1),
-a)?
puisque % < 1, en effet :
« +m
?+Ch (@@ +CE)b—a)?  (b—a)a? C2,,(b—a)?
o + (b%—i)z  (b—a)Pa?+2a  (b—a)2a2+2a  (b—a)2a? + 20
b—a)a? 2
- (b—a)’a N o _q

(b—a)2a?2+2a  (b—a)2a?+2a '

16



2.1. Le probléme de Dirichlet sur un intervalle fini

en utilisant 'inégalité (2.1.5) on obtient :
[unss = unlly < llon = vnally = llalls < (1 =€) lun = unall, <

S (=) fJur — uoll,

donc (uy)nen est une suite de Cauchy dans H?(]a, b[) qui converge vers une certaine

limite dans C*([a, b]). De 'équation dans (2.1.6), on obtient quand n — +oo

2+ i = vill, = 0.

|vns1 — Un”za ||U;L+1 - U;‘

En effet, u, converge dans C" alors [[ups1 — uall, = 0 et |[ul,4s —u;+1}|2 — 0
et comme |[[v41 — Unlly < (1 =€) ||ng1 — unlly = 0 donc [[v,41 —vpll, = 0 et
||'UjHl — 'UjﬁLH2 = Hu;HZ — u;HH2 — 0 quand n — 400, donc ||v7’Hl — vleQ — 0.

Il reste a montrer que HUZH = UZ||2 — 0.

D’apres le probleme (2.1.3) on obtient

Ug—i-l(t) —Un(t) = (vn1(t) = vn(t)) = @(tns1 (t) —un(t)) + [t unia(t) — f (L un(t)).

Donc

o1 () = a2 < allvnsa(t) = va(B)]l2 + al[unia (t) = un()]]2

HIF(E wngn(t)) = f(E un(®)]]2,

et comme [|Uy41 — Uplly, ||tns1 — unll, — 0 et la suite (u,),en satisfait estimation

(2.1.4), la limite u satisfait aussi cette estimation et nous avons, de (Hs)
Lf(t un(t)) = f (& u(@)lly < Cons lun — ully = 0, quand n — +oo,
alors
[|vna () = v (@)[2 = 0.

De plus, la suite (vy,)nen est bornée dans H?(]a, b]) et alors converge fortement dans

C'([a, b]) vers v. Donc les limites u et v vérifient

V'(t) — av(t) = f(t,u(t)) — au(t), a <t <b,
v(a) =v(b) =0,

(2.1.9)
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2.1. Le probléme de Dirichlet sur un intervalle fini

et
—2M, v(t) < —2M,
u(t) =< w(t), —2M < v(t) < 2M, (2.1.10)
2M, v(t) > 2M.

En particulier ||ul|, < |Jv]l, et |lull, < 2M pour |u(t)| = min(2M, |v(t)|). On vérifie
que u = v dans ce cas avec v est une solution du probleme (2.1.9). On met les carrés
dans les deux cotés de 1'équation (2.1.9) puis on integre par parties sur |a,b[, on

obtient :
b
I"[l; + o2 o3 + 2 |V[l; = Hf(tyu(t))H;JrOéQHUHS—M/ u(t) f(t, u(t))dt
= |I[f(t,u(t)) — f(£,0)] + f(£,0)]5 + & [|ul/3
b
%0 / () F(t u(t))dt

< (15 u®) — 7Ol + 1170V, + ol
%0 / " (b f (b ule))dt

< (1F60) ], + Cone lull,? + o [l
90 / " w6 f (b u(e))dt

< A OV + Gy 2+ 2Coa el 17(6,0),
ra ull + 20 ol [ 170,01t

< A0V + Gy e+ 2Coa el 176,01,

b
+a2||u||§+4aM/ £(£,0)] dt.
Notons que ||v]|, < (b—a) ||v'[|, et ||u]l, < ||v]l, ,on arrive aux estimations suivantes :
b
2
2a |0'lly < NIF(t,0)ll5+ Cauy llvlls +2Caar [[olly 1£(2,0)ll, +404M/ |£(£,0)] dt
2
< Ohn(b = a)* [V/lly + 2C2ns (b — @) [LF (£, )l 1'lly + ILf (£, 0) 15+
b
4aM/ |f(t,0)|dt.

Enfin, en prenant A = 2a — C3,,(b — a)?, B = 2Co (b — a) || f(¢,0)]],,

C = | f(t,0)|2+4aM fab |f(t,0)] dt et en choisissant o > %, on obtient I'inégalité :
B B2 +4AC
A2 = BIW|l, - C <0, ie V'], < = T'

18



2.1. Le probléme de Dirichlet sur un intervalle fini

Une condition suffisante pour que [[v]| < vb—al]v'|, < Vb — o BHEH4C ”;;ZHAC < 2M soit

vérifiée est :

B+ B2 +4A b
i 2A+ C§2x/b—a/ F(£,0)] dt.

D’une maniere équivalente, nous avons B < 4Avb — a fab |f(t,0)] dt — v B? 4+ 4AC, ce qui

est possible si on choisit « assez grand dans 'expression de A et grace au fait que B est

indépendant de . Enfin ||v|| ., < 2M et u = v est une solution du probleme (2.1.1), la

démonstration du théoreme 2.1.1 est alors complete. m

2.1.1 Application

Considérons le probleme suivant :

u'(t) = Au(t), 0<t<1l, A>0
u(0) = u(1) = 0.

Le probleme (2.1.11) admet une solution qui s’écrit sous la forme :

u(t)z/o G(t,s)f(s,u(s))ds,

ou
—(1—s)tpour0<t<s
Glt.s) = (I—s)tp <t<
—(1 —t)s pour s <t <1,

est la fonction de Green associée au probleme (2.1.11), (voir Annexe).

On va vérifier les hypotheses du théoreme 2.1.1 i.e :
(Hy) : est vérifiée puisque :

1

/ fu(t) — o)Lt u(t)) — F(Ev(E)]dt =

0

O\H

—‘/MMQ—U@Fﬁ

0
> 0,Vu,v € C([0,1]) et A > 0.
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2.1. Le probléme de Dirichlet sur un intervalle fini

(Hy) : Soient K > 0 et u,v € C([0,1]) satisfaisant les conditions aux bords dans le
probleme (2.1.11) avec |Ju|| ,||v||,, < K. On a:

1

1t u() — f(Eo@)E = / () — dot)|2dt

= A2/|u(t)—v(t)\2dt.

Puis
[f(tu(t) = fE o)y < Alu—oll,.

11 suffit donc de prendre Cx = A > 0.
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CHAPITRE

Etude de quelques
problemes aux limites sur
les intervalles non bornés
en utilisant des résultats

sur les bornés

Ce chapitre est partagé en deux sections, on va montrer I'existence de solutions pour
deux problemes sur [0, +00| en résolvant des problemes analogues sur des intervalles [0, n].
Dans la premiere section, la non linearité de f est de la forme f(¢,u), et on obtient la
solution sur [0, 400 en utilisant une méthode d’approximation.

Dans la seconde section, la non linearité de f dépend aussi de la derivé u/, et dans cette

partie les solutions sont étendues a [0, +oo[ par une méthode de diagonalisation.
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3.1. Résolution d’un probléme aux limites sur [0, +oo[ avec une méthode
d’approximation

On peut trouver les résultats de la section suivantes dans [32].

3.1 Résolution d’un probléeme aux limites sur [0, +00|
avec une méthode d’approximation

Considérons le probleme suivant :

u'(t) = f(t,u(t)), t >0
u(0) = lim u(t) =0,

t—+00

(3.1.1)

ou f : [0, +oo[xR — R est une fonction continue satisfaisant les hypotheses suivantes :

(H,) (Hypothése de monotonie)
+o0

I Tu(t) = @It ult) — £t v(E)]dt = 0,¥u, v € C([0, o)),

0

(H3) (Condition de Lipschitz locale)

Pour tout K > 0, 3 Cx > 0, tels que Yu,v € C([0, +oo[) satisfaisant les conditions

aux bords dans (3.1.1) avec ||lul|,||v],, < K, on a
1f(tu) = (& o)y < Cx flu—wvlly

(H3) f(t,0) € LY([0, +00]), i.e [|f(t,0)|dt < +oc.
(H,) (Condition de coercivité)

3B > 0 tels que Yu € C*([0, 4+00[) N L2(]0, +o0]),
+oo +00 9
| uols ) - re0ld =5 [ juo e
0 0
Le résultat principal dans cette section est :

Théoréme 3.1.1 [32] Sous les hypothéses (Hy), (Hs), (Hs) et (Hy), le probleme (3.1.1)

admet une solution unique u € C*([0, +o0]).

Démonstration. (du théoréme 3.1.1)

Puisque 'unicité est evidente (voir la démonstration du théoreme 2.1.1) nous montre-

rons seulement 'existence d’une solution.

22



3.1. Résolution d’un probléme aux limites sur [0, +oo[ avec une méthode
d’approximation

Etapel : Convergence d’une suite de solutions approchées.
Soit u, une solution du probleme (2.1.1) avec a = 0 et b = n, prolongée par 0 pour
t > n (cette solution existe d’apres le théoreme 2.1.1). On multiplie I'équation dans (2.1.1)

par, u, et on integre de 0 & n; par les hypotheses (H3) et (H,) on obtient :
-/ @t = / " (0)£ (1, ()t
" 0+oo +o0

= /0 U (8) f (£, un (t))dt —/ U (8) f(t, upn(t))dt

- [ O unl®)) — £, O)dE + / (1, 0)de
_ / () (L (£))

I .

- / un ()L (b un(t)) — F(2,0))dt + / wnlt) F(£,0)dt
n / (1) LF(,0) — £t un(0))] dt

- / (DLt wn(6)) — F(1,0))de + / (011, 0)dt.

Donc
n 400 n
_ "R dE > NOI N ,0)dt.
/O|un<t>| t_ﬁ/o ot (8) t+/0 wn(t) £ (£, 0)dt

Par conséquent

5 P e+ [ wofa < sw ol [ ol

0<t<n

+o0
< sup fun(t)] / £(2,0)] .

0<t<+o0
De facon continue

H'(]0, +00]) = C°([0, +-o0]),

ce qui implique qu’il existe un certain v > 0 qui satisfait

Uy, = su Un(t)] < v ||tn R
|| ||C’0([0,+oo[) 0<t<£)-oo| ()| 7” ||H1(]D,+ D

d’ou

+o0
2
6 Nl gosy < ¥ tnll it oo / F(,0)] dt.
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3.1. Résolution d’un probléme aux limites sur [0, +oo[ avec une méthode
d’approximation

ou = min(1, 8). Par conséquent :

v
lunllngonp <5 [ 100Nt
0

et
72 400
oo < 5 [ FCEON

Donc (uy,), est uniformément bornée en t et n. De plus, pour tout 0 < ¢t < s < +00, on a

par l'inégalité de Cauchy-Schwartz

mm—%@|=y[%mm

< [ @

t

< \/m</0+oo [ur, (8)[ dt)> = Vs = Ellup | 120 o0
< \/m”un||H1(]0,+OOD

< 2=t [ i

Ceci prouve que (uy,), est équi-continue et puisqu’elle est uniformément bornée sur |0, +oo|

indépendament de n, alors d’apres le théoreme d’Ascoli-Arzéla, il existe une sous suite

noté aussi (u,,), convergente sur chaque intervalle compact [0, a] (a > 0 est arbitraire).
Etape 2 : La limite d’une solution

Puisque f est continue et
t
w0 =, 0)+ [ 1o un(s)ds,
0

la suite (ul,), converge vers v = u'. De plus, v(t) = K + f(f f(s,u(s))ds pour un certain

K ; alors o'(t) = f(t,u(t)). De 'équation u! (t) = f(t,u,(t)) et la continuité de f(¢,.) on

"

") converge vers v'(.) = f(.,u(.)) dans C(]0,a]). Alors nous avons montré

trouve que (u

que (u,), converge vers v = v’ dans C''([0, a]). Par conséquent, la limite u satisfait

u'(t) = f(t,u(t)), 0 <t <a,
u(0) =0,

pour tout a > 0.
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3.1. Résolution d’un probléme aux limites sur [0, +oo[ avec une méthode
d’approximation

Etape 3 : u s’annulle a l’'infinie

On raisonne par ’absurde et on suppose I'existence d’un certain o > 0 et d’une suite
croissante (tg)ken qui peut étre choisit telle que t1 > 1+t avec |u(ty)| > «, pour chaque
keN.Ona:

L+t
/ (W) + u(B)dt = S .

tk keN

1;:/0 Oo(u2(t)+u’2(t))dtzz

Afin d’obtenir une limite inférieure pour les intégrales I, on considere la solution v du

probleme linéaire suivant :

V() =w(t), 0 <t <1,
v(0) = u(ty),
V(1) = 0.

La solution v(t) = kie'+kqoe™t, (ky, ko) € R? et ky > k; minimise la fonctionnelle J(p(t)) =
[H(02(t) + @())dt dans Vespace C%([0,1]). Donc

I > > J(t) = Z/O (0°(t) + 02(1)dt =Y —v(0W'(0) > > alky — ky)

keN keN keN keN
> Mg o = 400,
keN

pour un certain M > 0, on trouve une contradiction par conséquent lim u(t) =0 et u
t—-+o0

est la solution cherchée. m

3.1.1 Application

Considérons le probleme suivant :

W) = (1+ e‘2t)u(72> t>0 (3.1.2)

w(0) = lim wu(t) =

t—+00

On va vérifier les hypotheses du théoreme 3.1.1 :
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3.1. Résolution d’un probléme aux limites sur [0, +oo[ avec une méthode

d’approximation
(Hy) : est vérifiée puisque
/(U(t) —o(@))(f(t,u(t)) — f(t,0(t))dt = /(U(t) — o)) (L + e *)u(t)
—(1+ e )o(t))dt
= [ @) - o)

> 0,Yu,v € C([0,+00]).

(Hy) : Soient K > 0 et u,v € C([0,+o0[) satisfaisant les conditions aux bords dans le

probleme (3.1.2) avec [ju|| ., [|v]|,, < K, on a:
+o0
Lt () = F(t o)l = / (1 + e ult) — (1+ e *)o(t)|"dt
0
+oo

- / (1+ e ) u(t) — v()Pdt < 4 u— ]2,

Il suffit donc de prendre Cx =2 > 0.
(Hs) : f(t,0) € L([0, +00[), car

+o0
/ F(£,0)] dt = 0 < +oc.
0

(Hy) : Soit u € C([0, +oo]) N L2(]0, +00]),

/om w(t)[f (8, u() = F(1.0)dt =

Il suffit donc de prendre 5 =1 > 0.
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3.2. Résolution d’un probléme dépendant de la derivée sur [0, 4+o00| avec la méthode de
diagonalisation

On peut trouver les résultats de cette section dans [27].

3.2 Résolution d’un probleme dépendant de la de-
rivée sur [0, +oo[ avec la méthode de diagonalisa-
tion

Considérons le probleme suivant :

W)+ (), () =0, t >0

(3.2.1)
u(0) = 0, u bornée sur [0, +o0].
Définition 3.2.1 Une solution du probléme
u”(t) + f(t,u(t),d(t) =0, t >0
(6 + (t.u(t). (1) 929

uw(0) =0, u bornée sur [0, +o0,
est une fonction u(t) satisfaisant les conditions de (3.2.2) avec :

1. u e CY[0, +oa]),

2. u(t) > 0 pourt €]0, +o00].

Théoreéme 3.2.1 [27] Soit f : [0,+00[x[0, +00[x [0, +oc[— [0,400] une fonction L'-
Carathéodory qui satisfait les conditions (Ay) et (Ag) avec :
(A1) Pour toute constante H > 0, 3V € C([0, 400, [0, +00[) avec Vi # 0 sur chaque

sous intervalle de |0, +ool, et une constante v € [0, 1 avec
fltu(t),v(t)) > Uy (t)v(t), sur [0, +oo[x[0, H]*
(Ag) II existe trois fonctions p,q,r : [0, +oc[— [0, +00] tels que :
+00 +oo +oo
P o= / sp(s)ds < +o00, R:= / r(s)ds < +o00, Ry = / sr(s)ds < o0,
0 0 0
+o0 +oo
Q = / q(s)ds < +o0, @y ::/ sq(s)ds < o0,
0 0
et

£t u(t), o) < p@)u®)] + g@®)lv(t)] + (1), pp(t, u,v) € ([0, +o0[)”.
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3.2. Résolution d’un probléme dépendant de la derivée sur [0, 4+o00| avec la méthode de

diagonalisation

Alors le probléeme (3.2.1) admet une unique solution u € C*([0,+00[) d condition que,
P +Q<1

On va commencer d’abord par la résolution du probléme sur un intervalle borné [0, n].

Considérons le probleme

u’'(t) + f(tu(t),u/'(t) =0, 0<t<mn

3.2.3
u(0) =u'(n) =0, ( )

Théoréme 3.2.2 [27] Soit f : [0, +00[x[0, +00[x[0, +00[— [0, +o0o[ une fonction L'-
Carathéodory qui satisfait les conditions (A1) et (Ag). Soit n un entier positif. Alors le
probléme (3.2.3) admet une unique solution strictement positive u,, € C1([0,n]) telle qu’il

existe une constante M > 0 indépendante de n vérifiant
t n 1
/ (1 - fy)/ Uas(s)ds) = de < up(t) < M, pourt € [0,n],
0 T

(1 - 7)/ \I/M(s)ds)ﬁ < (t) < M, pourt € [0,n].
t
Pour démontrer ce théoreme nous avons besoin du lemme suivant :
Lemme 3.2.1 Soit e € L'(]0,n[) et uw € W21(]0,n[) tels que

u'(t) +e(t) =0 pour p.p t €]0,n]
u(0) =0, u/(n) = 0.
Alors

|lu']], < llell 21 gonp -

Démonstration. (du lemme 3.2.1)

Puisque —u”(t) = e(t) p.p. t €]0,n], alors on a

Ceci implique

[l < llell 21 go.np -
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diagonalisation

D’ou le résultat. m
Démonstration. (du théoréeme 3.2.2)

Soit n € N* :={1,2,...} fixé et Y = L*(]0, n[). Soit X = C'([0,n]) muni de la norme

Jul| = max{|lull, [[vll},
ou
Jull . = max{[u(t)], t € [0,n]}.

On définit 'opérateur linéaire L, : D(L,) C X — Y par :
D(Lyn) = {u € W*'(]0,n[), u(0) = v'(n) = 0},

et pour u € D(Ly,),
Lou(t) = —u(t).

On définit aussi ’application non linéaire N : X — Y par :

(Nu)(t) = f(t, u(t), v'(t)).

Nous avons du fait que f est L'-Carathéodory (voir définition 1.1.13) que Papplication
N : X — Y est bornée. D’autre part, il est facile de voir que L, est une application
linéaire de D(L,) C X a valeurs dans Y. On démontre facilement en utilisant le théoreme
d’Ascoli-Arzéla que Papplication (L,) ' N : X — X est compacte.

En effet, il est clair que I'application (L,) !N est uniformément bornée car I'applica-
tion N est bornée.

Il reste & montrer que (L,) !N est équi-continue sur X i.e :

Ve>0,30 =6(e),Vue X : [t —s| <0 = (L) 'N(u(t)) — (L,) ' N(u(s))| < e.

Soit € > 0 et § > 0 a choisir, tel que |t —s| < §. Alors :

[(Ln) "N (u(t) = (La) "N ()] = [(Ln) 7 f(tu(t), @/ (8)) = (L) f (s, u(s), /()]
= ult) = u(s)]

< g, pour [t—s| <4

Grace a la continuité uniforme de u qui s’obtient par sa continuité sur le compact [0, n]
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Notons que u € C*(]0, n]) est une solution du probleme (3.2.3) si et seulement si u est

un point fixe de I’équation

u(t) = (L) ' Nu(t).

On va appliquer l'alternative de Leray-Schauder (voir le théoréeme 1.2.5) pour obtenir
I'existence d'une solution u(t) = (L,) ' Nu(t).
D’abord, on vérifié que ’ensemble de toutes les solutions possibles de la famille de

problemes
u’'(t) + A f(t,u(t),u'(t)) =0, pp0<t<n
u(0) =u'(n) =0,

(3.2.4)

est borné dans C'([0, n]) par une constante indépendante de A avec 0 < \ < 1.
Soit u € C'([0, n]) solution du probleme (3.2.4), alors u > 0 et v’ > 0 sur [0, n] (d’apres

la définition 3.2.1 et la croissance de u). De plus, u(t) = fot u'(s)ds, donc
u(t)] <t -

D’apres le lemme 3.2.1 et la condition (Ay) on obtient

[l < L ul®), u' () o - car 0 <A <1
< lp®u®) rgonp + e Ol prgonp + 17 EN 1 g0
< (@l 1 gonp + 12O £2goup) 16 oo + 17 EN 11 g0,np)
< (A+Q) vl + R,

et puisque P + @ < 1, alors :

R
[0/ <

— = M. 2.
~S1-P -0 1 (3.2.5)

D’apres le probleme (3.2.4), on sait que u(t) = )\fot(f: flz,u(z), v (x))dz)ds, de sorte
que

u(n) = )\/On(/snf(x,u(:v),u'(x))dx)ds.
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Posons [ f(z,u(z), ' (x))dz = F(n) — F(s) telle que F est primitive de f, donc

uln) = //fxu ())dz)ds
= A (P = Flopas
= A\F n/ds—)\/o F(s
— AnF(n) — / F(s)ds

par intégration par parties on obtient
/On F(s)ds = [sF(s)] — /On sf(s,uls), o' (s))ds.
Donc
un) = MnF() = AP = [ sh(su(s)al(5)ds
= A [ shs (e (s)ds)

Par ailleurs :

uw(t) < wu(n) < /" sf(s,u(s),u'(s))ds. Vt €]0,n|
0
< lsf(ssuls), u' ()l prgonp
< Nsp()lzgogap 1ell o + Nsa() 121 oy 11l + 1157 () L1 go,mp
< Prlully + @[]l + B

Et d’apres l'inégalité (3.2.5) et le fait que P, < P+ @ < 1,ona:

lull. < le_—QéMl — I, (3.2.6)
Ainsi
[ull < M,
ou
M := max{ M, M}. (3.2.7)

M est indépendant de .
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Finalement, il est facile de voir que dans l'inégalité (3.2.5) et (3.2.6), M est indépen-
dante de n, (n € N*). Donc la famille {u € X : u(t) = AML,) *Nu(t), 0 < X < 1} est
bornée. D’apres Palternative de Leray Schauder : 3 u : u(t) = A(L,) ' Nu(t) pour chaque

A €]0,1[ donc le probleme (3.2.3) admet une solution u,, avec,
0 <wu,(t) <M, 0<u,(t) <M, pourt e [0,n]. (3.2.8)

Maintenant (A;) assure l’existence d'une fonction Wy, continue sur [0, +oo] et stricte-
ment positive sur |0, +o0l, et une constante v € [0, 1] avec f(t, u,(t), u,(t)) > Uar(t)(u, (t))”
pour (t,u,(t),ul,(t)) € [0,n] x [0, M]?. Aussi, nous avons du probleme (3.2.3) et du fait

r'n

que u, (t) > 0 sur |0,n] que

On integre de ¢t a n, on obtient

7 s > [P U(s)ds = [P ()7 > [ Uar(s)ds

t(up(s))7

et si on integre de 0 a ¢, on obtient :

un(t) > /0 (1 —7) /n @M(s)ds)ﬁdx, pour ¢ € [0,n].

D’ou le résultat demandé. m

Démonstration. (du théoréme 3.2.1)

Pour obtenir une solution du probléeme (3.2.1) sur [0, +00[ on va utiliser la méthode
de diagonalisation .

Soit u, une solution du probleme (3.2.4) (qui existe d’apres le théoreme 3.2.2). De

(3.2.3) et (3.2.8), on sait que :
0 < —u,(t) < ®(t), p-p- t €]0,n],
ou

O(t) := (p(t) + q(0) M +r(1),
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diagonalisation
et M définie par (3.2.7), ce qui implique que :
, n +o0
u, (t) < / O(s)ds < / ®(s)ds, pour t € [0,n].
¢ ¢
Soit
Uu,(t), t€10,n
P RO
up(n), t € [n,+ool.
On note que v, € C'([0, +o0[) avec
0<wv,(t) <M, 0<uv,(t) <M, pourt e [0,+o0l.
De la définition de v, on obtient pour ¢, s € [0, 4o0] :
n0) = 6) < | [ @)l
t
De plus,
’ +Oo
v, (t) < / ®(s)ds, pour t € [0,n],
t
et
t n 1
on(t) > / (1 - 7)/ Uy (s)ds) T dz, pour ¢ € 0, 7], (3.2.9)
0 T
En particulier,
t 1 )
on(t) > / ((1—7)/ Uy (s)ds) T d = ay (1), pour £ € [0,1]. (3.2.10)
0 T

Le théoreme d’Ascoli-Arzéla assure ’existence d’une sous suite 8; de N* et d’une fonction
% € CY([0,1]) avec v converge uniformément vers 2 sur [0,1] quand n — ~+oo et
n € f,ici j =0, 1.

De méme pour (3.2.10), z1(t) > a1(t) pour t € [0, 1] (en particulier, z; > 0 sur [0, 1]).

Soit 0 = 6,;\{1}. D’apres (3.2.9) on a

vn(t) > /0 ((1— 7)/ \PM(s)ds)ﬁda: = ay(t), pour t € [0,2]. (3.2.11)

Le théoréme d’Ascoli-Arzéla assure I'existence d'une sous suite 6, de 6] et d'une fonction
z € C([0,2]) avec 05 converge uniformément vers 2 sur 0,2] quand n — +oo et

n € By, ici j =0, 1.
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De méme pour (3.2.11), z2(t) > aq(t) pour t € [0,2] (en particulier, zo > 0 sur
[0,2]). On note 2(t) = 2z (t) sur [0,1], puisque 6, C ). Soit 6 = 6,\{2}. Avec la
méme procédure pour £ = 1,2,..., on obtient une sous suite ¢, de #,_; et une fonction
()

2 € CY([0,k]) avec vy converge uniformément vers 2 sur [0, k] quand n — oo et

n € O, ici 7 = 0, 1. De méme,

¢ k )
2 (t) > /0 (1 - 'y)/ W (s)ds) T dx = ag(t), pour t € [0, k]

(ainsi en particulier, zj; > 0 sur [0, k]). On note zx(t) = z,_1(¢) sur [0,k — 1].
On définit la fonction u comme suit, soit ¢ fixé dans |0, +o00[, alors il existe k € N*
avec t < k,

u(t) = zx(t).

u est bien définie et u(t) = 2x(t) > 0. On peut faire ceci pour chaque ¢ €]0, +oo]| ainsi
u € C*([0, +00).
De plus, 0 < u(t) < M, 0 <u/(t) < M, et

400
u (t) < / ®(s)ds, pour t € [0, +00].
¢
On fixe t € [0, +o00] et choisi k > ¢, (k € N*). Alors pour chaque n € 6" = 6;\{k}, on

vn(t) :U;L(k)t—i—/o (/ f(s,vn(s),v.,(s))ds)dr.

Lorsque n — +00, on obtient :

t k
whlt) = (k) + / ( / £(5,2(5). 24 (s))ds)dr-

u(t) = t—i—/ / f(s,u(s),u'(s))ds)dr.

Par conséquent, u € C*([0, +o0]) avec u”(t) + f(t,u(t), ' (t)) =0, p.p t € [0, +oo[. Alors

Ainsi

u est la solution du probléme (3.2.1) avec u > 0 sur |0, +00[. =

34
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3.2.1 Application

Considérons le probleme suivant :

u(t) +me~"| costu’ (t) + e[ sint|(u'(t))” + pe™ =0, 0 <t < +o0, (3.2.12)

u(0) = 0, u est borné sur [0, +00]

avec € [0,1], 8 € [0,1] et u > 0.
On applique le théoreme 3.2.1 pour montrer que le probleme (3.2.12) a une solution

u € C*([0, +ocl) strictement positive & condition que 1+ 36 < 1. On pose
Ft,u(t),v(t)) = ne™t| cost|u’(t) + G| sint|v? (t) + pe™,

donc

[f(t u(t), o)) < ne”"u(t)] + O |v(t)] + pe ™,

on prend p(t) = ne~t, q(t) = e~ et r(t) = pet, alors f satisfait I'hypothese (Aj) et
+o00o +oo +oo +oo
P+Q = / sp(s)ds +/ q(s)ds = 77/ se *ds + 9/ e 2ds
0 0 0 0
+00 1
= n([—se*]g>™ + / e *ds) + 9[—56725]3‘”
0
—s]4o0 1 —2s]+00 1
= n[-e%; —|—€[—§e Is =77+§0< 1.
Pour tout H > 0, si u,v € [0, H| :
ft,u(t),v(t)) > e | sint|v®(t) > Uy (t)v?(t).

On prend Uy (t) = e ?|sint| et v = 3, alors f satisfait (A4;). Donc, le théoreme 3.2.1

assure I'existence d’une solution u € C'([0, +00[) avec u > 0 sur ]0, +o0].
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CHAPITRE

Etude de quelques
problemes aux limites
(directement) sur les

intervalles non bornés

Dans ce chapitre, on va présenter des résultats d’existence pour des problemes aux
limites posés sur [0, +oo[ et sur R. Contrairement au chapitre précedent, on ne va pas
passer par les intervalles bornés. La compacité des opérateurs de point fixe est montrée
en utilisant le critere de Corduneanu.

On peut trouver les résultats de cette section dans [1].

4.1 Etude d’un probléeme sur la demi-droite réelle

Considérons le probleme suivant :

—u"(t) + m*u(t) = f(t,u(t)), ppt >0
u(0) = a, tlim u(t) =0,

—>400

(4.1.1)

oum >0,a€Ret f:][0,+00[xR — R satisfaisant les hypotheses suivantes :
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4.1. Etude d’un probleme sur la demi-droite réelle

(1) f est une fonction de L'-Carathéodory avec

t +o0
lim e_mt/ e h.(s)ds =0 et lim emt/ e "™ h.(s)ds =0,
0 ¢

t——+o00 t——+o00
(avec h, est la fonction qui majore f dans la définition de L'-Carathéodory ).

(2) 3My > |a| tel que pour toute fonction u € Cy([0, 400, R) N W2 ([0, +o0[, R) qui

loc
satisfait
—u"(t) + m*u(t) = Mf(t,u(t), ppt>0,

u(0) = a,thm u(t) = 0 pour tout 0 < A < 1,
on a: |u(t)] < Moy, t € [0,+0o0].

La fonction de Green associée au probleme (4.1.1) est donnée par :

Gl s) 1 e~ (e™ — ™) sit < s,
yS) = 7 —
2m e—mt<e—ms _ ems) sit Z s.

Théoreme 4.1.1 [1] Sous les hypotheses (1) et (2) le probleme (4.1.1) admet une solution
u € Cy([0, +oo, R) N W21([0, +o0[, R).

loc

Démonstration. On va utiliser le théoreme du point fixe de Furi Pera (théoreme

1.2.3), il est facile de voir de (1) que résoudre le probleme (4.1.1) est équivalent a trouver

un u qui satisfait

e—mt +o0
u(t) = ae™™ + T /0 e "™ f(s,u(s))ds
emt +oo e—mt t
“om |, e " f(s,u(s))ds — 5 /0 e™ f(s,u(s))ds.
En fait :
W (t) = —ame™™ 4 e f(t u(t)) + 5 fot —me~ ™) (s u(s))ds
— g€ Pt () + g [, —me ) £ (s u(s))ds + g f (¢ u(t))
_ﬁ t+°° mem(t—s)f(s7 u(s))ds — ﬁf(t, u(t)) — ﬁ fg —mem(s_t)f(s, u(s))ds
= —ame ™ -1 Ote*m(t“)f(s, u(s))ds — 1 :OO e™™F8) f (5, u(s))ds

-1 f:oo e™t=9) f(s,u(s))ds + 1 fot e™™=9) (s, u(s))ds
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u (t) = am?e ™ — %e‘thf(t, u(t)) + % /Ot e ™) (s u(s))ds + %e‘zmtf(t, u(t))

+00 +oo

[ s ds + 5 ) = 5 [ e s u(s)ds

—%f(t,u(t)) + %/0 e (s, u(s))ds.

= am?e ™ + % /t e~ f (s u(s))ds + % /ﬂo e ) f(s,u(s))ds
0 t

+00 t

—% e™=9) (s, u(s))ds — %/0 e~ ™) £ (s, u(s))ds + f(t,u(t)).

t

Donc
—u (t) +m?u(t) = —am?e™™ — m/ mt+s) ¢ ))ds — —/ e ™) (s, u(s))ds
—/ ™) £ (s, u(s))ds + —/ (s,u(s))ds + f(t,u(t)
+am?e™™ + %/o e " (s, u(s))ds + B /t e " (s, uls))ds

m +oo m t
- t em(t’S)f(s,u(s))ds — 5/0 e’m(tfs)f(s,u(s))ds + f(t,u(t)
= f(t,u(t).

Soit @ = {u € Cy([0,4+00[,R) : |lul|, < Mo+ 1 = r} et soit 'opérateur T : Q —
C([0, 400, R) défini par :

Tu(t) = ae ™ + 2m / h e "™ f(s,u(s))ds
S e s, s

2m J, 2m

me s, u(s))ds

() est un sous ensemble bornée, convexe fermé de C([0,+oo[,R), on va montrer que
T:Q — C(]0,+00[,R) est continu et compact. D’abord, on montre la continuité.

Soit uy — u dans @ on doit montrer Tuy — T'u dans C([0, +oo[,R). Puisque f est
L'-Carathéodory et |lul,, < r, il existe h, € L'(][0,4+o0[) avec |f (s, ux(s))| < h.(s) et
|f(s,u(s))| < h.(s) pour presque tout s € [0,4o00[. De méme pour presque tout s €
[0, 400 on a

f(S’ uk(8)> - f(s,u(s)),
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4.1. Etude d’un probleme sur la demi-droite réelle

ainsi d’apres le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue Tuy(s) — Tu(s) pone-

tuellement sur [0, ¢,,]. Soit ¢,t' € [0,t,,] avec t < t'. Alors

mt e8]

—mt o0
T - T ! = —mi ¢ —ms _ 6_ —ms
Tuslt) ~ To(t)] = Jae ™+ jg e s ns))ds = G [ (s 6

e—mt t
- / e f (s, up(s))ds —ae™™
0

’

2m 2m

h e " f(s,ux(s))ds
0

/
—mt

6mt +oco e t
+%/t/ e_msf(sa uk(S))dS + m /0 €m8f(87uk(8))d8|

-mt __ —mt’ 400
L/ e " f(s,ux(s))ds
0

_ —mt __ —mt/
= Ja(e e )+ 5

6mt +oo t
o | s = S e s o)) ds
+oo
2m / e f(s, ux(s ))ds—{——/ e " f(s,ux(s))ds|
/ 1 / +OO
S |aHefmt o 7mt ’ + | —mt __ mt|/
+—/ Thy(s)ds + 5 | " hi(s)ds
/ / +OO
S |CLH67 o 7mt’_‘_ | —mt mtl/
6mt t . "
— e "™h,.(s)d e h.(s)ds
o | € hnls)ds (5)
/ 1 / +OO
S |a||e—mt o —mt ’ + | —-mt —mtl/
—l—L h (s)ds—l—
2m " m

Puisque h, € L'([0, +oc]) et la fonction exponentielle est continue, alors

Ve >0, 30 > 0 tel que t,t' € [0,t,] et |t —¢'| < implique
|Tuk(t) — Tu(t)| < e, (4.1.2)

et ceci pour tout k, et en effectuant les mémes estimations pour Tu(t) — T'u(t’) on obtient

|Tu(t) — Tu(t')] < e. (4.1.3)

Par conséquent, (4.1.2), (4.1.3) et la limite ponctuelle sur [0, ¢,,] impliquent la convergence

uniforme sur [0, t,,], ainsi 'application T': @ — C([0,4+o00[,R) est continue.

39
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On montre maintenant que T est relativement compact dans C([0,+oo[, R). Pour
le faire, on montre que 7'(Q) est uniformément borné, équi-continue sur [0, t,,] et équi-
convergent. On sait quil existe h, € L'([0,4o00]) avec |f(s,u(s))| < h.(s) pour p.p
s € [0,+o00[ et |u| < My < r. L’équi-continuité de T(Q) sur [0,t,,], se fait de la méme
maniere que la démonstration de (4.1.2). De méme, T'(Q) est uniformément borné puisque

pour t € [0,t,] et pour tout u € Q) on a :

e—mt t e—mt +o00 emt +00
T < —ms —ms . —ms
|Tu(t) < l|a|+ 5 /0 e " h,.(s)ds + 5 /t e hT(s)ds—FQm/t e "h,.(s)ds
e—mt t
+ om |, e h,.(s)ds
1 t 1 +00 1 +oo 1 t
< — [ h(s)ds+ — h.(s)ds + — he(s)ds + — | h.(s)d
< ol + /0 (s)ds + om ), (s)ds + om ), (s)ds + om J, (s)ds

T(Q) est équi-convergent puisque pour ¢ € [0, 400 et pour tout u € () on a :
lim Tu(t) = 01ie Ve >0, 3ty > 0, Vt >ty = |Tu(t)| < €. Donc :

t—+o00

—mt o0
0 <sup|Tu(t)] < |ale™™ + ‘ / e "™ h,(s)ds

—mt

t
m/oe h-(s)ds

emt 400 e

+— e ™ h,.(s)ds + 5

IN

2m J,
—mt +oo
ale™™ + S h,(s)ds
2
m Jo
e +oo

m —ms e_mt ! ms
+% t e ™ h,.(s)ds + 5 /0 e h.(s)ds

— 0, lorsque t — 400 (d’apres la condition (1)).

Alors Ve > 0,dN > 0,Vt > N :

sup|Tu(t)] < e.
ueQR

Donc T'(Q) est relativement compact dans C([0, 400, R), ainsi T': @) — C([0, +o0[, R)
est compact.
On montre maintenant que la condition (¢) du théoreme 1.2.3 de Furi Pera est satis-

faite.
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On prend une suite (u;, ;)51 de 0Q x [0,1] qui converge vers (u,u) avec u(t) =
plu(t) et 0 < p < 1, on doit montrer que p;7u; € ) pour tout j assez grand. Soit
u € C([0,+o0[,R) avec |u(t)] < r pour t € [0, +oo[. Alors

—mt +oo
Tu(t)] < lale™ + & / e~™ R, (s)ds
0

2m
emt +o0 e—mt t
+% t e "™ h,(s)ds + o /0 e h,(s)ds
= U.(t).

On a tEeroo\D’"(t) = 0. Ceci, ainsi que le fait que u; € Q) impliquent qu’il existe ag > 0
avec |Tu;(t)| < Mo+ 1 =r pour t € [ag, +o0[ et j € N\{0}.
Par conséquent
piTui(t) <r, telag,+oof et j € N\{0}. (4.1.4)
Etudions maintenant le cas ¢ € [0, ap]. Puisque T" est équi-continue sur () on a T'u;(t) —

Tu(t) uniformément sur [0, ao]. De plus, puisque p; — p, h, € L*([0,400]) et T(Q) est
borné dans C([0, +oo[,R) on a p;Tu;(t) — pT'u(t) uniformément sur [0, agl, car

+o0
s [ (s

mt +oo e—mt

e f(s,uy(5))ds —

e—mt

e—mt

| Tuj(t) — pTu(t)] = |pjae™™ + p

e
/“L]2m .

2m

[ et

mt

—pae™ — i

/;oo e "™ f(s,u(s))ds

2m
e—mt

emt —+00
e / e (s, u(s))ds + 1

/ o (s, u(s)ds

m

1 “+o00 1 t
< = sllal g = wlg [ b+l =l [ h(s)as
1 +oo
iy =l [ b
1 t 1 —+o00
= b= sllal+ 5 [ helss 5 [ ()
1 +oo
— h.(s)d
i [ els)as)
— 0.
Ainsi il existe jo € N\{0} avec
| Tu;(t)| < |pTu(t)] + 1, t € [0,a0] pour j > jo. (4.1.5)
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4.1. Etude d’un probleme sur la demi-droite réelle

Puisque, u(t) = pTu(t) alors
[uTu(t)] < Mo,
donc (4.1.5) implique pour j > jo
\pjTu;(t)| < My+ 1 =1 pour t € [0, agl. (4.1.6)

Donc (4.1.4) et (4.1.6) implique que p;7(u;) € Q pour j > jo.

Par conséquent toutes les conditions du théoreme 1.2.3 sont satisfaites donc 'opérateur
T admet un point fixe v dans Q).

Et puisque —u”(t) + m?u(t) = f(t,u(t)) € L'([0,+oc]) alors u € Cy([0, +oc[,R) N
W20, 400, R). m

loc

4.1.1 Application
On considere le probleme suivant :
() + ult) = 5, pp t 20,
u(0) =0, tginoou(t) = 0.

t

Avec f(t,u(t)) = #}H

On applique les hypotheses du théoreme 4.1.1 :
(1) est vérifiée puisque : |f(¢, u(t))] < et := h,(t) € L}([0, +o0|) et

t t
lim et efe ds = lim e’ ds = lim te™' =0,
t—+o00 0 t—+o00 0 t—+00
+o0 +o0o e_t
lim e e e *ds = lim € e %ds = lim — = 0.
t——+o0 ‘ t—+o00 ¢ t—+oo 2

(2) est vérifiée puisque :

Soit u solution du probleme

—u"(t) + u(t) = A#{H, ppt>0,0< A<,

u(0) =0, t£+moou(t) =0,
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4.1. Etude d’un probleme sur la demi-droite réelle

+oo +oo
lu(t)] = |/0 AG(t,s)f(s,u(s))ds| < /0 |G(t, s)||f(s,u(s))|ds, car 0 < A < 1

—+o00
< / e °ds, car |G(t,s)| <1
0

= 1.

Donc IMy =1 > 0, telle que |u(t)| < M.
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4.2. Etude d’un probléeme aux limites posé sur R

4.2 Etude d’un probleme aux limites posé sur R

On peut trouver les résultats de cette section dans [18].

On considere le probleme suivant :

u'(t) — cu/(t) — Au(t) = f(t,u(t)), —oo<t<+o0
‘ (4.2.1)
lim wu(t) = 0.

[t| =400

Avec ¢ >0, A >0et f:R xR — R une fonction continue qui satisfait lim f(¢,0) = 0.

[t|—=+o0
La fonction de Green associée au probleme (4.2.1) est donnée par :

1 ert=s) o < g
Glt,s) = (4.2.2)
™ — T2 erg(t—s) sit>s
ou
c+ Ve + 4\ c— e+ 4N
7’1:#>0€t7’2:#<0.

En effet, la solution générale de I’équation homogene associée a I’équation dans (4.2.1)
est

u(t) = are™" + age™".
Ensuite, les conditions aux limites entrainent que la seule solution du probleme homogene
est u = 0. Soit donc

ar(s)e™t 4+ ag(s)e™t, —oco < t<s

Gty = | O F e
bi(s)e™ 4+ by(s)e™, s <t < +o0.

En utilisant la continuité de G au point (s, s) on aura :
[a1(s) — bi(s)]e™® + [aa(s) — ba(s)]e™* = 0.
En posant ¢(s) = a1(s) — bi(s) et d(s) = as(s) — ba(s), on trouve
c(s)e* +d(s)e™ = 0. (4.2.3)

Comme 2C(sT,s) = riai(s)e™® + roas(s)e™® et 22 (s7, s) = ribi(s)e® + roby(s)e™*,
d’apres la propriété (d) de la fonction de Green dans le théoreme 1 (voir Annexe) on doit
avoir

ric(s)e™® 4 rod(s)e™® = 1. (4.2.4)
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4.2. Etude d’un probléeme aux limites posé sur R

De (4.2.3) et (4.2.4) on obtient ¢(s) = &= et d(s) = —£—_. On a t — G(t, ) vérifie

7'1

les conditions aux bords dans (4.2.1) donne ;

lim G(t,s) = 0= as(s) =0,

t——o0

lim G(t,s) = 0= bi(s) =0.

t——+o0

On trouve alors ay(s) = by(s) = 0, et donc a;(s) = S, by(s) = f;_ri;, d’ou le résultat.

ri—ro’
Soit E' = Cp(R,R), muni de la norme
||ul] = suplu(t)].
teR
Le résultat d’existence principal dans cette partie est le suivant.

Théoreme 4.2.1 [18]. Soit G la fonction de Green définie par (4.2.2), on suppose que

les hypothéses suivantes sont vérifiées :

.
(1) 3V : [0, +00[— [0,400[ continue et croissante ;
(2) 3q € E strictement positive, continue telle que

(4.2.5)

[f(tu(®)] < q(®)¥(|u(®)]), V(t,u) € R

)

\ (3) IM, € R}, *X ]\040) <1 avec o := igﬂgf G(t, s)q(s)ds < +o0.

Alors le probléeme (4.2.1) admet une solution u € E.

Démonstration. On va utiliser le théoreme du point fixe de Schauder 1.2.2. 11 est clair
que le probleme (4.2.1) est équivalent a trouver une solution pour I’équation intégrale :
+oo

ult) = / G(t, 5)f (s, u(s))ds,

avec G/(t, s) est la fonction de Green définie dans (4.2.2).
En fait

u(t) = / Gl ) f(s, u(s))ds = / Gt 5) (s, u(s))ds + /t TGl ) f(s, u(s))ds

—00 —0o0
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4.2. Etude d’un probléeme aux limites posé sur R

u'(t) = G(H)f(ﬂﬂ(t))ﬂL/ %G(tvs)f(&U(S))ds—G(t,t)f(t,U(t))

+oo
—|—/t %G(t s)f(s,u(s))ds
Lo

= EG@ s)f(s,u (S))d8+/t OO%G(t, s)f(s,u(s))ds

i g
_ /_Oo aG(t s)f(s,u(s))ds

W) = SOOI E0)+ [ SH6( s u(s)ds = Gl ult)
—i—/t Oo%G(t s)f(s,u(s))ds
9] 9] N Lo
= (5;G(617) = 5 Gt 7)) f(8,ult)) + . 5Ot 8)f(s,uls))ds
—l—/t Oo%G(t s)f(s,u(s))ds
o 4 Q. b2
= (GO0 — S 0+ [ G ul)ds
—l—/t h 3752G<t s)f(s,u(s))ds
= f(t,u(t)) —I—/ N 8_;G(t s)f(s,u(s))ds. D’apres la propriete (d) de

la fonction de Green (voir I'annexe).

Donc

+o0 2

u'(t) — e (t) = Mu(t) = f(t u(t)) —i—/ %G(t s)f(s,u(s))ds

—c /:O %G(t s)f(s,u(s))ds — )\/:O G(t,s)f(s,u(s))ds
o 92 0
- / (55G{t,5) = 5. Glt,5) — AG(t,)) £ s, u(s))ds.
+f (¢, ult))
= f(t,u(t)) puisque G(.,s) satisfait I’équation homogene.
On définie l'opérateur 7' : E — E par

+oo
Tu(t) = / G(t,s)f(s,u(s))ds.
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4.2. Etude d’un probléeme aux limites posé sur R

On recherche donc les points fixes pour l'opérateur 7' dans l’espace de Banach E. La
démonstration est partagée en quatre étapes.
Etape 1 : L’opérateur T est bien défini.

En effet, pour tout u € E, on obtient, par 'hypothese (4.2.5), les estimations suivantes :

)] < [ Gt u(s))lds
< [ G sl wu(s) s
- +o0
< \II(HUH)/_ G(t,s)q(s)ds, Yt € R (car U est croissante)

< al(||ul]) < +oo.

De plus, pour tout s € R, G(+00,s) = G(—00,s) = 0, et alors, en prenant la limite
quand t — oo dans l'expression de T'u(t), on obtient : Tu(+o00) = Tu(—o00) = 0. Par
conséquent, 'opérateur T : ' — FE est bien défini.

Etape 2 : L'opérateur T est continu

Soit (u,), € E une suite convergente uniformément vers une certaine limite ug sur
tout sous intervalle compact de R. Pour a > 0, on montre la convergence uniforme de

(T'uy)y, vers Tug sur Uintervalle [—a, a]. Pour t € [—a,al, on a

Tupn(t) — Tue(t) = 3 OOG(t, s)f(s,un(s))ds — } OoG(t,s)f(s,uo(s))ds
= [ G s — s,

—b
= [ G (s)) ~ Fls (s

o)

+b
+/ G(t,s)[f(s,un(s)) — f(s,uo(s))]ds

b

' ;mG@@U@mﬂﬁ%aﬂ&%@M%
= /_ Gl(t, s)f(s,un(s))ds—/_ G(t,s)f(s,uo(s))ds
# [ Gt s N+ [ G ) - s o)

+o0
—/ G(t,s)f(s,up(s))ds,

+b
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4.2. Etude d’un probléeme aux limites posé sur R

donc

Tu,(t) — Tug(t) = / G(t, s)[f(s,un(s)) — f(s,uo(s))]ds

—b

+/ G(t,s)f(s,un(s))ds —/ G(t, s)f(s,up(s))ds.
R—[—b,+b] R—[—b,+b]
De plus

+b
[ Tun(t) — Tuo(t)] < / G(t, 8)|f(s,un(s)) = f(s,uo(s))lds

b
T / G(t, $)\f (5, uo(s))]ds + / G(t, 8)| (s, un(s))|ds
R—[—b,+b] R—[—b,+b]
< L+IL+1Is

Soit € > 0 et on choisit un certain b > a assez grand. Par la convergence uniforme de
la suite (uy,), sur [—b,b] et la continuité de f, il existe un entier N = N(g,b) tel que si

n>Nona:

+b
o= sup [ Gl (svua(5) — s, mo(s)lds < 5,

teR b

puisque | f (s, u,(s)) — f(s,uo(s))| = 0 et | f(s,un(s)) — f(s,uo(s))| € L'[-b, 1], on a aussi

teR

L = sup / G(t,9)| /(5 uols))|ds
R—[—b,b]

IN

p [ Gl )ale) ()

teR

)

IN
1 ™

(][] sup / ., Gltatoyis <

teR
(d’apres le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue et la condition (3) dans

4.2.5). Enfin :

teR

I, = sup / G(t, 9)\ (5, tn(s))|ds
R—[—b,b]

< s [ G U(funls))ds
t€R JR—[—b,b]
< \If(||un|])sup/ G(t,s)q(s)ds
te€R JR—[—b,]
< Z, (d’apres le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue).
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4.2. Etude d’un probléeme aux limites posé sur R

Ceci prouve la convergence uniforme de la suite (T'u,,), vers la limite Tuqy sur U'inter-
valle [—a, a).

Etape 3 : Pour tout M > 0, I'ensemble {Tu, ||u]] < M} est relativement compact
dans F.

D’apres le théoreme d’Ascoli-Arzéla, il suffit de montrer que toutes les fonctions de
cet ensemble sont équi-continues sur chaque sous intervalle [—a, a] et que cet ensemble est
borné i.e (il existe une fonction v € E tels que pour tout t € R, |Tu(t)| < v(¢)).

Soit t1,ty € [—a,a]; on a successivement les estimations :

+o0
[Tu(ty) = Tu(tz)| < / |Gt 8) = Gt 9)[[f (5, u(s))|ds

o0

gt[wkw%> G(tr, 5)la()W(|u(s))ds

o0

< @wn/°ﬂam> G(t1.5)|a(s)ds

—0o0
Par la continuité de la fonction de Green G, le second membre de cette inégalité tend vers
0, quand ty — t1, d’ou ’équicontinuité de I'ensemble {T'u, ||u|] < M}.
Soit maintenant, t € R :

Uwﬂlﬁt/wG@$U@w®m%

—00

st/wG@@ﬂQMW®Wk

+oo
< U(M) G(t,s)q(s)ds .= ~(t), Vt € R.
On a v € E. En effet, v est continue grace a la continuité de la fonction de Green, la
fonction g et W. De plus

lim ~(t) = 0, puisque G(£o0,s) = 0.
t—too

Etape 4 :1I existe R > 0 tels que T(B(0, R)) € B(0, R).
D’apres 'hypothese (4.2.5), on sait que My € R} tel que %1;40) <1.
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4.2. Etude d’un probléeme aux limites posé sur R

Si [|ul| £ My, alors

ITa < s [ Gt s)ats)v(uls) s
< aV(M,)
< My,

donc : Tu € B(0, My). 11 suffit de prendre R = M.
Par conséquent toutes les hypotheses du théoreme 1.2.2 sont satisfaites donc I'opérateur

T admet un point fixe v dans £. m

4.2.1 Application

On considere le probleme suivant :

(4.2.6)

Avec f(t,u(t) = g YL — g()h(u(?)), telle que |g(t)] < 7 = q(t) et [h(u(t))] <

241 w?(t)+1 t2+1

V0u)]+1 = Y(Ju(t)|). La fonction de Green associée au probleme (4.2.6) est définie

par :

e2t=s) gi t < g

G(t,s) =

Wl

e (t=9) gi ¢ > g

IA
Wl =

alors on a :

a = sup/JrOO G(t,s)q(s)ds

teR J -0

Ny
— 3/ . (t2+1)
T4
= = 0.
3

De plus IM, € RY, tels que T+ My +1 < My ie a¥(My) < ZW(My) < My et ainsi les

hypotheses (4.2.5) sont satisfaits. Donc le probleme (4.2.6) admet une solution qui s’écrit
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4.2. Etude d’un probléeme aux limites posé sur R

sous la forme :
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CHAPITRE

Etude d’un probleme

implicite sur [0, +o0|

Dans ce chapitre, on va essayer de montrer un résultat d’existence pour le probleme
aux limites implicite du second ordre suivant :
u’'(t) = f(t,u(t), ' (t),u"(t)), t € I =1[0,400]
uw(0) = lim «/(¢) =0,

t—+00

(5.0.1)

avec f est continue et vérifiée les hypotheses suivantes :

(
|f (@ u(t), v(t), w(t)] < ar(8)|u@)]™ + ax(t)|o(E)|** + as(@)|w(t)]* + ay(t),
V(t,u,v,w) € I x R3, avec 0 < ay, an, a3 < 1 et a; sont des fonctions

(H,){ continues et positives satisfaisant :

Ai = [ () ai(r)dr)ds < +oo; Bii= [ ai(s)ds < +o00

et C; 1= supa;(t) < +o0.
\ tel

|f(t2, Uy (tg), Ug(tg), wg(tg)) - f(tl, Ui (t1)7 U1 (tl), w1 (tl))| — 0 uniformément

quand t; — to, V uy, ug, vq, Vo, Wy, We AVEC U] —> Uy, V1 —> Vg, Wi — Wa.

(Hz)

(H,) | f(t1, ur(tr), vi(tr), wi(t1)) — f(400, us(ta), 0, wa(t2))| — 0 uniformément
quand t; — +o00, Yuq,us, vy, Wy, we avec : u; — us, v1 — 0, wy; — wo.
Lemme 5.0.1 [11] Soit h € L'(I), alors u € C*(I) est une solution du probléme
—u"(t) =h(t), tel
u(0) = tlim u'(t) =0,

—+00
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5. Etude d’un probléeme implicite sur [0, +00]

ult) = /0 ¥ / ey )ds.

Théoreme 5.0.2 Sous les hypothéses (Hy), (Ha), (Hs) le probléme (5.0.1) a une solution
u € C%([0, +00).

si et seulement si

Démonstration. Soit X = {u € C*([0,4+00[), lim u(t) existe, tlir+n u'(t) =0et lim u”(¢)
—T00

t—+4o00 t—+00

existe}, muni de la norme

lull = max{full . » [[v'l] o » l[e" |0}

Considérons 1'opérateur
T: X— X

ur—  Tu.

Tu(t) = /0 K :OO F(ryu(r), (), (r))dr)ds.
o T est bien défini
Tl = | [ K :OOf(T,u(T),u’(T),u”(T))dT)dsl
[ et wlanas
[ @@ + @ o +aurhrds
suplu(t)|* /0 = / " (r)dr)ds + suplu/ (1) /0 " / " () )ds

te

+sup|u” (t)[*? /0+00(/s+oo az(T)dr)ds + /0+00(/s+oo ay(7)dT)ds.

tel
A1 ||U||Ol1 + A2 ||’LL||0L2 + A3 ||u||Oé3 + A4 < +00.

IN

IN

IN

IN
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5. Etude d’un probléeme implicite sur [0, +00]

t +oo
(Tw)' ()] = %[/0( f(ru(r), ' (7), u"(7))dr)ds]|

—+00

= | t f(ru(r), o' (1), u"(7))dr|

+o0
< [ I, v
t
+o0o
= / [y (7)|w(T)|* + aa(7)[u'(7)[** + az(7)|[u" (7)|** + as(T)]dT
t o .
< suplu(t)|™ / ai(7)dr + Sup|u'(t)\°‘2/ as(7)dr
tel t tel t
+o0 +o0
+sup|u”(t)]*® / as(T)dr + / ay(T)dr
tel t t
< By lul|* + By |Jul|*® + Bs [Jul|** 4+ By < +oo0.
1 8 oo ! "
|(Tu)"(t)] = 5 f(ru(r),u'(7),u"(7))dr|
t
= [f(t,u(t),u'(t),u"(t))]
< ar()]u)|* + ag(t)]u (1)]*? + as(t)[u” (1) + ay(t)
< suplu(t)| an(t) + suplu (8)*as(t) + suple (8) "as(t) + as(t)
tel tel tel
< Cyul|* + Co||ul|* + Cs ||u)|*® + Cy < +o00.

Et d’apres 'hypothese (H;) on a

lim T'u(t) existe

t——+00

. / 1 —+00 / " —
Jim (Tu) (1) = T [7 f(ru(r), o (r), /' (r))d7 = 0
lim (T'w)"(t) existe.
t—+o00

Donc Tu € X. Soit u € B telle que B ={u € X : ||u|| < R},
t —+o0
Tue) = | [ ([ fru. o),
0 s
+oo “+o0o
Y GG R R CTT

A [Jull™ + Ag flul|™ + Az [lu]]™ + Aq

INIA

IN

A1 R™ + Ay R™ + A3R™ + Ay

IN

R(A1 + A2 + A3) + A4 < +00.
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5. Etude d’un probléeme implicite sur [0, +00]

Car R est assez grand et o; < 1.

t —+o0
o] = Il ([ .o

+oo

| flru(r), o (1), 4" (7))dr]|
t
By [[ul|** 4 B [Jul|** + Bs ||ul|** + By

IA

IN

BiR* 4+ ByR** + BsR™ 4 By

IN

R(By + By + B3) + By < +00.

o] = 15 [ S )
= (), (0,0 (1)

< O |Jul]™ + CofJul|*® + Cs [Jul|*® 4 Cy

N

CiR*™ + CoR™ + C3R™ + Cy

S R(Cl +CQ+03) +C4 < +00.

Donc T'(B) C B.

e T est équi-continu. Soit t; <ty < +00 :
to +oo
Tu(ty) - Tu(t)] = | / ([ e ulr), o (o), o (r))dr)ds
- / (7 p (), (o) () dr)ds)
< / " / 1 u(r)ad (7)o () |dr)ds

t1 S

</ " / @)+ as()d ()| ds

t1 s

+az(7)|u"(7)|**dT)ds + /tQ(/JrOO ay(7)dr)ds

11 S
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5. Etude d’un probléeme implicite sur [0, +00]

donc

IN

sup|u(t)|* /tQ(/Jroo ai(T)dr)ds

tel t1 S

sup|ul ()] / “ / " aa(r)dr)ds

tel t1 S

tsuplu()[ / y / " a(r)dr)ds + / * / ™ (7))

tel t1 s t1 s

guu [ winas s [ aanas

0, quand t, — t; car A; < +o0.

+oo

[(Tu)(t2) = (Tw)'(t)] = | f(ru(m), o' (7), u" (7)) dr

t1
“+oo

- f(r,u(r), w/(7), u"(7))dr|

to

IN

/ (), (1), o (7))

t1

/ T (@I + as() (7] + ag(r) ()|

t1

+ay(7)]dT t t
sup|u(t)|0‘1/t al(T)dT+Sup|u’(t)|a2/ as(7)dT

tel tel t1

IN

IN

to to
+sup|u”(t)|°‘3/ Cl3(T)dT+/ aq(7)dT

tel t1 t1

3 to to
ZHU ai/ ai(T)dT—f—/ ays(T)dT
i=1 t t

— 0, quand ty — t; car B; < +o0.

IN

[(Tw)"(t2) — (Tw)"(t1)| = | f (2, ulta), u'(t2), u"(t2)) — f(tr, ults), u'(t), u" (t2))]

— 0 d’apres (Hy).
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5. Etude d’un probléeme implicite sur [0, +00]

e T est compact : Soit (u,), une suite bornée dans C%([0, +oc]) i.e IM : |ju,| < M.

Puisque T' est borné, T'(u,,) est aussi bornée dans C?([0, +o00]), et on a :

(uy Ol = 151 ([ feu@.m. )

= | S un(7), 1 (7)1, (7) )|

t

< [ 1 ) ),
t+oo
< /t [a1 (7) [un (7)|** + a2(7) [, (T)|** + a5(7) |y (7)|* + aa(7)]dT
< ZM‘” /+0<> a;(T)dr + /+OO as(7)dr < +00.
" a e / "
(Tw)" ()] =[5l t F (T, un (1), (7), 1 (7)) d7 ]|

= |f (& un(t), uy (1), un ()]

< ar () |un (8| + az(t)|u, (8)|** + as(t)|uy, (8)]* + aa(t)

< Z Maisug) a;(t) + sug) ay(t) < +oo.

e équi-convergence :

0 < sup|(Tw)"(t) — lm (Tu)"(t)]

= supl (£, u(t). o/ (1), w(1)) ~ F(+20, (1), 0./ (1))

— 0 d’apres (Hs).

On montre que :

sup|(Tw)(t) — lim (Tw)(t)] =0

weX t——+o0

et
sup|(Tuw)' (t) — lim (Tw)(¢)| — O.

weX t——+o0

De plus T(u,) est bornée dans C?([0, +o0]), donc T'(u,,) est relativement compact
dans C'(]0, +o0]) et d’apres le théoreme du point fixe de Schauder T' admet un
point fixe dans C* ([0, +-00]).

o7



Annexes

Fonction de Green

On peut trouver les résultats de cette section dans [31].

Existence et unicité de la fonction de Green

Considérons les équations de Sturm Liouville linéaires sur un intervalle a, b[ de R
(H): (') +qu=0, (NH): (pu) +qu=f,

associées aux conditions aux bords :

(©B), aju(a) + agu/(a) =0
biu(b) + by’ (b) = 0,

(B ayu(a) + azu'(a) = 7,
! bru(b) + bor(b) = 4,

ol v, 8, ay, as, by, by sont des constantes réelles telles que |a;| + |as| # 0 et [by] + |ba| # 0.
Théoréme 1. On suppose que le probléme (H) — (CB);, admet une solution unique

triviale nulle, alors il existe une et une seule fonction G (dite de Green), telle que pour

toute fonction f, la solution w du probléme (NH) — (CB)y, s’écrit d’une fagon unique

sous la forme :

De plus, G vérifie les propriétés suivantes :

a. G est continue sur |a, b]?;
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b. G est symétrique ;

c. %(t, s) est continue pour t # s;

d. % (ut,u) — L (u,u) = ]ﬁ pour tout u € [a,b];

e. la fonction partielle t — G(t, s) est solution de "équation (H) pour tout t # s;
f. la fonction partielle t — G(t, s) vérifie les conditions (CB);, pour tout s € |a, b].

Et pour la résolution du probleme (NH) — (CB)p, on a les deux théoremes suivants :
Théoréme 2. Supposons que le probléme (H) — (CB);, admet une solution unique
triviale nulle, et soit G la fonction de Green associée.

On désigne par Uy et WUy les solutions respectives des problemes :

;

(H),
al\Ifl(a) + CLQ\II/1<G,) = 1,
RAACEIAAGE

et
(H),

a1Vsy(a) + aa¥Wh(a) = 0,
\ b1 Uy (b) + by W4 (D) = 1,

alors le probléme non homogéne (NH) — (CB),; admet une unique solution qui s’écrit
sous la forme : \
u(t) = / G(t,s)f(s)ds + vV + dUs.

Théoreme 3. On Suppose qZLe le probleme (H) — (CB)y, admet une solution non
triviale @, alors le probléme non homogéne (NH) — (CB), admet une solution si et
seulement si fab f(t)po(t)dt = 0.

Dans ce cas, il existe une fonction G continue (dite fonction de Green généralisée),

telle qu’une solution du probleme (H) — (C'B), s’écrit sous la forme :
w(t) = / "Gt ) (s)ds,
et toute autre solution s’écrit :
u(t) = ui(t) + keo(t), k € R.

De plus G vérifie les conditions a, b, ¢, d et
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g. la fonction partielle g : t — G(t, s) est solution de l'équation (pg')' +qg = —po(t)po(s)
pour tout t, t # s;

h. f; G(t,s)po(s)ds = 0.

Alternative de Fredholm

On considere le probleme du second ordre non homogene suivant :
(NH) = u” +p(t)'(t) + q(t)ult) = f(1),
(P): aru(a) + agu'(a) =7,
(OB)NH .
Bru(b) + fou’(b) = 6,
ou p; q, f S C([avb])a Qg ﬁz € Ra 1= 1727 |CL1| + |a2| 7é 0 et |b1| + |b2| 7& 0.
Théoréme 4. On a laltenative : le probléme homogéne associé a (P) soit n’admet
aucune solution non triviale (auquel cas (P) admet une unique solution), soit il admet

une solution non triviale (auquel cas (P) a une solution si et seulement si f vérifie n

conditions d’orthogonalité).

Le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue

Théoreme 5. [12] Soit (f,), une suite de fonctions appartenant a L*(Q) avec Q C R™.

On suppose que :
1. fu—= f p. psurQ,
2. il existe une fonction g € LY(Q) telle que : Vn, |f,(t)] < g(t) p. p t € Q.
Alors f € LNQ) et || fu — fllprq) — O

Théoreme du point fixe de Brouwer, 1912

Théoreme 6. Soit C' un compact, convere non vide de R™ et f : C — C une

application continue. Alors f admet au moins un point fixe dans C. En particulier, pour

C = B, la boule unité fermée de R™.
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Démonstration. Démontrons ce théoréme dans le cas on C' = B(0, R), R > 0.
e Si f(zg) = xg, pour xy € JC, alors le théoréeme est démontré.

e Sinon, f(x) # x, Vo € OC. Dans ce cas, on considere la déformation continue

fi(z) =2 —tf(x).

Pour t € [0,1[ et x € OC, on a :

@)l = [lz = tf ()]l
> llzll =t f )
> R =t f ()]l
> (1-t)R
> 0,

car : Vo € B(0,R), f(x) € B(0,R) = | f(x)|]| < R. Donc, fi(x) # 0, Vo € 9C, d’ott
Yo =0 & f:(0C).
Le degré Deg(Il; — tf, é, 0) est donc bien défini et vaut, par homotopie,

Deg<f17é>0) = Deg([d - f7é>0) = Deg(anéa O) = D€g<[dvé> 0) =1L

Alors f admet au moins un point fixe sur C. m

Remarque Ce théoréeme a une extention en dimension infinie, le théoreme du point

fixe de Schauder.

Théoreme du point fixe de Schauder

Proposition 1. Soit B la boule unité ouverte d’un espace vectoriel normé X. Alors

on a les équivalences suivantes :

dim X < 400 < toute application continue f : B — B admet au moins un point fixe,
& la boule unité fermée B est compacte,
< la frontiere 0B est compacte,

& de toute suite de B, on peut extraire une sous-suite convergente.

61



Annexes

Théoréme 7. (Schauder, 1930) Soit E un espace vectoriel normé sur R, C' une
partie non vide de E, convexe, fermée et bornée. Si K est une application compacte de
C dans C, alors K admet au moins un point fire dans C.

Démonstration. La preuve classique du théoreme du point fixe de Schauder est
probablement celle qui consiste a se ramener au théoreme du point fixe de Brouwer en
utilisant le fait qu’une application compacte en dimension infinie est approchable par des
applications continues de rangs finis. Elle se fait en deux étapes;

1¢7¢ étape : C' = B(0, R), R > 0 (une boule fermée centrée en 0 de rayon R).

e S’il existe xy € IC' : K(xy) = g, alors il n’y a rien a démonter.

e Sinon Vx € 0C, K(x) # x. Dans ce cas, on considere la déformation compacte
K, =1;—-tK,

out e [0,1]. S’il existe x € 0C : tK(x) = x, alors R = ||z|| = ||[tK(2)|| = t||K(x)|| < tR,
car K(r) € B(0,R), Vo € B(0,R). Donc : t > 1, et comme t € [0,1], alors t = 1 et
K(z) = x ce qui contredit le fait que K(x) # z sur 0C. Par conséquent, V¢ € [0, 1],
Vo € 0C, on a:

tK(z) # xz=z—tK(x)#0
= 1y =0¢ K, (00).

D’ou le degré Deg(Kj, C, 0) est bien défini et vaut, par homotopie,
Deg(Kl,Co’,O) = Deg(l; — K, C, 0) = Deg (Ko, C, 0) = Deg([d,Co',O) =1.

Alors, 3z € C tel que (I; — K)(x) = 0 = K(z) = 2. D’o Pexistence d’au moins un point
fixe K dans C.

2¢me étape : C est un convexe, fermé, borné, non vide. On considere 1’application
continue r : B — C telle que C soit contenu dans B. Soit le diagramme B - C 5 B et
r(z) =z, Vo € C. L’application K or est compacte car K est compacte et r est continue.

D’apres la premiere étape, K or admet un point fixe zo € B, i.e g = (K or)(xg). Or,

r(zo) € C et par hypothese, K(C) C C, alors K(r(zg)) € C et donc zp € C. m
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Théoréme 8. (Schaefer) Soit X un espace de Banach et f: X — X une application
compacte, alors ou bien pour chaque t € [0,1] l’équation x = tf(z) a une solution, ou
bien l’ensemble S ={zx € X :x =tf(z), 0 <t < 1} n'est pas borné.

Corollaire (Alternative non-linéaire) Soit Q0 un ouvert borné d’un espace de Ba-

nach X et f:Q — X une application compacte. Alors,
(i) f a un point fize dans ), ou bien
(ii) 3z €00, t €0,1], tels que x =t f(x).

Démonstration. Si la condition (ii) n’est pas vérifie, alors
Ve € 00, VYt € [0,1], (I —tf)(z) #0.
Ceci implique que le degré Deg(I —tf,2,0) est bien défini et vaut, par homotopie,
Deg(1,9,0) = 1.

Donc, si t = 1, on obtient, f a un point fixe dans ). =

Théoréme 9. (Tychonoff, 1935) Soit X un espace localement conveze, C' une partie
non vide de X, convexe, fermée et bornée. Si f est une application continue de X dans
X. Alors f admet un point fixe.

Démonstration. (voir ([22], Th.(1.10),P 147) =

Criteres de compacité sur des intervalles non-bornés
Soit @ > r; un parametre réel et on considere 1’espace

X =CL([0,+00[,R) = {u € C*([0, +c[,R) : lim ult) et lim - (t) existent },

t—4oco bt t—too el

muni de la norme :
[ully = max{{ul|, , [[ull,}

Ou

Ju(t)]

lull, = sup —5= et [lull,= sup
te[0,4+00] € te[0,+o0[

(1))
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Lemme 1. X = CL est un espace de Banach.

Démonstration. Soit {u,} C X une suite de Cauchy, alors

fon sy =222} et {un st = 52}

sont des suites de Cauchy dans 1'espace de Banach Cj; ainsi ils existent (vg, wp) € C) tels

que lim |lv, —wll, = 0 et lim |jw, —wol|, = 0. Soit ug(t) = vo(t)e’, t € RT. Sur
n—+o00 n—+00
chaque intervalle compact [0, 7], {u,} converge uniformément a ug et {ul,} converge vers
la fonction t — wy(t)e?. Alors ug est différentiable sur [0, 7] et uy(t) = wo(t)e’ pour
t € [0, T]. Il suit que ug est différentiable sur RT et uf(t) = wo(t)e’, V¢ > 0. Finalement,
lim |ju, — wll, =0= lim max{|v, — voll;, ||wn — wo||;} =0, d’ott le résultat. m
n—-+oo n—+00
De la proposition 1.3.2, nous déduisons

Proposition 2. Soit M C C! ([0, 00[,R). Alors M est relativement compact en

C! ([0, 00[,R) si les conditions suivantes ont lieu :
(a) M est uniformément borné en CL ([0, oo[, R).

(b) Les fonctions appartenant aux ensembles

A:{U:U(t):u(t) uEM}etB:{w:w(t)ZU/(t) u € M},

oot oot
sont équi-continues sur tout intervalle compact de R*.

(c) Les fonctions de A et de B sont équi-convergentes a +oc.

Démonstration. Puisque I'ensemble A satisfait les conditions de la proposition 1.3.2
il existe une suite {v,},>1 € A et une limite vy € C) tels que ngrfoo v, — woll, = 0.
Soit {un}ns1 € M et v,(t) = e %u,(t), n > 1, on considere 'ensemble B, = {w, :
wy(t) = %, t € R*}. Encore, de la proposition 1.3.2, il existe une sous-suite {w,,} C
{w,} et wy € C) tels que jEI—Poo Hwnj —U)OHI = 0. De plus, pour tout 7' > 0, {up,}

converge uniformément a uo sur [0, 7] et u;, converge uniformément a la fonction ¢ —

wo(t)e? sur [0,T]. Par conséquent uqy est différentiable sur [0, 7] et uj(t) = wo(t)e.

Puisque T est arbitraire, il suit que ug est différentiable sur R* et que uf(t) = wo(t)e?,
vVt > 0. Finalement,jggrnoo Hun] — uDHe = jli}inoomax{anj — voHl , Hwnj — onl} = 0. Par

conséquent, la suite {u,, } C M est convergente, d’ot le résultat. m
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Critere de compacité de Zima

Soit p : I — I une fonction continue sur I = ]0, +o00[. On désigne par X l'espace de

Banach défini par
X = {u € C(I) :sup|u(t)|p(t) < +oo} )

tel

muni de la norme de type Bieleck’s suivante :
[ull,, = sup |u(t)] p(t) < +oo.
€

Finalement, donnons la définition suivante :
Définition. Un ensemble de fonctions u € €2 C X est dit presque équi-continu, s’il I'est
aussi sur tout intervalle [0,7], 0 < T < +o0.
Lemme 2. [38], [39] Si la fonction u € © est completement équi-continue sur I = |0, +00|

et uniformément bornée au sens de la norme ||.||, telle que ¢ € C(I, I) vérifiant

lim ]Lt) =0.
t—+o00 q(t)

Alors, €2 est relativement compact dans X.

Critere de compacité dans les espaces L?

Nous notons par le méme symbole un élement de LP(R™) et un de ses représentants.
Pour f € LP(R™) et h € R™, on note 7,(f) la classe de la fonction u : R" — f(u — h). La
norme d'un élément f € LP(R™) est notée par || f]], .

Une norme sur R™ étant fixée, on note B, la boule fermée centrée a l’origine et de
rayon r.

Théoréeme 10. (Fréchet-Kolmogorov) [35, p.275] Soit 1 < p < +00, un sous ensemble A

de LP(R) est relativement compact si et seulement si

(i) A est bornée.

(ii) }llirré |72 (u) — ull, = 0 uniformément sur A. En d’autres termes, pour chaque réel
—>
e > 0, il existe un réel r > 0, tels que tout u € A et tout h € R satisfaisant |h| < r,

on a |mp(u) —ul|, <e.
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(iii) Rlirfw f{teR:lﬂZR} lu(t)|” dt = 0, uniformément sur A. En d’autres termes, pour chaque

e > 0, il existe un réel R’ > 0, tels que pour chaque u € A et chaque R > R, on a

/ lu(t)|” dt < e.
{teR:|t|> R}
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Conclusion

Ce mémoire a été consacré a 1’étude de quelques équations différentielles ordinaires du
second ordre de la forme u”(t) = f(t,u(t)), u"(t) = f(t,u(t),u'(t)), —u"(t) + m?u(t) =
fltut), u"(t) — cd(t) — Au(t) = f(t,u(t)) et u"(t) = f(t,u(t), v (t),u"(t)) avec des
conditions aux bords de type Dirichlet et Neumann sur les intervalles [a, b], [0, +00[ et R.

Nous avons présenté quelques résultats d’existence et d’unicité de solutions sous diffé-
rentes conditions sur la non-linéarité.

Pour la compacité d’opérateur, nous avons utilisé le théoreme d’Ascoli-Arzéla sur des
intervalles bornés ainsi que le critere de Corduneanu sur des intervalles non bornés.

Pour nous assurer que la solution peut étre prolongée a [0, +oco[, nous avons employé
une méthode d’approximation ou un processus de diagonalisation.

Nous espérons que ce mémoire aidera le lecteur interessé a approfondir ses connais-
sances et a avoir la bonne méthode pour traiter les problemes aux limites sur les domaines

non bornés.
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