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Notations

(Q, 3, 1) Espace mesuré de mesure p
M(Q) L’ensemble des fonctions pi—mesurables sur Q a valeurs dans R

modulo la relation d’équivalence « = p — p.p »

D.p Presque partout
XA Indicatrice de A, x 4(t) = bted
0 sinon

©) (e M@ [If @ du <)

Q
L*>(2) {feMQ):Fa>0,|f(t)| <a p—pp.te}
) Fonction d’Orlicz
o La fonction complémentaire de ¢
P La dériwvée a droite de ¢
SC (o) L’ensemble des points de stricte convezité de ¢
a(¢) sup {z > 0: ¢(z) = 0}
b(9) sup{z > 0: ¢(z) < oo}
49) Jimm 52
Py Modulaire d’Orlicz, py (f) = /¢(f () du

Q

0(f) sup {A > 0: py (Af) < o0}
La condition— /s Condition de croissance sur ¢
La condition— Ns (00) Condition de croissance sur ¢ dans le voisinage de oo
La condition— Ay (0) Condition de croissance sur ¢ dans le voisinage de 0
Ly (S2) Espace d’Orlicz



Notations

B (L)

S (Ly)

Ext (B (Ly))
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Supp(f)
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La sphére unité de L,
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Introduction générale

En analyse fonctionnelle, les espaces d’Orlicz L, sont des espaces fonctionnels qui
généralisent les espaces de Lebesgue L (1 < p < o0), les espaces LP N L™ (1 < p < 00)
et les espaces d’interpolation L'+ L*°, L' N L*. Ces espaces ont été définis par W.Orlicz
au début des années trente en considérant des fonctions convexes, ayant des propriétés
semblables a celles de la fonction puissance. Dans la théorie des espaces d’Orlicz, trois

normes sont apparues : dans les années trente Orlicz a introduit la norme,

1l = sup{/Q g0l du:ge Lo ), py () < 1}

dite d’Orlicz, puis Nakano (1950), Morse-Transue (1950) et Luzemburg (1955) ont con-
sidéré une autre norme, qui est parfois appelée la norme de Luxemburg-Nakano mais
généralement dans la littérature, elle est appelée la norme de Luxemburg. Cette norme
est la fonction de Minkowski de la boule convexe {x 1py () < 1} ou p, désigne une

modulaire convexe. C’est-a-dire,

Il =infr> 010, (4) <1

Approximativement a la méme époque, I. Amemiya a considéré la norme,

712 = inf 11+ p, (kf)

dite d’Amemiya. Les inégalités suivantes ||. ||, < |. H;‘ < 2.[|; et 'équivalence de la norme
de Luxemburg et la norme d’Orlicz |.|[, < [[.[[; < 2]|.||, ont suggéré que peut-étre la
norme Orlicz et la norme d’Amemiya sont égales. Effectivement, ’égalité || f ||$ = £l a

lieu pour tout f € Ly quand ¢ est une N-fonction c’est-a-dire une fonction paire, convexe,
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continue, s’annule seulement en zéro et est finie vérifiant lim @) — 0 et lim @ =

z—0 T—00
oo (voir [19]). Mais le probléme d’égalité de ces deux normes dans le cas général d’une
fonction d’Orlicz (qui est continue & gauche et peut prendre des valeurs infinies et ne vérifie

o)

pas nécessairement lim @) — 0 et lim = 00) est resté longtemps ouvert jusqu’a

a—0 z—00
I’an 2000, probléme résolu par H. Hudzik et L.Maligranda (voir [15]). Cette égalité est tres
importante, car il est plus facile de manipuler la formule d’Amemiya qui utilise seulement
la fonction d’Orlicz, que la norme d’Orlicz qui fait appel & la fonction d’Orlicz ¢ et sa
complémentaire ¢™.

La notion de points extrémes est une notion clé tres utilisée quand on étudie la
géométrie des espaces de Banach. Elle joue un role trés important dans certaines branches

des mathématiques par exemple en optimisation. Pour justifier cette importance, on peut

citer :

1. Le principe du maximum de Bauer : si K est un sous-ensemble convexe et com-
pact d’'un espace vectoriel normé E et f une fonction convexe et semi-continue
supérieurement de K dans R. Alors,

sup f (y) = f () avec x € Extr (K).

yeK

2. La propriété de Krein-Milman : un espace de Banach X a la propriété Krein-
Milman, si tout sous-ensemble convexe, fermé et borné non vide de X posséde
au moins un point extréme, et si un espace de Banach X n’a pas cette propriété

alors il n’est le dual d’aucun espace.

3. Caractérisation de la stricte convexité, la convexité uniforme locale, etc.

L’importance des points fortement extrémes résulte du fait que tout point de S (X)
qui est un point fortement extréme de B (X) est un point extréme de B (X**).

En 1993 H. Hudzik et M. Wisla [16] ont donné des conditions nécessaires pour qu’un
point de S (Lg) soit un point extréme de B (Lg) En 2003 Y. Cui, H. Hudzik et R.

Pluciennik [8] ont montré que les conditions présentées dans [16] sont également suffisantes
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et ils ont appliqués ces résultats a la caractérisation des points extrémes et fortement
extrémes de la boule unité des espaces : L, L' + L>® et L? N L™ (1 < p < 00).

L’objectif de ce travail est d’exposer les résultats de Y. Cui, H. Hudzik et R. Pluciennik
obtenus dans [8]

Ce travail contient quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, nous étudions la notion de points extrémes des espaces
normés avec quelques résultats importants.

Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons les espaces d’Orlicz ainsi que leurs pro-
priétés fondamentales, une attention particuliere est accordée & la norme d’Orlicz partic-
ulierement a la formulation d’Amemiya.

Dans le troisiéme chapitre, on donne des conditions nécessaires et suffisantes pour
qu’un point de S (L;) soit un point extréme et celles pour lesquelles il soit fortement
extréme, et on donne aussi des conditions suffisantes sous lesquelles Ext (B(LZ,)) =.

Enfin dans le quatriéme chapitre, nous appliquons les résultats du chapitre 3 pour
caractériser les points extrémes et fortement extrémes de la boule unité des espaces L,

L'+ L>®et IPNL*® (1 <p<oo).



CHAPITRE

Les points extrémes des

espaces de Banach

1.1 Introduction

Soit (X, ||.||) un espace de Banach. On note par B (X) et S (X) la boule unité fermée

et la sphére unité respectivement de X, a savoir :
B(X)={reX, |af <1} et §(X) ={z € X, ||z = 1}.

Les points extrémes et fortement extrémes sont des concepts élémentaires pour ’étude de
la géométrie des espaces de Banach. Un espace de Banach X est dit strictement convezxe
si tout point de S (X) est un point extréme de B (X), et si ’ensemble de points fortement
extrémes de B (X)) est égal a S (X)) alors X est dit midpoint locally uniformly rotund. Pour
motiver I’étude de points extrémes, il y a une variété d’applications que nous pouvons
citer, par exemple : le principe du maximum de Bauer, le théoréme de Krein-Milman et

le théoréme de représentation intégrale de Choquet.

1.2 Définitions et généralités
Définition 1.2.1 Un sous-ensemble C' d’un espace vectoriel E est dit convexe si,

Ve,ye C,VAe€[0,1]: de+(1—-N)yeC.
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Géométriquement, un ensemble C' est convexe si tout segment reliant deux de ses points

est inclu dans C'.

Définition 1.2.2 Soit A un sous-ensemble d’un espace vectoriel normé E.
L’enveloppe convexe de A notée conv (A) est le plus petit ensemble convexe contenant
A.

De maniére équivalente, [’enveloppe convexe de A est I’ensemble de toutes les combinaisons

convezes finies d’éléments de A,

k k
conv (A) = {Z)\ixi:kZL x; € A, N €10, 1], Z)\izl}'

i=1 =1
Définition 1.2.3 Soit C' un sous-ensemble convexe d’un espace de Banach X .

On dit que x € C' est un point extréme de C si,
1
‘v’y,zEC:xzﬁ(y%—z) = r=y=2z.
Cette définition peut étre donnée comme suit,
Yy, z€e C,VA €0, 1]:z= y+(1-Nz=z=y=-=2.

Géométriquement, un point x € C' est extréme s’il n'est le milieu d’aucun segment en-

tierement contenu dans C'.

Définition 1.2.4 Soit C' un sous-ensemble convexe d’un espace de Banach X.

On dit que x € C' est un point fortement extréme de C' si,
1
VY (Un)pen s (Zn)pen € X 12 = 5 (Yn + 2n) Vn €N,

alors,

lim ||y, — z.| = 0.

Notation 1.2.1 On note par Ext (C) et Fext (C) l’ensemble des points extrémes et forte-

ment extrémes respectivement de C.
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Exemple 1.2.1 .

Si R? est muni de la norme Euclidienne |||, alors,
Ext (B (R*)) =S (R?) .
Si R? est muni de la norme |.|| . alors,

Ext (B (R?)) ={(1,1), (-1,1), (1,-1), (-=1,—1)}.

F | F
1 1
]. i }/ ‘ 1 v
z X Z

Figure (1) : Les points extrémes de la boule unité deR* pour ||. ||, et|. || ..

Remarques 1.2.1 .

1) Tout point fortement extréme est un point extréme.

2) Si C est un compact alors, tout point extréme de C' est fortement extréme (voir [21]).
3) Un espace de Banach X a la propriété Krein-Milman (KMP), si tout sous-
ensemble convexe, fermé et borné non vide de X posséde au moins un point extréme
(voir la section, Théoréeme de Krein-Milman).

4) Un espace de Banach X a la propriété Radon-Nikodym (RN P), si pour n’importe

quelle norme équivalente sur X, B (X)) posséde au moins un point fortement extréme (voir

[17).
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1.3 Caractérisation des points extrémes

Proposition 1.3.1 [20]
Soient C' un sous-ensemble convexe d’un espace vectoriel E et x un élément de C. x est

un point extréme de C' si et seulement si C\ {x} est conveze.

Démonstration.
La nécessité :
On raisonne par I'absurde. Supposons que = € Ezt (C) et que 'ensemble C\ {x} ne soit
pas convexe.

Donc il existe y, z € C\ {z} (avec y # z) tels que,

1 1
5 (y+2) ¢ C\{z} cest-a-dire 5 (y+ 2) = .

Comme z est un point extréme de C', alors + = y = z. Contradiction avec le fait que

y # 2.

La suffisance :

Supposons que C'\ {x} soit convexe et considérons y, z € C tels que, 5 (y + z) = z.
Comme le point z n’appartient pas a C'\ {x} alors, y ou z n’appartient pas a C'\ {x}.
Donc,

r=y ou T =2z

Sans perte de généralité, supposons que x = y. Comme % (y+2)=uz,alorsz =y = z.

D’ou, x est un point extréme de C. =

Proposition 1.3.2 [20]
Aucun point de l'intérieur d’un sous-ensemble convexre d’un espace vectoriel normé E n’est

extréme.

Démonstration.
Soient C' un sous-ensemble convexe d’un espace vectoriel normé E et z € C' (ou C' désigne

I'intérieur de C'). Montrons que,

1
EIy,zEC:xzﬁ(y+z) avec T # y # z.
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Comme z € C alors, il existe r > 0 tel que la boule fermée de centre = et de rayon r,

notée B(x, r), est incluse dans C'. Prenons,

r r
y=(1—-s=)rvetz=(14+—)z.
] ]
Alors, les points y et z appartiennent a B(z, r) et,
r r
y+z = 1——)z +(1+—)z
] ]|
rr rx
= r— o+
= [l

D’ot, x n’est pas un point extréme de C. =
D’apres la proposition précédente, on donne la définition d’un point extréme et forte-

ment extréme de la boule unité d’un espace de Banach X comme suit :
Définition 1.3.1 On dit que x € S (X) est un point extréme de B (X) s,
1
Vy,zES(X):xzé(y—i-z) = r=y=2=z.
Définition 1.3.2 On dit que x € S (X) est un point fortement extréme de B (X) si,

1
v(yn)neN’ (Zn)neN C X : lim Hyn” =1, lim Han =1 et z= b (yn + Zn) Vn €N,

alors,

lim ||y, — 2z,| = 0.
n—aoo

1.4 Théoréme de Krein-Milman

Dans ce paragraphe, nous commencons par étudier un résultat de M.G. Krein et D.
Milman. En 1940, ils ont caractérisé les ensembles convexes et compacts en fonction
de leurs points extrémes. Ce résultat est une conséquence du principe du maximum de

Bauer.

10
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Théoréme 1.4.1 (Principe du mazrimum de Bauer) [20)]
Sotent K un sous-ensemble convexe et compact d’un espace vectoriel normé E et f une
fonction convexe et semi-continue supérieurement de K dans R. Alors, f atteint son
supremum (sa borne supérieure) en, au moins,un point extréme de K, c’est-a-dire Ix €
Extr (K) tel que,

sup f () = f (x). (L4.1)

yeK
Théoréme 1.4.2 (Krein-Milman) [20)]
Tout sous-ensemble convezre et compact K d’un espace vectoriel normé E est la fermeture

de ’enveloppe convexe de ’ensemble de ses points extrémes :
conv (Eztr (K)) =K. (1.4.2)

En particulier, tout ensemble convexe compact non vide posséde au moins un point ex-

tréme.

Démonstration.
Soit K un sous-ensemble compact et convexe inclus dans FE.
Puisque, conv (Extr (K)) C K et K est fermé et convexe alors, conv (Extr (K)) C K.
Pour montrer que K C ¢onv (Extr (K)) on raisonne comme suit :
Soit x¢ ¢ conv (Extr (K)) on va montrer que zo ¢ K. D’apres le théoréme de Hahn-
Banach (deuxiéme forme géométrique), il existe un hyperplan fermé d’équation [f = q]
(ou f est une forme linéaire continue sur F, non identiquement nulle et « € R) qui sépare

au sens strict conv (Extr (K)) et K\conv (Extr (K)). C’est-a-dire :
Yy € conv (Extr (K)) : f(y) < a < f(x).

On pose,
Gz{zEK:f(z):supf(:c)}.

zeK

Donc, G contient au moins un point p € Extr (K) (d’apres le principe du maximum de Bauer).

Ainsi, p € conv (Extr (K)), ce qui implique que f (p) < a, mais :

f(p) = sup f(x),

zeK

11
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alors,

Vre K, f(z) < f(p) <a.

Comme a < f (xg), d'ou :

ZEO¢K

Théoréme 1.4.3 [1]]
Soient X et Y deux espaces de Banach et T : X — Y wune isométrie linéaire. Alors,
T conserve les points extrémes de la boule unité, a savoir T () est un point extréme de

B (Y) si et seulement si x est un point extréme de B (X).

Une question se pose alors naturellement : Est ce que les points extrémes existent
toujours 7. Si K est un ensemble ouvert, clairement il n’a aucun point extréme, et nous
avons vu que si K est un ensemble convexe et compact d’un espace normé, alors par le
Théoréme de Krein-Milman il possede toujours des points extrémes. Dans le cas général
d’un espace de Banach, un ensemble convexe fermé et borné peut n’avoir pas de points

extrémes comme on peut le voir sur ’exemple suivant : si
KE={feL'((0,1]):Ifl. <1} =B (L),

alors, Extr (K) = (. En effet,
Soit f € L* ([0, 1]) avec ||f]|;: = 1. On choisit = dans [0, 1] tel que,

T 1
/0 F (@)lde= .

On pose,
2f(t) sit<z
R T CRE T
0 sinon,
et,
2f(t) sit>x
g(t) = ,
0 sinon.
Alors,

1
hlle = lglle =1 et f =5 (h+g) avec f#g#h.

D’ot, la boule unité fermée de L' ([0, 1]) n’a aucun point extréme.

12
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Théoréme 1.4.4 [1]]
Soit X un espace de Banach. Si B(X) n’a aucun point extréme alors X n’est le dual

d’aucun espace.

1.5 Lien entre les points extrémes et la stricte con-
vexité

Définition 1.5.1 Soit E un espace vectoriel normé. E est dit strictement convexe si,

Ve, y e S(FE) tels quex £y on a:

'”TWH <1, (1.5.1)

Proposition 1.5.1 [J]
Soit E un espace vectoriel normé. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1) E est strictement conveze.
2) Tout point de S (E) est un point extréme de B (E) : Extr (B (E)) =S (E).
3) Six, y € E satisfont, 2|z||* + 2|lyl|> — ||z + y||* = 0 alors,

r=1y.
4) Siz, y € B\ {0} satisfont, |z + y|l = =l| + |y]| alors,
x = Ay pour un certain A > 0.

Démonstration.

(1) = (2) : Supposons que E est strictement convexe alors,

Y+ z

Vy,z € S(E) si =1 alors y = z.

On pose x = y—;z alors,
reS(E)etr=y=z.
D’ou, tout point de S (E) est un point extréme de B (E).

(2) = (1) : Supposons que tout point de S (E) est un point extréme de B (E) alors,

Ytz

Ve, y, z€ S(F):x 5

— r=y =2z

13
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Six #y # z alors,

c’est-a-dire

x%y+z

Y+ z
— < 1.
-]

D’ou, E est strictement convexe.

(1) = (4) : Supposons que E est strictement convexe et,
Iz +yll = [l + Nyl

pour certains z, y € E\{0}.

On peut supposer sans perte de généralité que,
0 < [zl < flyll -

Ensuite, en utilisant 'inégalité triangulaire,

e+l < el [ =
el Myl ] 1yl
et,
o Y o ) Y Y
SN | + YL Y (1.5.2)
’ [ | ‘ ‘ [l Ayl =l ||y||H
o ) Y Y
TR -
‘ ] ||y||H ]l ||?/||H
De plus, d’apres (1.5.2) on a :
x Y x Y Y Y
vl el T gl
‘ )l Myl =l [] =l Iyl

W) e+ yll = Iyl (m - m) (car =[] < lyll)

(
= (g Gt 10 = (o7 - 127 )

= 1+—F—-—"—+1
=[]
= 2.
Par conséquent,
‘ r LH o
[zl llyll

14
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Et comme F est strictement convexe alors :

‘L+LH:2:>L:L,
-yl [zl lyll
par suite,
T = Ay avec )\:M.
Iyl

(4) = (3) : Supposons que (4) est satisfaite et,
2 2 2
211" + 2 ly[I” = [l + yl” = 0.

Six = 0, il est clair que y = 0 et vice versa. Nous pouvons donc maintenant supposer

que x, y € E\ {0}. Alors,

2 2 2
0 = 2|z +2ylI” = llz + vl
> 2|al® + 21lyl* — ()l + [lyl)®
2 2 2 2
= 2|zl + 2yl = [l=l” = 2ll=[ Iyl = 1yl

2
= (=l = lvl)” = 0.
Par conséquent, ||z|| = ||y|| et comme,
[z +yll = [l + Nyl

alors,
T =y.

(3) = (1) : Supposons que (3) est satisfaite et x, y € S (F), alors :

2
$+y . 1 2_1 2 1 2
2| = et = G0 5
1
= 5 (=" + llyl)
= 1,
d’ou,
Vo, y € S(E) si x+y":1alorsx:y.
m
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1.5. Lien entre les points extrémes et la stricte convexité

Exemple 1.5.1 L’espace (R?, ||.||2) est un espace strictement conveze, mais (R?, ||.||s0)

n’est pas strictement conveze.

Définition 1.5.2 Si l’ensemble de points fortement extrémes de B (X) est égal a S (X)

alors, X est dit midpoint locally uniformly rotund.
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CHAPITRE

Les espaces d’Orlicz

2.1 Introduction

Soit (£2, X, u) un espace mesuré de mesure p. On note par M () 'ensemble des
fonctions p—mesurables sur 2 & valeurs dans R modulo la relation d’équivalence « =

i — p.p ». Les espaces LP(2) (1 < p < oo) sont définis par,
@) = {f € M®: [ 1£(OF du < o).
0

Ils sont munis de la norme,

P

1l = / @O dp
Q

Les espaces (LP(2), ||.||;») sont des espaces de Banach. Dans leurs définition méme, elle
apparait la fonction convexe ¢ () = |z|’. En considérant des fonctions convexes ayant
des propriétés semblables a cette fonction, W. Orlicz a défini en 1930 une classe d’espaces
fonctionnels qui généralise les espaces LP et qui porte son nom « Espace d’Orlicz ».
L’objectif de ce chapitre est de présenter les éléments de base de la théorie des espaces

d’Orlicz utiles pour les chapitres 3 et 4.

17



2.2. Les fonctions convexes

2.2 Les fonctions convexes

Définition 2.2.1 Une fonction réelle d’une variable réelle est dite convexe si son graphe
est « tourné wvers le haut ». Autrement dit, pour tous points a et b de son graphe, le
segment [a, b] est entiérement situé au-dessus du graphe. Donc, une fonction ¢ définie

sur un intervalle I de R est dite convexe si :
Ve, ye I, VA€ [0, 1] : o(Ax + (1 — N)y) < Ap(z) + (1 — N)o(y). (2.2.1)

Lorsque Uinégalité (2.2.1) est stricte (avec x # y et X € |0, 1] ), la fonction ¢ est dite
strictement convexe. Les fonctions dérivables strictement convexes sont celles qui ont

une dérivée strictement croissante.

&

¢(y)
¢(x) | -

T
[T

G+ (1- 1))

v

X Ax+(1-1)y ¥

-4
|

&
v __}_--

I

Figure (2) : lllustration de la définttion d’une fonction convexe.

Définition 2.2.2 Soit ¢ une fonction conveze, un intervalle [a, b] de R est dit intervalle
de structure affine de ¢ si ¢ est affine sur |a, b] et elle ne l'est pas sur tout intervalle
la —¢, b] ou [a, b+ ¢] pour tout € > 0. On note par, {[a;, b;]}, la famille de tous les

intervalles de structure affine de ¢.
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2.3. Les fonctions d’Orlicz

Définition 2.2.3 Soit ¢ une fonction convexe, on dit que z est un point de stricte

convezxité de ¢ si,
Ve, y€e R avecx #y et A€]0,1[:z= X x+ (1 — Ay,

alors,

PAr+(1=Ny) <Ap(z)+(1=A)o(y).

Notation 2.2.1 L’ensemble des points de stricte convexité de ¢ est noté par :

SC (¢) = R\{ [az,bi]}. (2.2.2)

Remarque 2.2.1 Si ¢ est strictement convexe sur R alors U [a;, b;] = 0.

2.3 Les fonctions d’Orlicz

2.3.1 Définitions et exemples

Définition 2.3.1 Soit ¢ : R — [0, o] telle que,
a) ¢ est paire, conveze et continue o gauche sur [0, oof
b) ¢ (0) =0 et ¢ n'est pas identiquement nulle.

Une telle fonction ¢ est appelée une fonction d’Orlicz.

Remarques 2.3.1 .

1) Les espaces d’Orlicz et leurs propriétés ont été initialement étudiées dans le cas d’une
N-fonction (voir [5], [25], [22] et [19]) c’est-a-dire, ¢ : R — [0, oo] telle que :

a) ¢ est paire, convexe, continue et ¢ (0) =0

b

) ¢
c)hm L0 et hm@—oo

r—00

(x )>0p0urtoutx>0

2) Toute N-fonction est une fonction d’Orlicz.

Dans toute la suite de ce travail, on s’intéresse au cas des fonctions d’Orlicz. C’est-a-

dire, les cas des fonctions qui peuvent prendre des valeurs infinies.
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2.3. Les fonctions d’Orlicz

Définition 2.3.2 Pour toute fonction d’Orlicz ¢ on pose,

a(¢) = sup{zr =0:¢(r) =0}
b(p) = sup{z>0:¢(x) < oo}

o) = Jim 2

Exemple 2.3.1 Les fonctions suivantes,

0 si x€[—-1,1] ,
Poo (7) = , et gy(w) = [z[" (1 <p < +00),
|| —1 sinon.

sont des fonctions d’Orlicz. De plus, ¢, est une N-fonction et,

a(gboo,l) = 17 b(¢oo,l) = +oo et d (gboo,l) =1
a(g,) = 0,b(¢,) =+o0 et d(p,) = +oo.

Remarques 2.3.2 .

1) De la définition de la fonction d’Orlicz nous avons,

a(¢) < b(9), a(¢) < oo et b(¢) > 0.

2) La continuité o gauche de ¢ sur [0, 4+ oo[ est équivalente a,
lim x)=0o¢(b .
im0() = 0(0(0)

3) Si ¢ est une N-fonction alors, a(¢) = 0, b(¢) = +oc0.
4) Toute fonction d’Orlicz ¢ est croissante sur [0, + oof.

En effet, si on prend 0 < 21 < x5 alors,

¢(1’1) = ¢ (x2x2x1 x 0+ i—lflsz)
< Z5(0) + o (a)
T2
< @ ()
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2.3. Les fonctions d’Orlicz

5) Sib(¢) = +oo (resp. ¢ (b(¢)) < +00) alors, ¢ est strictement croissante sur[a(d), b(@)]
(resp. sur [a(¢), b(¢)])-
En effet, si on prend a(¢) < x1 < x5 alors,

Ty = A2+ (1 —Na(p), 0 <A< 1.

Donc,

¢(x1) < Ap(w2) + (1 = A)¢(a(9)) < ¢(x2).

2.3.2 Fonction complémentaire d’une fonction d’Orlicz

Définition 2.3.3 Soit ¢ une fonction d’Orlicz. La fonction ¢* : R — [0, oo], définie
par :

¢0"(y) =sup{zly| - #(z)} Wy R, (2.3.1)
s’appelle la fonction complémentaire ou la fonction congjuguée de ¢ au sens de

Young.

Exemple 2.3.2 La fonction complémentaire de,

b () — 0 si x€[-1,1]

|| —1 sinon,

est,

: 1,1
G () =) =4 W vElL

+00  stnon.

Remarque 2.3.3 Si ¢ est une fonction d’Orlicz (resp. N-fonction) alors ¢* est aussi une

fonction d’Orlicz (resp. N-fonction).
Définition 2.3.4 Le couple (¢, ¢*) satisfait o l'inégalité suivante dite de Young,
xy < ¢(z) + ¢*(y) Vr, y>0. (2.3.2)

Remarque 2.3.4 Siy = p(x) (o p est la dérivée a droite de ¢) alors, I’égalité dans
(2.3.2) a lieu (voir [18]) :
zp (x) = ¢(x) + ¢" (p (x)). (2.3.3)
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2.3. Les fonctions d’Orlicz

2.3.3 La condition—A,

La condition—/\, est une condition de croissance sur les fonctions d’Orlicz. Elle joue

un role tres important dans I'étude de la géométrie des espaces d’Orlicz.

Définition 2.3.5 Une fonction d’Orlicz ¢ satisfait :
1) La condition—/y globalement (¢ € Ns), s’il existe k > 2 tel que,

¢ (2x) < k¢ (x) Vo > 0.

2) La condition— Ay a linfini (¢ € Ny (00)), sl existe k > 2 et x9 > 0 avec 0 < ¢ (xg) <
+o00 tel que,
¢ (2z) < k¢ (x) Vo > xy.

3) La condition—/\y a zéro (¢ € Ny (0)), s’il existe k > 2 et xg > 0 avec 0 < ¢ (xy) < 00
tel que,

¢ (2x) < ko (z) Yo < xo.

Evidemment, ¢ € Ny si et seulement si :
¢€A2(OO) 6t¢EA2(O).

Exemple 2.3.3 La fonction suivante,

Do () — 0 si v el—1,1]

|| —1 sinon,

satisfait la condition—/Ay a l'infini (gboql SIAY (oo)) , car il existe k = 3 et xg = 2 tel que,
¢oo,1(2x) S 3¢oo,1('r); VfL' 2 2.

Remarque 2.3.5 Si ¢ ¢ Ay (00), alors il existe une suite (1,,),.y de nombres réels

positifs croissante vers l'infini tel que :

¢ (2x,) > 2"¢ (x,) Yn € N.
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2.4. Espace d’Orlicz L, ()

2.4 Espace d’Orlicz L, (1)

Soit (£2, 3, p) un espace mesuré de mesure 4 (o—finie, non atomique et compléte). On
note par M (§2) Pensemble des fonctions p—mesurables sur € a valeurs dans R modulo la
relation d’équivalence « =y — p.p ».

Dans toute al suite, (¢, ¢*) désignera un couple complémentaire de fonctions d’Orlicz.

Définition 2.4.1 Soit ¢ une fonction d’Orlicz. La fonctionnelle,
Py s M(2) — [0, oo

]
foe () = / 6 (f (1)) dp, (24.1)

est une modulaire conveze sur M(Q) dite modulaire d’Orlicz c’est-a-dire py vérifie,
1) py(f) =0 <= f €0, a(¢)]

2) ps (=f) = ps (f)

3) py(af +B9) < apy (f) + Ppy(9) ot v, B0, 1] et o+ 5= 1.

Définition 2.4.2 On définit I’espace d’Orlicz L, (2) par :
Ly () = {f € M(Q) : py (\f) < 00 pour un certain A >0} . (2.4.2)
Définition 2.4.3 On définit lespace d’Orlicz E4(§2) comme suit :
Ey(Q) = {f € M(Q) : py (\f) < 0o pour chaque A >0} .

On a,
Ey(Q2) C Ly(€2).

Si () < o0, on a: Ey(Q) = Ly(Q) si et seulement si ¢ € Ng (00).

2.5 Normes sur Ly(2)

Dans les espaces d’Orlicz L,(€2), ondéfinie trois normes, qui sont appelées la norme
d’Orlicz, norme de Luxembourg et norme d’Amemiya. Ces normes sont définies comme

suit :
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2.6. Quelques résultats concernant la norme d’Orlicz

Définition 2.5.1 Soit f € Ly () alors,

1)
1 =sw{ [1fOa@ldnzge Lo @ et <1} @)
est une norme sur l'espace Ly () dite norme d’Orlicz.
2)
| flle = inf{A>0:p, <§) <1}, (2.5.2)
est une norme sur l'espace Ly (Q) dite norme de Luxemburyg.
3)
|71l = inf - [ + 0y (K], (2.5.3)

est une norme sur Ly(S2) dite norme d’Amemiya.

Proposition 2.5.1 [J]

L’espace d’Orlicz Ly (€2) muni de l'une de ces normes est un espace de Banach.

Théoréme 2.5.1 [1§

La norme de Luxemburg et la norme d’Orlicz sont équivalentes plus précisément, on a :

1flle < LA < 201 f1lo-

Notation 2.5.1 Dans toute la suite on notera par :

15 = (Lo, I113) et Lo = (Lo LI, -

2.6 Quelques résultats concernant la norme d’Orlicz

2.6.1 Egalité de la norme d’Orlicz et la norme d’Amemiya

Il est bien connu que dans le cas des N-fonctions la norme Orlicz et la norme Amemiya
sont égales (voir [10] et [12]). Récemment, Hudzik et Maligranda [4] ont montré que

I’égalité est également vraie lorsque ¢ est une fonction d’Orlicz.

Théoréme 2.6.1 [15]

Soit ¢ une fonction d’Orlicz. Alors,

1£1 = 11£15 . Vf € Ly (9). (2.6.1)
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2.6. Quelques résultats concernant la norme d’Orlicz

2.6.2 L’ensemble K(f)

Définition 2.6.1 L’ensemble des k > 0 pour lesquels l'inf dans (2.5.3) est atteint, est
noté par K(f), c’est a dire :

ke K(f) & I3 =3 1+ p ()] (2:6.2)

Une question importante se pose « est-ce que linf dans (2.5.3) est toujours atteint
c’est-a-dire : est-ce que K(f) est toujours mon vide 7 ». Si ¢ est une N-fonction la
réponse est toujours positive (voir [5]), mais dans le cas général c’est-a-dire ¢ est une
fonction d’Orlicz, la réponse est négative.

Dans toute la suite ¢ désignera une fonction d’Orlicz.
Définition 2.6.2 Vf € L3 () \ {0} on définit,
K =k (f) =inf {k > 0:py (p(k]|f])) > 1} (2.6.3)
K = 7 (F) = sup { > 0 pye (p(k|F]) <1} (2.6.4)
Evidemment, on a k* (f) < k™ (f) Vf € L (Q)\ {0}, ot p est la dérivée a droite de ¢.

Théoréme 2.6.2 [12]
Vf e Ly (2)\ {0} nous avons,

(

0 st k* = o0
K(f) = [k, E*] st B < o0 (2.65)
[k*, 00  si k* < oo et k=00
\ {k} si k* =k < o0.

2.6.3 Lien entre la norme d’Orlicz et I’ensemble K(f)

Dans cette section, on va donner quelques caractérisations de la norme d’Orlicz plus

exactement la norme d’Amemiya en fonction de 1’ensemble K (f).

Proposition 2.6.1 [10]
Soit f € L3 (2)\{0}. Si K (f) =10 alors,

0 _
1715 =, tim [+ 0y (6],
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2.6. Quelques résultats concernant la norme d’Orlicz

0(f) =sup{k>0:p,(kf) <oo}. (2.6.6)

Démonstration.

En utilisant le Théoréme 2.6.1 (Egalité 1£115 = ||f||£> Alors, si K (f) =0 on a:

o 1
17115 = tim 2 [L+ o ()] < oo,

Comme la fonction,
1
g (k) =+ [L+ps (k)]
est continue sur l'intervalle |0, (f)[ et kli%1+ g (k) = 400 alors,
lim g (k)= tim o [1+ p, (6)] = 71
k—0(f)~ k—0(f)- k ¢ ¢

D’ou le résultat. =

Corollaire 2.6.1 [10)]
Si f € Lg(Q) et O(f) < oo, alors K(f) # 0.

Démonstration.
On raisonne par 1’absurde. Supposons que 0(f) < oo et K(f) = 0. Alors, par la Proposi-

tion 2.6.1 et le lemme de Fatou nous avons,

ﬁ 140, (ONN] <l 3 149, (6] = 1515 <

1
c’est-a-dire K(f) # 0. Contradiction avec le fait que K(f) =0. =

Proposition 2.6.2 [13]
Soit f € L3 (Q)\{0}. Si d(¢) = +o0 alors, K(f) # 0 oud(¢) = lim 22,

Tr——400

Remarque 2.6.1 D’aprés la Proposition 2.6.2 si ¢ est une N-fonction alors K(f) # 0
pour tout f € L}\ {0}.
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2.6. Quelques résultats concernant la norme d’Orlicz

Lemme 2.6.1 [2/]
Soit f € Ly (Q). Si K(f) =10 alors,

1715 = [ d(o)1f )] do.
!

Démonstration.

Si K(f) = 0 alors, il existe une suite croissante (k,),,~, telle que,

1
lim . [1+ pg (knf)] = £l avec lim k, = oo.

—
n [e.0] n

Par le théoreme de la convergence monotone, nous avons :

£l = meki 1+/¢(k'nf(t))du
L Q
= dm e [ o ®)du
| penlf0)
- o (kof (1))
= gm [ SR 0l

{teQ:£(H)#0}

_ ¢ (ka|f (D))
{t€Q:f(1)#0}

- / 4(6)1f (1) du.

Q

Lemme 2.6.2 [2/]

Si K(f) se compose d’un seul élément alors,

1915 < [ d(@)1f @)

Démonstration.

Prenons k; > ko > 0 alors, nous avons

ps (k1fxe,) > /k1 f @) xg,| vk |f (t) xB,]) di — poe (p (k2| fXE,]))

Q
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2.6. Quelques résultats concernant la norme d’Orlicz

et,

s (k2fXxp,) = /k'zf\(t) Xe,| P (k2 |f () xg,|) diw— pge (p (k2 |fx5,])) s

Q

d’aprés l'inégalité de Young et 1’égalité dans l'inégalité de Young respectivement (voir

I'inégalité (2.3.2) et 1'égalité (2.3.3), ou :
En={teQ:k|f ()] <netp(k|f(B)]) <n}.
Il suit que,

L (14 py (kifxe,)] — L [1+ py (k2fXz,)]

kl ]fg
ki — ke [k
B 1/<?1k52 2 |y —2k32 (/)¢ (kleE") ~Pe <k2fXEn)> — Py <k2fXEn) -1
i~k |k
> o |5 oE /(kl_k2)‘f(t)XEn‘p(kQ|f(t)XEn|)d:u_p¢ (k2fxp,) — 1
12 1 2 0
ke — k
= == e (0 (k2| fx, ) — 1]
12

Si n — oo, alors on obtient :

k1 — ko

ou,
E={teQ:p(k|f(t)]) <oo}.
Si,
p (k2 |f (t)]) = oo alors ¢ (ky | f (£)]) = & (k2| f ()]) = oo.
Donc, nous avons :

ki — ko
1k

kll [1+py (k1 f)] - 1 [1+ py (k2 f)] = [pg (p (B2 | f1)) — 1] -

k2

Par ailleurs, d’aprés la définition de k* (voir 2.6.3) on a : V& > k*, p,- (p (k|f])) > 1.

Cela signifié que la fonction,

g (k) = [+ p, ()]
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2.6. Quelques résultats concernant la norme d’Orlicz

est croissante Yk > k*. Prenons une suite {k,} -, telle que,
0< ki <ky<..k,<..

Par le théoréeme de la convergence monotone, nous avons :

[a@lrwlan - /nm 2ENON )]

ok, \f()\
Q
B 6 (kalf (D))
= Jtim [ S @)

_ nhinmk_[H/W ]
> ,%U[H / ¢(k'of(t))du]

= Hf”;a
ou K (f) = {ko}. D’ou le résultat. m

Théoréme 2.6.3 [0]
Soit ¢ une fonction d’Orlicz. S’il existe f € Ly\ {0} tel que K(f) =0 alors la fonction,

R(z) = d(¢) |z] — é(x), (2.6.7)
est bornée sur R.

Démonstration.

On raisonne par I'absurde. Supposons que K(f) = () et R(x) n’est pas bornée. On pose,

o) = G+ [olhs ®)au =

1t / (@(6) |kf (1)] — R(E (1)) du}
Q

_ /d(gb)|f(t)|du+% [1/R(kf(t))d,u] k>0,

Q
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2.7. Exemples d’espaces d’Orlicz L ()

D’apres le Lemme 2.6.1 si K(f) = () alors,

11 = [ 4615 @)l

Q

Mais, comme on a supposé que R(zx) n’est pas bornée alors,

1
z 1-— /R(k;f (t))dp| < 0, pour k assez grand.

Q
Donc (2.6.8) implique,
115 <g(k) < /d(¢)|f(t)|dp.

Q
Contradiction avec le fait que,

1915 = [ (o)1 0 d

Q

(2.6.8)

Remarque 2.6.2 La réciproque du Théoréme 2.6.3 est vraie (c’est-a-dire, si R(x) =

d(¢)|x| — ¢(x) est bornée sur R alors, il existe f € Ly\ {0} tel que K(f) =0) pour plus

de détails voir [6]. De plus, si ¢ est une N-fonction alors, R (x) n’est pas bornée.

2.7 Exemples d’espaces d’Orlicz L (2)

Dans cette section, on s’intéresse & des exemples d’espaces d’Orlicz munis de la norme

d’Orlicz. Des résultats du méme type sont obtenus dans le cas de la norme de Luxemburg

voir [18].

Exemple 2.7.1 Les espaces LP (1 < p < 00) sont les espaces d’Orlicz Lgp avec,

&, () = [z

De plus,

o 1-p
1715, = wp Il avee w,=p(p—1)F")
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2.7. Exemples d’espaces d’Orlicz L ()

En effet,
Montrons que Lg (Q) = LP(Q).

15 = {feM®):I>0, /gbp(/\f(t))du<oo

Q

Q

— {fEM(Q):EI)\>O,)\p/f(t)pdu<oo

feﬂﬂm:/u@wwu<m
Q

Calculons maintenant la norme d’Orlicz de f,

0 o1
1715, = inf —[1+p, (k)]
— inf L 1+ [ kr @) P dp
k>0 k
Q
. 1 p
— b [T 1) -

Considérons la fonction g de variable k > 0 définie par,

1
gk) = [T+ R 1 ey -

La fonction g est dérivable sur )0, oo[ et sa dérivée est de la forme,

-1 B
g/(/{:) = -5+ (p - 1)kp 2 ||f||1£p(g) s

k2
de plus,

[ J(k) <0 si k< —pb

(p=1)P IfllLr(q)

Jk)=0 si h=—3Lb

A =17 1 ooy

Jgk)>0 si k> —1—.

\ *) (=17 £l (e

1
_
(=P fllLr (o)

1

[, et croissante sur | —————,
(P=D)PfllLr (o)

Cela signifie que, g(k) est décroissante sur |0,

oal.
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2.7. Exemples d’espaces d’Orlicz L ()

Alors,

11l = infg (k)
1
1
(P =17 [ fllzre

= 2= D)l -

Exemple 2.7.2 [15]

L’espace de Banach L' (Q) des fonctions u—intégrables muni de la norme,
I = [ 1f @)l
Q
n’est rien d’autres que lespace d’Orlicz Lg, o,

¢ () = [z

De plus,
1f1lg, = Nl -

En effet,

Premiérement, montrons que Lj () = L' ().

12 (@) = feM(Q):EI)\>O,/¢1(Af(t))du<oo

= fEM(Q):H)\>O,)\/|f(t)|du<oo
Q

_ feM(Q):/|f(t)|du<oo

= LY(Q).
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2.7. Exemples d’espaces d’Orlicz L ()

Deuziémement, montrons maintenant U'égalité || f||3 = | fll .-
° =i f1 1 k d
15, = it k{14 [ o () d
L o

o1 .1
= inf - 1+/|kf(t)|du —Iggz 1+k‘/|f(t)|du
Q

Q

o1
= inf = +[|fll
= Ml

Exemple 2.7.3 L’espace L> est [’espace d’Orlicz Lg  avec, ¢, : R — R définie par :

b (z) = 0 si xe[-1,1]

400 sinon,

De plus,
115, = [1fll7 -

En effet,
On sait que L™ est l'espace des fonctions mesurables (modulo la relation d’équivalence «

= — p.p ») essentiellement bornées c’est-a-dire :
L2(Q)={feM®):Ja>0,|ft)] <ap—pp tel}
1l est muni de la norme,

Il = inf{ar> 0 [f(H)] < @ pp—p.p. t € 2} =supess [f(2)]
€

Premierement, montrons que L* (2) = Lg_(Q).

Ly (Q) = feM(Q):H)\>O,/¢00(Af(t))du<oo

= drem@:nso, [ acords [ ec0fO)du<oc
{teu|Af()|<1} {te:|Af(t)|>1}
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2.7. Exemples d’espaces d’Orlicz L ()

Comme,

>0, / boe (M (£)) dpi + / boe (M (1)) dpt < 0,

{teuIAfF(1)|<1} {teuAF(1)[>1}

alors, on a nécessairement

p{teQ: AL ()] >1}) =0,

Ce qui donne,

L5 (Q) = {feM@:3A>0, M ()| <1u—pp te)
1
= {fGM(Q):El)\>O, |f (1) SX u—p.p.teﬂ}
= L*(Q).
Deuziemement, montrons maintenant l'égalité || f||5 = || fl| oo
On sait que,
o _ . o1
11l = inf - [1+ s (KF)].
Comme,
kf ()] <1p—pp teq,
alors,
1 1 1
fOI< - p—pptel = |flpe<7=0<k< =0(f)
k k [P
Par suite,

115, = inf

I
=
-

|

1
0<k< 7o

= Al -

Exemple 2.7.4 Les espaces LP N L™ (1 < p < o0) sont les espaces d’Orlicz L;pm avec,

b o) — lzlP s x € [-1, 1]

+00  stnon.
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2.7. Exemples d’espaces d’Orlicz L ()

De plus,
. BT + e si B < (4)
A, = Wl =S ) | .
| ()7 (@) £l si B(f) > (%),
o,
1£1 .o

B(f) VFAO0 el il
p g

Yis

En particulier, sip =1

116, . = Il piazee = 1Al L+ 111l o -

En effet,
Premiérement, montrons que LP () N L™ () = Lgpw (Q).
L3, . () = {f € M(Q):31 >0, /% (Af)du < oo} .
Q
Comme,

0>0 [ouOndu= [ o ®dur [ e @)du< .

) {teuAf(1)<1} {te:Af(1)[>1}

alors, on a nécessairement

pteQ:Af ()] >1}) =0,

Ce qui donne,

= {fEM(Q):EI)\>O, )\p/]f(t)]pd,u<ooet |)\f(t)<1up.p.t€Q}

Q

— {feM(Q):EI)\>O, /|f(t)|pdp<oo et f(t)<§up.p.t€ﬂ}
0

= [P(Q) N L¥(9).
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2.7. Exemples d’espaces d’Orlicz L ()

Deuziemement, montrons maintenant l'égalité ||f|; = |fl porpeo-
p,00

k>0 k

115, = infy |1+ [ Gy (7 ()
Q

1

= inf = 1—i—kp/|f(t)|pdu
0<ks e
L Q

i 1
= inf | [RA]

O<k< 7T foo

Considérons maintenant la fonction g de variable k > 0 définie par,

1
g(k) = e [1+ ak?] avec a > 0.

La fonction g est dérivable sur )0, oo[ et sa dérivée est de la forme,

-1
g(k) = -5 +alp— k",

L2
de plus,

: 1

g'(k) <0 si k< (L)

: 1

g'(k)=0 si k=(L)»

g'(k) >0 si k> (L)r.

T =

Ceci signifie que g(k) est décroissante sur |0, (

Sl

1 .
Yo | et croissante sur ](aip)

En prenant a = || f||%,, on obtient :
Si,
1 1 q q

0 0 ISl
e S TG = A =G avee BU) =1

alors le seul nombre pour lequel l'inf est atteint est :

1
k: = =
"l

Q(f)f

et,

g (ko) = B I f o + 1l e -

Si,

3=

! L9y g
e L) = A=)
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2.7. Exemples d’espaces d’Orlicz L ()

alors le seul nombre pour lequel l'inf est atteint est :

1 g1
ko = (_)p7
YAl e

et,

g (ko) = ()7 (@) £l 0 -

Par conséquent,

o ) BT e e s BF) < (F)
||f||¢POO - HfHLPmLOO — 1 1 .
| ()7 (@) 1 £l si B(f) > ()

hSA

S =

Exemple 2.7.5 [12]

L’espace d’interpolation L' + L™ est ’espace d’Orlicz L;OO avec,

0

b (2) = si v €[-1,1]

|| =1 sinon.
De plus,

IAIS,, = 1fllpze = nf{llgll s + 12l c g+ h=f, g€ LY, h e L™}
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CHAPITRE

Les points extrémes et
fortement extrémes des

espaces d’Orlicz

3.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de donner, des critéres pour la caractérisation des points
extrémes et des points fortement extrémes de la boule unité des espaces d’Orlicz munis
de la norme d’Orlicz, et des conditions nécessaires et suffisantes pour lesquelles 1'espace
d’Orlicz L est strictement convexe. Ainsi, nous allons donner des conditions suffisantes
pour lesquelles, I’ensemble des points extrémes de B (LZ)) est vide. C’est une observation
importante, parce que si un espace manque de la propriété de Krein-Milman, il n’est le
dual d’aucun espace.

Dans toute la suite ¢ désignera une fonction d’Orlicz.
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3.2. Les points extrémes des espaces d’Orlicz

3.2 Les points extrémes des espaces d’Orlicz

3.2.1 Caractérisation des points extrémes des espaces d’Orlicz

Le théoréme qui suit donne des conditions nécessaires et suffisantes pour lesquelles f €

S (Lg) est extréme.

Théoréme 3.2.1 [§

fes (L;) est un point extréme de la boule unité B (Lg) st et seulement si :
a) L’ensemble K(f) se compose d’un seul élément (K (f) = {k} ou k > 0).
b) kf(t) € SC(¢) pp— p.p. t € Q c’est-a-dire,

pui{te Q:kf(t) e R\SC(¢)} =0.

Démonstration.
La nécessité :
Premiérement, montrons tout d’abord que K (f) # (.
On raisonne par ’absurde. Supposons que f € S (LZ)) est un point extréme de B (Lg) et
K(f)=0. Alors il existe a > 0 tel que I’ensemble,

Qa={teQ:[f(t)] =a},

est de mesure positive et finie.

On peut supposer sans perte de généralité que la mesure de ’ensemble,
Qo= {te: f(t) > a},

est aussi positive et finie.
Prenons €; et Q5 deux sous-ensembles de € tels que 1 (21) = £ (£22) > 0. On choisit

e €10, a[ et on pose,
fi () = f )Xo\ @) T (f (1) +€) Xa, + (f (t) —€) X,

f2(t) = F () Xa\@iua,) + (f (1) =€) xq, + (f (1) +€) Xq,
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3.2. Les points extrémes des espaces d’Orlicz

donc,
F=5 (it h).

De plus, d’apres le Lemme 2.6.1 nous avons :

IAlS < /wwmamm

=[O 17 O xamany + O+ xa, + (10— ) o, du

= [ a@r ol [d@1f @+ eldar [a@)lr e -<lda
Q\(21UQ2) (o Q2

= [ a@@ldus [ 4@ Ol [d6)17 Oldn+2d6)n(6) - (@)
Q\(21UQ2) N Q2

[ @15 0l
Q
= |IflI5 =1.
De la méme maniére, on obtient || f2[|3 < 1. D’ou,
fiofo€ B(LY) avee fu# fo# f et f = 3 (Rt fo).

Contradiction avec le fait que f est un point extréme. Donc K (f) # ().
Deuxiémement, avant de montrer que K (f) se compose d'un seul élément, on montre

d’abord,
kf(t) € SC(¢) p—p.p.te.

On raisonne par ’absurde. Supposons que f € S (L;) est un point extréme de B (Lg) et,
pu{te Q:kf(t) e R\SC (¢)} >0 avec k € K (f).

Alors, il existe un intervalle [a, b] tel que Ve > 0,
p(A) >0, o0 A={teQ:kf(t)€late b—el},

c’est-a-dire,

o(kf(t) =akf(t)+BVte Aoua, feR.
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3.2. Les points extrémes des espaces d’Orlicz

Soit B, C' deux sous-ensembles disjoints de A avec,

0<pu(B)=p(C) < .

On pose :
g(t)=(f(t) —e)xp+ (f () + &) xc + [ (£) Xa\(Buc)
h(t)=(f(t)+e)xp+ (f(1)—¢)xe+ 1) Xasuc)
donc,
f—§@+ ).
De plus,

py(kg) = [ (ak(f(t)—¢)+B)du+

(ak (f(t)+e)+B)du+ / o (kf (1)) du

\ Q\m\

o\(BUC)
= [ (ks @)+ By dp+ / o (kf (1)) dp
BuC \(BUC)
- /cbkf Ydu + / o (kf (1
BuC a\(BuC)
= p¢(kf)'

Comme k € K (f) alors,

lgl|3 < % (14 p,4 (kg)] = % 1+ ps (kO] = 11115 =1.

De méme, on obtient [|4[|; < 1. D’ou,
g,he B(LS) avec g #h# fet f == (g+h)
Contradiction avec le fait que f est un point extréme. Donc,
kf(t) € SC(¢) w—pp.te.

Troisiémement, démontrons maintenant que K (f) se compose d'un seul élément.

On raisonne par ’absurde. Supposons f € S (LZ,) est un point extréme et qu’il existe,

kl, kg € K(f) avec kl 7é ]ﬂg.

41



3.2. Les points extrémes des espaces d’Orlicz

Comme p,, est une modulaire convexe,

ey ko ky
ko o\ _ k
p¢(k1+k2f) p¢(k ol 2f)
ko ky
< R k
= k1+k2ﬂ¢(1f) iy +kﬂ¢(2f)

d’ou,
1
2 = I+ 1A = o [ +pg (k1 f)] + T [L+ pg (kaf)]
kit ky ko k1
T ik {1+k1+k o Lf) + +k;'°¢(k2f)}'
On pose k = klk?

+ko?

el e

[H e [otr@ydnr i [ o (t))du]

Q Q

v

o [1+ [otens (t))du] > 2|/l = 2
Q

Par conséquent, on obtient deux résultats,
i)
1
1£115 = o [1 + /qb(Qkf (1)) d,u] c’est-a-dire 2k € K(f).

Q

D’apreés la condition (b) on a,

2kf (t) € SC (¢) p—p.p. t €S (3.2.1)
it) " .
0 Q2kf (1) = g0 Unf ) + =0 (kaf () p—pp.teQ (3:22)

D’apres (3.2.1) et (3.2.2) on obtient,

2kf (t) = ko f (t) = kaf (t) p—p.p. t €,

d’ou,
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3.2. Les points extrémes des espaces d’Orlicz

Contradiction avec le fait que ky # ko. Donc K(f) se compose d'un seul élément.

La suffisance :

Soient f, f1, fo € S (Lg) avec [ = % (f1 + f2) et montrons que sous les conditions (a) et
(b) f=h=/l.

Premiérement,

1) Montrons d’abord que, K(f1) # () ou K(f5) # 0.

On raisonne par I'absurde. Supposons que K (f1) =0 et K(fs) = 0.

Alors d’apreés le Lemme 2.6.2 on a,

o

1 = “%(fl+f2)

¢

dp

< 4d<¢>\§<f1+f2>

1

5/d(¢>)|fl (t)\dqu%/d(Cb)’fz(md#

Q Q
1 o, 1 0
=35 £l + B 1 f2ll5

= 1.

IN

Cette contradiction montre que K (f1) # 0 ou K(f) # 0.
2) Montrons maintenant que, K(f1) # 0 et K(f3) # 0.

On raisonne par ’absurde. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que
K(fi1) #0 et K(f2) =0.
2.i) Montrons d’abord que,
K(g) #0Vg e lfr, f[ et K(g)=0Vgelf, fa,
ou,
i fT = {0=XNA+Af0<A <1}
If, fa] = {(1=XN)f+Afa:0< A< 1},

Montrons que, K(g) # 0 Vg € [f1, f[.
Supposons qu'il existe f3 € [f1, f[ tel que K(f3) = 0. Alors il existe A3 € [0, 1] tel que,

fs=(1-=X3) fi + Asf.
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3.2. Les points extrémes des espaces d’Orlicz

Puisque f; = 2f — f5 alors,
fs=0=X)2f = fa) + Asf = (2= X3) f = (L= X3) fo,

d’ou,
1 1— s

F=5—nlr T3,

Jo-

D’apres le Lemme 2.6.2 on a,

L= e
< /d(ﬂﬂﬂWu

- /d g 04 53 0

Q
1 1—A
< E;E-(u@uume+2_A;/dwﬂh@wm
Q Q
= o Ml =S I
1 1—)\3_
ST W T

Cette contradiction montre que,

K(g) #0 Vg € [f1, f[.

Montrons que, K(g) =0 Vg € |f, fal.
Supposons qu’il existe fy € |f, f2] tel que K(f4) # 0. On peut trouver f5 € [f1, f] tel que,

[ =5 Uat o) et fi# fo

Donc, il existe ky € K(f4) et ks € K(f5) tel que,

[ fall, = [1 + pg (kafs)]

I f5ll, = [1 + py (ks f5)] -
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3.2. Les points extrémes des espaces d’Orlicz

Comme p,, est une modulaire convexe alors,

k’4]€5 o k4k5
P (k4+ 2f) = Py (k4+k5 (f4+f5)>
ks ka
—k k
Py (k4+k5 afa + A 5f5>

P (k’4f4) T Py (k5f5)

5 ky
<
T kst ks ky + ks

d’ou,

2 = 215

ks + ks Fyks
< 1 9
= Thde { +p¢<k4+k5 f)}

ka+ ks
Fyks

_ ép+%wmﬂ+%h+%%%ﬂ

= | fallg + N fall
= 2.

Par conséquent, on obtient deux résultats,

ky + ks 2k4ks
1+ ,
1915 = S [ (1)

et,

¢(2M%f@0

ky + ks

¢ (kafa(t)) +

n + = ¢ (ksfs (1)) p—pp. t€Q. (3.2.3)

ka —|— ks
Par hypothese K (f) = {k} Alors,

 2kaks
kgt ks

Et aussi par hypothése,
kf(t) € SC(¢) p—pp.te,

donc d’apres 1'égalité (3.2.3) on a,

kafs(t) =ksfs (t) =kf(t) p—pp.t €.
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3.2. Les points extrémes des espaces d’Orlicz

Puisque f4, f5, f €S (Lg), on obtient ky = k5 = k ce qui donne,

fa=f=1T1.

Contradiction avec le fait que f; # f5 donc,

K(g)=0Vgelf, fa].

2.ii) Prenons

1 1
fn = <1__)f+ﬁf2 pour tout n € N*,

n

alors, (fn),cy+ €st une suite décroissante de plus,

vn €N fu€lf, fol et lim fo(t) = f() p—pp.teQ.

D’ou, K(f,) =0 et par le Lemme 2.6.1,

155 = [ 4(6)10 0] .

Q

Par le théoréeme de la convergence dominée de Lebesgue nous avons,
. o o
Tim |l = 1715
car :

im f, () =f(t) p—ppteQet [f(O)<|fO)] p—pp te

n—---+00

De plus, par le lemme de Fatou on a :

1915 =t 1l =t [ d(0)1f 0) d

Q

> [a)1f @)du
> IS car K(f) = ().

Cette contradiction montre que,

K(f1) # 0 et K(f2) # 0.
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3.2. Les points extrémes des espaces d’Orlicz

Ce qui termine la premiére étape.
Deuxiémement, montrons maintenant que f est un point extréme.

Dans (2.i), on remplace f; et f5 par f; et f> respectivement, on obtient :

kifi(t) =kafo () = kf (t) p—pp. t e

D’ou, par le fait que fi, fo, f €S (Lg), onak, =ky=%k.
Et par conséquent,

h=f=Ff

Donc f est un point extréme de B (L;) ]

Remarque 3.2.1 Si ¢ est une N-fonction alors, la démonstration du Théoréme 3.2.1

devient trés facile, car : K (f), K (f1) et K (f2) sont toujours non vide.

Le corollaire qui suit donne des conditions suffisantes pour lesquelles B(Lg) ne possede

pas de points extrémes.

Corollaire 3.2.1 [§

Si l'une des conditions suivantes,

a) py (p(zoxg)) <1 ot xo = sup{x > a(¢) : x € SC(¢)}
b) CS(¢)\{0} =0,

est satisfaite. Alors,

Extr(B(Lg)) = 0.

Démonstration.
On raisonne par I'absurde. On suppose que Extr(B(L3)) # 0.
Donc, d’aprés le Théoréme 3.2.1, il existe fo € S(L3) un point extréme de B(Lg) et un

unique kg > 0 tel que,

I follz= klo 10, (hofo)| et kofo(t) € SC(8) = pp.t € 9.

Puisque,

K(fo) = [k, k"] = {ko} ,
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3.2. Les points extrémes des espaces d’Orlicz

ou,
K=k (f) = inf {k > 0 pye (p(k /1)) > 1}
=k (f) = sup{k > 0:pyge (p(kf]) < 1} ,
et p est la dérivée a droite de ¢. Alors, kg = k* = k™.

Premiérement, si la condition (a) est satisfaite alors,

kolfo@)| <zo p—pp. teQ,

et,
Py (p(ko | fo (D)]) < py=(P(ToXg)) < 1.

Et par conséquent I’ensemble,

{k>0:py(p(k|fo()]) =1} =0,
c’est a dire,
K(fo) = 0.

D’aprés le Théoréme 3.2.1, fy ne peut pas étre un point extréme de B (LZ))
Contradiction avec le fait que Extr(B(L3)) # 0.

Deuxiémement, si la condition (b) est satisfaite alors, d’aprés le Théoréme 3.2.1,

kofo(t) =0, u—pp.t €.

Par conséquent,
fo)=0p—pp. teq,

donc, fo & S(L3).
Contradiction avec le fait que Extr(B(L3)) # 0. Ceci montre que Extr(B(L})) = 0, ce

qui termine la démonstration. m

Exemple 3.2.1 Comme Uespace L' est Uespace d’Orlicz LY avec, ¢, (v) = |x|. Alors,

CS(¢1) = {0}
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3.2. Les points extrémes des espaces d’Orlicz

Ce qui donne, Extr(B(L')) = 0.

Par ailleurs on a,
o =sup{z > a(p) :x € SC(¢)} =0, p(zr)=1Vxr >0,
et,
0 si xe€[-1,1]

+00  sinon.

Donc,
Po: (P(ToXq)) =0 < L.

Ce qui donne aussi, Extr(B(L')) = 0.

3.2.2 La stricte convexité des espaces d’Orlicz

Le corollaire qui suit donne des conditions suffisantes et nécessaires pour lesquelles I’espace

d’Orlicz Lg soit strictement convexe.

Corollaire 3.2.2 [§]
L’espace d’Orlicz L, est strictement conveze si et seulement si,

a) ¢ est strictement conveze.

b) lim R(x) = oo, o R(z) = d(¢)[2] - 6(x).

Démonstration.
La suffisance :
Pour montrer que Lg est strictement convexe il suffit de montrer que toute f de S(L3)
est un point extréme de B(Lg) (voir Proposition 1.5.1).

D’apres la condition (b), et le Théoréme 2.6.3 on a,

K(f) # 0.

D’aprés la condition (a) on a,

kf(t) € SC(p) p— p.p. t €.
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3.2. Les points extrémes des espaces d’Orlicz

Par conséquent, en tenant compte du Théoréme 3.2.1, f est un point extréme de B(LY).
La nécessité :

Premiérement, montrons d’abord que,

lim R(z) = oo.

r—00

On raisonne par I’absurde. Supposons que, limR(x) < oo.
Soit f € S(L3), un point extréme de B(L3). Alors, d’aprés la Remarque 2.6.2 K(f) = 0.

Par conséquent, si
B C Supp(f)NZy et 0<p(B) <p(Supp(f)) ou €L,

alors,
K(fxg)=0 et K(fxp)=0 on B =Supp(f)\B.

D’apres le Lemme 2.6.1 on a,

I £ 115 / 2(6) 1 Ol dus || Frp 5= / 0.(6) 1 ()] xpdlts

Q Q
et,
I 3 = [ d0)17 Ol e
Q
Donc,
15 = [ d(@)1f @) du
Q
= [ @)1 Olxpdn+ [46)15 O
Q Q
= fxs I3+ 1 e I3
= 1.
Pour,
o=[l fxplls et B=Ifxp I3
nous avons,

a, 5 €]0,1] et 5+ a=1.
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De plus, pour
fx
g= B

ST . B N 0.V ¢
I fxe 113

s 11

on a,
g, h € S(Ly) et ag+Bh= fxp+ fxp =f.
Cela signifie que,

[ ¢ Extr(B(Ly))-

Contradiction avec le fait que L est strictement convexe.
Deuxiémement, montrons maintenant que ¢ est strictement convexe.

En utilisant la condition (b), dont la nécessité a été déja démontrée alors,

K(f) # 0, pour tout f € L3 \ {0}.

De plussi f € S (Lg) alors, f € Extr(B(L3)).

Par conséquent, d’apres le Théoréme 3.2.1, ¢ est strictement convexe. m

Remarque 3.2.2 Si ¢ est une N-fonction alors, Lj est strictement conveze si et seule-

ment si ¢ est strictement conveze, car : R(x) est toujours non bornée.

3.3 Les points fortement extrémes des espaces d’Orlicz

3.3.1 Points fortement extrémes avec b (¢) < oo

Lemme 3.3.1 [9]

Soit ¢ une fonction d’Orlicz avec b(¢) < oo alors,
Fext(B(L3)) C {f € S(Ly) - k|f ()] =b(®) p—pp.t €Q o {k} = K(f)}.

Démonstration.
On raisonne par I’absurde. Supposons que f € S (Lg) est un point fortement extréme de
B (Lg) avec,
b(¢) <ooet k|f ()] #b(¢) p—pp.t e
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3.3. Les points fortement extrémes des espaces d’Orlicz

Par le fait que p4(kf) < oo, nous avons :

p({t e Q:k[f(B)]>b(o)}) =0,

alors, on a nécessairement :

On définit,

nous avons,

kIf@)] <b(o) p—pp.te

A, = {te@:k\f(m < (1-%)19(@} ne N,

Al C Ay C LA, C LA, et M(Q\ Uzozl An) =0.

Par conséquent, il existe m € N* tel que u(A,,) > 0. On pose,

alors, k|f(t)| < A?b(¢) pour tout t € A,,.

On choisit une suite (B,,) de sous-ensemble mesurables de A,, tels que :

Pour tout n € N on définit,

Alors, on a :

w2, 15 =0
P L
_ =)
hy = f =, sign(f)xs,.

Gn + hn = 2f, Yn €N.

Comme, |g,| > | f| pour tout n € N, alors :

Tim_inf[|g. 5 > [I£]5 = 1.
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3.3. Les points fortement extrémes des espaces d’Orlicz

De plus, on a :

1
lgally < 7 [1+ P (kn)]
= e, i, 1= )
1 1 Ak b
S % [1 + ok fXans, )} T |:p¢>(TfXBn +1- )‘)%XBH)}
< L[k e + Moyl ) + (- N0 (@) 1 (B,)
— 2t (k) = 7] =1 quand n — oo,

Par conséquent,

lim_sup g5 < 1.
n—-~oo
d’ou,
. o
i g} = 1.
D’autre part, comme |h,| < |f| pour tout n € N, nous avons :

imsup [[hnlg < I fIl5 = 1.

Pour montrer que lim inf [|h, |3 > 1, on raisonne par I'absurde.
n—maoQo

Supposons que lim_inf ||A,[|; < 1, nous avons :
2 = 2/l
= lim g+ bl
= lim inf|[g, + hall;
< timinf (g3 + 12all3)
= 1+ lim inf|h,[|;

< 2,
une contradiction. D’o1,

lim inf||h,]|5 > 1 ou encore lim |h,]|5 = 1.
n—»00 ¢ N—00 @
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3.3. Les points fortement extrémes des espaces d’Orlicz

Cependant, pour tout a > 1 nous avons :

ak ak
Pl =) = pul S+

= qu(@b(@XBn)
= ¢(ab(@))u(By) = oo,

(1= 2b(9)
2k

XB, — f))

en particulier, on a :

2ak
d’o,
gn = fIIS > llgn — fll, (voir le Théoréme 2.5.1)
1
= inf{A>0:p, (X (gn — f)> <1}
1—X
> 0
- 2ok 7
Comme,

lim |gol| =1, lim ||h,][=1 et g, +h, =2f Vn €N avec lim [g,— f[[; # 0.
n—-mmam=~o n—-maoo n—-—a_o
Contradiction avec le fait que f est un point fortement extréme. m

Lemme 3.3.2 [
Sib(p) < oo et ¢(b(¢)) = oo alors, Fext (B (L3)) = 0.

Démonstration.

Supposons que f € S (Lg) est un point fortement extréme de B (Lg), b(¢) < oo et
¢ (b(¢)) = .

Par le Lemme 3.3.1 nous avons :

kIf@)] =b(¢) p—pp.teon {k} = K(f).

De plus,
Py (kf) = py (b(9)) = 1 () & (b(9)) = oo,

c’est-a-dire : k ¢ K(f), une contradiction. Alors, Fext (B (L)) =0. m
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3.3. Les points fortement extrémes des espaces d’Orlicz

Théoréme 3.3.1 [I]
Soit ¢ une fonction d’Orlicz avec ¢ (b(¢)) < oo alors,
Feat(B(LY)) = {F € S(L9) : k|f (6] = b(é) i — pop. + € Q2 o {k} = K(£)}

Comme la démonstration de ce théoréme nécessite beaucoup de calcul alors, on va
b
donner juste la premiére inclusion "C", pour plus de détails voir [9].
Démonstration.

Si ¢ (b(¢)) < oo alors, on a nécessairement b (¢) < co. Par le Lemme 3.3.1 on a,

Fext(B(L3)) C {f € S(Ly) - k|f (t)| =b(¢p) p—p.p. t € Qon {k} = K(f)}.

3.3.2 Points fortement extrémes avec b (¢) = c©

Lemme 3.3.3 [9]
Soit ¢ une fonction d’Orlicz avec b(¢) = oo. Si Fext (B (L;)) # (0 alors, ¢ € Ny(00).

Démonstration.
On raisonne par I'absurde. Supposons que ¢ ¢ Ay(00), alors il existe une suite (),

de nombres réels positifs croissante vers 'infini tel que :

¢ (2z,) > 2"¢ (x,) ¥Yn € N.
Prenant a > 0 tel que 'ensemble,

Qo ={t e Q:|fO)] < a},

est de mesure positive, et supposons que pour tout n € N il existe €2, € ¥ avec §2,, C €,

tel que :

Pour tout n € N, on pose :
g (t) = f(®)xana, O+ (£ + sign £ (1)) xa, (1
ha(t) = £ () Xana, () + (f (1) = Tsign £ (1) xa, ()

Fa(t) = T (O)xa, (0 + Fsign £ (1) xa, (1),
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3.3. Les points fortement extrémes des espaces d’Orlicz

Alors, on a

gn+h, =2f, Vn e N.
Par le fait que p (€2,) — 0 quand n — oo nous avons,
i flgo — £oll3 = tim [ Fxal <a lim oS = 0.
Comme, |h,| < |g,| pour tout n € N nous avons,
Tim_sup|h, [ < lim_sup g, (33.1)
= lim sup | ful;
= nh_xgo sup (mf z [1+ pg (kfn)}>

) 1
< lim sup z [1 + Py (k?fXQ\Qn) + Py (:UnXQn)]

n—-—uoo

n—=ao

1
= lim sup - L+ p, k‘fXQ\Q /(b Tp)

n—:aoQ

< lim sup E (1 + Py (kfXQ\Q")) + Efﬁ (2n) (Qn)]

1
= 1 T sup o () ()

= 1.
De plus,
0= lim ||fxq.lly = lm [|f = ol
d’on,
im || Fxananlly = 17115 = 1.
Ainsi par,
gl > 1halls > | Fxengnll}, ¥ € N,

. . 0 . . 0 . . 0
nh_r)noo inf [[gnll, > nh—I>noo inf [[hy [l 4 > nh—I>noo inf HfXQ\Qn||¢ = 1. (3.3.2)
D’apres, (3.3.1) et (3.3.2) on a,

. 0o 1 0o
Tim ol = T[] =1
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3.3. Les points fortement extrémes des espaces d’Orlicz

Cependant, nous avons pour tout n € N,

Py 2k (gn — f)) = py (2k [fXQ\Q + f(t) xq, + %sign Ixa, — fD

= 74 (22nX0,)

- /gmendu

= Qb (2‘7371) 1 (S2)
> 2"¢ (zn) 1 () =1,

d’o,
lgn — FIS = llgn — fll, (voir le Théoréme 2.5.1)
1
= inf{A>0:p, (X (gn — f)> <1}
1

> — .

Z o #0
Comme,

lim ||g,)| =1, Lm [lh,)=1 et g,+h,=2f Vn €N avec lim |g,— f| # 0.
Contradiction avec le fait que f est un point fortement extréme. Donc ¢ € Ay(c0). m

Lemme 3.3.4 [
Soit ¢ une fonction d’Orlicz avec b(¢p) = 00, a(¢) =0 et pu(Q) = +o0.
Si Fext (B (L3)) # 0 alors,

QbEAQ (quAg(OO) 6t¢€A2(0)).

3.3.3 Le résultat global

Théoréme 3.3.2 [§
fes (Lg) est un point fortement extréme de B (L;) st et seulement si :

a) L’ensemble K(f) se compose d’un seul élément ({k} = K(f) ou k > 0).
b) kf(t) € SC(¢p) u—p.p. t €.
c) Ou bien : cq) ¢(b(¢)) < oo et k|f (t)] =b(p) p—p.p. t €N ou: cy) ¢ € Ngy(c0) et au
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3.3. Les points fortement extrémes des espaces d’Orlicz

moins l’'une des conditions suivantes,
i) p(2) < oo

i1) a(¢) > 0

i11) ¢ € No(0).

Comme la démonstration de ce théoréme est trés longue alors, on va donner que
quelques éléments, pour plus de détails voir [8].

Démonstration.
La nécessité :
Soit f € § (Lg)un point fortement extréme de B (Lg) Comme les points fortement
extrémes sont extrémes, donc la nécessité des conditions (a) et (b) résulte du Théoréme
3.2.1. Montrons maintenant la nécessité de la condition (c).
Premiérement, supposons b(¢) = 0o ou encore ¢(b(¢)) = oo (c’est-a-dire : que la condition
(c,) n'est pas satisfaite), et nous montrons la nécessité de la condition (c,).
i) Nous devons d’abord montrer la nécessité de ¢ € Ay(00) (voir Lemme 3.3.3).

i1) Montrons maintenant que si,
() = 00, a(¢) = 0, b(¢) = oo et ¢ € Ny(00),

alors ¢ € Ay (0) toutes les fois que f est un point fortement extréme de B(Lg) (voir
Lemme 3.3.4).

Deuxiémement, pour finir la démonstration de la nécessité il ne reste a montré, la nécessité
de la condition (c,) (c’est-a-dire : ¢(b(¢)) < oo et kf (t) = b(¢) p — p.p. t € Q) (voir
Théoréme 3.3.1).

La suffisance :

Soit f € S(L}). Par le Théoréme 3.2.1 et les conditions (a) et (b), f est un point extréme
de B(L3). Nous montrerons que si de plus la condition (c) est satisfaite alors, f est un
point fortement extréme de B(Lg).

Soit (gn),>1 €t (hn), >, deux suites de L telle que,
1905 s — 1, et g + b = 2f pour tout n € N,

nous devons montrer que, [g, — f|[; — 0. m
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3.3. Les points fortement extrémes des espaces d’Orlicz

Remarque 3.3.1 Si ¢ est une N-fonction alors, f € S (L;) est un point fortement
extréme de B (Lg) si et seulement st :

a) L’ensemble K(f) se compose d’un seul élément ({k} = K(f) ou k > 0).

b) kf(t) € SC(¢) u—p.p. t €.

c) ¢ € Ny(0) et au moins l'une des conditions suivantes,

i) p(€2) < oo

it) a(¢) >0

iii) ¢ € Na(0).

Car : b(¢) est toujours égal o l'infini (b(¢) = 00).
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CHAPITRE

4 Quelques applications

4.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est d’appliquer les résultats du chapitre précédent pour carac-
tériser les points extrémes et fortement extrémes des espaces de Banach classiques comme

I'espace L™, les espaces L' + L™ et les espaces LP N L™ (1 < p < 00).

4.2 Les points extrémes et fortement extrémes de
B(L*)

Corollaire 4.2.1 [§]
Dans l’espace L™ les points extrémes et les points fortement extrémes de B(L*) coinci-

dent, ces points sont les seuls points qui vérifient :

lf&)] =1 p—pp tell

Démonstration.

L’espace L est l'espace d’Orlicz L  (avec I'égalité des normes) o,

0 si ze[-1,1]
Poo() = ,
+00  sinon,
et,

A(do) = b(P0e) = 1, SC (955) = {—1, +1}.
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4.3. Les points extrémes et fortement extrémes de B (L' + L*)

Premiérement, soit f € S(L>) et [f(t)| =1 pu—p.p. t € Q.

Calculons la norme de f,

1
° = inf =
||f”¢oo 0<kﬁm k 0<k<1 k

ce qui implique que,
K(f)={1} et kf(t) € SC(¢y) p—p.p. t €A
Par conséquent, les conditions (a) et (b) du Théoréme 3.2.1 sont satisfaites. Donc,
f € Ext(B(L™)).
Deuxiémement, comme

Doo (b(ds)) =0 <00 et k|f (1) =b(dsy) =1 p—pp. t €1,

alors d’apres le Théoréme 3.3.2 tout point extréme est fortement extréme, ce qui termine

la démonstration. =

4.3 Les points extrémes et fortement extrémes de
B (L1 + LOO)

Sur la base des Théoréeme 3.2.1 et 3.3.2 nous pouvons facilement caractériser les points

extrémes et fortement extrémes de la boule unité de 1’espace d’interpolation L' + L.

Corollaire 4.3.1 [§

Soit f € S(L' + L>®). Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
a) [ est un point extréme de B(L* + L™).

b) u() >1et|f(t)]=1pu—pp. te.

c) f est un point fortement extréme de B(L' + L™).

Démonstration.

L’espace L' + L* est I’espace d’Orlicz Lgoo ) (avec I’égalité des normes) o,

Do (2) 0 si zel-1,1]

|| —1 sinon,
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4.3. Les points extrémes et fortement extrémes de B (L' + L*)

et,

SC(p1) = {1, 1}.
(a) = (b) : Soit f un point extréme de B(L' + L*).
i) Montrons d’abord que |f(t)| =1 u—p.p. t € Q.

Par la condition (b) du Théoréme 3.2.1, il existe ko > 0 tel que,

kof(t) € SC (¢ooq) 1 —p-p- t €KL
ce qui donne,
[kof(®)] =1p—pp.te

On suppose que ko # 1 alors,
1 1
1Al sz = 11+ | Goor(kof(t))du] = -~ # 1,
0 0
Q

ce qui signifie que f ne peut pas étre un élément de S(L! + L>). Par conséquent,

K(f)={1}et [f() =1 p—pp. t €

ii) Montrons maintenant que p(€2) > 1.

Comme on a montre que, |f(t)] =1 u — p.p. t € Q. Alors,

0 i 0,1
Dot (k) = oo () = @ welddl

k —1 sinon.

Calculons la norme de f,

k>0 k

o1
L KL
Q
1

1

mm{kéﬂ),w jduf [ (k= 1) >]}

_ min{l, inf [1(1_M(Q))+M(Q)1}.

Pour montre que p(€2) > 1, on va raisonner par I’absurde.
Sip(2) < 1: alors,

1

[ (1 = u(€2)) + u(Q));
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4.3. Les points extrémes et fortement extrémes de B (L' + L*)

est une fonction décroissante de la variable k. Par conséquent,

Jnt [ (0= @)+ p(@)] = Jim (1~ (@) + ()
= Q).
Donc,
[l o = min{L, u(Q)} = () < 1.
Ainsi,

fé¢S(L'+ L™).

Contradiction avec le fait que f est un point extréme.

Si u(Q) =1 alors,

v = min {1 inf [0 (o) + )]}
= min{l, 1}

= 1.

Par conséquent, K(f) = [1, oo alors la condition (a) du Théoréme 3.2.1 n’est pas satis-
faite.

Contradiction avec le fait que f est un point extréme.

(b) = (c) : Soit u(2) > 1et |f(t)|=1p—p.p. teQ. Alors,

(= () + (5]

est une fonction croissante de la variable k. D’on,

Jnt [0 (@) = Tml (- u() + (@)

= Q).

Par conséquent,
K(f)={1} et kf € SC (¢o,) p—pp. t€Q,

donc les conditions (a) et (b) du Théoréme 3.3.2 sont satisfaites. Nous observons que

d)oo,l € AQ(OO) et a(d)oo,l) =1> 07
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4.4. Les points extrémes et fortement extrémes de B(L' N L™)

cela signifie que la condition (c) du Théoréme 3.3.2 est également satisfaite.

D’ou, f est un point fortement extréme.

(c) = (a) : Cette implication est triviale, parce que dans n’importe quel espace de
Banach chaque point fortement extréme est un point extréme.

4.4 Les points extrémes et fortement extrémes de
B(L' N L™)

Nous pouvons facilement obtenir des critéres pour les points extrémes de B(L! N L)
en utilisant le Théoréme 3.2.1. De plus, d’apres le Théoréme 3.3.2, on peut trouver une
caractérisation des points fortement extrémes de B(L' N L*>). Contrairement aux espaces
L>® et L' + L, un point extréme de B(L' N L*) n’est pas forcément un point fortement

extréme.

Corollaire 4.4.1 [§]

a) Un point f € S(L' N L™) est extréme si seulement si f est sous la forme,

X?A ot A€, u(A) <ooetk=1+ u(A).

b) Les seuls points fortement extrémes de B(L' N L>) sont les points extrémes correspon-

dant a,

A=Q.

Démonstration.
Premiérement, L’espace L' N L* est I'espace d’Orlicz Lg, (avec ’égalité des normes)
ou,
lz] st xe]-1,1]
¢1,oo(x) =

400 sinon,

et,

SC(¢1 ) =1{—1,0, 1}.
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4.4. Les points extrémes et fortement extrémes de B(L' N L™)

La suffisance :

Supposons que,

\fl = avec pu(A) < oo.

X4
1+ p(A)
Alors,

0 o1 1
1915 = inf g [+ oy 6D =it 1 |1+ [ 00 (F )
Q

S / b0 (K () dp + / b1 (M (8)) |

k>0 k
(e f (] <1} {teQulks(1)]>1}

comme p, (kf) = /¢1,oo (kf(t))du < oo, alors :

pw(teQ:|kf(t)] >1}) =0 cest-a-dire |kf ()| <1 pu—pp. te.

D’ou,

k
1715 = it 1+/¢1oo(1+ﬂ(A)xA)du

k
= inf 1+/‘m‘dﬂ ot 1+ pu(A) = 0(f)
A
1

0<k<1+u(A k:

= inf —
0<k;<1+u [k 1+u ]

ce qui donne, k = 1 + p(A) = 6(f) est le seul nombre pour lequel l'inf est atteint et
feSL+L™):

K(f) = {1+ n(A)},
et,

(T+ p(A)f(t) =Fx4 € SC(d1) H—pp.-tEQ,

Donc, par le Théoréme 3.2.1 f est un point extréeme de B(L' + L™).

La nécessité :
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4.4. Les points extrémes et fortement extrémes de B(L' N L™)

Supposons maintenant que f € S(L' + L*) est un point extréme. D’apres le Théoréme

3.2.1
K(f) ={k} et kf(t) € SC(d10) ={-1,0,1} p—pp. t €Q.
Donc,
kft)|=1p—pp teSupp(f)=A

Le seul k > 0 qui satisfait,

1
Ef@O)|=1pn—pp teA et E[1+p¢1m(kf) =1,

est,

k=14 u(A). (4.4.1)
En effet,

1 1
L=2 14 [ dreD)dp| = - (1+nu(A4)),
A

c’est-a-dire :

k=14 pu(A).
D’ou,

1 =22 ok =1+ pu(A).
Deuxiémement, il reste a donner une démonstration pour les points fortement extrémes.
Puisque,
b(¢1 ) = sUp {x >0: ¢y, (7) < oo} =1,
alors,

¢1,oo(b(¢l,oo>> =1<oo0.

Par le Théoréme 3.3.2, un point extréme f € B (L;’51 Oo) est fortement extréme si de plus

la condition suivante est satisfaite,

kIf#)] =b(¢100) =1 p—pp. t € Lot K(f) = {k}. (4.4.2)
Comme on ’a déja montré (voir 'égalité 4.4.1),

k=14 p(A) avec A = Supp (f).
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4.5. La stricte convexité des espaces LP N L*°

Et puisque K(f) = {k} on a,
pqﬁl’oo(kf) < o0,

de plus,

o (08) = [0 RF @)= [ 1 (O] ds = n(Sup (1) < .

Supp(f)

Par conséquent, d’aprés (4.4.2) on a,

Supp (f) = Q2 = A c’est-a-dire u(Q2) < oc.

4.5 La stricte convexité des espaces L’ N L

Corollaire 4.5.1 [§]

L’espace LP N L™ est strictement convexe ou 1 < p < 00.

Démonstration.

L’espace LP N L* est espace d’Orlicz Ly  (avec I'égalité des normes) o,

B, (1) lz|” stz e [-1,1]

400 sinon,

et,

SC(¢

poo) = [=1; 1.
Soit f € S (LP N L>). Calculons la norme de f (voir Ezemple 2.7.4),
) 1
L= lponge = inf - LR (FIIE]

= lfllpeo

Considérons maintenant la fonction g de variable k£ > 0 définie par :

1
g(k) = z [1+ ak?] avec a > 0.

La fonction g est dérivable sur |0, oo[ et sa dérivé est de la forme :

/ —1 —
g(k) = 7z +a(p— 1)k2,
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4.5. La stricte convexité des espaces IV N L*>°

de plus,
g(k) <0 si k<(Z)r
gk)=0 si k= (aip)%
g(k) >0 si k> ().

Ceci signifie que g(k) est décroissante sur |0, (aip)%[ et croissante sur ](%)%, o0l.
D’ou, en prenant a = || f]|7,.
Si,

1 1 g1
(_)pa

<
1Al = 1Al "2

alors le seul nombre pour lequel I'inf est atteint est :

1

0= Tar -
[P

Si,
1 1 po2
> (_)pv
/1l oo £l g

alors le seul nombre pour lequel I'inf est atteint est :

D=

1 q
b= G

Ainsi,
K(f) = {ko} et kof(t) € SC(y0) = [=1,1] p— pp. t €2

Donc, par le Théoréme (3.2.1), f est un point extréme de B(LP N L*), cela montre que

I’espace LP N L*est strictement convexe. m
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Conclusion

Ce travail nous a permis de comprendre les espaces de Lebesgue, qui sont des cas parti-
culiers des espaces d’Orlicz, et I’application des résultats de convergence de la théorie de
la mesure et d’intégration, ainsi que les espaces d’interpolation : L' + L* et L' N L*°.

Nous estimons que la théorie des espaces d’Orlicz est un domaine tres intéressant et trouve
beaucoup d’applications (Optimisation, EDP...) et comme il est d’actualité beaucoup de

questions sont encore posées.
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Annexe A

Quelques rappels d’analyse fonctionnelle

Fonction semi-continue supérieurement

Définition 1
Une fonction f est dite semi-continue supérieurement en xq si I'une des propriétés équiv-
alentes suivantes est vérifiée,

a) Pour tout € > 0, il existe un voisinage U de xq tel que pour tout x € U :
f(x) < f(x0) + e

b) lim sup f (x) < f(xo).

T—x0
Exemple 1
La fonction f définie par :
1 sizx=0
flz) = '
0 sinon,

est une fonction semi-continue supérieurement.

Théoréme de Hahn-Banach (deuxiéme forme géométrique)

Définition 2

Soit F un espace vectoriel normé. Un hyperplan est un ensemble de la forme :
H={xze€E: f(z)=a},
ou f est une forme linéaire sur F/, non identiquement nulle et a € R. On dit que H est

I'hyperplan d’équation [f = af.
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Annexe A

Proposition 1 [4]
L’hyperplan d’équation [f = a] est fermé si est seulement si f est continue.
Définition 3
Soient A C E et B C E. On dit que 'hyperplan d’équation [f = «] sépare A et B au

sens strict s’il existe € > 0 tel que :
fl@x)<a—e VzeAet f(z)>a+e VxeB.

Théoréme 1 [4]
Soient A C E et B C F deux ensembles convexes, non vides, disjoints. On suppose que
A est fermé et que B est compact. Alors il existe un hyperplan fermé qui sépare A et B

au sens strict.
Rappels de quelques notions de la théorie d’intégration

Soit (€2, ¥, 1) un espace mesuré.

Mesure (o-finie, non atomique et compléte)

Définition 4
On dit que la mesure p est o—finie lorsqu’il existe un recouvrement dénombrable de
Q2 par des sous-ensembles de mesure finie, ¢’est-a-dire lorsqu’il existe une suite (£2,),en
d’éléments de la tribu X, tous de mesure finie, avec :

Q:UQH.

neN
Définition 5
Un ensemble A € ¥ est dit un atome si, p (A) > 0 et pour tout sous-ensemble mesurable
B de A avec pu(A) > p(B) alors, u(B) = 0.
Définition 6
Une mesure est dite non atomique si pour tout ensemble mesurable A avec p(A) > 0,

il existe un sous-ensemble mesurable B de A tel que :

pu(A) > p(B) > 0.
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C’est-a-dire : A n’est pas un atome.

Définition 7
On dit que la mesure i est compléte si, tout ensemble négligeable est mesurable. C’est-
a~dire, pour tout ensemble N € ¥ vérifiant ;1 (N) = 0 et pour toute partie A C N, alors
A € X, ou encore

A est négligeable <= u(A) = 0.

Théoréme de la convergence monotone (ou de Beppo-Levi)

Le théoréme suivant est un résultat d’interversion limite-integrale dans le cadre de I'intégrale
de Lebesgue.

Théoréme 2 2]
Si (fn),en €St une suite croissante de fonctions mesurables positives convergeant vers f,
alors :

lim fnd,u:/fd,u.

Q Q

Lemme de Fatou

Le lemme de Fatou est un résultat important de la théorie de I'intégration de Lebesgue.
Ce lemme compare l'intégrale d’une limite inférieure de fonctions mesurables positives
avec la limite inférieure de leurs intégrales.

Théoréme 3 [2]

Pour toute suite (f,), oy de fonctions mesurables positives, on a :

n—=aoQ

/ lim inf f,dpy < lim inf/fndu.
Q Q
Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue

Le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue est I'un des théorémes les plus im-
portants de la théorie de l'intégration. Il permet de résoudre, dans des conditions tres

générales, le probléme de passage a la limite sous le signe intégral.
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Théoréme 4 [2]
Soit (fy),ey une suite de fonctions mesurables vérifiant,

a) lim fu(t)=[f{)p—pptecQ

b) il existe une fonction p—intégrable g telle que :
Vn € N, |fo(2)] < g(z) p—p.p. t € Q.

Alors, f et f, sont u—intégrables et on a :

lim fnd,u:/fd,u.

Q Q
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Espace d’interpolation

En analyse, un espace d’interpolation est un espace qui se trouve entre deux autres
espaces. L’idée essentielle est que ’on peut obtenir des renseignements sur des espaces ou
des opérateurs "intermédiaires" en fonction de renseignements sur des espaces ou opéra-
teurs "extrémaux". Par exemple, si une fonction linéaire est continue sur un certain espace
LP et aussi sur un autre espace L4, alors elle est aussi continue sur ’espace L, pour tout
r compris entre p et q. Pour une étude plus détaillée de la théorie d’interpolation et de

toutes les notions qui s’y rapportent se référer a [1].

Définition 1 (Couple d’interpolation)
On dit que deux espaces de Banach X et Y forment un couple d’interpolation si X et Y
s'injectent continiment dans un méme espace vectoriel topologique séparé V.
Proposition 1 (Espaces intersection et somme)

Soient X et Y des espaces de Banach formant un couple d’interpolation. Alors
XNY et X+4Y,
sont des espaces de Banach si on les munit des normes respectives,
Al xmy = max([[£llx > [1F1ly)-

[fllx sy = mf{llgllx +lIAlly - f=g+h, ge X, heY}. (4.5.1)

Remarque 1 Les normes suivantes sont aussi utilisées,

1 Lxry = I lx + A1l - (4.5.2)
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Il xy = inf{max(llgllx, [Ally): f=g9+h ge X, heV}.

Définition 2 (Espace intermédiaire)
Soient X et Y deux espaces de Banach formant un couple d’interpolation. On appelle

espace intermédiaire entre X et Y tout espace de Banach E tel que,
XNYCECX+4Y,

avec des injections continues.
Exemple 1 Les espaces LP (1 < p < 00) sont des espaces intermédiaires entre L' et
L c’est-a-dire,

L'NnL>®cIPc L'+ L™,

avec des injections continues.

Proposition 2
Soient Ey et E» deux espaces vectoriels normés. L’application || Ll g, g, de £(E1, Es)
dans R* définie par,

1z, zy = sup [If (2)llg,

llz g =1

est une norme sur,
L (Ey, Ey) ={f: Ey — Es, f linéaire et continue} .

Définition 3 (Espace d’interpolation)
Soient X et Y deux espaces de Banach formant un couple d’interpolation, et soit £ un
espace intermédiaire entre X et Y. On dit que E est un espace d’interpolation entre X
et Y si toute application linéaire de X + Y dans X + Y, continue de X dans X et de Y
dans Y, est continue de £ dans F.

En d’autres termes, pour toute application linéaire f: X +Y — X + Y,
1fll oy < +00 et [[fllzpy < +oo = Ifll,,, <+oo.

L(E)

Remarque 2 Les espaces X NY et X + Y sont aussi des espaces d’interpolation.
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Résumé

En analyse fonctionnelle, les espaces d’Orlicz Ly sont des espaces fonctionnels qui
généralisent les espaces de Lebesgue LY (1 < p < 00), les espaces LP N L>® (1 < p < c0)
et les espaces d’interpolation L' 4+ L*, L' N L.

La notion de points extrémes est une notion clé tres utilisée quand on étudie la
géométrie des espaces de Banach. Elle joue un role trés important dans certaines branches
des mathématiques par exemple en optimisation. Pour justifier cette importance, on peut
citer : Le principe du maximum de Bauer, la propriété de Krein-Milman et la caractéri-
sation de la stricte convexité, la convexité uniforme locale.

Ce travail contient quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, nous étudions la notion de points extrémes des espaces
normés avec quelques résultats importants. Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons
les espaces d’Orlicz ainsi que leurs propriétés fondamentales, une attention particuliere
est accordée a la norme d’Orlicz particuliérement & la formulation d’Amemiya. Dans le
troisiéme chapitre, on donne des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un point
de S (Lg) soit un point extréme et celles pour lesquelles il soit fortement extréme, et on
donne aussi des conditions suffisantes sous lesquelles Ext (B (Lg)) = (.

Enfin dans le quatriéme chapitre, nous appliquons les résultats du chapitre 3 pour
caractériser les points extrémes et fortement extrémes de la boule unité des espaces L,

L'+ L>®et IPNL*® (1 <p<o0).



