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Introduction

Dans le vaste champ de la physique relativiste, le groupe de Poincaré qu’on présentera
au chapitre 2 occupe une place considérable. Les premiers travaux sur ce groupe sont
dus au mathématicien et physicien francais, Henri Poincaré. Ce groupe a été introduit
pour simplifier les études de I'un des piliers de la physique moderne. En effet dés qu’on
parle du changement de référentiels et de la covariance des lois de la physique, toutes les
considérations cédent leurs places a la théorie de la relativité (restreinte ou générale). La
théorie de la relativité restreinte d’Einstein est venue remplacer la relativité de Galilée-
Newton, vu la remise en cause de cette derniére par les observations expérimentales telles
que l'expérience de Morley-Michelson et aussi son incompatibilité mathématique avec
les équations de Maxwell qui régissent les phénomeénes d’électromagnétisme. Mais ces
derniéres années, ’expérimentation semble étre en désaccord avec les prédictions faites
sous la base de la relativité restreinte pour des énergies trés élevées. C’est le cas des
rayons cosmiques. En plus de cette violation, les résultats de la théorie de la gravitation
quantique encouragent la modification de la relativité restreinte de sorte & tenir compte
du comportement de la nature a I’échelle de Planck.

Ainsi on a introduit la théorie qui veut régler ces problémes, qui est la théorie de
relativité doublement restreinte (appelée aussi la relativité restreinte déformée) qu’on
désigne par DSR (de son appellation en anglais : Doubly ot Deformed Special Relativity)
qui est basée sur le k-groupe de Lorentz qui est une extension du groupe de Lorentz qu’on
verra au chapitre 3. En réalité, il y a deux théories principales de ce genre : la DSR1 du
physicien italien Giovanni Amelino-camelia et la DSR2 des physiciens Lee Smolin et Joao

Magueijo.



Introduction

Le résultat le plus remarquable des théories DSR est la modification des transforma-
tions de Lorentz et la relation de dispersion énergie-impulsion £ = mc?, cependant une
autre approche a vu le jour celle-ci est basée sur une autre extension : le R-groupe de
Lorentz qui est la transformation de Fock qu’on verra au chapitre 4.

Ce mémoire consistera a présenter en premier lieu le groupe de Lorentz et plus générale-
ment le groupe de Poincaré, ensuite on présentera deux extensions de ce groupe. On com-
mencera par rappeler quelques notions sur la théorie des groupes et on présentera le groupe
de Poincaré au deuxiéme chapitre. Ensuite nous exposerons la DSR (kappa-algebre). Le
troisieme chapitre y est dédié. Et nous présenterons la deuxiéme extension qui est la
transformation de Fock (R-algébre) au quatriéme chapitre. Enfin, nous terminons par

une application en deux parties et une conclusion.



CHAPITRE

1 (Généralités sur la théorie
des groupes et algébres

de Lie

1.1 Introduction

La théorie des groupes et algébres de Lie ont été développées & partir de la fin du
19éme siécle avec les travaux du mathématicien norvégien Sophus Lie. Elles ont connu
de nombreuses ramifications (géométries non euclidiennes, espaces homogenes, analyse
harmonique, théorie des représentations, groupes algébriques, groupes quantiques...) et
restent encore l'objet de nombreux travaux de recherche. Par ailleurs ces objets intervi-
ennent aussi dans des branches a priori plus éloignées des mathématiques : en théorie des
nombres, par le truchement des “formes automorphes” et du “programme de Langlands”,
et en physique théorique, notamment dans la physique des particules et la relativité

générale.

1.2 Notions de base

Dans cette section, nous donnerons les notions de base sur les groupes
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Définition 1.2.1 (Groupe) Un groupe est un quadruplet (G,*,e,i) ot :

a) L’ensemble G est non vide muni d’une loi de composition interne associative (x) (i.e.
une application de G x G —— G qui a (a,b) € GXG fait correspondre un élément axb € G
et Ya,b,c € Gya* (b*c) = (axb)xc) (associativité).

b) L’élément e € G est neutre pour la loi (x), (i.e. Ya € Giexa = ax*xe = a) (élément
neutre).

¢) L’application i est une bijection de G sur G telle que Ya € G,i(a) xa = a xi(a) = e
(élément symétrique).

d) Si de plus : La loi est commutative, (i.eNa,b € G,a*xb = b= a), alors on dit que le

groupe est abélien, et sa lot de composition interne est dite commutative et notée souvent

(+)-

Remarque 1.2.1 Soit G un groupe.

1) L’élément neutre est unique.

2) L’équation ax = b (pour a,b € G) admet une et une seule solution dans G.

3) Soit a € G. Les applications multa : G — G et Inta : G — G définies par :

1

multa(z) = ax et Inta(x) = axa™" sont des bijections.

1

4) Si les applications (x,y) — xy et Uapplication inverse x — x~' sont continues alors

on dit que G est un groupe topologique.

Définition 1.2.2 (Sous-groupe ) Soit G un groupe et H un sous-ensemble de G. Ce
sous-ensemble H est un sous-groupe de G s’il a lui méme (H) la structure d’un groupe

une fois muni de la loi de composition interne de G.
Remarque 1.2.2 La définition précédente est équivalente a dire que :
Va,be Hoab™t € H

Exemple 1.2.1 Désignons par M, (R) l’ensemble des matrices réellesnxn. Alors ’ensemble

des matrices réguliéres réelles est donné par :

GLn(R) = {A € M,(R) : det(A) # 0}
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Cet ensemble muni de la multiplication des matrices, représente le groupe linéaire réel
d’ordre n. En effet :

1) VA, B € GL,(R),det(AB) = det(A)det(B) # 0. Alors AB € GL,(R). Donc il s’agit
bien d’une loi interne.

2) La matrice identité I, est I’élément neutre de GL,(R), car son déterminant est non
nul. 1l est égal a un.

3) Si A € GL,(R), sa matrice inverse existe car det(A) # 0. En plus, on a det(A™') =
[det(A)]"t # 0. Donc A~ € GL,(R).

4) L’associativité de la multiplication matricielle assure [’associativité dans G L, (R).

De plus le groupe GL,(R) est un groupe continu non abélien. La démonstration est simi-

laire pour GL,(C), groupe des matrices réguliéres complexes n X n.

Définition 1.2.3 (Homomorphisme de groupes) Un homomorphisme du groupe G
dans le groupe G’ est une application ¢ : G — G’ qui respecte les lois de compositions

internes des deux groupes. Autrement dit , Va,b € G Uapplication ¢ vérifie :

p(ab) = p(a)p(b)

Remarque 1.2.3 De cette définition, on peut tirer les résultats suivants :

1) Sie et € sont respectivement les éléments neutres de G et G' , alors p(e) =€’ .

2) Si a~l est I’élément inverse (symétrique) de a , alors p(a™') = ¢(a)~?.
3) Dans le cas ou l'application ¢ est bijective, on dit qu’on a un isomorphisme de groupes.
)

4) Si en plus, G = G', alors on a un automorphisme de groupes.

Exemple 1.2.2 En considére ’application suivante :
T2 (R7 +) — (R+*7 )
r — p(x)=c¢€"
on a ¢(a+b) = p(a)p(b) Ya,b € R d’'ot ¢ est un homomorphisme de groupes. De plus

puisque ’application p est bijective, alors il s’agit d’un isomorphisme de groupes.

Définition 1.2.4 (Produit direct de groupes) Soient Gy et Gy deux groupes dont les

lois internes sont notées multiplicativement, et soit Gy x Gg leur produit cartésien. La
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somme directe des deux groupes G et G noté G @ Gy est [’ensemble Gy X Gy muni de

la loi interne suivante :
V(a,b), (d',b") € G1 x Gy, (a,b)(d', V') = (ad’, bb")

Proposition 1.2.1 La somme directe de deux groupes G et Gy a savoir G1 @ Gy est un

groupe.
Démonstration. Il suffit d’appliquer la définition. m

Définition 1.2.5 (Produit semi-direct de groupes) Le produit semi-direct des deux

groupes G et Gy noté G1 X Go est l’ensemble G x G5 muni d’une loi interne de la forme

V(a,b), (a', V) € Gy x G, (a,b)(a’, V) = (ad’,bf,(V))

ot [ est un homomorphisme de Gy dans l’ensemble des automorphismes de Go, Aut(Gs2)

défini comme suit :

f: Gy — Aut(Gs) et f,: Go —— Gy
a — f, bV — fa(b’)

Exemple 1.2.3 Un exemple de produit semi-direct est celui de (R*,-) et (R, +) défini par

V(a,z),(b,y) € (R*,-) x (R,+), (a,z)(b,y) = (ab, x + ay)

Dans cet exemple la fonction f, est définie par :

fay) = ay

1.2.1 Action de groupes

Définition 1.2.6 (Action de groupes) L’action d’un groupe G (de loi noté multiplica-

tivement) sur un ensemble non vide E est une application T définie par :

T: GxFE — FE

(a,x) +— T(a,x)=a-x



1.3. Représentation des groupes

telle que ces deux conditions sont respectées :
a) Si e est l’élément neutre de G, alors Vx € E, ex = x.

b) Va,be G et x € E, (ab)x = a(bz).

Exemple 1.2.4 Le groupe linéaire général GL, (k) par exemple, agit sur ’ensemble des
vecteurs réels de R™ a savoir le produit matricielle en concidérant le vecteur de R™ comme

une matrice colone.

Proposition 1.2.2 Soit G un groupe opérant sur un ensemble E.
a) Pour tout g € G, Uapplication :
T,: EF —— K
r — Ty(r)=g9g-x
est une permutation de E.
b) L’application :
p: G — Aut(F)
g — plg) =1,
est un homomorphisme de groupes et ker p est appelé noyau de l'action de G sur E.
Démonstration.
i) Montrons que T, € Aut(E) c’est-a-dire que T, est une bijection. T, est surjective, car
Ve € E, z = T,(g'-x). T, est injective . En effet, soient x1 et xo dans E tels que
T, (x1) = T, (xq), c’est-a-dire g - x1 = g - 2, alors g7* - (g-m1) = g~ (g-ma2), dou
T1 = Ta.

i1) Soient g1 et go dans G ;Vxr € E :

(Tg1 ° ng) () =091 (92-7) = qug2- T = T4 (z)

donc Ty, o T,, =Ty, 4,, ce qui prouve que p est un homomorphisme de groupes. m

1.3 Représentation des groupes

En mathématiques et en physique, la notion de représentation d’un groupe est fondamen-
tale. 1l s’agit d’étudier les différentes maniéres de faire agir des groupes sur des espaces

vectoriels par des transformations linéaires.
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1.3.1 Définitions générales

Rappelons que si V' est un C-espace vectoriel, GL(V') désigne le groupe des isomorphismes
linéaires de V' dans lui-méme. Si V est de plus muni d’un produit hermitien (.,.)y ,
U(V') désigne le sous-groupe de GL(V') des applications linéaires u préservant le produit

hermitien, c’est-a-dire

(u(v),u(w))y = (v,w)y,Yo,w € V

Définition 1.3.1 (Représentation) Une représentation (p,V') du groupe G est la don-
née d’un espace vectoriel V | appelé espace de la représentation, et d’un morphisme de
groupes

p:G+— GL(V)

Définition 1.3.2 (Représentation unitaire) La représentation (p, V') est dite unitaire
si V' est un espace de Hilbert pour le produit hermitien (.,.)yv et si p est a valeurs dans

U(V), c’est-a dire si pour tout g € G et pour tous v,w € V,

(p(9)(v), p(g) (w))v = (v,w)y

Remarques 1.3.1 On a :

1) La dimension de la représentation (p, V') est la dimension de V . On la note d .

2) On appelle représentation triviale toute représentation telle que Vg € G, p(g) = Idy

3) L’espace vectoriel {0} est aussi un espace de représentation pour tout groupe G (de
maniére unique, puisque GL({0}) est le groupe a un élément). Nous ’appellerons représen-

tation nulle de G.

Définition 1.3.3 (Représentation matricielle) Une représentation (p,V') d’un groupe
G est dite représentation matricielle de dimension n, si l’espace de représentation V- =Kk",

on a donc I’homomorphisme :

p:Gr— GL,(k)

Remarque 1.3.2 Comme on peut le voire, une représentation matricielle n’est qu’une

représentation de dimension finie, en effet, GL,(k) = GL(V =k").
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Exemple 1.3.1 Soit le groupe multiplicatif To donné par :

0
e’z 0

Tg = Ag - M2><2((C) : Ag =

et soit l’application :

cosf —sinf 0

p: Ty — GL3(R)
avec p(Ag) = | sinf cosf 0

Ag — ,O(Ag)

0 0 1

Il est clair que (p,R3) est une représentation du groupe Ty. En effet :

p<A91 A92) = p(A91 )p(A92)

1.3.2 Représentations irréductibles

Soit (p, V') une représentation de G. Un sous-espace vectoriel, F' C V, est dit invariant
par p (ou par G, si le nom de la représentation est sous-entendu) si, Vg € G, p(g9)F C F,
ce qui entraine p(g)F = F. On peut alors parler de la représentation p restreinte a F' qui
est une représentation de G' dans F. On la note pjp. Une telle représentation restreinte a

un sous-espace invariant s’appelle aussi une sous-représentation.

Définition 1.3.4 (Représentations irréductibles) Une représentation (p,V') de G est
dite irréductible si les seuls sous-espaces vectoriels de V invariants par p sont {0} et V

tout entier.

Exemple 1.3.2 Toute représentation (p, F) de dimension 1 est irréductible, car dans ce

cas les seuls sous-espaces vectoriels de E sont précisément {0} et E.

Définition 1.3.5 (Somme directe de représentations) Soient (p1, E1) et (p2, F2) Deux
représentations de G. Alors la somme directe de deuz représentations (p1, E1) et (pa, Es)
est une représentation (p = p1 @ pe, E = E1 @ Es) telle que Vg € G,Vx1,29 € E1 X Ey on
a:

p(9)(x1 + x2) = (p1 ® p2)(9) (21 + 22) = p1(g)(21) + p2(g)(72)
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Remarque 1.3.3 Pour des représentations matricielles (p1, Ey) et (p2, Ea), les matrices

de la représentation somme directe de piet ps sont des matrices diagonales par blocs :

pi(g) 0
0 plg)

p(g) =

Théoréme 1.3.1 Toute représentation est somme directe de représentations irréductibles.

Démonstration. On proceéde par récurrence sur le degré de la représentation, plus

de détaille voir [12]. m

1.4 Groupes et algébres de Lie

1.4.1 Groupes de Lie

Donnons d’abord une définition générale.

Définition 1.4.1 (Groupe de Lie) Un groupe G est un groupe de Lie surk si :
a) G est une variété analytique si k = C (ou différentielle sik = R).

1

b) L’application (z,y) — xy~ " est holomorphe (ou différentiable).

Remarques 1.4.1 On a:
1) Un tel groupe posséde une infinité continue d’éléments.

2) Tout groupe isomorphe & un groupe de Lie est un groupe de Lie.

Exemple 1.4.1 L’ensemble des matrices inversibles de M,(C) ou groupe linéaire, noté
GL,(C), est un groupe de Lie en effet :

1) GL,(C) est une variété analytique, car GL,(C) est dense et ouvert dans M,(C) comme
image réciproque de C* par Uapplication continue (det).

2) De plus, si on prend A et B dans GL,(C), chaque coefficient de AB™' est fonction
polynémiale des coefficients de A et de B, donc lapplication (A, B) — AB™! est claire-

ment holomorphe.
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On a vu que le groupe général linéaire d’ordre n a éléments dans k qu’on note GL,,(k),
est ’ensemble des matrices carrées non singuliéres (inversibles) n x n a éléments dans le
corps k muni de la loi de la multiplication des matrices. k désigne le corps des nombres
réels R ol celui des nombres complexes C.

Donnons donc maintenant une définition indépendante de la géométrie.

Définition 1.4.2 (Groupe de Lie linéaire) On appelle groupe de Lie linéaire (Ma-

tricielle) tout sous-groupe fermé d’un groupe linéaire GL,(R).

Remarques 1.4.2 Donnons :

1) Comme GL,(C) est un sous-groupe fermé de GLa,(R), on peut remplacer GL,(R) par
GL,(C), ou méme par GL(V/k) pour V de dimension finie, dans la définition ci-dessus.
2) Par commodité, nous parlerons souvent simplement de “groupe de Lie”.

3) La dimension d’un groupe de Lie est définie comme sa dimension en tant que variété,
c’est a dire le nombre de paramétres indépendants avec lesquels on peut paramétrer la

variété.

1.4.2 Algebre et crochets de Lie

Définition 1.4.3 (Algébre) Soit A un espace vectoriel sur le corps k dont la loi interne
est notée (+) et la loi externe est notée multiplicativement. Supposons que A est muni
d’une deuxieme loi interne notée multiplicativement aussi, c’est a dire, une application de

Ax Ar— A qui a (x,y) — zy , qui satisfait les deux lois de distributions suivantes :

z(ay + bz) = a(zy) + b(z2)
(ax + by)z = a(zz) + b(yz)

ot a,b ek etx,y,z€ A. Dans ce cas, l'espace vectoriel A est une algébre. Si en plus,

la deuxiéme loi est associative, A est alors une algébre associative.

Exemple 1.4.2 L’espace vectoriel des matrices complexes carrés d’ordre n est un bon
exemple d’algébre associative une fois muni du produit matriciel, en plus de la sommation

matricielle et de la multiplication par un scalaire réel.

10
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Définition 1.4.4 (Algébre de Lie) Une algébre de Lie est un espace vectoriel L sur le
corps k muni d’une deuxiéme loi interne notée [,| : L x L — L et appelée crochet de Lie,
qui satisfait les conditions ci-dessous,Vx,y,z € L et a,b € k.

a) [z,y] = =y, x] (Antisymétrie) .

b) [x,ay + bz] = alz,y] + blx, 2] (Linéarité).

) o, [y, 2]] + [y, [z, 2] + [z, [z, y]] = O (Identité de Jacobi).

Remarque 1.4.3 On déduit de ces propriétés :
1) La premiére propriété implique que [x,z] =0 Va € L.

2) Les deux propriétés (a) et (b) impliquent que Vx,y,z € L,Ya,b €k on a :
laz + by, 2] = afe, 2] + by, 2

3) De plus si A est une algébre associative dont la deuxiéme loi interne est notée multi-

plicativement, on peut définir un crochet de Lie sur A de la maniére suivante :
Ve,y € A, [o,y] =2y —yx
Ce genre de crochets de Lie sont appelés des commutateurs.

Exemple 1.4.3 L’espace vectoriel R muni du produit vectoriel habituel est une algébre

de Lie.

Définition 1.4.5 (Sous-algébre de Lie) Soit L une algébre de Lie et L un sous-espace
vectoriel de L. On dit que L est une sous-algébre de Lie de L s’il est stable par le crochet
de Lie déja défini sur L. Cela veut dire que ce crochet définit une loi interne dans L. a
saVoIr :

Vo,ye L, [z,yl € £

1.4.3 Constantes de structure d’une algébre de Lie

Définition 1.4.6 (Relations de commutation) Soit L une algébre de Lie de dimen-
sion finie v, et soient les {e;},i = 1,r ’ensemble des vecteurs constituant une de ses

bases. On appelle relations de commutation la donnée des r? crochets de Lie [e;, e;l,i,j €
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1.4. Groupes et algébres de Lie

{1,2,3,...,7}. Puisque le crochet de Lie est une loi interne dans L, alors [e;, e;] se dé-

compose comme Suit :
[e:,€5] = Zcijkek
k=1
Les c;ji, sont appelés les constantes de structure de [’algébre de Lie L.

Remarques 1.4.4 Les constantes de structure d’une algébre de Lie dépendent du choix
de la base. de plus on a :

1) L’antisymétrie du crochet de Lie implique que ¢;jr, = —cjik, et en particulier c;j, = 0.
2) L’identité de Jacobi vérifiée par le crochet de Lie implique que

Vi, g hok € {1,2,3,.,r}) > cijicn + Ciricin + cracijn =0
=1

1.4.4 Compléments sur ’exponentielle

Définition 1.4.7 (Sous-groupes a un paramétre) Un sous-groupe & un paramétre d’un

groupe topologique G est un morphisme de groupes topologiques X : (R,+) — G.

Théoréme 1.4.1 Soit V' un k-ev de dimension finie et soit A : R — GL(V/k) un

sous-groupe & un paramétre. Alors il existe un unique endomorphisme x € L(V/K) tel que
Vit € R, A(t) = exp(tx)
En particulier, \ est C* et déterminé par sa dérivée x = N (0).

Démonstration. Montrons d’abord que A est dérivable. Par continuité de A, on peut
trouver une fonction # : R — R, de classe C'*°, a support compact et normalisée par

/ 0(t)dt = 1 vérifiant la condition

R

/e@) IN(—t) — Tdy||dt < 1

R

Sous cette condition, I’endomorphisme y = / O(t)\(—t)dt est inversible car il vérifie I'inégalité

R
ly — Id,|| < 1. Posons alors

K(t) = /9(25 — s)A\(s)ds

R

12



1.4. Groupes et algébres de Lie

La fonction k : R — L(V/K) est C* (dérivation sous le signe somme...), et un change-

ment de variable montre que

Donc A est de classe C*°. Mais alors la différentielle A’ est donnée par N (t) = A(t)\'(0)
pour tout ¢ € R. On en déduit que 4 (exp(—tN'(0))A(t)) = 0, puis par intégration
A(t) = exp(tX) avec X = N'(0). m

Corollaire 1.4.1 Soit G un sous-groupe fermé de GL, (k). L’ensemble
AL ={X € M, (k) : Vt € R,exp(tX) € G}
est un sous-R-espace vectoriel de M, (k), stable par le crochet de Lie.

Démonstration. La démonstration ce fait grace au propriété de I'exponentielle qui

est assez simple, voir [4] . =

1.4.5 L’algébre de Lie d’un groupe de Lie

Définition 1.4.8 Soit G C GL, (k) un sous-groupe fermé. L’ensemble,
Ap ={X € M,(k) : Vt € R,exp(tX) € G},
est appelé algébre de Lie de G, et est parfois aussi noté Lie(QG).

Remarque 1.4.5 Lie(QG) est canonique. Tel que nous l’avons défini, Ay semble dépendre
non seulement de G mais aussi du G L, (k) dans lequel on voit G. Or, en vertu du théoréme
précédent, l’ensemble Ay s’interpréte comme l’ensemble des sous-groupes a un paramétre
de G, ce qui en donne une définition intrinséque. De plus, la structure de R-espace
vectoriel sur Ay, et le crochet sont donnés par les formules

i) (rA)(t) = A(rt) pour r € R,
i) (A + p)(t) =limoo (A (L)
iid) (A, p(t) = limy—oo (A (3)
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Ces formules montrent que [’espace vectoriel A;, muni de son crochet est canoniquement
attaché o G. En particulier, il ne dépend pas du plongement de G dans un G L, (k). Notons
cependant que ces formules n'ont pas nécessairement de sens pour un groupe topologique

quelconque.
Plus généralement on a la définition suivante :

Définition 1.4.9 (Algébre de Lie d’un groupe de Lie) L’algébre de Lie d’un groupe

de Lie est le plan tangent au groupe de Lie en son élément neutre.

Remarque 1.4.6 Il est clair que pour déterminé [’algébre de Lie d’un groupe de Lie
Matricielle G il suffit d’écrire un développement de Taylor o l’ordre 1 au voisinage de son
élément neutre d’un élément de G paramétrer & savoir Uapplication g : RP —— M, (R).
En générale le nombre des paramétre n’est pas connue & l’avance. Quand c’est le cas,
on utilise la méthode qui consiste a considérer un élément g appartenant a G trés proche
de la matrice unité et on peut donc considérer cet élément comme appartenant a Lie(G),

comme nous le verrons dans un exemple plus tard.

Présentons maintenant quelques remarques sur le lien entre un groupe de Lie et

I’algebre de Lie associée.
Proposition 1.4.1 A tout groupe de Lie correspond une unique algébre de Lie réelle.

Démonstration. Puisque un groupe de Lie est 'ensemble de ses sous-groupes a un
parametre, donc ’algebre de Lie de ce groupe de Lie est I’espace vectorielle généré d’une

maniére unique par leurs endomorphismes respectives. m

Remarque 1.4.7 En revanche, une méme algébre de Lie réelle peut dériver de groupes

de Lie non isomorphes.

Théoréme 1.4.2 Tout élément d’un sous-groupe connexe d’un groupe de Lie G peut

s’exprimer comme produit fini d’exponentielles de son algébre de Lie réelle Lie(G).

Démonstration. Pour la démonstration, voir [9]. m
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1.5. Groupes de Lie des transformations de R"

e
Exemple 1.4.4 Soit x un élément de SLy(R) s’écrivant x = Alors x =
exp(mXi)exp(0Xs) ou

0 1 1 0
X1: et X2:

-1 0 0 -1

1.5 Groupes de Lie des transformations de R”

La symétrie joue un role fondamental en physique. Elle signifie que certaines propriétés
du systéme étudié restent invariantes ol covariantes sous certaines transformations qui
peuvent étre continues ou discrétes. On peut donner comme exemples, la covariance des
lois physiques dans un changement de repére, la symétrie de jauge, la covariance sous un
renversement du temps, la conservation de la parité.

L’étude des groupes de transformations continues se fait dans le cadre de la théorie des
groupes de Lie auxquels on va consacrer cette section, afin de rappeler quelques notions

de base concernant ces groupes qui nous seront trés utiles dans le reste de ce mémoire.

1.5.1 Groupes de Lie des transformations de R"” a plusieurs

parametres
Transformations et groupe de transformations

Définition 1.5.1 (Transformation) On appelle transformation de l’ensemble E une

application bijective de E dans E.
Exemple 1.5.1 L’application identité de E (Idg) est une transformation de E.

Définition 1.5.2 (Groupe de transformations) soit T un ensemble de transforma-
tions d’un ensemble E. Si T muni de la loi de composition des fonctions posséde la

structure d’un groupe, alors il est appelé groupe de transformations de ’ensemble E.
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1.5. Groupes de Lie des transformations de R"

Remarque 1.5.1 L’ensemble de toutes les transformations de l’ensemble E, noté Transf(F),
est un groupe de transformations de E. Les autres groupes de transformations de E sont

des sous-groupes de ce dernier.

Groupes de transformations continues de R"

Définition 1.5.3 (Groupe de transformations continues) Soit le domaine D C R™.
Un groupe de transformations continues a r parameétres T de cet ensemble D est un groupe
de transformations de D dépendant de r paramétres réels a € R" qui peuvent varier d’une
maniére continue dans un sous ensemble connexe S C R" appelé espace des paramétres.

Autrement dit, nos transformations sont de la forme :

fo: D — D
r x’:f(m,a):fa(x)

Afin d’étudier les propriétés des parameétre a € S on donne la définition suivante :

Définition 1.5.4 (Lois de composition des paramétres de transformation) SoitT
un groupe de transformation continue & r paramétres dans S C R", On définie la lois de
composition de deux paramétres a,b € S implicitement par l’application ¢ : S x S —— S
comme suit :

Va,b €S, foap) = foo fa €T avec fo, fr €T

Remarque 1.5.2 Cette définition découle directement du fait que T est un groupe. FEn

effet, Vf., fr € T,3c € S tel que f,o f, = f., donc c est donné en fonction de a et b.

Puisqu’il s’agit d’'un groupe de transformations, les propriétés qui en découlent di-

rectement sont les suivantes.

Proposition 1.5.1 Soit T' un groupe de transformation et ¢ la lois de composition de
ses parameétres, alors on a les assertions suivantes :

a) 3a® € S tel que Pp(a,a’) = ¢(a,a) = a (Cette relation traduit l'existence de l’élément
neutre).

b) Ja € S tel que ¢(a,a) = ¢(a,a) = a® (Cette relation traduit lexistence de l'inverse).
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Cela implique quels paramétres a sont des fonctions de a qu’on va écrire implicitement

a=x(a).
c) Va,b,c € S ¢(p(a,b),c) = ¢(a, p(b,c)) (Cette relation traduit l’associativité de la loi de

composition des fonctions).

Démonstration. En utilisant le fait que 7" est un groupe on aura :

i) on obtient (a) en écrivant :
3a’ € S foo = Idpn <= fa0 0 fa = fao fuo = fa
i1) on obtient (b) en écrivant :
VieeT,JaeS: f,'=facT < foofa=fao fo= fu
i1i) on obtient (¢) en écrivant :

vfaafbafc € T7 fc © (fb © fa) - (fc © fb) © fa

Remarque 1.5.3 Si en plus, les fonctions f,, ¢ et x définies auparavant, sont des fonc-
tions analytiques admettant des dérivées a tout ordre par rapport a leurs arguments, alors

T est un groupe de Lie de transformations a v paramétres.

La transformation infinitésimale et les générateurs infinitésimaux

Soit T un groupe de Lie de transformations & r paramétres. Faisons I’hypothése que
la transformation identité correspond & a = a° = 0, ce qui veut dire que f(z,0) = z.
Si ce n’est pas le cas, il suffit de redéfinir la transformation en remplagant f(z,a) par

f(x,a) = f(x,a + a°) pour avoir I'égalité :
f(,0) = f(2,0+0°) = f(w,a") =

A présent, supposons que le paramétre a est au voisinage de 0 (Ja,| < 1,0 = 1,7). Le

développement de Taylor de la fonction f, a 'ordre un au voisinage de 0 par rapport a
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largument a, nous permet d’avoir la linéarisation (approximation) suivante V3 = 1,n on

a

ry = f3(,a)

T

0
= f(l’,O) + Zaa£($,0>

= fﬁ(il?,()) + (a : Vafﬁ)<x>0)

On pose :

]
da,

Et comme f(x,0) = z, la transformation infinitésimale recherchée aura la forme , V3 = 1,n

§s = Vafs(7,0) = o = (7, 0)

on a :
zy =25+ (a-&p)

Introduisons une fonction F': R” — R" différentiable, et examinons sa variation 0 F

sous cette transformation infinitésimale :

F((E,) F x5+Zaa§5a,...

) + Z Z aafﬁa ,0)

=1 a=1

A ce stade on peut introduire les r opérateurs différentiables X, o = 1, r définis par :

Zgﬁa xO = X, Zgﬁaa

Donc on peut écrire :
F(2')=F(z)+ Y auXoF ()
=1

Définition 1.5.5 (Générateurs infinitésimaux) Soit T un groupe de Lie de transfor-

mations continues a r paramétres. L’ensemble des r opérateurs

{Xa € L(CYR™),C(R™)) : X, Z gé’:ﬁ (%ﬁ (a,f) €R" x T}

sont appelés les générateurs mﬁnitésimaux de notre groupe de Lie de transformations

continues.
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1.5. Groupes de Lie des transformations de R"

Remarque 1.5.4 Dans le cas ot F(x) = x5,,8 = 1,n, la relation précédente va se

simplifier a la forme :

by =) Epadan =Y (& - da)
a=1

a=1

ou on a utilisé a la place a, les paramétres infinitésimauz 6 a,.

Propriétés des générateurs infinitésimaux et algébre de Lie d’un groupe de

transformations

Définition 1.5.6 (Produit de générateurs infinitésimaux) Soit T' un groupe de Lie
de transformations continues a r parameétres, alors le produit noté X, Xg de deux généra-
teurs infinitésimaur X,, Xg de T' , o, € {1,2,...,r} est définie par son action sur une

fonction différentiable F' : R™ — R™ comme suit :
(XaXp)F = Xo(XpF)

Maintenant on peut parler du commutateur (crochet) de deux générateurs infinitési-

maux qu’on définie comme suit.

Définition 1.5.7 (Commutateur) Soit T un groupe de Lie de transformations con-

tinues a r paramétres, alors le crochet noté [X,, Xg| de deux générateurs infinitésimaux

Xo, Xg deT ,a,p €{1,2,...,1r} est définie par :

(X X5] = Xo X5 — X5X,

Remarque 1.5.5 Un simple calcul aprés avoir posé &;\ = %(x, 0) montre que :
a 0&,5 00\ O
X, X5] = w2
: sl Z <£p oz, Sos ox, ) Oz,
p,o=1
Proposition 1.5.2 Le commutateur (crochet) [.,] définie précédemment est un crochet

de lie.

Démonstration. Découle directement de la définition. m
Enfin, ce crochet de Lie nous permet de définir I’algebre de Lie du groupe de Lie de

transformations continues.
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Définition 1.5.8 (L’algébre de lie d’un groupe de Lie de transformation continues)

L’algébre de Lie d’un groupe de Lie de transformations continues a v paramétres, noté
Lie(T), est l’ensemble de tous les opérateurs qui sont des combinaisons linéaires des

énérateurs infinitésimauxr (X, )i<a<r c’est a dire :
a)1<a<

Lie(T) = {X € L(C*R"),C(R™)) : X = iaaXa,a = (ay,...,a,) € R’"}

a=1
muni de la loi d’addition des opérateurs et celle de la multiplication d’un nombre réel par
un opérateur, ainsi que le commutateur des opérateurs.

Invariants d’un groupe de Lie de transformations

Définition 1.5.9 (Fonction invariante) Une fonction F': R" — R" est un invariant

d’un groupe de Lie de transformations T si :
V(fa,z,a) € T X R" X R" F(z) = F(f(z,a))

Remarque 1.5.6 Pour trouver les invariants d’un groupe de Lie, il suffit de résoudre le

systéme d’équation aux dérivées partielles suivants :

X Fx)=0,1<a<r

ot les (X4 )1<a<r sont les générateurs infinitésimauz du groupe en considération, et l’inconnue

est bien sir la fonction F.

1.5.2 Groupes de transformation & un seul paramétre

Théoréme 1.5.1 (Le premier théoréme fondamental de Lie) Soit T' un groupe de
transformation a un seul paramétre et ¢ la lois de composition de ses paramétres. Pour

une transformation f, € T, il existe une paramétrisation

S 3

(e) = /F(e)de - /%(e‘l, €)de

0 0
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telle que les transformations précédentes de ce groupe peuvent étre obtenues comme solu-

tion du systéme d’équations différentielles suivant :

! d
= @0

2'(0) = 2(0)

Démonstration. Admise. =

Remarque 1.5.7 Le premier théoréme fondamental de Lie montre que la transforma-
tion infinitésimale contient linformation essentielle qui détermine le groupe de Lie de
transformations & un paramétre. Puisque le systéme différentiel précédent est invariant
sous une translation en 7, il est possible de reparamétrer un groupe donné en terme de
parameétre T de telle sorte que pour les valeurs T, et 7o du paramétre, la lor de composition

devient ¢(11,72) = 11 + To.

La conséquence de ce théoréeme est qu’il existe une paramétrisation spéciale avec le
parameétre 7(¢) de telle sorte que le groupe de transformations x/ = f(z,¢) va s’écrire

sous la forme
v = f(x,e) = f(x,e(r)) = f*(x,7)
ou la loi de composition prend I’expression suivante :

[ (f (x,n),m) = f(z,n+ 1)

Corollaire 1.5.1 (Forme canonique) Soit T' un groupe de Lie de transformations con-
tinues a 1 paramétre et X est le générateur infinitésimal de T'. Alors on peut écrire une

transformation f* de T sous la forme canonique suivante :
f*(z,7) =2
Démonstration. Admise. m

Remarque 1.5.8 méme propriété que pour les groupes de Lie matriciels qu’on a vus dans

la section précédente.
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1.6 Exemple de groupes de Lie matriciels

Donnons maintenant quelques ensembles de matrices qui sont des groupes de Lie ma-

triciels.

1. GL,(R) est un groupe de Lie par définition car il est un sous-groupe de lui méme.

2. GL,(C) est aussi un groupe de Lie matriciel (réel), car il est un sous-groupe fermé

de GLQn (R)
3. Les ensembles

SLy(C) = {A € GL,(C) : det(A) = 1}
SLy(R) = {A € GL,(R) : det(A) = 1}

sont appelés groupe spécial Linéaire.

4. L’ensemble
O(n) = {A € GL,(C): AA' = A'A = ann}
ol A! est la matrice transposée de la matrice A et Iy, la matrice identité, est un
groupe de Lie réel de matrices orthogonales appelé souvent le groupe orthogonal.
5. L’ensemble
SO(n) ={A € O(n) : det(A) =1}
est le groupe spécial orthogonal. c’est un sous-groupe de O(n) et un groupe de Lie

matriciel réel.

6. Si on désigne par JP? la matrice diagonale comportant p fois 1 suivis de ¢ fois —1
dans sa diagonale ot p + ¢ = n, les deux ensembles suivants sont des groupes de Lie
matriciels réels :

O(p,q) = {A € GL,(R) : AJPIA" = Jpq}
SO(p,q) = {A € O(p,q) : det(A) = 1}
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7. Le groupe unitaire
Umn)={AeGL,(C): AA* = A"A = L,xn}

ou A* est la matrice adjointe de A, est un groupe de Lie matriciel complexe. Son
sous-groupe

SU(n)={Ae€U(n):det(A) =1}
est un groupe de Lie matriciel complexe appelé le groupe spécial unitaire.
8. Soit n € N qui s’écrit n = 2k (pair), et soit J la matrice n x n définie comme suit :

0 T
—Iixr, O

J p—
L’ensemble
Sp(n) ={A € GL,(R): A'JA = J}

est le groupe symplectique réel. C’est un groupe de Lie matriciel réel.

Générateurs et algébre de Lie d’un groupe de Lie matriciel

A tout groupe de Lie matriciel correspond un certain nombre de générateurs qu’on peut

déterminer.

Exemple 1.6.1 Prenons par exemple le groupe matriciel SU(2) et essayons de trouver
ses générateurs. Pour cela, soit A une matrice 2 X 2 appartenant & ce groupe de Lie

matriciel trés proche de la matrice unité qu’on peut écrire

ol € est un nombre réel infinitésimal et J une matrice 2 X 2 qui est en fait la différentielle
de A : R" — My(R) D SU(2) dont le nombre des paramétres n sont inconnus. La
matrice A doit vérifier les deux propriétés qui résultent de la définition du groupe SU(2).

En Remplagant maintenant la matrice A par son expression (Iaxs +€J) dans la définition
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du groupe SU (2), on trouve :

[2X2+€(J+J*) = IQXQ = J"=-J

det(Iyxo +€J)=1=tr(J) =0

On en déduit que la matrice J a la forme

ic b+ ia
J =
—b+ia —ic

ot a,b,c € R3. Il est clair qu’on peut réécrire J sous la forme
J = (lJl + b<]2 + CJ3

ot les matrices Jy, Jy et J3 sont les générateurs du groupe SU(2) définis comme suit :

J1 = Jy = J3 =
v 0 -1 0 0 —2

Ces trois matrices vérifient les relations suivantes :
3
[JZ', JJ] = JZJ] — J]JZ = Z _2€ijk=]k
k=1

avec
—1 pour une permutation impaire de (1,2,3)

Eijk = 1 pour une permutation paire de (1,2,3)
0 sinon
Si on définit les quantités infinitésimales da = ea,db = €b et dc = ec, notre matrice de

départ A proche de l'unité, va s’écrire sous la forme
A= IQXQ + (SCLJl + 5bJ2 + (5C=]3

On en déduit que le groupe de Lie matriciel SU(2) posséde trois paramétres réels, puisque
a chacun de ses générateurs correspond un seul paramétre. Autrement dit, si la matrice

M € SU(2), alors elle peut étre paramétrée par trois paramétres réels indépendants.

Remarque 1.6.1 Les autres groupes de Lie matricielle donnée précédemment se font de

la méme fagon.
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1.7 Eléments de géométrie

Définition 1.7.1 (Revétement) Soit B un espace topologique. Un revétement de B
par un espace topologique E est la donnée de [’espace topologique E et d’une application
continue et surjective p : 2 —— B telle que pour tout b € B, il existe un voisinage U de b
dans B et un espace discret F' tels que :

1) p~(U) est réunion disjointe d’ouverts V; C E pour i dans F.

2) pour chaque i € F, la restriction pyy, : V; — U est un homéomorphisme.

Remarques 1.7.1 On a :

1) Si la base B est connexe, les fibres p~1(b), b € B, ont toutes le méme cardinal
(éventuellement infini). Lorsque ce cardinal est fini, on l'appelle le degré du revétement.
2) Sip: E — B est un revétement et B’ C B, alors py-1pry : p*(B') — B’ est un

revétement.

Exemple 1.7.1 On a:
1) L’espace R muni de Uapplication t — €% est un revétement de S*. De méme C muni
de z — €* est un revétement de C* .

d

2) L’espace S* muni de Uapplication z — 2%, avec d € N* | est un revétement de degré

d de St

Définition 1.7.2 On dit qu’un revétement p : E —— B est un revétement a n feuillets

si au dessus de tout b € B, on an éléments dans E, qu’on note [by|i<k<n tels que Vi, j €

L, p([bi]) = p([bs]) = b.

Remarque 1.7.2 Cela signifie qu’on peut décomposer notre ensemble E/ en n composantes

qu’on appellera des feuillets.

Définition 1.7.3 (Fibré vectoriel) Soit B un espace topologique. Un fibré vectoriel
(vector bundle) réel de rang n sur B est la donnée d’un espace vectoriel réel &, de dimension
n dépendant continiment de b € B. Autrement dit, on se donne un espace topologique

E appelé espace total (total space) du fibré, une application continue w : E —— B et une
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1.7. Eléments de géométrie

structure d’espace vectoriel réel sur chaque fibre & = 7w (b) qui est localement constante
au sens suivant ( trivialité locale)

pour chaque b € B, il existe un voisinage U de b et un homéomorphisme
h:UXxR"— 7Y (U) = E(§p)

tel que chaque hy : v — hy(v) = h(b,v) soit un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Remarque 1.7.3 On constate qu’un revétement est un cas particulier d’un fibré.

Définition 1.7.4 (Section d’un fibré vectoriel ) Une section (cross section) d’un fi-

bré vectoriel £ est une application s : B +— E telle que s(b) € &, pour tout b.

Exemple 1.7.2 Le fibré trivial (trivial bundle) de rang n sur B est B x R™ avec la struc-
ture d’espace vectoriel constante sur R™. Les sections du fibré trivial s’identifient aux

applications B —— R".
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CHAPITRE

2 Groupes de Lorentz et de

Poincaré

Nous allons définir de maniére rigoureuse les groupes qui nous intéressent ici : le groupe
de Lorentz et le groupe de Poincaré. Nous donnerons ensuite les éléments d’étude de ces
groupes.

—Pour le groupe de Lorentz : sa structure, son revétement universel.

—Pour le groupe de Poincaré : sa structure, ses représentations

irréductibles.

Notre objectif est le suivant : les particules vont étre définies comme des représen-
tations irréductibles unitaires du groupe de Poincaré (o d’un groupe approchant). On
veut déterminer les grandeurs qui caractérisent une particule et ’espace des états d’une

particule, c’est & dire quel objet permet de décrire les différents états de la particule.

2.1 Espace des états, définition d’une particule

2.1.1 Espace des états

Comment définir un systéme physique ? Dans le cadre de la mécanique quantique, que
nous utiliserons largement par la suite, un systéme physique est donné par un espace de

Hilbert H, I'espace des états du systéme.
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2.1. Espace des états, définition d’une particule

Dans ce cadre, un état du systéme est défini comme un vecteur de son espace des états

) € H. On ajoute comme condition que le vecteur soit normé : ||]|* = 1.

2.1.2 Définition d’une particule

Nous allons maintenant essayer de donner un embryon de réponse a la question "qu’est-ce
qu'une particule ?". Que peut-on attendre d’une particule ? Il parait raisonnable de
demander & une particule de posséder certaines grandeurs caractéristiques intrinseques
comme la masse, le spin, ... Ces grandeurs intrinséques peuvent justement étre obtenues
a partir des opérateurs d’entrelacement, ou, plus précisément, des opérateurs de Casimir.
Ceux-ci ne peuvent fournir de grandeur intrinséque que si la représentation du groupe de
symétries G dans ’espace des états Hest irréductible. Etant donné un groupe G, ce qui

précéde nous améne & donner la définition d’une particule élémentaire :

Définition 2.1.1 (Particule élémentaire) Soit G un groupe. Une particule élémen-
taire est une représentation irréductible unitaire du groupe G, qui est alors par définition

le groupe de symétries de la particule.
Un état d’une particule est simplement un vecteur de ’espace de représentation choisi.

Remarque 2.1.1 Remarquons que cette définition d’une particule élémentaire dépend
du groupe de symétries fixé. Les conséquences sont les suivantes : avec un groupe de
symétries plus grand, les particules ont plus de grandeurs caractéristiques. De méme, les
représentations irréductibles d’un groupe plus grand sont susceptibles d’étre plus grandes,

plus d’informations sont donc nécessaires pour décrire [’état d’une particule.
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2.2. Structure

2.2 Structure

2.2.1 Groupe de Lorentz
Espace-temps de Minkowski

L’espace naturel pour étudier I’évolution de particules libres est 1’espace-temps de Minkowski.
Un point = de cet espace-temps est repéré par quatre coordonnées réelles : = = ()< <3
. cet espace peut donc étre identifié & R*.

Cet espace est de plus muni d’'une métrique particuliére, la métrique de Minkowski

(c’est a dire d’un pseudo-produit scalaire) :

Définition 2.2.1 (Espace-temps de Minkowski) L’espace-temps de Minkowski, que

nous noterons V , est R* muni du pseudo-produit scalaire définie par :
3
I"y:lEOyO— 2 /‘mzyz
i=1
Les points de cet espace sont les événements.

La métrique de Minkowski est habituellement notée matriciellement n = (1,,) =
diag(1l,—1,—1,—1). Avec les conventions habituelles pour les sommations (convention

d’Einstein ), on notera
€T - y = nﬂyw/’byy
Ici, nous utiliserons plutét la notation matricielle, en considérant les points de 1’espace

de Minkowski comme des vecteurs colonnes :
T
rT-y=xny

Pour un rayon lumineux, un élément d’une trajectoire paramétrée par A\, ds = x(\ +

d\) — z()), et par définition de pseudo-norme nulle :

ldsium|l =0

(ULa convention, dite d’Einstein, de sommation sur les indices répétés figurant une fois en indice

supérieur et une fois en indice inférieur, étant entendu que 'indice de sommation varie de 0 a 3.
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2.2. Structure

On peut aussi définir le cone de lumiére comme étant l’ensemble des vecteurs de
norme nulle : c’est ’ensemble des événements pouvant étre reliés par un rayon lumineux
a Porigine du référentiel.

Définition du groupe de Lorentz

Le groupe de Lorentz est défini comme un groupe de transformations des coordonnées qui
laisse invariantes les lois de la physique, et notamment la loi de propagation de la lumiere
dans le vide, donc sa vitesse. Le groupe de Lorentz doit donc laisser invariant le cone
de lumiere. Nous admettons que ceci implique que le groupe de Lorentz doit laisser la

métrique invariante. Notons £ le groupe de Lorentz, ce qui se traduit par :
VA € L,V(z,y) € V2, (Az) n(Ay) =7
Cette propriété caractérise le groupe de Lorentz :

Définition 2.2.2 (Groupe de Lorentz) Le groupe de Lorentz L est constitué des ma-

trices réelles 4 x 4 définie par :
L ={A€GLyR): ATnA =1}
avec n = diag(1,—1,—1,—1).

Remarque 2.2.1 Comme la métrique préservée est n = diag(l,—1,—1,—1), le groupe

de Lorentz est aussi noté SO(1,3).
Proposition 2.2.1 Le groupe de Lorentz est un groupe de Lie.

Démonstration. Ceci découle du fait que £ = SO(1,3). =

Structure du groupe de Lorentz

Nous allons montrer que le groupe de Lorentz est composé de quatre composantes con-

nexes.
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2.2. Structure

Prenons le déterminant dans la définition de L : on obtient (det A)?> = 1, donc det A =
+1. Le signe de det A indique si la transformation des coordonnées "retourne" 1’espace-
temps.

Dans cette méme équation, considérons 1’élément de matrice (0,0) : dans le membre
de droite,

Moo = 1
et dans le membre de gauche

3
(ATnA)go = Z Ao Nonw = A5y — Z AL
1

W,V 1=
Finalement

3
Afo =1 +ZA?0 :[Ago| > 1
i=1

Le signe de Ay indique si la transformation des coordonnées inverse le sens du temps.

Ceci nous conduit a introduire la définition suivante :

Définition 2.2.3 (Groupe de Lorentz propre) Le groupe de Lorentz propre noté L

est le sous-groupe du groupe de Lorentz définie par :
Egz{AGE:detAzletA()ng}
Le lemme suivant est fondamental :

Lemme 2.2.1 Tout élément A € Ly du groupe de Lorentz propre peut s’écrire sous la

forme

A= RLR

R et R1 sont des rotations de R3,L est une transformation spéciale de Lorentz.

Démonstration. écrivons :

] ] (e} —
8 8 8
[N

8
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2.2. Structure

et intéressons-nous a la projection de ce vecteur sur les coordonnées d’espace.

2 avec (2°)? — r? = 1. 1l existe

On note r sa norme euclidienne r? = (z)? + (2%) + (2%)
une rotation de R? qui envoie (2!, 2%, 23) sur (0,0,7) On a alors :

0

1 T
0 0
SA =
0 0
0 r
Posons maintenant
20 0 —r
0 1 0 O
L =
0 01 O
—r 0 0 —r
On a alors :
x 1
0 0
L —
0 0
T 0

Un calcul utilisant I'identité (z°)? —r? = 1 et le fait que 2¥ est strictement positif montre

que L est la transformation spéciale de Lorentz dans la direction z de parameétre
r
a = argth—
x

On a donc

LSA

o o o =
o o o =

LSA est donc une rotation de R3, soit alors LSA = S”, ce qui termine la démonstration.
[ |

Le groupe de Lorentz propre posséde la propriété suivante :
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2.2. Structure

Proposition 2.2.2 (Connexité de L) Le groupe de Lorentz propre est connere.

Démonstration. ceci vient directement du lemme précédent, on peut aisément relier
les rotations et les transformations spéciales de Lorentz a 'identité par un chemin continu,
il suffit de faire varier leur parameétre. m

A partir du groupe de Lorentz propre, on peut retrouver tout le groupe de Lorentz en

définissant les symétries.

Définition 2.2.4 (Parité, renversement du temps) Les transformations parité et ren-
versement du temps sont définies respectivement par les matrices P = diag(1,—1,—1,—1)

et T = diag(—1,1,1,1).

Remarque 2.2.2 P etT commutent, le groupe engendré par ces deux matrices est donc
{I,P} x {I,T}. Ce groupe agit sur le groupe de Lorentz propre et on a la proposition

swvante :

Proposition 2.2.3 Le groupe de Lorentz s’obtient a partir du groupe de Lorentz propre,

de la parité et du renversement du temps par produit semi-direct :
L= ({]’P} X {]’T}) X EO

Démonstration. Il est clair que £ = LoUPLyUT LU PT Ly en effet si A € L. Alors

on a :

detA:+1,A00 Z 1:>AE£0
detA:“‘l,AoO < 1:>A€T£[]
detA:—l,Ag()Zl:AEPEO

detA=—-1, Ay <1= A€ L,

donc £ C Lo U PLyUTLyU PTLy pour 'autre inclusion on utilise le fait que P,T, PT
commutent avec A et leurs produits DDT = I qu’on utilise dans la définition. m

On aboutit enfin a la proposition voulue :
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2.2. Structure

Proposition 2.2.4 (Structure du groupe de Lorentz) Le groupe de Lorentz est com-

posé des quatre composantes connexes Lo, PLy, TLy et PTLy.

Démonstration. La proposition précédente montre que L est bien constitué de la
réunion de ces classes. La continuité de det A et de Agg montrent que deux de ces classes
ne peuvent pas appartenir a la méme composante connexe. En effet on ne peut pas passer
par continuité de det A = +1 a det A = —1 et de Agg > 1 & Agg < . —1. Il y a donc
au moins quatre composantes. Ces quatre classes sont isomorphes a Ly et comme Lg est

connexe, d’oul la propriété. m

Remarque 2.2.3 Le groupe de Lorentz propre posséde une importance fondamentale : si
on ne sait pas si les lois de la physique sont invariantes par parité et/on renversement du
temps, le groupe de symétries a utiliser est le groupe de Lorentz propre. Nous travaillerons
donc en premier lieu sur le groupe de Lorentz propre, qui est plus facile a manipuler que

le groupe de Lorentz complet.

Remarque 2.2.4 Le groupe des rotations SO(3) est un sous-groupe du groupe de Lorentz

restreint a Loy.

Il reste une derniére propriété fondamentale du groupe de Lorentz & mettre en évidence

: la non-compacité.
Proposition 2.2.5 (Non-compacité) Le groupe de Lorentz (propre) n'est pas compact.

Démonstration. Il suffit pour cela d’exhiber un sous-groupe du groupe de Lorentz

qui n’est pas compact. C’est le cas du sous-groupe a un paramétre :

4 3\
cosha sinha 0

sinha cosha O

0 0 1

G={AeGLR): A= La€R

- o O O

0 0 0

\

On montre facilement que c’est un sous-groupe & un paramétre du groupe de Lorentz
(propre) en utilisant la définition. Il est clair qu’il n’est pas compact, en effet il n’est pas

borné. m
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2.2. Structure

Le fait que le groupe de Lorentz ne soit pas compact a une conséquence importante

pour l'utilisation que nous allons en faire, donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.1 (Représentation des groupes non compacts) Soit G un groupe non
compact. La seule représentation wrréductible unitaire de dimension finie de G est la

représentation triviale.

Démonstration. admis. =

Revétement du groupe de Lorentz propre par SL,(C)

Nous allons ici exhiber un revétement universel du groupe de Lorentz propre, ce qui nous
sera utile dans la suite pour construire des représentations irréductibles.
Notons H; l'espace des matrices 2x2 hermitiennes. A un vecteur x = (2*)o<,<3 de

I’espace-temps V', on associe une matrice X € Hs par ’application bijective suivante :

(A V+— Hy

20423 b —ix?
rr— X =

AR T A

Le déterminant de cette matrice correspond au carré de la norme de z :
2
det X = ||z]]

On en profite pour dire que X = 20, avec 0y = I et (0,,)1<,<3 sont appelés matrices de
Pauli, c’est une base de SLy(C). SLy(C) agit linéairement sur les matrices hermitiennes.

En effet pour A € SLy(C),
AAZ H2 [ — H2

X — X' =A4X =AXA*

I est facile de voir que ||2/]|* = det(X') = det(AX A*) = det X = ||z avec z,2' € V
sont les vecteurs correspondants & X et X', on a donc ||z||* = ||#’||°. L’action linéaire de
SLy(C) sur V conserve la norme, donc c’est une transformation de Lorentz. On a donc

déterminé un morphisme de groupes clairement continue.
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2.2. Structure

O: SLy(C) — L
A — P(A)=A4
Donnons maintenant les principales propriétés de SLy(C) et de ce morphisme, tirées

de [13] :
Proposition 2.2.6 (Connexité de SLy(C)) SLy(C) est connexe par arcs.

Démonstration. Soit A € SLy(C), alors A est trigonalisable en tant que matrice

complexe 2 x 2. En intégrant la condition sur det A, on peut écrire

a b .
A=DB B~
0 at
En remplacant a et b par les chemins o : t —— 1 —t + ta et § : t — tb, on obtient un

chemin continu de I & A dans SLs(C) a savoir :

[+ 00,1] — SLy(C) wvee f(t) = B a(t) Bt B
t —  f) 0 aft)!

Il est clair que f et continue avec f(0) = I et f(1) = A d’ou la conclusion. =

Remarque 2.2.5 On déduit de cette propriété et de la continuité de ® ainsi que de la

proposition 2.2.4 que Im® C L.

Proposition 2.2.7 (Revétement du groupe de Lorentz propre) Le morphisme ® :

SLy(C) — Ly est un revétement & deux feuillets avec ker ® = {I,—1}.

Démonstration. C=)ette proposition est admise. Nous pouvons néanmoins donner
quelques éléments de démonstration. Il suffit de déterminer I'image et le noyau de @ .
Pour le noyau, on considére les matrices A € SLy(C) telles que ®(A) = I dou VX €
Hy, AyX = AXA* = X et on prend pour X l’identité puis les matrices de Pauli, d’ou
on déduit le noyau de ® . Comme ® est un morphisme, ceci montre 'injectivité locale,
nécessaire pour avoir un revétement.

La surjectivité se montre en décomposant un élément de Ly avec le lemme 2.2.1. On
montre que les rotations et transformations spéciales de Lorentz sont dans 'image de ®

en exhibant des antécédents. m
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2.2. Structure

Remarque 2.2.6 On remarque que
(I)\SU(Z) : SU(Q) — 50(3)

est un revétement. Il hérite des propriétés de ® : les antécédents de ['identité sont les
mémes, il a donc aussi deux feuillets. Le diagramme suivant représente ces revétements

et inclusions :

SLy(C) «— SU(2)
1@ 1 @isu2)
Lo — SO(3)

2.2.2 Groupe de Poincaré

Le groupe de Lorentz est défini comme le groupe des transformations linéaires de ’espace-
temps qui laisse la métrique invariante. Le groupe de Poincaré étend cette définition a
partir du postulat suivant : les lois de la physique doivent étre invariantes par translation
dans ’espace-temps. Le groupe de Poincaré est donc le groupe des transformations affines
de 'espace-temps qui laisse la métrique invariante.

Le groupe de Lorentz agit naturellement sur V', le groupe de Poincaré apparait alors

comme produit semi-direct :

Définition 2.2.5 (Groupe de Poincaré (propre)) Le groupe de Poincaré P est le

produit semi-direct du groupe de Lorentz et des vecteurs de l’espace-temps :
P=LxV

On définit aussi le groupe de Poincaré propre en se restreignant auz transformations de
Lorentz propres :

Pozﬁolxv

Remarque 2.2.7 Un élément du groupe de Poincaré est noté (A,a), avec A € L et
a € V . Par définition du produit semi-direct, la multiplication des deux éléments (A, a)

et (A';a') de P est donnée par :

(A, a)(N,d') = (AN, a + Ad)
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2.3. Relations de commutation

Remarque 2.2.8 Pour former des opérateurs de Casimir, le groupe de Poincaré doit étre

un groupe de Lie. C’est bien le cas.
Proposition 2.2.8 Le groupe de Poincaré est un groupe de Lie.

Démonstration. Il suffit de remarquer qu’on a un morphisme de groupes injectif :

A a
(A7a)|—>
0 1

L’image de ce morphisme est un sous-groupe fermé du groupe générale linéaire, c’est donc
un groupe de Lie. Donc le groupe de Poincaré, isomorphe & I'image du morphisme, est
un groupe de Lie. m

En ce qui concerne la compacité du groupe de Poincaré, nous avons logiquement le

résultat suivant :
Proposition 2.2.9 (Non-compacité) Le groupe de Poincaré n'est pas compact.

Démonstration. ceci découle directement de la non-compacité du groupe de Lorentz.

En effet ce dernier peut étre identifié au sous groupe d’éléments (A,0). =

2.3 Relations de commutation

C’est le groupe de Poincaré qui nous servira & définir les particules. Nous allons donc
directement étudier 'algebre de Lie du groupe de Poincaré. Nous allons commencer
par définir les éléments de cette algébre de Lie, puis nous calculerons leurs relations de
commutation avant de pouvoir donner les opérateurs de Casimir qu’il est possible de

construire, ainsi que leur interprétation physique.

2.3.1 Algeébre de Lie

L’algebre de Lie d’un groupe de Lie est par définition le plan tangent au groupe de Lie

en son élément neutre. Nous allons donc devoir considérer des petites "transformations",
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2.3. Relations de commutation

ou "transformations infinitésimales qui revienne & utiliser des développement de Taylor"
cela & fin de simplifier les calcule.

Nous allons user massivement de la multiplication des tenseurs avec les conventions
de sommation d’Einstein, les notations et régles de calcul sont brievement rappelées ci-

dessous.

Notations

Nous allons souvent travailler en composantes, covariantes (notées en indice) o con-
travariantes (notées en exposant) en utilisant la métrique pour passer des unes aux autres.

Par exemple, pour un vecteur z :
Ty =1,,T"

On s’apercoit vite que la métrique, doit vérifier la relation :

’]7# :5#

v v

ou J est le symbole de Kronecker. Il est important de remarquer que, si les indices
peuvent étre "montés" ot " descendus", 'ordre des indices est important, il ne peut étre
échangé que par transposition.

La relation matricielle définissant le groupe de Lorentz s’écrit en composantes :
nuu - Ap/,LAa—l/npU

Enfin, on a facilement 1’expression des composantes de A~! pour A € £ en multipliant

la relation matricielle par A~! a droite : nA~! = ATy et donc :
(Ail)uzx - AVM

Eléments de I’algébre de Lie

Nous allons introduire les éléments de I’algebre de Lie de maniére implicite. Considérons

pour cela une transformation de Poincaré infinitésimale :

(Aa)= (1 +w,e)
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2.3. Relations de commutation

avec, par définition, |lwl|,|le]| < 1.

La matrice infinitésimale w n’est pas tout a fait quelconque : en utilisant
A#D = (5Hy + wr
dans la définition du groupe de Lorentz, on obtient que w est antisymétrique :
Wy + Wy =0
On définit alors implicitement les éléments de I’algebre de Lie :

Définition 2.3.1 (Algébre de Lie du groupe de Poincaré) Les éléments de l’algébre

de Lie du groupe de Poincaré, (J* )o<uv<3 et (P*)o<u<s sont tels que pour toute trans-

formation infinitésimale(l + w,€),
7
(I +w,e)=1+ inJ”” — i, P"
Ces éléments sont parfois appelés générateurs.

Les opérateurs P et J ne sont pas explicitement définis, mais cela n’est pas nécessaire
: notre objectif est de les faire agir sur des espaces vectoriels, et dans ce cas la définition
par la relation ci-dessus est suffisante. Notamment, on a une certaine liberté dans le choix

de la matrice (J*)
Proposition 2.3.1 La "matrice d’opérateurs” (J*) est antisymétrique.

Démonstration. Cela vient du fait qu’elle est contractée avec un tenseur anti-

symétrique. On peut alors écrire :

v 1 v
Wy " = 2 (W — wip) J*

1
= 50.);“/!];“/ — 5(/&.1,,#1]#”

1 v v
= 5&)#” (J'u — J ,LL)

yny
= Wy J"
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2.3. Relations de commutation

ol on a posé JH = % (JH — Jvry, J™ correspond aussi bien que J* & la définition, et
est clairement antisymétrique. On a bien montré que 'on posséde une liberté sur (J*),
qui permet de la choisir antisymétrique. m

Dans la suite, nous considérerons toujours cette matrice antisymétrique. Considérons
maintenant les éléments du groupe de Poincaré comme des opérateurs unitaires (ce qui
se produit quand on considére une représentation unitaire du groupe), l'unitarité s’écrit
alors :

(Aa)*(Aya) =1

On a alors la proposition suivante :

Proposition 2.3.2 Les opérateurs (J*) et (P*), agissant sur un espace vectoriel via une

représentation unitaire du groupe de Poincaré, sont hermitiens.

Démonstration. Explicitons cette relation au premier ordre pour une transformation

infinitésimale, avec les éléments de 'algébre de Lie :

I'=({I+w,e)(I+w,e)

— <I + %ww,J‘“’ — ieyP“) <I + %MWJ“” — z'@P“)

— <] — %ww,]‘“’ + iauP“) (I + %wa’“’ - ieuP“)

= I+ Sw (J = ) =g, (P! = P) 4 O(2)

ot O(2) représente un terme infinitésimal d’ordre 2. Cette relation étant vérifiée pour

toute transformation infinitésimale, on voit bien que ces opérateurs sont hermitiens. m

Remarque 2.3.1 La démonstration est en fait plus générale, ceci est vrai pour tous les
éléments de l’algébre de Lie dés que l’on a une représentation unitaire. Ceci justifie a
posteriori le coefficient i devant les générateurs. Ce coefficient est toujours présent en
physique : grice a lui, les générateurs sont hermitiens, ce sont donc des observables. Les
coefficients % et —1 permettent de faire en sorte que les générateurs correspondent a des

grandeurs déja connues.
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Profitons-en pour dire & quelles grandeurs physiques ces générateurs correspondent.
P | générateur de la translation selon x* | correspond a 'impulsion. Les opérateurs J*”
correspondent au moment cinétique défini dans ’espace-temps & quatre dimensions.

Enfin, on connait la dimension de I'algébre de Lie du groupe de Poincaré :
Proposition 2.3.3 L’algébre de Lie du groupe de Poincaré est de dimension 10.

Démonstration. w est une matrice antisymétrique quelconque, elle a donc 6 coef-
ficients indépendants. ¢ est un vecteur de V et a donc 4 composantes indépendantes.

Finalement, I’algébre de Lie du groupe de Lorentz est de dimension 6 +4 = 10. =

2.3.2 Relations de commutation

Pour connaitre une algebre de Lie, il faut connaitre les relations de commutation entre
ses éléments. Ces relations de commutations sont aussi indispensables pour chercher des
opérateurs de Casimir. Nous allons ici suivre la méthode décrite dans [14]. La recherche
des relations de commutation est inévitablement calculatoire, tous les calculs ne seront
pas exposés ici.

Considérons deux ¢éléments du groupe de Poincaré : (A, a) et (I + w, €), infinitésimal.
Nous allons exprimer le produit (A,a)(l + w,e)(A,a)™! en terme d’opérateurs J et P,

avec deux méthodes différentes :

e En écrivant (I 4+ w,¢) avec les opérateurs J et P, puis en effectuant le produit.

e En calculant le produit avec les régles usuelles avant de développer avec les opéra-
teurs.
En écrivant 1’égalité des deux membres quelque soit la transformation infinitési-
male, puis en rendant la transformation (A, a) infinitésimale, nous obtiendrons les

relations de commutation.

On a donc, d’une part :

(A, a)(I +w,e)(N,a) ' =T+ %w“y(A, a)J" (A, a)"t —ie(A,a)P* (A, a) ™
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et d’autre part :
_ i _ . _
(A, a)(I +w,e)(N,a) ' =T+ 3 (AwA 1)pg JP7 — i (Ae — AwA 1a)pP”

i
=1+ §Ap”AU”wWJ”" —i(Afey — AJ A w,,a”) PP
ou les coefficients des produits ont été calculés. En écrivant I’égalité des deux termes
calculés quelle que soit la transformation (I + w,e) et en "antisymétrisant" a a” PPen

1 (a” PP — a?P?) avec la méme méthode que pour (J*), on obtient :
(A, a)J* (N, a)™t = Ap“AU”(Jp" — a’P? + a”P°)
(A,a)PH(A,a)~t = APV
La relation obtenue ne dépend plus de (I + w,¢). Il faut maintenant prendre dans
cette relation (A,a) = (I 4+ w,¢) et effectuer les développements a l'ordre 1. On écrit

ensuite ’égalité quelle que soit la transformation (I + w, ). On obtient ainsi les relations

de commutation suivantes :

Proposition 2.3.4 (Relations de commutation) Les relations de commutation des

éléments de l’algébre de Lie du groupe de Poincaré sont :
Q[TRY JPO) = PP TR — R Y R P — Y JPH
i[P*, JP7) = P P7 — o pP
[P*, P"] =0
Démonstration. Découle directement de ce qui précede, moyennant quelques anti-

symétrisations et changements d’indices. m

Remarque 2.3.2 Ces relations de commutation n’ont rien d’exceptionnel, elle correspon-
dent aux relations de commutation des translations, rotations, et transformations spéciales

de Lorentz.

Nous pourrions maintenant déterminer les opérateurs de Casimir, c’est & dire des
polynémes des opérateurs (J*¥) et (P*) qui commutent avec tous ces opérateurs mais

nous le ferons pas dans ce mémoire. La construction de tels opérateurs est décrite dans

[14].
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2.4 Représentations irréductibles

Notre objectif ici est de déterminer les représentations qui représenterons des particules
élémentaires, c’est a dire les représentations irréductibles du groupe de Poincaré. Les
représentations de SU(2) seront étudiées en guise de préliminaire. Nous verrons ensuite
comment sont construites les représentations d’un produit semi-direct fini, puis nous éten-
drons cette étude au groupe de Poincaré.

Rappelons que les représentations que nous cherchons sont unitaires, elles seront donc

de dimension infinie.

2.4.1 Représentations de SU(2)

Nous cherchons ici les représentations de dimension finie de SU(2). L’étude des représen-
tations de SU(2) est un grand classique de la théorie des groupes, aussi nous ne démon-
trerons que peu de résultats et admettrons ceux donnés dans [8].

Concernant la topologie de SU(2), on a le résultat suivant :
Proposition 2.4.1 (Topologie de SU(2)) SU(2) est compact et simplement conneze.

Démonstration. Un élément de SU(2) est déterminé par a, b € C tels que |a]?+]b]* =
1. On en déduit que SU(2) est diffeomorphe a la sphére S3, qui est compacte et simplement
connexe, d’oll la propriété. m

Comme SU(2) est compact, ses représentations irréductibles sont de dimension finie.

SU(2) agit naturellement sur C?, donc sur les fonctions sur C2. Si f : C* — C,

laction de A € SU(2) sur f est donnée par :
A-f=foAl

Soit j € %N, on note V7 l'espace vectoriel des polynémes homogénes & coefficients
complexes en deux variables (21, 29) de degré 25. On a dim V7 = 2j + 1. On remarque

que V7 est stable par 1’action que 1’on vient de donner, et fournit donc une représentation

de SU(2).
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Définition 2.4.1 (Représentations D’ de SU(2)) On note D’ la représentation de
SU(2) de dimension 2j + 1 dans V7 . Elle est donnée par l'action naturelle de SU(2) sur

les fonctions sur C2.

Ces représentations sont unitarisables car SU(2) est compact, et il est facile de montrer

qu’elles sont irréductibles. On a alors le théoréme suivant, fondamental pour la suite :

Théoréme 2.4.1 (Représentations irréductibles de SU(2)) Pour toute représenta-
tion irréductible de SU(2), il existe j € %N, donné par dim p, tel que p soil isomorphe a

DI,

Démonstration. admis. =

2.4.2 Représentations d’un produit semi-direct fini

Nous suivons ici la démarche de [13] pour étudier puis construire les représentations d’'un
produit semi-direct fini.

On considére donc un produit semi-direct
G=HxXxN

De plus nous supposons que N est abélien.

Considérant H et N comme des sous-groupes de G, le groupe H agit sur N par
conjugaison dans G : h-n = hnh™'. H agit donc également sur les fonctions sur N , pour
f:N+——C,h-f(n)=f(h™t -n)= f(h~nh).

Les représentations irréductibles d’un groupe abélien sont de dimension 1 (ceci découle
immédiatement du Lemme de Schur), elles sont simplement données par un morphisme

de groupes x : (V,+) — (C*, x), est aussi un caractére, ce qui permet de définir :

Définition 2.4.2 (Ensemble des caractéres) Soit G = H x N un produit semi-direct

avec N abélien. On définit l’ensemble des morphismes de groupes
N* = {x: (N,4) — (€, %)}

N* est l’ensemble des caractéres sur N, c’est aussit [’ensemble des représentations irré-

ductibles de N.
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Remarque 2.4.1 H agit sur ces caractéres par :
(h-x)(n) = x(h™" - n)

Démontage d’une représentation

Soit (p, V') une représentation irréductible du produit semi-direct G. La restriction de

cette représentation a N, (p;n, V'), se décompose en somme de représentations irréductibles
k

V= @mﬂ/{/@-, ou W; est 'espace de représentation irréductible de NV associé au caractére
i=1
»;, m; est la multiplicité de cette représentation. On note V,,, = m;W;, alors

V., ={z eV :ph)x=sxn)x}

Regardons comment G agit sur z € V,,, : soit g € G, n € N, calculons

p(9)p(g~'ng)x

p(g)si(g 'ng)x

= (g 2a)(n)p(g)x
Par définition de V., , ce calcul montre que
P(9)Vey = Voo

Pour arriver a un sous-espace de V' stable par p, il faut introduire I'orbite d’un caractére

Définition 2.4.3 (Orbite d’un caractére) Soit »; € N* un caractére de N. On note

N} C N* Uorbite de ce caractére sous l’action de G :
N' =G -»;={g-»:9€G}

Remarquons que comme ’action de N sur N* est triviale, il suffit de considérer ’action
de H :
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Il apparait alors clairement que @%-m est un sous-espace de V stable par p. Comme

geG
V' est irréductible, ce sous-espace est soit vide, soit V', donc

V=V,..= PV.
e #€EN;
pour un certain s;; € N*.

D’Apres cette derniére expression, V' peut étre vu comme I’ensemble I'( E) des sections
d’un fibré vectoriel F —— N/ . La représentation (p, V') devient équivalent a l’action de
G sur I'(E) (cette action naturelle sera explicitée plus loin, lors de la construction des
représentations).

Exprimons maintenant le fait que (p, V') est irréductible en étudiant ’action de G sur
I'(E).

On a pour cela besoin d’introduire le groupe d’isotropie :

Définition 2.4.4 (Groupe d’isotropie ou petit groupe) Soit x € N* un caractére
sur N. Le groupe dsotropie de ce caractére est le sous-groupe G, C G constitué des

éléments qui le laissent invariant :
G,.={9€G:g-»x=xx}
Ce sous-groupe est aussi appelé petit groupe du caractére.

Soit alors G; C G le groupe d’isotropie de s;; € N/ . Alors GG; peut s’écrire comme le
produit semi-direct G; = H; x N, ou H; = G; " H C H. Par définition, GG; est représenté
dans V,,,, de méme que H;.

Il est important de noter que G,g, ~ N;° , I'isomorphisme étant donné par gG; —

i
g - »;. La surjectivité vient de la définition de NV et 'injectivité de celle de G;.
Pour que la représentation de G dans I'(E) soit irréductible, il faut et il suffit que la
représentation de GG; dans V; le soit, donc que la représentation de H; dans V; le soit.
Nous avons donc montré que toute représentation irréductible d’un produit semi-direct
pouvait s’écrire comme 'action du groupe sur les sections d’un fibré vectoriel de base

I’orbite d’un caractére et de fibre un espace de représentation irréductible du sous-groupe

d’isotropie du caractere.
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Construction des représentations

Nous allons ici effectuer la démarche inverse de celle présentée dans le paragraphe précé-
dent : nous allons voir comment construire une représentation d’'un produit semi-direct
a partir de "représentations élémentaires" de groupes d’isotropie. Cette démarche sera
appliquée par la suite au groupe de Poincaré.

Voici la recette de construction d’une représentation irréductible d’'un produit semi-

direct :

Proposition 2.4.2 (Construction des représentations irréductibles) Soit G = Hx
N avec N abélien. Voici comment construire une représentation irréductible de G

a) Déterminer les orbites de N* sous l'action de H et en choisir une, qui sera notée N}
. Choisir un représentant »; € N de cette orbite.

b) Déterminer le sous-groupe d’isotropie H; H du représentant »; et choisir une représen-
tation irréductible (p;, Vi) de ce sous-groupe. (p;,V;) peut alors étre considérée comme une

représentation de G; = H; X N par :
pi(hn) = s¢;(n)p;(h),Vhn € G;

¢) Induire cette représentation de G; a G en construisant le fibré vectoriel E — N; de
fibre V;. Pour cette induction, la méthode a utiliser est celle donnée dans [5] (les actions
a utiliser sont k- (g,v) = (gk™, p;(k)v) pour le quotient et k- (g,v) = (kg,v) pour I'action
sur le fibré). Soit o € T'(E) une section de ce fibré donnée par o(g - »5) = [(g,5(9))],

laction de k € G sur cette section est donnée par :

(k- 0)(g-3)=[(g.5(k7"g - 0))]
Si la représentation (p;, V;) est irréductible, la représentation construite sur I'(E) est

irréductible.

Démonstration. Pour la démonstration voir [5]. =

2.4.3 Représentations du groupe de Poincaré

Nous allons utiliser la méthode que I'on vient de voir pour les groupes finis au groupe de

Poincaré. Ce qui a été fait dans le cas discret se transpose au cas continu. La validité
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de cette méthode a été prouvée par Wigner puis généralisée par Mackey. Nous nous
contentons de 'utiliser selon [14].

Comme nous 'avons dit plus haut, nous allons chercher a représenter le groupe de
Poincaré propre, groupe que nous considérons comme le groupe de symétries d’une par-
ticule libre. Nous seront amenés a modifier ce groupe pour inclure des représentations
théoriquement non acceptables mais présentes dans la nature. Des représentations que
nous construirons, nous déduirons les caractéristiques des particules et comment décrire
leurs états.

Ecrivons le groupe de Poincaré propre comme le produit semi-direct :

POZEOIXV

Caractéres

Il faut commencer par déterminer les caractéres de V' .

Dans le cas d'un groupe N fini de cardinal p, on a, pour un caractére »x € N* et pour
n € N, x(n)? =1, dou |s(n)| = 1.

Comme le groupe V' est infini, cette condition ne découle plus de la définition : il faut
I'imposer. On définit donc ’ensemble V' des caractéres comme ’ensemble des représenta-

tions irréductibles unitaires de V' .

Proposition 2.4.3 (Description des caractéres) Soit »x € V* un caractére de V .

Alors il existe un élément p du dual de 'V tel que Vx € V :
x(x)=e
L’ensemble des caractéres V* peut donc étre identifié au dual de V .

Démonstration. un caractére est une représentation irréductible unitaire de V' .
Une telle représentation est donnée par un morphisme de groupes V. — S! (S! =
{z€ C:|z| =1}).

Soit s¢ : V +—— S! un tel morphisme. Il doit étre continu (c’est un morphisme de groupes

topologiques), on peut donc le relever : il existe une fonction continue 6 : V —— R
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telle que Vo € V ; »(z) = %@, La condition »(x + 2/) = »(x)s(z/) se traduit en
O(x+ar) = 0(x)+0(xr)+ 2kn, k € Z. La continuité de 0 implique que k doit étre le méme
pour tous les z, x/, on peut donc prendre k£ = 0, donc simplement une forme linéaire sur
V il existe un élément p du dual de V tel que f(z) =p-zVr eV . m

Ceci justifie & posteriori la notation V* . Quand le caractére est donné par la forme
linéaire p, il est noté s,.

Voyons maintenant 1’action d’un élément du groupe de Lorentz propre sur un caractére

Proposition 2.4.4 (Action de £, sur V*) Soit s, € V* un caractére de V et A € Ly

une transformation de Lorentz propre. Alors
Aoty = 52y,
Démonstration. il suffit de I’écrire :
(A-35)(z) = %p(A_l-r) = (A7) = (ilhp)e - snp(T)
par définition de 'action de A sur la "fonction" p. =

Remarque 2.4.2 CommeV est de dimension finie, sa base canonique permet de l’identifier
a son dual, ce qui permet d’écrire l'action d’une transformation de Lorentz sur les élé-
ments du dual. De maniére générale, quand p est considéré comme une fonction surV
on a toujours p- (A1x) = (Ap) - x par définition de l'action de Ly sur les fonctions. Par
lisomorphisme V =~ V*, p - x peut étre vu comme un produit scalaire de vecteurs de V.

Dans ce cas, l'égalité p- (A~ x) = (Ap) - & vient du fait que A conserve le produit scalaire.

Dans la suite, nous travaillerons directement avec les éléments du dual, les p € V*. La
proposition ci-dessus montre qu’ils se comportent exactement comme les caractéres sous
I’action de s.

Orbites, représentants, groupes d’isotropie

Intéressons nous maintenant aux orbites des caracteres. Les deux propositions ci-dessus

fournissent immédiatement la réponse :
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Proposition 2.4.5 (Orbite des caractéres) Par définition, l’orbite O, du caractére p
est O, = Lo - p. Ses caractéristiques sont données ci-dessous en fonction des caractéris-

tiques de p :

p Op
IpI* >0 | po>0| {p' € V*: |p/|I* = llpll* .p5 > 0}
> >0 | po <0 | {p € V*:|II* = IplI* by < 0}
IplI> =0 | po>0| {p eV :|p|*=00p>0}
IplI* =0 | po<0| {p eV :|p|* =00 <0}
IpI* =0 | po=0 {0}
Ip)|* <0 {p eV Iy = llpl*}

Démonstration. évident d’aprés les définitions. m

Remarque 2.4.3 Pour former une représentation irréductible du groupe de Poincaré,

. - . 2 . .

il faut choisir une orbite, donc une valeur de ||p||®. Il est clair que cela correspond &
. . 2 . :

choisir la masse de la particule. Le cas ||p||” < 0 correspond a des particules de masse

imaginaire, les tachyons, que nous ne considérerons pas ici. Nous n’étudierons donc pas

les représentations correspondantes.

Définition 2.4.5 (Masse) Soit une particule correspondant a une représentation du groupe

de Poincaré construite a partir d’une orbite O, avec ||p||2 > 0. On définit sa masse par

2
m = /lpll

Les orbites sont des "nappes de masse", c’est & dire un sous-ensemble de V' d’éléments
de pseudo-norme au carré fixée. La nappe de masse m est notée M C V* ou M, , le
3 4 3 4 n "
signe étant celui de py. Pour les particules, on se placera sur une nappe "+". Le cas
n_» . y N . .
—” correspondant a des particules remontant le temps, c’est a dire des antiparticules.
Néanmoins, tout ce qui sera fait se généralise aisément.

Nous allons travailler non plus avec le groupe de Lorentz propre, mais avec son revéte-

ment SLy(C), qui fera apparaitre des sous-groupes d’isotropie dont les représentations
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sont connues. Nous utiliserons I'identification V' ~ Hs pour donner des représentants des
orbites.
La proposition suivante donne pour chaque type d’orbite son représentant et le sous-

groupe d’isotropie associé :

Proposition 2.4.6 (Représentant et sous-groupe d’isotropie associé) Pour chaque

type d’orbite O,, on a le représentant et le sous-groupe d’isotropie suivants :

O, représentant | sous-groupe d’isotropie
9 m 0
IpII” >0 po>0 SU(2)
0 m
9 -m 0
IpI” >0 po<0 SU(2)
0 —-m
5 2 0
Ip["=0 | po >0 150(2)
0 0
5 -2 0
Ip["=0|po <0 150(2)
0 0
lplI* = 0 | po =0 0 SLy(C)

ou 1SO(2) est le groupe des isométries affines de C.

Démonstration. il s’agit d’'une simple vérification pour les représentants. Les sous-

m 0
groupe d’isotropie se calculent & partir des représentants. Pour P = =ml on
0 m
cherche la condition sur A € SLy(C) pour avoir APA* = P, c’est a dire ici AA* = I, donc
2 0 a b
A € SU(2). De méme pour P = —mlI. Pour P = , en prenant A = , on
0 0 c d
a:
2 0 a b 2 0 a ¢
0 0 c d) \0o 0] \b d
2lal>  2ac
2ca 2|c|)?
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donc |a] =1, ¢ = 0. La condition detA = 1 donne d = a™!. Donc A est de la forme

regardant les régles de multiplication de telles matrices, on montre qu’il s’agit du produit
semi-direct du cercle ST ~ SO(2) et du plan C, c’est a dire des isométries 1.SO(2) du

plan. L’action d’une rotation sur un vecteur par conjugaison donne :

e 0 10 e”® 0 1 be?

0 e ™) \0 1 0 ¢ 0 1
La rotation de parameétre 6 fait tourner d’un angle 26 .

-2 0

0 O
C’est évident pour P=0. m

De méme pour P =

Remarque 2.4.4 Le dernier cas, correspondant o P = 0, correspond a une particule de
masse nulle et d’énergie nulle. C’est simplement [’état vide, que nous n’étudierons pas en

détail.

Représentation de masse m > (

C’est presque terminé : il suffit de choisir une représentation irréductible du sous-groupe
d’isotropie et de construire le fibré correspondant. Pour une particule de masse non
nulle, le sous-groupe d’isotropie est SU(2), dont les représentations ont été données plus
haut. Ces représentations pouvant étre choisies unitaires, la représentation obtenue sera
unitaire.

Pour la représentation D7, j correspond clairement au spin de la particule.

Définition 2.4.6 (Spin d’une particule de masse m > 0) Soit une particule corre-
spondant a une représentation du groupe de Poincaré construite a partir d’une orbite de

masse non-nulle et de la représentation D’ de SU(2). Alors j est le spin de la particule.
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Nous avons considéré au départ SLo(C) a la place de £y. Si on avait considéré Lo, on
aurait obtenu SO(3) a la place de SU(2) comme sous-groupe d’isotropie. Or la représen-
tation D’ de SU(2)ne donne une représentation de SO(3) que si j € N. Autrement dit,
les représentations de spin demi-entier n’ont & priori aucun sens physique. Nous devons
reconnaitre que ce n’est pas le cas : des particules de spin demi-entier existent. Nous
avons donc fait une erreur en prenant le groupe de Poincaré comme groupe de symétries,

il fallait prendre son revétement SLo(C) x Ho.

Définition 2.4.7 (Groupe de symétries des particules libre) Le groupe de symétries

des particules libres est :

SLQ((C) X HQ
Enfin, on peut dire quel est I'espace des états d’une particule massive :

Proposition 2.4.7 (Espace des états d’une particule massive) Soit une particule
de masse m > 0 et de spin j. Considérons le fibré EJ, —— M* de fibre V7 . Son espace

d’états est l’espace des sections de ce fibré :
H =T(E},)

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de ce qui précede. m

Représentation de masse m = 0

Dans ce cas, il faut déterminer les représentations irréductibles de 1.SO(2), qui est lui-
méme un produit semi-direct. Par souci d’économie, nous allons éliminer directement les
cas qui n’apparaissent pas dans la nature, en faisant confiance a [13].

Les caractéres sont clairement identifiables aux vecteurs du plan. Pour les orbites et

les sous-groupes d’isotropie, deux cas se présentent :

e Le caractére est non nul, son orbite est un cercle et son sous-groupe d’isotropie est
réduit a 'identité. La représentation irréductible est la représentation triviale dans
C. L’espace de représentation associée est I’espace des fonctions sur le cercle. Nous

admettons que ces représentations n’apparaissent pas dans la nature.
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e Le caractére est nul, son orbite est le caractére nul et son sous-groupe d’isotropie
est SO(2).
Les représentations irréductibles de SO(2) sont de dimension un. Une telle représen-
tation est caractérisée par n € Z, € étant représenté par une rotation d’angle
nd : 0 — e .

On a vu plus haut que le parameétre 0 = g correspondait & une rotation d’angle

20 = ¢ (alors 0 < ¢ < 4m). On pose donc n = 2s, s € %Z, et on note cette

représentation B°. s va clairement jouer le role de I’hélicité.

Pour avoir une représentation de 1.S0O(2), il faudrait prendre les sections du fibré de

base le caractére nul et de fibre C, mais cet espace est isomorphe a C.
Ces représentations sont bien str unitaires.

Définition 2.4.8 (Spin (ou hélicité) d’une particule de masse m = 0) Soit une par-
ticule correspondant a une représentation du groupe de Poincaré construite a partir d’une
orbite de masse nulle et de la représentation B* de 1SO(2). Alors s est le spin (ou

U’hélicité) de la particule.
Comme pour les particules massives, on a :

Proposition 2.4.8 (Espace des états d’une particule de masse nulle) Soit une par-
ticule de masse m = 0 et de spin s. Considérons le fibré E5 — M de fibre C. Son

espace d’états est l’espace des sections de ce fibré :
H = D(E})

Démonstration. c’est une conséquence immédiate de ce qui précéde. m

2.5 Le groupe de Poincaré et les crochets de Poisson

Dans ce qui suit, on envisage de montrer qu’on peut générer le groupe de Poincaré a
'aide du crochet de Poisson {, } et des quadri-vecteurs fondamentales z et p de 'espace

de phase associées au mouvement d’une particule libre.
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2.5. Le groupe de Poincaré et les crochets de Poisson

Définition 2.5.1 (Crochet de Poisson) On définie le crochet de Poisson de deux fonc-
tions f,g € CY(V x V) suit :

_0f 99 | Of Og
Oxy\ Op*  Op* Oz,

{f.9}=

Proposition 2.5.1 Le crochet de Poisson est un crochet de Lie.

Démonstration. clair. m
Commencons par rappeler la transformation infinitésimale de Lorentz du quadri-
vecteur spatio-temporelles et du quadri-vecteur moments conjugués qui peuvent s’écrire

sous la forme
ot = wx,
v
5p,u =wh 2%

Donnons maintenant ces transformation en utilisant le formalisme des crochets de

Poisson.

Remarque 2.5.1 On définira a partir de maintenant le tenseur moment cinétique comme
suit :

T = ghp’ — gV ph
On remarque antisymétrie de J*, J¥ = —J"* comme nous ’avions dit précédemment.

Proposition 2.5.2 En utilisant le formalisme des crochets de Poisson, les transforma-

tions infinitésimales de Lorentz sont donnée comme suit :
1
6xf = {—5wu J", 2’}
_ 1 v
opf = {_iwuw]u vpp}
avec z°,p”, wy,, J' sont respectivement les quadri-vecteurs fondamentales de l'espace de

phase, le générateur infinitésimal des translation et le tenseur moment cinétique.

Démonstration. Par un simple calcul, on obtient les relations :

oJ v
{2} = 0P Ty 4} = 7 G == 08,y — 05,2,

OJ
{J,uwpp} = _@_;p = _5pup1/ + 5pypu

56



2.5. Le groupe de Poincaré et les crochets de Poisson

Revenons aux transformations infinitésimales précédentes. Vu l’antisymétrie des parameétres

W (wh” = —w"H), ces derniéres peuvent s’écrire

ot = % (Wz, — wtx,) = %w”” (5”pr - (5‘;%)
opt = 5 (W"p, — wp,) = W (84p, — 64p,)
D’aprés se que nous avons vu précédemment, nous pouvons écrire que
ozt = —%pr{pr,QZ”}
opt = _%pr{pr,pM}
apres avoir inversé la position des indice et des exposant on obtient les résultats. m

Dans le cas général on donne la définition suivante :

Définition 2.5.2 Soit f € CY(V x V) une fonction définie sur l’espace de phase, sa
variation infinitésimale sous une transformation de Lorentz s’obtient a l’aide du crochet

de Poisson comme suit :
1 14
5f = {_iwuw]u 7f}
0wy, sont des paramétres antisymétriques des transformations infinitésimales et 0 f (v, p) =

f(xlap/) - f($7p)
Etudiant maintenant la translation spatio-temporelle.

Proposition 2.5.3 En utilisant le formalisme des crochets de Poisson, la translation

spatio-temporelle infinitésimal est donnée comme suit :
dat = a"{p,, 2"}
Démonstration. Le quadri-vecteur x se transforme comme suit :
" =t + ot = " = a*

ou le quadri-vecteur a est le parameétre de la translation. Cette transformation peut se
mettre sous la forme

dzt = a"h, = da* = a"{p,, 2"}
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2.5. Le groupe de Poincaré et les crochets de Poisson

Remarque 2.5.2 On voit bien que méme les translations spatio-temporelles s’expriment

a l’arde du crochet de Poisson et du quadri-vecteur p.

D’une maniére générale, une fonction f(z,p)de 'espace de phase subit une variation

infinitésimale ¢ f dans une translation donnée par :

Définition 2.5.3 Soit f € CY(V x V) une fonction définie sur l’espace de phase, sa
variation infinitésimale sous une translation spatio-temporelle s’obtient a l’aide du crochet
de Poisson comme suit :

of = a“ﬂ = a"{py, [}

OxH

ot les a* sont les parameétres de la translation et 6 f(z,p) = f(2',p) — f(x,p).

On conclut que le crochet de Poisson {, } permet de retrouver le groupe de Poincaré
en utilisant le tenseur moment cinétique J comme générateur des rotations et le quadri-

vecteur p comme générateur des translations spatio-temporelles.

Remarque 2.5.3 [ est trés intéressant de remarquer que les générateurs J,, et p* lais-
sent covariante l’algébre de Poincaré en terme de crochet de Poisson {,}, au lieu des
commutateurs [,] et des opérateurs infinitésimaux L, et P*. En effet on a les relations

sutvantes:

Proposition 2.5.4 Les relations de commutation des opérateurs infinitésimaux du groupe

de Poincaré sont donnée avec le crochet de Poisson par :

{ s Jpo} = Mo Jup — Nopdve + Nov o — NowJo

A A
{Juuapﬂ} - (5 ;LpV =9 upﬂ) o
Démonstration. Simple utilisation de la définition et manipulation des tenseur. m

Conclusion 2.5.1 La conclusion générale qu’on peut tirer de ce qui est dit dans cette
derniére section qui va fortement nous servir dans la suite du mémoire est que le groupe de
Poincaré, qui est un groupe de Lie, est étroitement lié aux crochets de Poisson covariants

qui permettent d’exprimer les équations de la relativité restreinte.
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CHAPITRE

La DSR (kappa-algébre)

Dans ce chapitre, nos efforts seront orientés vers la reformulation de la relativité restreinte
déformée dans le cadre de 'approche de Magueijo-Smolin & travers un groupe de Lie qui
est une des généralisation du groupe de Lorentz. En fait cette nouvelle approche de la
relativité consiste & introduire un nouveau postulat par rapport a la relativité restreinte
d’Einstein, qui est 'existence d’une nouvelle constante appeler L’énergie de Planck £, ou
la longueur de Planck [, qui doit avoir la méme valeur dans tous les repéres inertiels.
Dans la suite on va introduire la notion du x-espace de phase de Minkowski & 1’aide
du crochet de poisson, ce qui va nous permettre de retrouver les x-transformations de
Lorentz. Ensuite, on va démontrer qu’il existe une transformation spéciale de variables
qui relient le "k-groupe de Lorentz" a celui du "groupe de Lorentz" et donc le "k-espace
de phase de Minkowski" a "l’espace de phase de Minkowski" ordinaire. Ces variables
qualifiées de canoniques, jouent un role fondamental dans I’élaboration du reste de la
théorie de la relativité spéciale déformée, a savoir la détermination d’un lagrangien d’une
particule libre invariant sous les k-transformations de Lorentz , et la démarche & suivre

pour aboutir & la quantification des équations du mouvement.
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3.1. La nouvelle déformation des crochets de Poisson (La k-déformation)

3.1 La nouvelle déformation des crochets de Poisson

(La x-déformation)

3.1.1 Le r-espace de phase de Minkowski

Supposons qu’une particule occupe le point (2%, 2!, 22, 2%) du k-espace- temps de Minkowski

et ayant 'énergie F et I'impulsion spatiale (p, py, p-), donc ayant les moments conjugués
(p° = &, p",p?,p®). Cette particule est appelée une s-particule et I'espace de phase qui lui
est associé dans ce cas est le k-espace de phase de Minkowski dont les crochets de poisson

fondamentaux sont :

Définition 3.1.1 Les crochets de poisson fondamentaux du k-espace de phase de Minkowsk:i

sont donnée par :

( . .
{z",27} =0
{a!,a%) =
', p’} =0
{z,p'} = 69 = —n¥
{z',p°} =0
{a%p} =2
| {0 = -1 5

On peut les réécrire sous la forme condensée suivante :
{at 2"} = % (@6 — ¥0"))
{r".p"} =0
{Iﬂ,p’/} — _nuv 4 %5#0]91/

ol k est un paramétre qui sera identifié plus tard.

Remarque 3.1.1 Le secteur spatiale reste identique au cas classique, autrement dit : les
crochets de poisson ot interviennent seulement les coordonnées et impulsions spatiales ne
sont pas déformés. Il n’y a que les relations ou les composantes temporelles apparaissent
qui sont déformées mais, elles retrouvent leurs formes classique de l’espace de Minkowski

usuel si le paramétre kK — —+00.
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3.1. La nouvelle déformation des crochets de Poisson (La k-déformation)

Proposition 3.1.1 (L’identité de Jacobi) L’identité de Jacobi est satisfaite par le k-

espace de phase de Minkowski (3.2).

Démonstration. Il suffit de montrer que l'identité de Jacobi est satisfaite par
I’ensemble des quadri-vecteurs fondamentaux, et cela en imposant les relations de la défi-
nition, Il y a en principe quatre identités a vérifier, les autres en découlent. Par un simple

calcul on obtient les relations souhaitées :

12w APv, 2o}t +APps APw 2} } + AP0 APps Pt} =0
{20, {pv, 0o} + Do Az 00} + {0 {Dpr 2,3} =0
{x/“ {xwpp}} + {ppa {xuaxu}} + {JZ',,, {pp,iCu}} =0

{zp{wn, 2o} +{zp {20 b} +{zn, {2, 201} =0

On conclue. =

3.1.2 La k-algébre de Lorentz

Le but de ce chapitre est de construire le k-groupe de transformations de Lorentz, et cela
apres avoir déformé les relations de commutations fondamentales. Comme dans le cas
classique, le moment cinétique est toujours considéré comme le générateur du k-groupe
de transformations de Lorentz, mais & condition d’utiliser les relations définie en haut,
Mais avant de procéder & la recherche de ce groupe, en utilisant les propriétés habituelles
de crochet de Poisson, on peut montrer que la transformation de z, et p, sont modifiés

comme suit :
1
s Tp} = Moy — Moy + p (6vopu — Su0pv) T
1
{J,uuapp} = —MNipDj + NjpPi — E (51/0]7# - 5,u0pu) Do

Mais on peut se demander quel est I'impact de cette déformation sur ’algebre de
Lorentz établie au chapitre précédent. il suffit donc de voir le crochet de poisson de
Jw pour connaitre le sort de ’algebre de Lorentz standard. On rappelle que le moment
cinétique J d’une k-particule occupant le point x et ayant le moment conjuguée p est

défini comme dans le cas classique.
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3.1. La nouvelle déformation des crochets de Poisson (La k-déformation)

Proposition 3.1.2 Les relation de commutation du tenseur J sont définis comme dans

le cas classique comme suit :
{Juua Jpa} = _nyo"]up + npujua - 770'1/=]pu + 77,01/']0'#

Démonstration. En utilisant les propriétés des crochets de Poisson et les expressions

précédentes des crochets {J,,,x,} et {J,,pa} on obtient le résultat suivant :

{ S Jpo} = {J s TpPo — ToDp}
= { s TpPo } = { Sy ToDp }

= —NuoJvp + Nppdve = Nov o + Npv Jop

Remarques 3.1.2 On a:

1) Il est facile de voir en comparant cette relation avec la relation du chapitre précédent
que l’algébre de Lorentz est la méme dans les deux cas classique et déformé, et cela malgré
la déformation des relations de commutation (crochets de poisson) des quadri-vecteurs
fondamentales du r-espace de phase.

2) Dans les équations précédente, si les indices p et v sont spatiaux, le terme de la défor-

mation s’annule. Autrement dit : si u =1 et v = j ces équations se réduisent a la forme

{Jij: o} = Npj®i — Npiw;

{Jijs Do} = —MipPj + Mjppi
Ces formules sont analogues aux formules du chapitre précédent établies pour le cas clas-
sique. Une fois de plus, ce sont les crochets ot interviennent les composantes temporelles

qui sont déformés, mais il suffit de faire tendre le parameétre de déformation k vers l'infini

pour retrouver les résultats classiques.
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3.2. la k-transformation des quadri-vecteurs fondamentaux

3.2 la k-transformation des quadri-vecteurs fonda-
mentaux

Pour construire le groupe de Lorentz déformé, ot tout simplement le x-groupe de Lorentz,
on va commencer par les transformations infinitésimales des quadri-vecteurs fondamen-

taux.

3.2.1 La k-transformation infinitésimale des quadri-vecteurs fon-

damentaux

Comme le moment cinétique J,, est le générateur du x-groupe de Lorentz, alors par
définition on peut s’en servir pour exprimer la variation infinitésimale § f de n’importe
quelle fonction dépendante des quadri-vecteurs fondamentaux avec une transformation
appartenant a ce groupe de maniére analogue a celle démontrée au chapitre précédent.

Donc nous sommes en présence de six parameétres réels indépendants puisque w,,, =
—Wyp-

Dans le reste de ce chapitre, on va se limiter au cas ou seul w® et w!'® sont non nuls.
Le but de cette restriction est dans de construire un groupe de transformations & un seul

parameétre, chose possible du point de vue calcul.

Proposition 3.2.1 (k-transformation infinitésimale) La k-transformation infinitési-

male dans le cas ot seul W et w'® sont non nuls, prend la forme suivante :

[ d(ct) = ~(@+ tpetiu [ Op = (—pa+ pap)iu
0 = —(ct + poa)du ) o=t L papa)du
0y = —<p.ydu ) Opy = +papyoU
0z = —<p,zdu | 0P = ;pap-du

\

Nous indiquons ict que xo = ct et ¢ est une constante avec une dimension d’une vitesse

Démonstration. Donnons d’abord la variation (transformation) infinitésimale des

quadri-vecteurs fondamentaux dans le cadre du k-groupe de Lorentz. On commence
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3.2. la k-transformation des quadri-vecteurs fondamentaux

d’abord par calculer la variation infinitésimale des quadri-vecteurs (z°, 21, 22, 23) et (p°, p*, p?, p?)

du k-espace de phase, A 'aide de la transformation infinitésimale d’une fonction f ap-
pliquée dans les cas f = x” et f = p” et en tenant compte de 'antisymétrie des parameétres

w"”, on obtient :
1 1
dazf = {—éw‘“’ij, 2P} = —whfx, — Ew“opuxp
opf = {—%w“”JW,p”} = —w'p, + %w“opup”
si on explicite les équations précédente pour les différentes valeurs de I'indice p en prenant

en considération la limitation au cas ou seul w® et w!® sont non nuls, on aura l’ensemble

des équations suivantes :

( (

520 = —wl0g, — %wloplxo 5p° = —w'0p, + %wloplpo
Sl = —wOlzy — %wloplxl y Spt = —wOlpy + %wloplpl
S — _%w1op1$2 op? = %wloppo

\ S8 — —%wloplx?’ \ 5pP = %wloplp?’

0

Rappelons que 2° = ct, 2! =z, 2> =y, 2* = z et que p° = p, = £, p' = p,, p* = p,,

p® = p,, Posons le parameétre infinitésimale w® = —w!® = Ju, vue 'antisymétrie de
wh, pour que les k-transformations infinitésimales prenne enfin leurs formes définitive

chercher. m

Remarques 3.2.1 On a:

1) Comme nous le verrons plus tard la constante ¢ va représentée, dans la limite K — 00
la vitesse de la lumiére en physique.

2) Toutes les variations infinitésimales dépendent du quadri-vecteur p, ce qui n'est pas le

cas avant la déformation.

3.2.2 La k-transformation finie des quadri-vecteurs fondamen-

taux

On a vu au premier chapitre que la propriété la plus remarquable d’un groupe de Lie de

transformations est qu’on peut & ’aide d’une transformation infinitésimale appartenant
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3.2. la k-transformation des quadri-vecteurs fondamentaux

a ce groupe, avoir beaucoup d’informations et remonter aux transformations finies. c’est
en principe le contenu du premier théoréme fondamental de Lie (voir le chapitre 1). Cest
a dire a partir de la transformation infinitésimale de la sous section précédente, on peut
construire un groupe de transformations & un paramétre. Ce groupe est un sous groupe

du groupe de Lorentz déformé générale dépendant de six parameétres réel qu’on note Lf.

Proposition 3.2.2 (La s-transformations) La k-transformations des quadri-vecteurs

x et p du k-espace de phase limiter au cas ot seul W' et wi® sont non nuls, s’obtient aprés

intégration des équations précédentes :

( (
ct’ = afi(p) (ct cosh(u) —  sinh(u)) P = aﬁ(p) (p¢ cosh(u) — p, sinh(u))
= af(p) (x cosh(u) — ct sinh(u)) . Pl = an(p) (ps cosh(u) — p; sinh(u))
e
— AR _ 1
= ay(p)y p; = Py
\ = QZ(p)z L p; = _aglp)pz
pour u € R et ofi(p) est définie par :
1
ay(p) = 1+ — [pi(cosh(u) — 1) — py sinh(u)]

Démonstration. Dans notre cas, pour trouver les transformations finie des quadri-
vecteurs fondamentaux, il faut résoudre les systémes différentiels ci-dessous qu’on déduit

des k- transformation infinitésimale de la sous section précédente :

(

Ou du = W™

—Ww

p

L0 = o — Lplet’ i R
‘fi_"i:—ct’—lp/mxl ot Cg’l%:_pt—i—lp;p;
= —1py =,

| &=t | E =

10

avec les inconnus de ce systeme d’équations sont les composantes

ctl, xl,yl,zl ply, Py, Py, €t pl, et la variable est u qui n’est rien d’autre que le paramétre réel
du groupe de Lorentz déformé spécial ( car on s’est limité & un seul parameétre). Une fois
qu’on a établi nos équations, passons a la résolution. A partir des équations précédente,
on vois bien qu’on doit commencer par le deuxiéme systéme donc on obtient les relations
qui suivent :

1 dp,+p,) 1
prt+p,  du R

dp, —p) _ d

A (Petr
du du" \p, -1,
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3.2. la k-transformation des quadri-vecteurs fondamentaux

Apreés une intégration directe de la seconde partie on obtient :

p; _'_pf’(: — A€_2u
P — 1%
ou A est une constante d’intégrations arbitraire. On peut utiliser cette relation pour

exprimer p! en fonction de pj.

, —1+Ae % |
r =
p 1+ Ae2u P

Dans la premiére équation du systéme différentiel, remplacons p/, par sa valeur ci-dessus

. 1 — Ae 2 p,_}iﬁ
t 14 Ae—2u bk

Nous sommes en présence d’une équation différentielle a variables séparables qui se raméne

pour aboutir a la relation :

a la solution suivante :
,  —k(Be" — ABe™)
Pr=1= (Bev — ABe™%)

ou B est une constante réelle. Maintenant, en redéfinissant les constantes d’intégration A

et B tel que A = g;—g et B = Cf—f ou C et D sont des nouvelles constantes d’intégration,

on obtient finalement, aprés une simple manipulation :

,  Ccosh(u) + Dsinh(u)
=TT L [C cosh(u) + D sinh(u)]

L’étape suivante est la détermination de p/, en manipulant quelque peu la premiére équa-

tion du systéme différentiel et en remplacant p} par sa valeur ci-dessus :

, K C'sinh(u) 4+ D cosh(u)

Py = v —r T 1x L [C cosh(u) + D sinh(u)]

Les valeurs des constantes d’intégration C' et D sont déterminées par la condition suivante
: il faut que p} = p; et pl, = p, si le parameétre u = 0. Avec cette condition dans les égalités

précédentes on trouve que :

C =M of D= —tbz

K—Dt K—DPt
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3.2. la k-transformation des quadri-vecteurs fondamentaux

Il ne reste qu’a remplacer C' et D par leurs expressions ci-dessus dans les équations voulue

o = pi cosh(u) — p, sinh(u)
" 1+ L[p(cosh(u) — 1) — p, sinh(u)]
Pz cosh(u) — py sinh(u)
1+ % [pt(cosh(u) — 1) — p, sinh(u)]

/
by =
La derniére étape consiste a trouver p; et p’,. Commengons par poser :

L [p¢(cosh(u) — 1) — p, sinh(u)]

a=1+—
K

Remarquons que :

, K O

=5

Remplagons p/, par cette valeur dans la troisiéme et la quatriéme équation du systéme dif-
férentiel et résolvons les deux équations différentielle a variables séparables en les soumet-

tant au condition p, = p, et p, = p, :

e
Py =
p="

(07

Maintenant aprés remplacement de la valeur de p/, trouvée précédemment dans le premier

systéme, il suffira de le résoudre pour obtenir le résultat voulue. m

Remarque 3.2.2 Ce qui saute directement aux yeux est la non linéarité de la nouvelle
transformation, et le fait que les composantes vy, z,p, et p, qui sont perpendiculaires a la
direction du mouvement relatif en physique, ne restent pas invariantes, ce qui n’est pas
le cas en relativité restreinte (chapitre 2). En plus de ¢a, les équations de la proposition
précédente possédent un nouvel invariant en plus de la vitesse de la lumiére, en effet, si on
regarde bien ces équations, on constate que I, = kc doit avoir la dimension d’une énergie
et qu’une particule ayant cette énergie dans le repére (R), sera vue dans le repére (R qui
est en translation uniforme par apport a (R) avec une vitesse v) avec cette méme énergie.

Un petit calcul le montre facilement.
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3.3. Le k-groupe des transformations de Lorentz

3.3 Le x-groupe des transformations de Lorentz

Le but de cette section est d’étudier les propriétés du groupe des transformations de

Lorentz déformées.

Proposition 3.3.1 Le k-groupe de Lorentz spécial est un sous groupe du k-groupe de
Lorentz générale qu’on notera L", il posséde les propriétés suivantes :

a) La composition de deux éléments de L" est donnée par :
VAu, Ay, € L5 Ay Ay = Ay, € LF
b) L’inverse d’un élément de L" est donnée par :
VA, € L" At =A_, €L”
¢) L’identité de L" est donnée par :
I =AyeL”

Démonstration. Soient ces deux transformations successives des quadri-vecteurs

fondamentaux exprimées en fonction du parameétre spécial u.

( (

ct' = af (p) (ct cosh(uy) — xsinh(uy)) ct” = oy (p') (ct’ cosh(ug) — 2’ sinh(uz))
2" = af (p) (xcosh(uy) — ctsinh(uy)) . o" = o (p') (2’ cosh(ug) — ct’ sinh(us))
e
y' = on, (p)y y" = ap, @)y
| =0}, (p)z | 2" = o, ()7
( L . ( 1 .
P, = 2zl (i cosh(u) — p, sinh(u) Vi = st (0] cosh(us) — 7, sinh(us)
P = sk (pecoshin) =pisinh(un) | 2l = s (O cosh(u) — pfsinh(z)
e
_ 1 _ 1
ply o Oéﬁl(p)py p;’ - aZQ(p’)ng
I 1 "no__ 1 /
| P27 o, P | Pz~ a0 P-

Vérifions que la composition de ces deux k-transformations conduit & une autre x-transformation.

Autrement dit, les =, et les p, se transforment en xZ et les p! par une transformation ayant
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3.3. Le k-groupe des transformations de Lorentz

la méme forme que les deux transformations ci-dessus mais avec un nouveau parameétre.

Apres calcul et en tenant compte de ’égalité suivante qui est facile & vérifier

K

aul (p>a22 (p/) = a21+UQ (p)

on obtient :
( ct" = ay ., (p) (ctcosh(uy + ug) — wsinh(u; + usg)) ( P = m (pt cosh(uy + uz) —
" = af .. (p) (wcosh(uy + ug) — ctsinh(u; + usp)) » Py = m (ps cosh(ur +us) —
' = a0y Py = Py
\ Z” u1+u2 (p)z \ p/ZI B mpz
On a donc :

i) 1l est clair que la composition de deux k-transformations de (z#,p”) avec les valeurs wu;
et uy du parameétre de la transformation, conduit a une k-transformation de (z*, p”) mais
avec la valeur u; + up du parameétre, c’est a dire que la k-transformation est une loi de
composition interne.

i1) 1l est clair que si u; = u et uy = —u, on tombe sur la transformation identité, ce
qui veut dire que I'inversion d’une k-transformation revient a remplacer la valeur de son
parametre u par son opposé —u, c’est a dire que la k-transformation est inversible.

i11) Il est clair que I'identité s’obtient en posant u = 0 (L’identité est une x-transformation).

Remarque 3.3.1 On peut passer aisément du paramétre mathématique u au parameétre
de la physique v qui est la vitesse d’un repére (R') en translation uniforme suivant la
direction = par rapport au repére (R) en posant v = argtan(u). On obtient méme les

meémes propriétés pour v que pour u.

Proposition 3.3.2 (Invariant relativiste) Les invariants relativistes associés au k-

espace de phase sont données par :

0

2
a) I, = (1 — %) MuwTha’.
0

-2
b) I, = (1 - %) N Pp" .

69



3.4. Les variables canoniques

Démonstration. Pour construire les invariants relativistes dans ce contexte, nous
remarquons que la définition de «, et la premiére relation dans la s-transformation du

quadri-vecteur x permet d’écrire :

- (-2)(-5)

et que toujours a partir de la k-transformation du quadri-vecteur x nous pouvons montrer
que

/ v 14
Nuwr"x" = a.(p)nu s

Par conséquent, en utilisant ses expressions, on déduit le premier invariant. De la méme

manieére, avec ['utilisation de la x-transformation du quadri-vecteur p, on obtient

1
w, lv MoV
NP P = ————5TuwP P
! ae(p)? ™
et en tenant compte de cette expression avec la valeur de «,, il est facile de déduire le

deuxiéme invariant. m

Remarque 3.3.2 Nous observons que si nous prenons la limite k — o0, I, et Ip ce

réduisent aux invariants connus de la relativité restreinte.

3.4 Les variables canoniques

On termine ce chapitre avec une remarque trés importante. Il existe une transformation
des variables de 'espace de phase déformé vers d’autres variables qui va nous permettre
de faire le lien entre le groupe de Lorentz classique (La relativité restreinte) et le k-groupe
de Lorentz (La relativité spéciale déformée). Ces nouvelles variables qu'on va appeler
canoniques, joue un role déterminant dans la quantification. Les variables canoniques
seront notées X* et P”, et s’expriment en fonction des variables habituelles z, et p,

comme suit :

Définition 3.4.1 (Variables canoniques) Les variables canoniques associer au k-espace

de phase noté X" et P”, qui s’expriment en fonction des variables habituelles x,, et p, de
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3.4. Les variables canoniques

ce dernier, sont définies comme suit :

0
p
Xr=(1-%

pr—_ P
=

Remarque 3.4.1 La premiére transformation est apparue dans un article de Jafari-

Shariati [7], et complétée par la deuziéme transformation dans Uarticle de Ghosh et Pal

[6].

Proposition 3.4.1 (Crochets de Poisson des variables canoniques) les crochets de

Poisson des variables canoniques associées au k-espace de phase sont données par :

{XIMXV} =0
{PWPV} =0

{Xu:pl/} = "N

Démonstration. Calculons les crochets de Poisson relatifs a ces variables canoniques,

pour cela il faudra utiliser la relation suivante :
f ) GX{ ) 0(1—%0) +15 00
€T = — X = — —_ — =
wr X 0]70 ws Po apo Muo K pnoPo K X

8<1)

avec Y = (1 — —) Avec un simple calcule on obtient le résultat. m

18)(

1
{%a;} {zu,po} = — { Ty Po} =

X

Remarque 3.4.2 On voit bien d’aprés cette proposition que les crochets de Poissons des
variables canoniques X" et P¥ sont identiques au cas non déformé (chapitre 2), c’est a
dire canoniques. On en déduit que l’algébre de Lorentz va rester invariante si on travaille

avec ces variables canoniques.

Maintenant, regardons si les transformations canoniques sont inversible.
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3.4. Les variables canoniques

Proposition 3.4.2 Les variables canoniques associées au k-espace de phase noté X" et

PY, sont tnversibles et leurs inverses sont :

PO
ot = XH <1+—>
K

Pll
T 1L

v

p

Démonstration. Par un simple calcule on vérifie que :

Py Po Po
Xu(l—l-;) :X.Tu(l—i—a) :QTM(X—F;):[L'M

PV:%:py:p
1+8 142 x+20

On a ainsi obtenu les expressions des variables habituelles z# et p” en fonction des

variables canoniques X* et P".

Corollaire 3.4.1 Les transformations relatives au variables canoniques X" et PYsont

donnés par :

( c¢T" = T cosh(u) — X sinh(u) ( P} = Prcosh(u) — Py sinh(u)
X' = X cosh(u) — T sinh(u) o P% = Py cosh(u) — Prsinh(u)
Y =Y Py =Py

| 7=z | P=P

Démonstration. Aprés remplacement dans les k-transformation on obtient le résul-

tat. m

Remarque 3.4.3 A partir des développements qu’on vient de faire, on constate qu’effectivement
les variables (X", P") sont canoniques parce que leurs crochets de Poisson sont canon-
iques (non déformés), et obéissent a des transformations de Lorentz ordinaires. Les con-
séquences de ce fait sont trés importantes car on peut transformer les formules et les re-
lations de la relativité restreinte pour quelles soient valables en relativité spécial déformée
en les écrivant en fonction des variables canoniques (X*, P") ensuite passer aux variables
habituelles (x*,p"). Par exemple, L’énergie, limpulsion, la relation de dispersion , et la

longueur spatio-temporelle s, s’obtiennent facilement.
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CHAPITRE

La transformation de

Fock (R-algébre)

Dans ce chapitre, nos efforts seront orientés encore une fois vers une autre extension de
la relativité restreinte introduite par Fock et développée dans larticle [2] a travers un
autre groupe de Lie qui est une autre généralisation du groupe de Lorentz. En faite cette
nouvelle approche de la relativité consiste a introduire un nouveau postulas par rapport a
la relativité restreinte d’Einstein, qui est la conservation d’une longueur R qui représente
le rayon de 1'univers, qui doit avoir la méme valeur dans tous les repéres inertiels.

Dans ce chapitre, nous exposerons une nouvelle déformation des crochets de Poisson
qui conduira & la transformation de Fock des coordonnées en utilisant une procédure
analogue & la DSR. Nous tirerons la transformation des moments conjugués qui se révele
étre différente de la version antérieure de la relativité non linéaire de Fock pour lesquels
des ondes planes ne peuvent pas étre décrits. Notre algébre résultante garde invariant
sous toutes transformations de coordonnées, la contraction quadri-dimensionnelle p,z*,
ce qui permet donc d’associer les ondes planes & des particules libres. Comme dans
la DSR, nous établirons aussi une transformation canonique (variable canonique) avec
laquelle les nouvelles coordonnées X* et moments conjugués P* satisfont les crochets de
Poisson habituelles et donc se transforment comme d’habitude (selon la transformation

de Lorentz)..
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4.1. La nouvelle déformation des crochets de Poisson (La R-déformation)

4.1 La nouvelle déformation des crochets de Poisson

(La R-déformation)

4.1.1 Le R-espace de phase de Minkowski

Supposons qu’une particule occupe le point (2°, x!, 22, 2%) du R-espace- temps de Minkowski
et ayant 'énergie F et I'impulsion spatiale (p, py, p.), donc ayant les moments conjugués
(p°, p', p?, p®). Cette particule est appelée une R-particule et 'espace de phase qui lui est
associé dans ce cas est le R-espace de phase de Minkowski dont les crochets de Poisson

fondamentaux sont :

Définition 4.1.1 Les crochets de poisson fondamentaux du R-espace de phase de Minkowsk:i

sont données par :

{z" 2"} =0
{r',p} =0
{p,p°} = -2
{20/} =0
{0} =5
{2%,p7} =0
{20 = 1+ 5

\
On peut les réécrire sous la forme condensée suivante :

{zt 2"} =0
{0} = —5 @"n™ — p'n*°)
{at, "} = = + 0™ at

ot R est un paramétre qui sera identifié plus tard.

Remarques 4.1.1 On a :

1) La premiére remarque o constater est que le secteur spatiale reste ici aussi identique au
cas classique et on retrouvent totalement leurs formes classique si le paramétre R — +o00.
2) Contrairement a la DSR, la transformation de Fock du quadri-vecteur x ne dépend pas

du quadri-vecteur p.
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4.1. La nouvelle déformation des crochets de Poisson (La R-déformation)

Proposition 4.1.1 (L’identité de Jacobi) [’identité de Jacobi est satisfaite par le R-

espace de phase de Minkowskz.

Démonstration. Il suffit de montrer que l'identité de Jacobi est satisfaite par
I’ensemble des quadri-vecteurs fondamentaux, et cela en utilisant les propriétés des cro-
chets de Poisson, Il y a en principe quatre identités a vérifier, les autres en découlent. Par

un simple calcul, on obtient les relations souhaitées :

(2w Apvs 0o} Y + Ao A 20} + {00 APy DU} =0
{2 (P, 2o}t + {Dps {20, 20} + {0 {Dpr 7} =0
{x/“ {xlﬁpp}} + {ppa {xmxu}} + {fu, {pp,ﬂiu}} =0

{wpus{wn, 2o} +{zp {20 b} +{zo {2, 20} =0

On conclue. =

4.1.2 La R-algébre de Lorentz

Le moment angulaire J (moment cinétique) est définie comme d’habitude.
Comme dans La DSR, en utilisant les propriétés habituelles des crochets de Poisson,
on peut montrer que la transformation des quadri-vecteurs fondamentaux x et p sont

modifiés comme suit :

1

{ s Tk = NupTp — Mpp — R (Mo — Muoy) T,
1
{J;w;pp} = NMupPu — NupPv + E (T]uo% - mo%)Pp

Mais ’algébre de Lorentz reste inchangé :

Proposition 4.1.2 Les relations de commutation du tenseur J sont restées comme dans

le cas classique :

{Juws Jpo} = —TpoJup + Npudve = Novdpp + MpwJop

Démonstration. En utilisant les équations de la définition précédente et les pro-
priétés des crochets de poisson ainsi que les crochet {.J,,,zx} et {J,.,pr} on obtient

facilement le résultat. m
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4.2. les R-transformations des quadri-vecteurs fondamentaux

4.2 les R-transformations des quadri-vecteurs fonda-
mentaux

Pour construire le R-groupe de Lorentz, on va commencer par les transformations in-

finitésimales des quadri-vecteurs fondamentaux.

4.2.1 La R-transformation infinitésimale des quadri-vecteurs fon-

damentaux

Comme dans le chapitre précédent, le moment cinétique .J,,, est le générateur du x-groupe
de Lorentz, alors par définition on peut s’en servir pour exprimer la variation infinitésimale
0f de n’importe quelle fonction dépendante des quadri-vecteurs fondamentaux avec une
transformation appartenant a ce groupe de maniére analogue a celle démontrée au chapitre
précédent.

Donc nous sommes toujours en présence de six parameétres réels indépendants puisque
Wy = —Wyy.

Dans le reste de ce chapitre aussi, on va se limiter au cas ol seul w®! et w' sont non
nuls. Cette restriction a toujours pour but de construire un groupe de transformations a
un seul parameétre, chose possible du point de vue calcul.

Il est temps maintenant de passer a la recherche de la R-transformation des quadri-

vecteurs fondamentaux.

Proposition 4.2.1 (R-transformation infinitésimale) La R-transformation infinitési-
male des quadri-vecteurs fondamentaux dans le cas ot seul W' et W' sont non nuls, prend

la forme suivante :

( (

d(ct) = (—x + gctz)du opr = —(pa + Fap)ou

dor = (—ct + %xQ)(Su . ope = —(pt + %xpx)éu
e

oy = %:cy&u opy = —%azpyéu

0z = %xzcgu | op, = —%xpz(m
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4.2. les R-transformations des quadri-vecteurs fondamentaux

0

Ou du = W = —w!% Nous indiquons ici que 2° = ct et ¢ est une constante avec une

dimension d’une vitesse.

Démonstration. Donnons d’abord la variation (transformation) infinitésimale des
quadri-vecteurs fondamentaux dans le cadre du R-groupe de Lorentz. On commence
d’abord par calculer la variation infinitésimale des quadri-vecteurs (20, 1, 2%, 23) et (p°, p*, p?, p®)
du R-espace de phase, Ensuite a l’aide de la relation de transformation infinitésimale d’une
fonction f en remplagant f(x,p) par a” et p”, et apres calcul et prise en considération
de Pantisymétrie des parameétres du x-groupe w””, et le fait que p et v sont des indices

muets dans I’expression obtenue, nous aboutissons a :
p 1 pv p Hp 1 10 p
dazf = {—iw S, 2} = =z, + i
1 ., 1
5pp — {—5(,&)“ Juu;pp} — _wﬂpp’u _ Ewuoxupp

Si on explicite les équations précédentes pour les différentes valeurs de I'indice p en prenant

1 10

en considération la limitation au cas ou seul w® et w!® sont non nuls,et en remplacant

0 __ 1 _ 2 3 _ 0 __ _FE 1 _ 2 3 _ 01 __ 10 __
r=c,r =x, " =y,x° =zetp' =p =T, p =pg, D =py,P° =P, w0 = —w = 0u,

nous aboutissons aux transformations ci dessus recherchées. m

Remarques 4.2.1 On a:

1) Comme nous le verrons plus tard, la constante ¢ va représenter dans la limite R — oo
la vitesse de la lumiére en physique.

2) Toutes les variations infinitésimales dépendent du quadri-vecteur x, ce qui n’est pas le
cas en relativité restreinte, ce qui est le contraire a la DSR dans laquelle les transforma-

tions dépendent du quadri-vecteur p.

4.2.2 La R-transformation finie des quadri-vecteurs fondamen-

taux

A partir de ces transformations infinitésimales, on peut construire un groupe de transfor-
mations & un paramétre. Ce groupe est un sous groupe du R-groupe de Lorentz générale

dépendant de six parametres réels.
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4.2. les R-transformations des quadri-vecteurs fondamentaux

Proposition 4.2.2 La R-transformations des quadri-vecteurs fondamentauxr x et p du

R-espace de phase dans le cas ot seul w° et w!'® sont non nuls, prend la forme suivante

°J

( ct' = W (ct cosh(u) — x sinh(u)) ( p, = af(x#) (p; cosh(u) — p, sinh(u))
x = W (x cosh(u) — ct sinh(u)) » P, = af(z") (p, cosh(u) — p; sinh(u))
Y = sy Py = o (2")py

| &' = & | Pl = of(z)p:

pour u € R et o est définie par :
R 1 .
al(x") =1+ = [ct(cosh(u) — 1) — z sinh(u)]

Démonstration. Donnons quelques éléments de démonstration. La procédure a
suivre consiste en premier lieu & résoudre les systémes différentiels suivants obtenu graces

aux transformations infinitésimales (proposition précédente) :

( (

G = = gt el U
“fl—f: = —ct' + %x'Q ” % = —p, — %m’p;
W= La'y e

| &= g7 | %= —fa'p,

Les inconnues de ces systémes d’équations sont les composantes ct’, 2, y',2’, pi, Dy, Dy €t D,
et la variable est u qui n’est rien d’autre que le parameétre réel du R-groupe de Lorentz
spécial ( car on s’est limité & un seul parameétre). Une fois qu’on a établi nos équations
on résout d’abord le premier systéme ensuite on remplace les x; obtenue précédemment.

Il suffira en suite de résoudre le deuxiéme systéme pour obtenir le résultat. m

Remarque 4.2.2 Ce qui saute aussi directement ici aux yeux est la nmon linéarité de
la nouvelle transformation, et le fait que les composantes y et z ainsi que p, et p. de la
position et de l'impulsion qui sont perpendiculaires a la direction du mouvement relatif, ne
restent pas invariantes, ce qui n’est pas le cas en relativité restreinte (chapitre 2). Bien sar,
dans la limite R — 00, les transformations précédentes se réduisent a la transformation

de Lorentz.
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4.3. Le R-groupe des transformations de Lorentz

Remarque 4.2.3 Les relations sur les coordonnées x sont les mémes a celles obtenus par
Fock et d’autres auteurs, avec d’autres méthodes, sauf que le paramétre R utilisé dans la
littérature est différent de celui de la proposition précédente par un signe moins. Nous
insistons pour indiquer que c’est celui de la proposition précédente qui est positif. En
fait, si nous appliquons la premiére relation dans la transformation des coordonnées x et
prenions t = % , nous verrons que t! = t, ce qui signifie que R est un invariant, interprété
dans la littérature comme le rayon de la partie visible de l'univers. Toutefois, si nous
utilisons la loi de transformation précédente établi dans la littérature, afin de montrer que
R est un wnvariant, il est nécessaire de prendre t = —%

Concernant la transformation de l’énérgie-impulsion p, c’est la premiére fois que cette
transformation est établie. Dans un article, l'auteur affirmait que cette transformation
se transforme comme le vecteur de Lorentz habituelle. Cela signifie que la contraction
quadri-dimensionnelle p,x* = Et — DT nest pas un invariant, comme indiqué dans
un autre article. Cependant, si nous appliquons ’actuelle transformations des quadri-
vecteurs fondamentaux données précédemment, il est facile de montrer que la contraction

puat est un invariant. Cela fournie la possibilité de décrire correctement les ondes planes

dans le cadre de la relativité non linéaire de Fock.

4.3 Le R-groupe des transformations de Lorentz

Le but de cette section est d’étudier les propriétés du groupe des R-transformations de

Lorentz.

Proposition 4.3.1 Le R-groupe de Lorentz spécial est un sous groupe du R-groupe de
Lorentz générale qu’on notera LY, il posséde les propriétés suivantes :

a) La composition de deux éléments de LT est donnée par :
VAuy, Ay € L Ay Ay = Ay 1y € L
b) L’inverse d’un élément de LT est donnée par :

VA, € LR A =A_, € L7
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4.3. Le R-groupe des transformations de Lorentz

c¢) L’identité de L¥ est donnée par :
=M eL"”

Démonstration. La démonstration se fait en considérant la composition de deux R-
transformations des quadri-vecteurs fondamentaux exprimées en fonction du paramétre
spécial u, ensuite on vérifiant que la composition de ces deux R-transformations conduit
a une autre R-transformation avec un nouveau parameétre. Apreés calcul, en prenant en

compte 1’égalité suivante qui est facile a vérifier

Oéllli (I‘M)a{fg ('T/‘u> = O{fl —+uso (I“u)

On aboutit a :

i) 11 est clair que la composition de deux R-transformations de (x#,p”) avec les valeurs
uy et uy du parameétre de la transformation, conduit & une R-transformation de (z*,p”)
mais avec la valeur u; + uy du parameétre, c’est a dire que la R-transformation est une loi
de composition interne.

i1) El est clair que si u; = u et us = —u, on tombera sur la transformation identité, ce
qui veut dire que l'inversion d’une R-transformation revient a remplacer la valeur de son
parameétre u par son opposé —u, c’est a dire que la R-transformation est inversible.

i17) Il est clair que I'identité s’obtient en posant u = 0 (L’identité est une R-transformation).

Remarque 4.3.1 On peut ici aussi passer aisément du paramétre mathématique u au
paramétre de la physique v qui est la vitesse de translation du repére R’ suivant l'aze x

par rapport au repére R.

Proposition 4.3.2 (Invariant relativiste) Les invariants relativistes associées au R-
espace de phase sont donnés par :

-2 v
a) I, = (1= %) " nuarz”.

b) I, = (1= %) mup"p".
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4.4. Les variables canoniques

Démonstration. Pour construire les invariants relativistes dans ce contexte, nous
remarquons que la définition de off et la premiére relation dans la R-transformation du

quadri-vecteur x permet d’écrire :

- (-3)(-5)]

A partir de la R-transformation du quadri-vecteur x nous pouvons montrer que

1
v v
NuT" T = —m— =N T T
alt(xr)

d’out 'on déduit le premier invariant. De la méme maniére, avec 'utilisation de la R-

transformation du quadri-vecteur p, on obtient
NuD™p"” = 0 (@) 0 p'p”

R ] est facile de déduire le

et en tenant compte de cette expression avec la valeur de «/,

deuxiéme invariant. m

Remarque 4.3.2 Nous observons que si nous prenons la limite R — oo, I, et Ip se

réduisent aux invariants connus de la relativité restreinte.

4.4 Les variables canoniques

Les relations de la section précédente de I, et I, suggerent de définir des variables canon-

iques comme suit:

Définition 4.4.1 (Variables canoniques) Les variables canoniques associées au R-espace
de phase noté X" et P¥, exprimées en fonction des variables habituelles z* et p¥ sont don-

nées comme suit :
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Remarque 4.4.1 Les invariants Ix et I, sont exprimés en fonction des variables canon-
iques comme suit:

I, =n,XtXY et I,=mn, PP’

Contrairement a la deuxiéme relation, la premiére est déja connue dans la littérature.
Il est intéressant d’observer qu’avec l'utilisation des propriétés des crochets de Poisson
habituelles, nous pouvons reproduire & partir des crochets de poisson du R-espace de

phase les relations bien connues.

Proposition 4.4.1 (Crochets de Poisson des variables canoniques) Les crochets de

Poisson des variables canoniques associées au R-espace de phase sont données par :

{XWXV} =0
{P/MPV} =0

{X/MPV} = N

Démonstration. Un simple remplacement dans la R-transformation nous donne le
résultat. m
Ceci signifie que X* et P¥ se transforment comme les vecteurs de Lorentz habituels.

Il est facile de montrer que les variables canoniques sont inversibles.

Proposition 4.4.2 Les variables canoniques associées au R-espace de phase noté X* et
PY, sont inversibles et leurs inverses sont :

70\
w14 X
= (10 %)

:L,O
v — 1 = Py
NG

Démonstration. Méme procédure que dans le chapitre précédent. m
Afin de rechercher les expressions de I’énergie et I'impulsion, dérivons I’expression de
I'invariant infinitésimale ds. Comme les variables canoniques obéissent aux lois de la

relativité restreinte, nous avons

ds® = 2dT? — dX2
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4.5. Conclusion

H
ot ¢I' = X% et X est le vecteur position tridimensionnelle canonique dans ’espace de

coordonnées. En utilisant les relation précédente, on peut montrer que

c \/ 1 ct ez 1?
ds = ——— 4|1 — — 1—1——)7—1——} dt
(1+4)° C? [( R R

. —> .. . g . — o .
ol « est le vecteur de position tridimensionnelle et - v 2% la vitesse. De cette expres-

sion, nous pouvons en déduire la vitesse de la lumiére en imposant la condition ds = 0.
Il est clair qu’elle dépend de ¢ et 7', mais elle tend vers ¢ quand nous prenons la limite

R — .

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé des nouveaux crochets de Poisson déformés qui
ont permis de reproduire la transformation de Fock des coordonnées. Nous avons ensuite
trouver une nouvelle transformation des impulsions avec laquelle la contraction p,x*
est un invariant, et donc utile pour la description des ondes planes. Comme en DSR,
nous avons également établi une transformation & laquelle les nouvelles coordonnées et
impulsions, appelées variables canoniques, se transforment comme des vecteurs de Lorentz

habituels.
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CHAPITRE

5 Applications

Nous nous plagons dans la situation particuliere ou les référentiels R et R’ ont des axes
paralleles et ou le référentiel R’ se déplace a la vitesse V' le long de 'axe Oz dans le
référentiel R.

On dit que deux événements A et B sont simultanés dans le référentiel R si ils se
produisent au méme moment t4 = tg, on notera que la simultanéité perd le caractere
absolu qu’on lui attribue en relativité galiléenne, i.e. les deux événements A et B peuvent
ne pas étre simultanés dans le référentiel R', t/y # t’5.

Dans la suite on pausent :
cosh(u) =~
sinh(u) = B~

1

avecB:%etvz\/m.

5.1 Dilatation des temps

Considérons dans le référentiel R deux horloges H4 et Hp synchronisées, au repos sur

laxe Oz et, dans le référentiel R’ , une horloge H' au repos sur 'axe O'x’.
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5.1. Dilatation des temps

Désignons par A(B) I’événement qui correspond au passage de H' a I'endroit occupé

par Hy (Hp). Cette situation est illustrée sur la figure ci-dessous.

[llustration du phénomeéne de dilatation des

temps par des horloges en mouvement relatif.
(5.1.1)
Ces événements A et B sont caractérisés par les coordonnées d’espace-temps respec-
tives (ta,x4) et (tp, xp) dans le référentiel R , et par (t/y,2) et (¢, 2’3) dans le référentiel

R .

5.1.1 Transformation de Lorentz

Etant donné que H' est au repos dans le référentiel R’ , nous avons 2y = 2’5 . En vertu

des relations de la transformation inverse de Lorentz, on a alors

cta = y(ct) + B
ctp = y(ct’y + Ba')
En soustrayant ces relations membre & membre et en tenant compte de la condition
x'y = 2y , on obtient
tp —ta=(tp — 1))
Un intervalle de temps 7'(0) mesuré par un observateur au repos par rapport a une horloge
(T'(0) = t)3 — t, pour 'horloge H' ) est donc li¢ a l'intervalle de temps correspondant

T(V) mesuré dans un référentiel ou cette horloge se déplace a la vitesse V' constante

(T'(V) =tp — ta) par la relation
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5.2. Contraction des longueurs

Cette relation traduit le phénomene de dilatation des temps. On constate donc que la
marche d’une horloge en mouvement est plus lente que celle d’'une horloge au repos.
Cependant, la modification de I’écoulement du temps est réciproque : si du point de vue
du référentiel R I'horloge du référentiel R retarde, du point de vue du référentiel R c’est
I’horloge du référentiel R qui retarde 1. C’est la preuve que le phénomeéne est uniquement
d’origine cinématique et n’est pas li¢ aux propriétés des horloges qui changeraient lors de
leur déplacement.

La mesure d’intervalles de temps est une procédure délicate (et source de faux para-

doxes) en relativité restreinte.

5.1.2 k-transformation de Lorentz

En suivant les mémes étapes que précédemment tout en utilisant la relation de la k-

transformation inverse de Lorentz , on obtient
tg —ta = ay(th — 1))

Avec les mémes définitions de 7'(0) et T'(V') que précédemment et en tenant compte

de la condition p”’y = p’; = 0, on obtient

On admettra que (14 (v —1)p) /1 — ‘0/—22 < 1 (Etude de signe aprées avoir modifier
I'expression en introduisant I’énergie). On a donc le méme phénomeéne que précédemment.

Pour retrouver la formule de la relativité restreinte, il suffit de faire tendre s vers I'infini.

5.2 Contraction des longueurs

Soit dans le référentiel R une régle au repos dont les extrémités ont pour coordonnées
x4 et rp. Sa longueur est donc égale a xp — x4(on suppose rp > z4). On rappelle
que les graduations d’une régle peuvent étre déterminées de facon non ambigué et tres

précise grace a 'utilisation de signaux lumineux (voir [11]). Pour les observateurs d’un
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5.2. Contraction des longueurs

référentiel R’ , uni au référentiel R par une transformation spéciale de Lorentz, la régle
est en mouvement de translation uniforme.

Mesurer sa longueur exige donc une procédure bien définie : il faut déterminer les
coordonnées des extrémités de la régle au méme moment dans ce référentiel.

Soient A et B les événements correspondant & la mesure des extrémités de la regle,
de coordonnées spatio-temporelles respectives (4, 2'y) et (t)3,2’3) dans le référentiel R’ .
Dans ce référentiel, la longueur de la régle est égale a I’ = 2’5 — 2/4 , si les coordonnées
des extrémités sont mesurées au méme moment dans le référentiel R’ , ce qu’on exprime

par la contrainte t/y = t5.

5.2.1 Transformation de Lorentz
En utilisant la relation de la transformation de Lorentz inverse, on a

wa = (2 + Bety)
xp = (2 + Petlp)
En soustrayant ces relations membre a membre et, en tenant compte de la condition
'y, = t’5, on obtient
l=xp—xa=r(2y —2'y) =~
La longueur [(V') = I’ d’une régle mesurée par les observateurs du référentiel ou cette régle
est en mouvement avec une vitesse V' et la longueur [(0) = [ de la méme reégle mesurée

dans le référentiel ou elle est au repos sont donc unies par ’équation

(V) =14/1— Z—;z(o) < 1(0)

Cette relation traduit la contraction des longueurs. Comme dans le cas de la dilatation
des temps, cet effet est réciproque : si nous considérons deux régles de méme longueur
propre en mouvement relatif, alors, pour chacune, ’autre sera plus courte.

Cette contraction est uniquement d’origine cinématique et ne signifie pas que les régles
sont le siege de forces.

Si la régle est disposée parallélement a I'axe Oy, par exemple, on mesure la méme

longueur dans les référentiels R et R’ | en vertu des transformations de Lorentz. Ce
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5.2. Contraction des longueurs

résultat est clairement différent du résultat précédent. Quand la régle est orientée per-
pendiculairement a la vitesse relative, les moments de mesure des positions des extrémités
de la régle sont sans importance, les coordonnées y, z, y et z ne variant au cours du temps
dans aucun des deux référentiels. Quand la régle est orientée parallelement a la vitesse

relative, la question de la simultanéité des mesures doit étre examinée.

5.2.2 k-transformation de Lorentz

En suivant les mémes étape que précédemment avec les mémes définitions de [ et I/, tout

en utilisant la relation de la k-transformation inverse de Lorentz , on obtient

l=ap—aa=a,y(zh —ay) =l

Avec les mémes définition de [(0) et I(V') que précédemment et en tenant compte de la

7’5 =0, on obtient

1) = (14 1l = plo+ 800 ) 1= 10 < 100)

En admettra que (1+2[(y—1)p,+ 6p,]) > 1 (Etude de signe aprés avoir modifier

o . —
condition p”y =

Pexpression en introduisant 1’énergie). On a donc le méme phénomeéne que précédem-
ment.

Cependant si la régle est disposée parallelement a ’axe Oy, par exemple, on ne mesure
pas la méme longueur dans les référentiels R et R'. En effet en reprenant le raisonnement

précédent tout en remplacant x par y , on a
l=yp—ya = a2y —2)) =l

Et donc
1
(V)= (14 216 = 0t + 3] 10) 2 100)
Ce résultat est clairement différent des résultats précédents. Quand la régle est orientée

perpendiculairement & la vitesse relative, en se retrouve en présence d’une dilatation des

longueurs. Mais, quand Kk — oo, on retrouve les formules relativistes classiques.
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5.2. Contraction des longueurs

Les moments de mesure des positions des extrémités de la régle sont sans importance,
les coordonnées y, z, et les impultions p}, p,, ne varient pas au cours du temps dans aucun
des deux référentiels. Quand la régle est orientée parallelement a la vitesse relative, la

question de la simultanéité des mesures doit étre examinée.
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Conclusion

Le groupe de Poincaré est omniprésent dans la relativité et la mécanique quantique,
notamment dans la physique des particules, présentant un bon cadre pour leurs études. On
tente donc de le généraliser pour aboutir & la grande unification qui est le défie principale
des physiciens de ce siécle. Ce travail illustre quelques tentatives de sa généralisation.
D’abord nous avons introduit le cadre Mathématique de notre étude, ensuite on a exposé
le groupe de Poincaré principale et définie quelques notions de physique dans le cadre de
notre Théorie. Par la suite on a construit des généralisations de notre groupe en donnant
certaines de leurs caractéristiques. Enfin, nous avons terminé notre travail par quelques

applications qui montrent la différence de nos groupes.
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Résumé

Dans le vaste champ de la physique relativiste, le groupe de Poincaré qu’on présen-
tera au chapitre 2 occupe une place considérable. Les premiers travaux sur ce groupe sont
dus au mathématicien et physicien frangais, Henri Poincaré. Ce groupe a été introduit
pour simplifier les études de 'un des piliers de la physique moderne. En effet dés qu’on
parle du changement de référentiels et de la covariance des lois de la physique, toutes les
considérations cédent leurs places a la théorie de la relativité (restreinte ou générale). La
théorie de la relativité restreinte d’Einstein est venue remplacer la relativité de Galilée-
Newton, vu la remise en cause de cette derniére par les observations expérimentales telles
que l'expérience de Morley-Michelson et aussi son incompatibilité mathématique avec les
équations de Maxwell qui régissent les phénomeénes d’électromagnétisme.

Ainsi on a introduit la théorie qui veut régler ces problémes, qui est la théorie de
relativité doublement restreinte qu’on désigne par DSR qui est basée sur le k-groupe de
Lorentz qui est une extension du groupe de Lorentz qu’on verra au chapitre 3.

Le résultat le plus remarquable des théories DSR est la modification des transforma-

2 cependant une

tions de Lorentz et la relation de dispersion énergie-impulsion £ = mc
autre approche a vu le jour celle-ci est basée sur une autre extension : le R-groupe de
Lorentz qui est la transformation de Fock qu’on verra au chapitre 4.

Ce mémoire consistera a présenter en premier lieu le groupe de Lorentz et plus générale-
ment le groupe de Poincaré, ensuite on présentera deux extensions de ce groupe. On com-
mencera par rappeler quelques notions sur la théorie des groupes et on présentera le groupe
de Poincaré au deuxiéme chapitre. Ensuite nous exposerons la DSR (kappa-algebre). Le
troisiéme chapitre y est dédié. Et nous présenterons la deuxiéme extension qui est la

transformation de Fock (R-algébre) au quatriéme chapitre. Enfin, nous terminons par

une application en deux parties et une conclusion.



