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Introduction

L’analyse fonctionnelle est la branche des mathématiques qui prend ses racines his-
toriques dans 1’étude des transformations telles que la transformation de Fourier et dans
I’étude des équations différentielles.

En effet, cette théorie est née au 20éme siécle & partir des travaux de Fredholm sur les
équations intégrales, et sous 'impulsion de Hilbert, Riesz et surtout Banach. Son but est
d’obtenir des propriétés des fonctions en utilisant les propriétés de certains espaces qui
les contiennent.

Dans la pratique les espaces de Banach qui sont au coeur de la théorie sont souvent des
espaces dont les éléments sont des fonctions. La théorie linéaire des espaces de Banach
a été initialement congu pour appliquer des idées topologiques (le théoréme de Baire) ou
géométriques (le théoreme de Hahn-Banach) a des problémes concrets d’analyse fonction-
nelle.

On observera que ces espaces classiques sont des espaces métriques particuliers, mal-
heureusement un espace métrique n’a pas forcément d’addition et de multiplication qui lui
confére une structure d’espace vectoriel. C’est pour cela qu’on s’intéresse assez souvent
a des cas particuliers importants tel que les espaces de Hilbert, qui ces derniers sont des
espaces de Banach aux propriétés mathématiques particuliérement agréables : 'existence
de bases hilbertiennes montre que tous ceux qu’on rencontre en pratique sont isomor-
phes, et I'existence de projecteurs orthogonaux permettent tres souvent de se ramener a
la dimension finie. La nature étant bien faite, ce sont précisément ces espaces qui intervi-
ennent naturellement dans beaucoup de questions physiques (par exemple en mécanique

quantique).



Introduction

Dans ce mémoire nous donnerons une démarche qui nous permettra de mesurer a quel
point un espace ressemble ou non & un espace de Hilbert, nous opterons pour une démarche
probabiliste car il est souvent plus commode de passer a des variables gaussiennes pour
tirer parti de leur invariance par rotation.

Le premier chapitre, sera consacré & quelques définitions et théorémes importants sur
les espaces de Banach, le second comportera des outils d’analyse aléatoires a savoir la
notion d’éléments aléatoires dans un espace de Banach avec un petit complément sur les
éléments aléatoires gaussiens.

Enfin, dans le cadre du dernier chapitre, nous intéressons aux notions du type et cotype
des espaces de Banach qui donnent un critére permettant de savoir quand est ce qu'un

espace de Banach est isomorphe & un espace de Hilbert.



CHAPITRE

Espace de Banach

Dans tout ce qui suit, nous considérons E un espace vectoriel sur le le corps k.

En général k = R ou C.

1.1 Norme

Définition 1.1.1 [7] Une norme sur E est une application définie sur E & valeurs dans
R, noté ||.|| et satisfaisant les trois propriétés suivantes :

o ||lz]| =0 & z=0;

o |[M\z||=| Al x|, Vo € E, VA € k;

oz +yll <zl +llyll, vz,y € E.

Définition 1.1.2 [15] E est un espace vectoriel normé s’il est muni d’une norme.

1.2 Exemples classiques de normes
a) E=R"

n
|| (171,1‘2,...,1’71) ”1: Z | Ty |
=1

. :
| (21,22, s ) o= [Z B |2]
i=1

I (@1, %, s 20) floo= sup | ;|

1=1,....n



1.2. Exemples classiques de normes

En particulier, si E =R, on retombe sur la norme usuelle sur R, qui est la valeur

absolue, définie par :
l.l: R — R

b) E :Mn(R) Pour A € Mn(R), on pose A= (afij)lgi,jgn

A L=>>lai|

i=1 j=1

[A = > Jay 2

i=1 j=1

| Allee= sup |a |

1<i,j<n

¢) E = R[x]. Pour P € R[x], on pose P(z) = > a; a*
k=0

n

1P =" lax|

k=0

1P 2=

I'P o= sup | ax |
0<k<n

d) On peut définir trois normes usuelles sur C° ([a, b]) I'espace vectoriel constitué des

fonctions continues sur [a, b] et & valeurs dans R,

171 :/ () | dt

1]z = / ()2 dt

[fllec = sup | f(t) |

t€la,b]

Remarque 1.2.1 On peut donc avoir plusieurs normes sur le méme espace.



1.3. Normes équivalentes

1.3 Normes équivalentes

Définition 1.3.1 [11] Deux normes ||.||, et ||.||s sur un espace vectoriel E sont équiva-

lentes s’il existe deux constantes (v, B) € (R%)? telles qu’on a
Vee B, azl. < zfp <65 [l

Exemple 1.3.1 Sur R" les normes : ||z|y = >, | z; | et ||z|]ls = sup | x; | sont
=1 i=1,...,n

équivalentes car :

[zl < llzlly < n flzll

Théoréme 1.3.1 [11] Deux normes sont équivalentes si, et seulement si, elles définissent

la méme topologie (i.e. les mémes ouverts).

Théoréme 1.3.2 [11] Dans un espace vectoriel de dimension finie toutes les normes sont

équivalentes.

1.4 Un espace métrique

Définition 1.4.1 [1] On appelle espace métrique tout ensemble E muni d’une distance,

c’est-a-dire, d’une application d : E x E — R qui vérifie les propriétés suivantes :

(i)V(z,y) e EXE, dlz,y)=0&=1=y
(1i)V(x,y) € E X E, d(z,y) = d(y, )
(1ii)V(x,y,2) € E X EX E, d(z,z) <d(z,y) + d(y, )

Le couple (E,d) est alors appelé espace métrique.

Exemple 1.4.1 Soit E un ensemble quelconque. Il est clair que 'application d : E X
E — R, définie par:
0 siz=y
d(z,y) =

1 sinon

d est une distance. On l'appelle distance discréte.



1.5. Suite convergente

Proposition 1.4.1 [1] Si (E,|.||) est un espace vectoriel normé alors d(x,y) = ||z —yl|

définit une distance sur E.

Démonstration.

Commengons par démontrer (i):

comme |[|.|lest une norme, on a:

dz,y) =0& ||z —y[|=0r-y=01=1.

Pour démontrer (ii), on utilise ’homogénété de la norme:

d(z,y) = ||z =yl = lly — 2| = d(y, z).

Enfin, (iii) découle directement de I'inégalité triangulaire de ||.|| :

d(z,z) = |lz =2l = lo =y +y = 2| <[l =yl + lly — 2| = d(z,y) + d(y, ).

L’application d est donc bien une distance.

Corollaire 1.4.1 Tout espace vectoriel normé est un espace métrique.

1.5 Suite convergente

Définition 1.5.1 [10] Soit (x,) une suite d’éléments d’un espace normé (E, ||.||). On dit

que (r,) converge vers { si,

Ve > 0,dN. € N,Vn > N, on a ||z, —{|| <€

1.6 Suite de Cauchy

Définition 1.6.1 [13] On dit que la suite (x,), est de Cauchy si, on a la relation suivante

Ve > 0,3 N.,Vp,q > N, on a ||z, — x4 <e



1.7. La complétude

Suite de Cauchy
1.4

1,2 ¢

N\ :
BAVAVAVV. N
N Y AN/ \/,

Uk

- |

L d
0.4 i

02 !

No p2HNo qzNo

figure n%': Suite de Cauchy
Proposition 1.6.1 [13] Toute suite convergente est une suite de Cauchy.

Remarque 1.6.1 La réciproque de la proposition 1.6.1 n’est pas toujours vraie: dans un

espace vectoriel normé quelconque, une suite de Cauchy n’est pas forcément convergente.

Exemple 1.6.1 Dans Q, La suite u, = (1 + %)”, n > 1, est une suite de Cauchy sa

limite vaut e ¢ Q, donc elle n'est pas convergente dans Q.

Proposition 1.6.2 [13] Toute suite de Cauchy est bornée.

1.7 La complétude

Définition 1.7.1 [5] Un espace vectoriel normé (E,|.|) est dit complet si toute suite de

Cauchy de E est une suite convergente dans E.

Lemme 1.7.1 [5] Tout espace normé (E.|.||) de dimension finie est complet.

1.8 Un espace de Banach

Définition 1.8.1 /5] On appelle espace de Banach (E,|.||) tout espace vectoriel normé

et complet pour la distance déduite de la norme.



1.9. Exemples des espaces de Banach

1.9 Exemples des espaces de Banach

1) Espace de Hilbert

Définition 1.9.1 [8/ Un espace préhilbertien est un espace vectoriel normé muni d’un
produit scalaire

l[|* = ()

Lemme 1.9.1 [3/ (L’identité du parallélogramme) Soit H un espace préhilbertien muni

du produit scalaire {.,.). Alors pour tout z,y € H on a :
lz + ylI* + [l = ylI> = 2([|=]* + [ly]1*)

Théoréme 1.9.1 [3/ Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé. E est un espace préhilber-

tien si, et seulement si, sa norme vérifie l'identité du parallélogramme.

Définition 1.9.2 /3] Les espaces de Hilbert sont des espaces préhilbertien complets. L’espace
vectoriel sur lequel on peut définir une norme qui provient d’un produit scalaire (.,.)
lapplication

v |zl = V{z, x)

est une norme sur F.
Donc tout espace de Hilbert est un espace de Banach particulier.
Exemple 1.9.1 L’espace R" muni du produit scalaire
(z,y) = Zn:%’yz
i=1
est un espace de Hilbert réel.

2) Espace des fonctions continues sur un compact
Soient H un espace topologique compact et C'(H) l'espace vectoriel des fonctions
scalaires continues sur H. Alors toute fonction continue sur H est bornée et atteint ses

bornes. Ceci permet de définir la norme uniforme

1S lloo= max | £(2) |



1.9. Exemples des espaces de Banach

muni de cette norme C(H) est un espace de Banach.
3) Les espaces de Lebesgue [P (p > 1)
Soient (€2, F, i) un espace mesuré, et p € [1,400].

On définit LP(§2) comme ’ensemble des fonctions mesurables f : Q@ — R telles que,

fP soit intégrable.

esil<p<+oo on définit || . ||, comme suit

1/p

b
| £ = / F) I de

I'ensemble des classes d’équivalence est alors un espace de Banach pour la norme |[||,.

e Pour p = 00 on définit ||.]|o

[flloo = sup ess f

tel que
sup ess =inf {a >0 tel que | f|<a w.p.p}

(sup ess désigne le supessentiel de f ).

4) Les espaces (P

Soit (E, || . ||) un espace vectoriel normé, et soit p un réel tel que 1 < p < +o00. On

désigne par (P(E) 'espace vectoriel des suites = = (z,) C F vérifiant :

+o00
Z | 2 ||P< 400
n=1

=

+o0 P
muni de la norme || = ||pE)= (Z |z, ||7’> , <€p(E), Il - ||H,(E)> est un espace de
n=1

Banach.

L’espace vectoriel des suites bornées x = (x,,) C E noté £* (E) muni de la norme
[leoe () = sup {[| za |}
neN

est un espace de Banach.



1.10. Exemples des espaces qui ne sont pas de Banach

1.10 Exemples des espaces qui ne sont pas de Banach

1) C°([0,1];R) muni de la norme || . ||; n’est pas complet. On prend la suite (g,)nen
donnée par
0 pour t < %;
gnt) =4 n(t—3) pour 5 <t < §+ 1
1 pour t > % + %

figure n: Graphe associé a la fonction g,

Donc la suite (g, )nen est de Cauchy dans C°([0,1]; R) relativement a la norme || . [;
sans y étre convergente.

2) Soit I'espace Q@ des nombres rationnels muni de la distance usuelle d(z, y) =| z—y | .

Cet espace n’est pas complet. En effet, considérons la suite définie par:

Tn 1
$0:2 et ]Jn_._l:?—f‘x—

Cette suite est de Cauchy, mais elle ne converge vers aucune limite appartenant a Q.

En effet x,, converge vers V2 qui est un nombre irrationnel.

1.11 Topologie des espaces vectoriels normés

Définition 1.11.1 20/ (ouvert) Un ensemble O C E est ouvert dans E si:
Vr € O, 3e telque B(x,€) C O avec B(x,e) ={y € E; ||z — y||rg < €}

boule ouverte de centre x et de rayon €.



1.12. Topologie forte

Définition 1.11.2 [20] Soit (E,||.||) un R-espace vectoriel normé. On appelle topologie

de E l'ensemble des ouverts de E.

1.12 Topologie forte

Soit F un espace de Banach. La topologie forte sur E est la topologie dont une base
est ’ensemble des boules ouvertes: un ouvert de E est une réunion quelconque de boules

ouvertes. C’est donc la topologie « naturelle » associée & la norme sur F.

Définition 1.12.1 [14] La tribu borélienne de E est la tribu engendrée par l’ensemble des

ouverts de E. Les éléments de cette tribu s appellent les boréliens de E.

1.13 Topologie faible

[6] Soit E un espace de Banach et E* son dual topologique. Considérons la famille

d’applications (¢;);cp+ définie par
v BE—R
op(x) = flx) =(f.2), fe £

Définition 1.13.1 /6] La topologie faible sur E, notée o(E, E*) est la topologie la moins
fine (i.e. ayant le moins d’ouverts) gardant continus les éléments de E* telle que toute
application

o;: E— R avec f € £ soit continue.

Définition 1.13.2 [22] La tribu cylindrique sur l'espace E est la tribu engendrée par
les ouverts de la topologie faible o(E, E*) et c’est aussi la plus petite tribu, au sens de

Uinclusion.

En dimension finie, la topologie faible coincide avec la topologie forte

10



1.14. La séparabilité

1.14 La séparabilité

Définition 1.14.1 (Espace séparable) Un espace est séparable s’il contient un ensemble

dénombrable et dense.

Proposition 1.14.1 Si B est séparable, les tribus borélienne et cylindrique sur B coin-

cident.

1.15 La distance de Banach-Mazur

Cette distance est définie comme une distance entre deux espaces de Banach isomorphes.

Définition 1.15.1 Soient X,Y deux espaces de Banach. On définit la distance de Banach-

Mazur entre X et'Y par :

AX,Y)=mf{|T||T"| : T:X —Y isomorphisme}

Convention

d(X,Y) =+00 si X et Y ne sont pas isomorphes.

Remarques 1.15.1

1. Si d(X,Y) = 1 cela ne signifie pas que X et Y soient isométriques; on dit dans ce

cas qu’ils sont quasi-isométriques.

2. Il est clair que si X est isomorphe a un espace de Hilbert H (c’est-a-dire d(X, H) <
+00), alors, pour tout autre espace de Hilbert H "auquel X est isomorphe, d(X,H ') =

d(X, H) ; on note cette valeur commune d, .

3. On a toujours d(X,Y) > 1.

11



CHAPITRE

Eléments aléatoires

Dans la théorie classique des probabilités, une variable aléatoire respectivement un
vecteur aléatoire sont des applications mesurables d'un espace (€2, F) dans R respective-
ment R? munis de sa tribu borélienne. Dans le cas ol I'espace d’arrivée est un espace de

Banach B, on parlera plutét d’élément aléatoire.

2.1 Elément aléatoire

Définition 2.1.1 [16] Soit (Q, F,P) un espace probabilisé, B un espace de Banach sé-
parable et By la tribu borélienne de B. On appelle élément aléatoire toute application
X :Q — B telle que

VBeBg, X 'BeF

Appellations

1. Lorsque B est un espace fonctionnel, I’élément aléatoire est aussi appelé variable

aléatoire fonctionnelle.

2. Lorsque B = R la notion d’élément aléatoire coincide avec celle de la variable aléa-

toire réelle.

3. Lorsque B = R" la notion d’élément aléatoire coincide avec celle du vecteur aléatoire

(couple aléatoire pour n = 2).

12



2.2. Elément aléatoire discret

Remarque 2.1.1 Dans tout ce qui suit, l’espace probabilisé (2, F,P) est supposé
complet; c’est-a-dire si A € F tel que P(A) = 0, alors tout sous ensemble de A est
un élément de F. Cette hypothése n’est pas restrictive car tout espace probabilisé

peut étre complété.

Convergence presque stirement

Définition 2.1.2 Une suite d’éléments aléatoires (X,,), converge presque strement vers

X : Q) — B sl existe un ensemble N négligeable tel que
Yw e Q\ N, hrf | Xy (w) — X (w)]] =0

On note

X, — X presque sirement

2.2 Elément aléatoire discret

Définition 2.2.1 [16] Un élément aléatoire X : Q — B est dit discret si X (Q) est fini

ou 1nfini dénombrable.

Théoréme 2.2.1 [16] Pour que lapplication X : Q — B soit un élément aléatoire il faut

et il suffit qu’elle soit une limite uniforme sur Q2 d’une suite d’éléments aléatoires discrets.

Démonstration.
Q — B
N
R
VB € Br

(FoX)(B)= (X" o f™) (B) =X""[/1(B)]
Comme f € B* alors f~! (B) € Bg.
D’autre part X est un élément aléatoire, alors X ' [f~!(B)] € F. Autrement dit
(foX) " (B) € F et donc f (X) est une variable aléatoire.

La condition suffisante demande des notions poussées de la théorie de la mesure dont

la présentation alourdit le mémoire. m

13



2.2. Elément aléatoire discret

Théoréme 2.2.2 [16] Pour que lapplication X : Q — B soit un élément aléatoire il faut
et il suffit que
Vf e B, Uapplication f(X):Q — R

soit une variable aléatoire (B* est le dual topologique de B ).

Démonstration. = Montrons que la condition est nécessaire

Vn € N*, construisons une suite 7, : B — B vérifiant

1
sup [T, () — 2 < -
z€eB n

L’application 7), est construite comme suit : soit (z,,),, une suite partout dense dans B.
Posons
Ty simGB(wl,%)
T, (z) =
Yo Sz € B (1)) \"UllB (2,,1)
j=

m—1
ol Y, est un élément arbitraire dans B (xm, %) N U B (mj, %) .
j=1
Remarquons que
m—1
(B (xm, %) AN U B (a:j, %)) sont deux a deux disjoints et leurs réunion est égale
J=1 m
aB.
—+o00 1 m—1 1
U B<xm,ﬁ)\ U B (xj,5> - B
m=1 7j=1
La composition X,, = T,, (X) donne une suite d’¢léments aléatoires discrets vérifiant

I, () = X @)l <

uniformément sur 2.

La suite (X,), converge vers X uniformément sur 2.

<= Montrons que la condition est suffisante, pour cela nous devons faire appel au

théoréme 2.2.1. m

Remarque 2.2.1 On peut généraliser le théoréme 2.2.1 comme suit.
Soit (B, By) et (By, By) deux espaces de Banach et p : By — By une fonction mesurable.

Si X : Q — By un élément aléatoire, alors ¢ (X) est un élément aléatoire & valeur dans

B,.

14



2.3. Indépendance

Conséquence

[16] Soit X et Y deux éléments aléatoires, Z une variable aléatoire et a, f € R. Alors

aX + Y et ZX sont des éléments aléatoires.

2.3 Indépendance

Définition 2.3.1 [16] Les éléments aléatoires X;,t € A avec A famille quelconque d’indices

sont dits indépendants si pour toute suite finiet; € A et Aj € Bg,1 <j<n, ona

P <ﬁ thl (Aj)> = ﬁP (thl (Aj))

Définition 2.3.2 [16] Les événements A, € By sont dits indépendants si les fonctions

indicatrices correspondantes 14,,t € A sont indépendantes.

Théoréme 2.3.1 [16] Soit (2, F,P) un espace probabilisé. Fi,Fa,---, Fn une suite
indépendante de sous algébres de la o-algébre F. Alors les o (F;) (0-algébre engendrée
par F;) sont aussi indépendantes.

Démonstration. Il suffit de montrer, par récurrence, que

VAjeo(F;),1<j<n P(ﬁAJ>=HP(AJ)

Jj=1

Lemme 2.3.1 [16] Soit ;n une mesure o-finie (c.-a-d. il existe une suite (B,,),, de boréliens
vérifiant @ = UB,, et 1 (B,,) < +00,Yn > 1.) définie sur o (A) et qui est considérée comme

prolongement de la mesure définie sur l’algébre A. Nous avons
Ve>0,VBeo(A);FA. e A: p(BAA) <e¢

Ainsi
€
2n+1

Ve >0,3B; € F;,1 <j<n:pu(A; ABj) <

15



2.3. Indépendance

En vertu de I'inégalité triangulaire, nous avons

p(ﬁAj) ) < p(ﬁ@ _p(ﬁgj)‘
+|P <ﬁBj> —ﬁIP’(Aj)

Il est facile de vérifier par récurrence que :

()= (0 = ((00) = (012)

ainsi que
P ((ﬂ AJ> A (ﬂ Bj>) <> P4 AB)
j=1 j=1 i=1
Donc
€
P ( Aj> —P (ﬂ&) <5
j=1 j=1

Par ailleurs, comme B; sont indépendants

() T

On démontre 'inégalité

Jj=1 Jj=1

j=1 7j=1 =1

Et
P (4;) —P(B))| <P(A; A By)

Alors
€
P (ﬂ Bj) - HP(AJ) < 2

j=1 j=1
Par conséquent

P (ﬂ Aj> [P <

d’ou le résultat.
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2.4. Distribution

Remarques

1. Dans le cas de la dimension finie, 'indépendance peut étre exprimée en terme de la
fonction de répartition.

X;i:Q—-R"1<1<m
X1, X, -+, X, sont indépendantes si, et seulement si

P{X; <a,1<i<m}=][P(X; <)

j=1

Xi Q) — Bl,i el
T :B; — By, Bg, — B, mesurable

Alors T'(X;),1 < i < m sont indépendantes

2.4 Distribution

Soit (£2, F,P) un espace probabilisé.

Définition 2.4.1 [16] Soit X : Q@ — B un élément aléatoire. On appelle distribution de

X la mesure définie par

Px(A)=P{X ' (A)}, Aec By

Remarque 2.4.1 La distribution est parfois appelée la loi de probabilité.

2.5 Eléments aléatoires gaussiens

2.5.1 Eléments aléatoires gaussiens

Définition 2.5.1 On dit que l’élément aléatoire X : Q0 — B est gaussien si pour tout

f € B*, la variable aléatoire réelle f (X) est gaussienne.

17



2.5. Eléments aléatoires gaussiens

Proposition 2.5.1 St X est un élément aléatoire gaussien, il a une covariance et sa loi
est entierement déterminée par EX et Cov X ou Rx.
Avec EX est l'espérance mathématique, Cov X est la covariance et Rx matrice de

corélance.
Démonstration. La loi de X est caractérisée par sa fonctionnelle caractéristique
ox: B*— C
Fo By () =Bexp(if (X))
En notant ¢ x la fonction caractéristique de la variable aléatoire réelle f (X), on remar-
que que
oy (f) = Prx) (1)
f (X) étant gaussienne (f (X) ~ N (m,5?)), alors

o?t?
vVt € R, t) = mt — ——
Pr(x) (t) = exp (zm 5 )

En utilisant la Pettis intégrabilté de X et la définition de Cov X, on obtient

Vi € B 9x (f) =¢sux) (1) =exp (ZEf (X) = w)
- (zEf Cov;f f))
B (zEf XJ;) (f))

= < f fX B*.B 2<RXf f>15;**153*)

Proposition 2.5.2 Soit X, Y deux éléments aléatoires gaussiens indépendants, Z une
variable aléatoire normale (gaussienne), a un réel certain et a € B, alors X +Y, aX, Za

sont des éléments aléatoires gaussiens.

Démonstration. On a :

@aX (f) = Eeif(aX)

— Eeiaf(X)

= Ee“Y avec g = af

18



2.5. Eléments aléatoires gaussiens

Comme X est gaussien et g € B*, on a
@aX (f) _ eig(EX)—%Varg(X)
eiaf(lEX)f% Var af (X)

_ eif(EaX)—%Varf(aX)

Pour tout g € B*, Varg (a) =0
ig(a)—3 Var g(a)

@Za(f) = ¢

@X+Y (f) = Ee/+Y)

_ R (X))

Comme X et Y sont indépendants et f € B* alors f(X) et f(Y) sont des variables
aléatoires indépendantes et ’on a

Bxsy (f) = B/ OB
X et Y sont gaussiens

Oxiy (f) = oif (BX)—3 Var f(X) ,if (BY)—3 Var f(Y)

eif(]E(X+Y))—% Var f(X+Y)

Théoréme 2.5.1 (Fernique) Pour tout élément aléatoire gaussien X dans un espace

de Banach B, il existe un réel o > 0 tel que
EelIX I < 400

Démonstration.

2
Vs,teR:0<s<t,P{|X] <s}P{|X]|| >t} < (IP’{||X|| > t\;;})

En effet, soit Y une copie indépendante de X. D’apreés le théoréme précédent X—\;%Y et X—\}zy
X-Y
2

vl B il B
- IP’{||X—Y|| < V2, | X +Y| > \/§t}

ont la méme loi que X, d’ou

P{IX] < s}P{IX] > 8} = P{\
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2.5. Eléments aléatoires gaussiens

car X\}%Y et £= \/i sont indépendants.

En vertu de l'inégalité triangulaire,

X +Y] = [X =Y +2V| < [[X =Y +2[]Y]

X +Y[| = [I2X +V - X[| < [|X = Y] + 2] X]

X-Y t— t—s
wen: H H H>t}c{weﬂ x> =2 }
{ X1 >

L’indépendance de X et Y donne

t—s 2
PO < shp x> < (p{xn > S0 ) (25.1)
V2
Construisons la suite (t,), .y comme suit
to=set t,q :s—i—\/ﬁtmnEN

Ainsi définie

 — [(ﬂ)”“_l} (Vi+1)snen

Remarquons que ¢, < (\/5) "o

Notons par

_ _ P{IX > ta}
B =B,(X)= PX[< s}

De l'inégalité (2.5.1) et de la définition de la suite t,,, on obtient

neN

P{IX]| <s}P{IX] > tn} < @LIX[ > taa})’
Par conséquent
B < Baa
et par suite
B, < B = e

Fixons s assez grand pour que

P{IX] < s} =

Wl o

Dans ce cas
P{[|X]| > s} -
P{|X||<s} = 2

2
3

50:
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2.5. Eléments aléatoires gaussiens

Ainsi,
P{IX] >t} < e MP{X| < s} <702

Par ailleurs, nous avons

FealXIP _ / XD ()

Q

_ / e IX@IPP (g0 + / NP ()

{w:ll X (@)l<s} +oo

twtu<ix@)istnin)
n=0
—+o00 )
S 6&52 + Z / €a||X(w)H P (dW)
"0 fwitn <[| X (@) | <tnt1}
2 =2 2
< ey e P {|IX]| > )
n=0
2 =2 2 1112
< e+ nzg 2" (3205°-In2) +oo dés que o < 2952

Proposition 2.5.3 [12/(invariance par rotation des vecteurs gaussiens)

Soient X = (X3,...,X,) un vecteur gaussien, de covariance Cx , A € M,(R) et
Y = AX = (Y1, ...,Y,,), avec Y]:i ajr Xy alors

1) Y est un vecteur gaussien kd:el covariance A Cx A*.

2) Si X est standard (i.e. Cx = 1,), et si A € O(n), alors Y = AX est également

standard : propriété d’invariance par rotation des vecteurs gaussiens standard.

Avec O(n) l’ensemble des matrices orthogonales.
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CHAPITRE

Type et cotype des

espaces de Banach

3.1 Introduction

La structure d’espace de Banach, pour utile qu’elle soit en analyse, avec les con-
séquences automatiques de la complétude et du Théoréme de Baire, est assez pauvre;

quand on ajoute un grand nombre de vecteurs zq, ..., x,

I'inégalité triangulaire devient vite imprécise.

A Tinverse, les espaces de Hilbert ont une structure trés riche, et si les x; sont deux a
deux orthogonaux, on a exactement

n n %
S (Dm—n?)
=1 =1

Plus généralement, on a le résultat suivant :

Proposition 3.1.1 [12] on a les résultats suivants:
1. B est isométrique a un espace de Hilbert,si et seulement si, pour tous x,y € B:
-+ ylI* + llz — yll* = 2(]|=[1* + ly]1*)

(identité du parallélogramme généralisée)
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3.1. Introduction

2. On a toujours :

(lz +yl* + llz = l*) < 2/l + [ly11*)

N | —

1
5 Ul +llyll?) <

3. Dans tout espace de Hilbert H, on a, pour tous x1,...,x, € H :

1 n n
o D 011+ O =l
=1

0;,=%+1

4. St B est isomorphe a un espace de Hilbert H, et si la distance de Banach-Mazur

dg =d(B,H) < C, alors :

1 n 1 n n
Sl < o 30wt O P < Y P
=1 =1

0, = +1
Démonstration.

1. = Si B est isométrique a un espace de Hilbert et si I’espace est réel, par exemple,

on pose

1
e, y) = 7l +yl* = llz = yl)

On en déduit que @ est séparément additive et homogeéne, donc
p(z,2) =z |*
Alors
pla+2y) = 1o+’ + 2] o+ — 2|

= ;l(H(fC +y) + (@ + )P = @ —y) + @ =y
= ;IQ(H(:U +)IP+ 1@+ 9)lP) = [l =) = 2(I(x = »)|*+
I(z" = »)|I?) = |(z — 2)||* ( d’apres la proposition 3.1.1,1)
= %(H(fﬂ +y)IP = @ = 9)?) + %(H(I —ylI* =l =yl

= 2p(z,y) + 2¢(z, )

=2[p(z,y) + (2, y)]
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3.1. Introduction

<=Si pour tous z,y € B on a
2+ yll* + llz = ylI* = 2|z ]* + [ly[I*)
Donc B est un Hilbert.

Alors B est isométrique & un espace de Hilbert.

2. Le coté droit découle de I'inégalité triangulaire, tels que

let+ylsizl+lyl _ ) ety P< =i+ Ty
e =y lI<[l+ 1yl e =y IP< (e I+ 11y D)?

En sommant les deux inégalités, on obtient
le+yI*+lz—yllP<20l =+ [y [)*
D’autre part
Sle+yPrlo—ylP) < (o+ylP+lo—yl)

Donc

MetylP+lz—y ) <2+ 1yl (*)

N | —

Pour le coté gauche, posons v +y =u,x —y =v

Ainsi
uU—+v uU—"v

T Ty YT

En remplagant ces valeurs dans (*), on aura :

u+v U—70 9
==+ 1 ==

(lutoll+u—wv])

DO

1
S+ 1o ]?) <

<

| —

D’ou le résultat.

3. Montrons que pour tout z1,...,x, € H ,on a :

1 n n
o S0 2t O P =D )
=1

0; = %1

Procédons par récurrence sur n
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3.1. Introduction

Posons

1
=05 Y N0+ O

La formule est vraie pour n = 2, car

1

Qg = 1 Z ||91$1 +¢92$2||2
01, 02 = +1
1
=1 [H$1 + ol + || — 21 — @ + o — @ + || — 2 +1’2H2]

1
=3 [y + z2))* + |21 — 22|
= ||a1||* + ||z2||* (d’apres la proposition 3.1.1, (1) )
Donc on aura
1
ﬁﬂelxl + g = [|z1]|? + [J22)?

Supposons que la formule est vraie a un certain rang n, et montrons qu’elle reste vraie

aurang n+ 1

On a,
1 n
g 2 (I mt et b ml?) = Yol
01 ----- en = =+1 i—1
1
Upp1 = on+1 Z (H@l $1+—|—(9n g;n_|_8n+1 xn+1||2)

1
= Z [(161 21+ oo+ 0n o+ 2 ||?) + 1161 21+ oo+ 0n 20 — Ty ||]

on+1
01,....0n = %1
1 . .
= ont Z 21161 @1 + oo + 0, 20||* + 20 11]%)] (Qapres la proposition 3.1.1, 1) )
el,mﬂn = +1
1 ) 1 ;
=0 Z 101 21 + ... + 0, x| + om Z (e
01,..., 0, = +1 61,..., 0, = +1
= ZH%W + |zps1l]* (car Z 1 =2")
i=1 01,0000, = £1
nt1

= E:H%'H2
i=1

D’ou le résultat.
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3.2. Sommabilité

4. Montrons que

LY 1o+ +enxnu2<0221|xln2

0_:tl
On a

n

1 n
o E 10121 + ... + Oz, ||? = g |lz;]|* (de la propostion 3.1.1. 3)
6, = +1

=1

Donc

L3 1+ +0nran2<ZH:cAIQ

97:|:1

Et comme on a dg > 1 d’apres la remarque 1.15.1. 3)

Z 16121 + ... + Oz < CZHJ:,HZ

67:|:1

Alors,
— Z 16121 + .. +9nan2<C2Z||IZ||2

Of:l:l

Montrons que

CQZH‘Q:Z‘P = 2n Z Helwl + .. +9 $n”2

0; = £1

De l'expression précédente, on déduit immédiatement que :

022”%”2— LS 10+t O

0; = %1

3.2 Sommabilité

La théorie des familles sommables permet de donner, dans certains cas, un sens au symbole

> x;0u (x;)ier est une famille d’éléments de F indexés par ’ensemble I quelconque.

Notation 3.2.1 [9] On désigne par Ps(I) l'ensemble de toutes les parties finies de I et

si JJ € Pg(I) on note :

SJ—Z%‘Z
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3.3. Critére de Cauchy dans les espaces de Banach

Définition 3.2.1 [9] On dit que la famille (x;);c; est sommable de somme S <On note Y x; = S)
i€l
s, et seulement si :

Ve> 0,3 Jp e Py(I) VT e PrI) et TS Jy = ||S;— S| < e

Définition 3.2.2 [9] Soit (x;);c; une famille de réels positifs. La sommabilité de cette
famille équivaut & la bornitude de l’ensemble de ses sous-sommes finies. On a dans ce

cas-la

3.3 Critére de Cauchy dans les espaces de Banach

En analyse, les critéres de convergence des séries numériques sont le critére de Cauchy, de
d’Alembert ... Tandis que lorsqu’il s’agit d’une famille quelconque d’indice (pas forcément
dénombrable) on parle plutot de sommabilité que de convergence, pour cela nous énongons

le critére de Cauchy pour les familles sommables.

Définition 3.3.1 [17] Soit (z;)ie; une famille d’éléments d’un espace normé E, on dit

que cette famille satisfait le critére de Cauchy st :
Ve >0, dJ, € Pf(]), VK € Pf(]) et KNJy = 0= ||SK|| <e
Théoréme 3.3.1 [17] Une famille sommable de E vérifie le critére de Cauchy.

Théoréme 3.3.2 [17] Si E est un espace de Banach, toute famille vérifiant le critére de

Cauchy est sommable.
Corollaire 3.3.1 [12] Soit H un espace de Hilbert de dimension infinie. Alors :

1? < .

1. 8i (z)n >1 est sommable dans H, on a > ||z;
i=1

2. Pour toute suite (\,), >1 de réels positifs telle que . ||z;]|> < +oo, il existe une
=1

suite sommable (z,), >1 dans H telle que ||z, | = A\, pour tout n > 1.
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3.4. Notion de type et de cotype

Démonstration.
1. Supposons que (), >1 est sommable dans H

Notons M = sup ||> x|

JEP;(I) i€j
Par de la définition 1.1.1 on a M < +o0;
Donc

10121 + ... + Opxy,|| < 2M, avec 0;—1q
et

212 4 ... + ||z, || < 4M?, par la 3.1.1(3).

2. On prend une suite orthonormée (e,,), -,de H et on pose z, = A\, e, onal| Y z,| =
N neA

1
3
(E )\Z) , la famille de (z,,), -, est sommable, par le critére de Cauchy.
neA B

3.4 Notion de type et de cotype

Introduisons maintenant les notions de type linéaire et de cotype linéaire. Ces deux
notions fournissent un outil puissant en théorie linéaire des espaces de Banach et sont

fortement liées & la géométrie de ’espace.

Définition 3.4.1 [12] On dit que X est de type p (1 < p < 2), s’il existe une constante
C > 1 telle que :

n n %
Sew| <o (zuxinp)
i=1 =1

Pour tous x1,...,x, € X |, (€)n>1 €tant une suite de Bernoulli.

L*(X)

La meilleure constante C' s’appelle la constante de type p de X, et se note T,(X).

Définition 3.4.2 [12/ On dit que X est de cotype q (2 < q < 400), s’il existe une

constante C' > 1 telle que :

>C (Z!\%Hq>
) i=1

n
E iy
i=1

L2(X
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3.5. Factorisation par un espace de Hilbert

Pour tous x4, ...,x, € X. La meilleure constante C' s’appelle la constante de cotype q de

X, et se note Cy(X).

Remarque 3.4.1 Si un espace est de type p, il est aussi de type p pour tout p < p, et
que s’il est de cotype q, il est aussi de cotype ¢ pour tout ¢ < q ; les sous-espaces de X
peuvent donc avoir un meilleur type ou cotype que X lui-méme (il suffit de penser que X

peut s’écrire comme somme directe d’un « bon » et d'un « mauvais » sous-espace).

Théoréme 3.4.1 [12] Soit X un espace de Banach, et soit (g,)n >1 une suite gaussienne
standard indépendante définie sur (Q, F,P). Alors :
1) Si X estde typep, 1 <p<2,ona:

=

||Zgj zil| 2y < Tp(X) (Z ijHp) , pour tous xy,...,x, € X.
j=1

=1

2) Si X est de cotype q, 2 < q < +00, on a :

Q=

n 1 n
||Zgj 75| L2 (x) > X (Z ||xj||q> , pour tous xy,...,T, € X.
j=1 7 j=1

3.5 Factorisation par un espace de Hilbert

Définition 3.5.1 On dit qu’un opérateur u : X — Y est factorisable par un espace de

Hilbert s’il existe un espace de Hilbert H et des opérateurs :

w: X —Hev:H-—Y telsque: u=vw

X u > Y
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3.6. Théoréme de factorisation

Pour tout v on pose :

do(u) = inf { ||v[||w]] ; u=vw, w: X — H, v: H—Y , H Hilbert}.

On note I'y(X,Y') 'espace des opérateurs factorisables par un espace de Hilbert.

Le caractére local de la factorisation par un Hilbert, et le lien avec la distance de

Banach-Mazur, sont exprimés par la proposition suivante :

Proposition 3.5.1 [12] Soit X, Y deuz espaces de Banach, et w € L(X,Y) un opérateur
de X dans Y. Alors:
1) S’il existe une constante C' > 1 telle que 02(ujp) < C pour tout sous-espace E de X
de dimension finie, alors u est factorisable a travers un espace de Hilbert et do(u) < C.
2) X est isomorphe a un espace de Hilbert si, et seulement si, 1d, est factorisable &

travers un espace de Hilbert; de plus, dans ce cas, on a d, = 02(1d,).

3.6 Théoréme de factorisation

Définition 3.6.1 [12] Soit X un espace de Banach, et (y;)i<p, ()< deuz familles finies
d’éléments de X. On dit que (y;)i<, est subordonnée & (x;);j<q, ou aussi que (y;)i<, est
dominée par (x;)<q, et on note (y;)j >1 < (z;)i >1 st on a :

P q
> ) PP Y [y P
i=1

j=1

pour toute forme linéaire continue ¢ € X*.

Théoréme 3.6.1 [12] (Théoréme de factorisation) Pour tout opérateur v : X — Y, les
deux propriétés suivantes sont équivalentes :
1 uely(X,Y) et da(u) < C.

2) Si (yi)igp < (ﬁj)qu, on a :

p q
> gl < €D Jlal?
i=1 j=1

Démonstration.
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3.6. Théoréme de factorisation

1. 1)=2)Siu=vw,avecw : X — H ,v:H — Y , et si (e;)r>1 est une base

orthonormale de H, on a :

p P
Do il =) Mo w il
i=1 i=1

P
Z lv [|? |lw y;||* (Grace a la continuité)
i=1

p
o 12 llw il
=1

p
< v ||QZ Z |<w yi, er >|* ((er)r>168t une base orthonormée)
k>1 =1

IN

IA

p
< v ||2Z Z |< w* ex, y; >|* (grace a la symétirie de < .,. >)
k>1 i=1

q
<o 17X > I<w e, ;> (car (y;); 51 < (#:)i>1)

k>1 j=1

q
<|lv ||2Z Z |< w z;, ex >|* (grace a la symétrie de < .,. >)
k>1 j=1

q
< v ||QZ||w z;|I* ( (ex)r >1 est une base orthonormale )
7=1

q
< o I e 12l 1
j=1
D’ou 2).
2. 2)=1) Se référer a [12] page 175.

Théoréme 3.6.2 [12] (forme finale du Théoréme de factorisation).

Pouru € L(X,Y), on a une équivalence entre les deuz assertions suivantes:

(a) u se factorise a travers un espace de Hilbert et do(u) < C.

(b) Pour tout entier n > 1, toute matrice orthogonale (resp. unitaire, si les espaces
sont complezes) A = (a;j);; >1 € O(n), et si x1,22,....,0, € X , 0n @

SO ai ula)P <Yl
=1

i=1  j=1
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3.7. Théoréme de Kwapien

3.7 Théoréme de Kwapien

Théoréme 3.7.1 [12] (Théoréme de Kwapien). Tout espace vectoriel normé isomor-

phe a un espace de Hilbert est de type 2 et de cotype 2 .
Ce théoreme peut s’énoncer comme suit :

Théoréme 3.7.2 [12] (Théoréme de Kwapien). Si un espace de Banach X est a la

fois de type 2 et de cotype 2, il est isomorphe a un espace de Hilbert, et plus précisément :
dx <Ty(X) Cy(X)

Démonstration. On sait, par la Proposition 3.5.1, que dx = do(Idx). 1l s’agit donc
de montrer que Idy se factorise a travers un espace de Hilbert. D’aprés le Théoréme

3.6.2, il faut prouver que, si A = (a;;);j>1 € O, (R) , et 21,29, ...,2, € X, 0n a:

Z ”Zaw $J||2 < (X Z ||x]||2

=1 j=1

n
Posons y; = > a;; x; et considérons une suite gaussienne standard ¢, ..., gy
=1
Gréce au 2) du théoréme 3.4.1 , on a :

l
(Z Hyi|\2> < Oy(X HZgz Yill2(x
i=1
Ecrivons:

i=1 i=1 j=1 j=1 \i=1
et posons : y; = > a;; g; ; comme A = (a;;);; >1 € O (R), le vecteur aléatoire (74, ...,7,,)
i=1

a la méme loi que (g1,...,9,), grace a linvariance des vecteurs gaussiens par rotation

proposition 2.5.3. En particulier :

||Zry] xj||L2(X) = ||Zgj xj“L?(X)
J=1 j=1
Et donc

1
(Z HyiHQ) < G(X HZ% Zjll 2 )
=1
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3.7. Théoréme de Kwapien

D’apres le théoreme 3.4.1, on obtient :

(Z Hyi|!2> < Gy(X) To(X) (Z |yxj||2>

cela termine la démonstration. m

1
2

Exemples

1) Un espace de Hilbert H est de type et de cotype 2 avec T,,(H) = C,(H) = 1.
Ceci se montre directement, en interprétant 1’égalité du parallélogramme généralisée.

2) L’espace ¢! est de type 1 mais son dual /> ne posséde aucun cotype fini.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons donné un critére permettant de savoir quand un opéra-
teur entre un espace de Banach se factorise par un espace de Hilbert, ce qui nous a permis
de montrer le Théoreme de Kwapien, affirmant qu’un espace de Banach est isomorphe a
un espace de Hilbert si, et seulement s’il est a la fois de type 2 et de cotype 2.

La notion de cotype a été tres récemment généralisée au cadre des espaces métriques
par Mendel et Naor («Metric cotype» ), cela a permet d’étendre ces théorémes de factori-

sation & un cadre non-linéaire, beaucoup plus complexe.
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