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Introduction

La question de la fréquence des nombres premiers a fait 1’objet de beaucoup de
spéculation au début du XIX siécle.

Pour étudier cette distribution, on considére une fonction notée 7 (x), qui compte
le nombre des nombres premiers inferieurs ou égaux a x; ainsi 7 (x) est le nombre des

nombres premiers p satisfaisant 2 < p < z.

Voici un bref tableau de cette fonction 7 () et sa comparaison avec i , ou logx

ogx
signifie le logarithme népérien de .

r  w(x) - m(z)

log = (@)
10 4 4,3 0,93
102 25 21,7 1,15

103 168 1449 1,16
104 1229 1,086 1,11
105 9592 8,686 1,10
105 78498 72,464 1,08
107 664579 621,118 1,07

10® 5761455 5434780 1,06
En examinant le tableau ci-dessus pour z > 10%, Gauss (1792), puis Legendre (1798-

1808) conjecturent que 7 (x) ~

logz*

Le probléme de décider de la vérité ou la fausseté de la conjecture a attiré 'attention

des mathématiciens depuis prés de 100 ans .



Introduction

En 1851, le mathématicien russe Tchébychev a fait un important pas en avant en

7 (z)
(2:)

mais il a été incapable de prouver que le rapport ne tend pas une limite.

prouvant que si le rapport avait la tendance & une limite, cette limite doit étre 1;

En 1859, Riemann a attaqué le probléme par des méthodes analytiques, en utilisant
une formule découverte par Euler en 1737 qui concerne les nombres premiers de la fonction
£(s) = L avec s > 1 (réel).

n>11°

Riemann a décri une méthode ingénieuse pour relier la distribution des nombres
premiers de propriétés de la fonction £, en considerant s € C. Les mathématiques néces-
saires pour justifier tous les détails de cette méthode ont été entierement développées et
Riemann a été incapable de régler complétement avant sa mort en 1866.

Vingt ans plus tard les outils d’analyse nécessaires sont a la portée de main et en 1896
J.Hadamard et J.de la Vallée Poussin indépendamment et presque simultanément ont

7 (z)log

réussi & prouver : lim = 1. Ce résultat remarquable est appelé le théoréme des

T—>00
nombres premiers, et sa preive était I'une des plus belles réussites de la théorie analytique
des nombres premiers. En 1949, deux mathématiciens contemporains, Atle Selberg et
Paul Erdos ont découvert une preuve élémentaire de la théorie des nombres premiers; leur
preuve, bien que trés complexe, ne fait aucun usage de £ (s) ni de la théorie des fonctions
complexes et en principe, est accessible & tout ceux qui connaissent les mathématiques
minutieusement.

Un des problemes les plus célébres concernant les nombres premiers est la conjecture
de Goldbach en 1742, celui-ci a écri a Euler suggérant que tout nombre superieur ou
égal & 4 est une somme de deux nombres premiers. Par exemple :

4=2+4+2,6=3+3,8=3+5,

10=5+5,12=5+T.

Cette conjecture reste un probléme ouvert & ce jour. Bien que ces derniéres années,
certains progres ont été réalisés pour indiquer qu’elle est probablement vrai.

Notre mémoire est réparti en quatres parties : le premier chapitre est consacré a
des notions de base que nous allons utiliser tout au long de ce travail et qui nécessite un

certain préliminaire théorique.
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Le deuxiéme chapitre est consacré principalement & I’étude de la méthode de Tchéby-
chev; les séries de Dirichlet sont introduites dans le troisiéme chapitre.

En fin, en dernier chapitre,on etudie une méthode analytique pour ’amélioration de

x
)gﬂ(x)§1,10556m —I—o( )".
log x

I’encadrement "0,921291 ’ + 0( e s

ogx log x



CHAPITRE
1 Rappels

Pour élaborer notre travail, il est indispensable d’introduire tous les outils et notions de
base nécessaires. En effet, ce chapitre comprend les notations et les concepts liés a notre

mémoire.

1.1 Notations générales

] : partie fractionnaire de z,
{z} partie décimalede x,
PPCM plus petit commun multiple,
vp(n) valuation p-adique,
e : I’élément neutre,
X : la fonction caractéristique,
7w (z) : cardinal de 'ensemble des nombres premiers inferieurs ou égaux a z,

1.2 Nombre premiers, crible d’Eratosthéne et d’Ibn

Al-Banne

Le premier chapitre de ce mémoire concerne les nombres premiers; rappelons qu’on dit
) . R o
qu’'un nombre entier p > 1 est un nombre premier s’il n’est divisible par aucun autre

nombre entier positif que 1 et lui-méme. On notera P ’ensemble des nombres premiers.



1.2. Nombre premiers, crible d’Eratosthéne et d’Ibn Al-Banne

Il convient de remarquer que tout nombre entier strictement supérieur a 1 est multiple
d’un nombre premier : c’est clair s’il est lui-méme premier et dans le cas contraire, c’est un
multiple de deux nombres entiers strictement plus petits qui sont par récurrence multiples
d’un nombre premier. On peut encore raffiner cette remarque : tout nombre entier n
strictement supérieur & 1 qui n’est pas premier est divisible par un nombre premier au
plus égal a \/n.

Cette remarque faite, on peut alors commencer a énumérer les éléments de P & ’aide
du crible d’Eratosthéne qui consiste & écrire les nombres entiers 2, ..., jusqu’a un certain
rang, disons 20 :

2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14, 15,16, 17, 18, 19, 20, puis a raisonner de la fagon suiv-
ante : L’entier 2 est premier, donc ses multiples 4, 6, ... ne le sont pas ; on les raye :

2,3, 4,5, 6,7, 8,9, 10,11, 12,13, 14,15, 16,17, 18,19, 20.

Apres 2, le premier entier non rayé, en 'occurence 3, est forcément un nombre premier
: dans le cas contraire, il aurait été multiple d’un nombre premier déja détecté; on le
sélectionne et on raye ses multiples 6,9, ... :

2,3, 4,5, 6,7, 8 9, 10,11, 12,13, 14, 15, 16,17, 18,19, 20.

De méme, 5 est premier, on raye ses multiples :

On constate cependant qu’on n’a rien rayé de nouveau. En effet, 52 > 20, donc les
nombres entiers inférieurs & 25 sont ou bien premiers, ou bien sont divisibles par un
nombre premier au plus égal a 5. Par le méme argument, tous ceux qui restent sont des

nombres premiers, d’ou le début de I’énumération : PN [1,20] ={2,3,5,7,11,13,17,19}.

Remarque 1.2.1 Le crible d’Eratosthéne vérifie si un nombre n est premier en le disant
sur tous les nombres inférieurs ou égauxr a n.
Ibn Al-Banna a remarqué (le premier) qu’il suffit de diviser sur tous les nombres qui

sont inférieurs ou égaux & \/n



1.3. Caractére infini de ’ensemble des nombres premiers

1.3 Caractére infini de ’ensemble des nombres pre-
miers

L’outil incontournable pour I’étude de 'arithmétique des nombres entiers est la division
euclidienne : si a et b sont des nombres entiers relatifs, avec b # 0, il existe un unique
couple (q,r) formé d’entiers relatifs tels que 0 < r < |b| et a = bg + r; on dit que ¢
est le quotient de la division euclidienne de a par b, et que r est le reste. On résumera
souvent ces propriétés en disant : « soit a = bq + r la division euclidienne de a par b »,
ce qui sous-entendra que q est le quotient et r le reste. La démonstration de ce fait, par

récurrence sur a, est supposée connue.

Lemme 1.3.1 (Euclide) Soit a et b des nombres entiers et soit p un nombre premier

qui divise le produit ab. Alors p divise a ou p divise b.
Théoréme 1.3.1 (Euclide) L’ensemble P des nombres premiers est infini.

Preuve. Dans le cas contraire, P serait un ensemble fini que ’on pourrait énumérer :
P ={p1,...,pm}. Soit alors N Uentier pps...p,, +1. Il vérifie N > 1 donc est multiple d'un
nombre premier, c’est-a-dire de I'un des entiers pq, ..., p,,, disons p; . Par soustraction,

lentier 1 = N — (p1p2...pm) est aussi multiple de p; , ce qui est absurde. m

1.4 Les valuations -adique

Définition 1.4.1 Soit p un nombre premier.
La valuation p—addique est ’application de N* — N qui associe a tout n € N* la plus
grand puissance de p qui divise n. Cette application est notée v,.

Autrement dit,

vp: N* — N

n — v,(n) =max{s/p°divise n} .

Exemple 1.4.1 v5(24) =3, car : 24 = 23 x 3.



1.5. Théoréme d’Euclide

Remarque 1.4.1 La valuation p—adique est définie méme sur Q*.
Propriétés :
vy (a x B) = v, (a) + vy (b).
a
Up <Z> = up (a) — vy (D).

vy (a -+ 1) > min (v, (a) , v, (5))

1.5 Théoréme d’Euclide

L’intérét que 'on porte aux nombres premiers vient du fait que tout nombre entier

(strictement positif) s’écrit de maniére unique comme produit de nombres premiers.

Théoréme 1.5.1 Pour tout nombre entier naturel n > 1, il existe une unique suite finie

(p1, ...; Dm) croissante, de nombres premiers telle que : n = py...pp.
La démonstration se fait par récurrence sur n, est supposée connue.

Remarque 1.5.1 En utilisant la définition (1.4.1), la décomposition en facteurs premiers

de n peut donc s’écrire sous la forme :

n = H pUP (n) .

p premier

1.6 Fonctions multiplicatives

Définition 1.6.1 Une fonction f : N* — C est dite multiplicative; si f (1) = 1 et si

“niet ny sont premiers entre eux ” entraine f (ny.ng) = f(n1). f(ng).

Définition 1.6.2 Une fonction f : N* — C est dite complétement multiplicative; si

f()=1c¢etsif(ning) = f(n1). f(ne) Pour tout ny,ny € N*.
Exemple 1.6.1

x: N — N
n —— x(n) =1 (fonction constante).

La fonction x est multiplicative (resp complétement multiplicative).



1.7. Produit de convolution

1.7 Produit de convolution

1.7.1 Définitions et propriétés

Définition 1.7.1 Si f et g sont deux fonctions arithmétiques de N* — R, on définit

leur produit de convolution, noté par f % g, comme suit:

Pour toutn € N*: (f*g)(n)= Zf(i)g(j) = Zf(l)g(;)

i.j=n i/n

Propriétes :
Le produit de convolution sur I’ensemble des fonctions arithmétiques posséde les pro-

priétés suivantes :

1. La commutativite.
2. L’associativite.
3. Un élément neutre.

4. Chaque élément admet un inverse.

Preuve. 1-La commutativité : soient f et g deux fonctions arithmétiques, soit n € N*.

On a,

(fxg)(n) =Y fli)g(j)

2-L’assossiativitité : soient f, g et h trois fonctions arithmétiques et soit n € N*.



1.7. Produit de convolution

((f % 9) x h) (n) = D (f * 9)(Dh(j)

i.j=n

=D (D fk)g(M)h())

ij=n k=i

= > f(k)gD)A()

k.l.j=n

= f(k) Y g()h())

kw=n l.j=w
=[x (g h)(n).
3-L’élément neutre : noté e, défini par :Vn € N*: fxe(n) = f(n).

Pour n =1, on a,

frel) =[f(1) < f(De(l) =[f(1)
1

Par contre pour n > 2,

fre(n)=fn) <=2 f(d)e(q) = f(n)

d/n
= f(De(n) + ... + f(n)e(l) = f(n)
<= e(n)=0,Vn> 1.
En résumé, e(1) = 1 et e(n) = 0 pour tout n > 1.

4-Les eléments inversibles, si f(1) # 0, f est inversible pour *, c’est & dire qu’il existe
g telle que :
VneN': fxg(n)=e(n).

En effet, les relations f * g(n) = e(n) déterminent g par récurrence :

1
g(1) = )
—1 . n
o00) = Fy I 09
i#1



1.7. Produit de convolution

Proposition 1.7.1 Si f : N* — C et g : N* — C sont multiplicatives, alors f * g est
multiplicatif.

Preuve. Il est clair que si n; est premier avec no alors,

d divise ny.ny = Id; divise ny, Ids divise ny : d = dy.dy(car on a dy = pged(d, ny), ds = pged(d, ns)).

d/n1.n2
ny n
= Zf(d1-d2)9(—1-—2)
dy doy
dy/n1
da/n2

ny No
Comme — et — sont premiers entre eux, il en est de méme pour d; et ds, on a,

d; ds
ni na
f*g n1n2 dz/:f d1 (dl) (d_g)
da/n2
n
= 2 Fld)g() 3 f(da)g
dl/nl d2/n2
D’ou,
frg(ning) = fxg(n).f*g(ng).
n

Proposition 1.7.2 Si f : N* — C est multiplicative, son inverse g pour la loi * est

multiplicative.

Preuve. Comme ¢ existe, g (n) pouvant se calculer par récurrence.

10



1.7. Produit de convolution

Calculons ¢ sur les puissances des nombres premiers.

9(p)=—r()
g(P)=—r (") - f® g

g (@) =" =" M) — ... — Flp)g(*).

Soit alors gy la fonction multiplicative qui coincide avec g sur I’ensemble des nombres
premiers.

g * f est mltiplicative d’apres la proposition (1.7.1).

go * f coincide avec u sur 'ensemble des nombres premiers d’aprés la maniére dont g
est formée.

Il en résulte que go * f = u, c’est & dire que gy = ¢, ou que g est multiplicative. =

1.7.2 Fonction de Mobius et Propriétés

Définition 1.7.2 Soit x la fonction constante. Notons par u sa fonction inverse par

rapport a la loi *.

La fonction p vérifiant y % u = e est appelée fonction de Mbius.

Prpriétés : On a,

Lop(1)=1.

2. p(p) = —1 pour tout p (premier).

3. Vk > 2,Vp premier, p (pk) =0.

4. p(pip2...px) = (—1)k si p; sont des nombre premiers deux & deux distincts.

5. u(n) = 0 si n est divisible par le carré d’'un nombre premier. Auterement dit

p(n) =0 <= 3 p (premier) / p*/n.

11



1.7. Produit de convolution

6. lu(n)| < 1.
7.VneN* > p(n)| <.
n<x
1
s vmen |y M gL
n<z n X

Preuve. Par définition, on a,
, n
() =S ox@n (%)
i/n
n .
= ZX (;) o (2)

= uli).

D’autre part, on a,

Vn € N* ) pu(i) = e(n). (1.7.1)
En particulier, pour n =1 on a: p(1) = 1. Ce qui achéve la démonstration de la

premiére propriété.

Dans la formule (1.7.1), on remplace n par p (p étant un nombre premier), on obtient,

plp) = —1.

D’une facon analogue, on démontre la troisiéme propriété.
La démonstration de la quatriéme propriété est évidente (il suffit d’appliquer la propo-
sition (1.7.2) et la propriété 2 ).

Concernant la cinquiéme propriété, par hypothése p? divise n donc 3k € N tel que,
n = k.p°.
Apres avoir décomposé k en facteurs de nombres premiers, on a,

n= T[] q¢"%p%

q premier

On en déduit que,

p)= TI n(e™®).u@®) =0 .

q premier

12



1.7. Produit de convolution

La démonstration de la propriéte (6) est triviale.
Maintenant, nous allons montrer la septiéme propriéte;

en effet :Vn € N*,

> w(n)

n<x

< D )

n<x

< Zl =z (grace a la propriété 6).

n<x
Reste & montrer la dérniére propriété, pour ce faire :

On pose,

m(z) = Z@

Jj<z
On note par {z} la partie décimale de = ( [z] = x — {z}).

) =2 S = S72) =3 ({f} T [§1) u(j)

i<z <o i< N

rm(z) :Z[§]u<j>+2{§}u<j> =3 S u) +Z{§}uu>.

Jjlz Jjlz nlz \ j/n Jjlz
- g

~
=1

C’est a dire,

xZ@ - 1+Z{§}u(j). (1.7.2)

J<z J<z
D’autre part, on a,
> uli) <=
J<w
D’ou,
zm(z) <1+zx
1
<1+ -.
m(z) <14 .
[ ]

13



1.8. Théoréme de Legendre

1.8 Théoréme de Legendre

Pour tout p premier, pour tout n € N*, on a,

upnt) = 3 [,

k
k>1 p

Preuve. On a,
vp(n!) = v, (1) + v,(2) + v,(3) + ... + vp(n). (1.8.1)

On considére les ensembles suivants :

Ar = {z e [lin] v(z) =1},
2},

3},

Ay ={z € [1,n] vy(x)

As ={z € [1,n] vy(x)

Ay ={z € [1,n] vy(z) =k}.
On a aussi,
vp(n!) = card(Ay) + 2card(As) + 3card(As) + ...kcard(Ay). (1.8.2)

Calculons cardA;, cardAs, cardAs, ...

Calcul de cardA;: Soit x € {1,2,...,n}.
reA Suylr)=1
& x est multiple de p et 2 n’est pas un multiple de p*.
Le nombre des = € {1,2,...,n} qui sont multiples de p est [%]
n

Le nombre des = € {1,2,...,n} qui sont multiples de p? est 51
p
Donc,
n n
cardA, = [—| — [=].
[ p] [ pg]

14



1.9. Comparaison de fonctions au voisinage d’un point

De méme facon, on montre que :

card(Az) = [-5) = [ 5).
card(As) = [-5) = [-3).
card(Ay) = [ 7] = [ )

En remplagant toutes ces formules dans (1.8.2), on obtient :

) = (1= (51) +2 (151~ 51) + 3 (151 - 1) ook (= 150 - 121

Ce qui donne :

vp(nl) = 1+ L)+ 5+ g+ = > 1)

Ce qui démontre la formule de legendre. m

Exemple 1.8.1 On va décomposer le nombre 10! en produit de nombres premiers.

On a

10! = 2¢375F 7%

=]+ 5]+ 55 =
i =5+ 5] =4
k:[%:z
52[1—70]:1

Ce qui donne, 10! = 28345271,

1.9 Comparaison de fonctions au voisinage d’un point

Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle I, et xy un réel, fini ou infini,

appartenant a I, ou a 'extrémité de 1.

15



1.9. Comparaison de fonctions au voisinage d’un point

Définition 1.9.1 On dit que [ est dominée par g au voisinage de xq, st et seulement
si, 1l existe une fonction € définie sur un voisinage V., de x, telle que : VYx € V,,,
f(z) =¢(z)g(x); avec xlgr; e(x) =1 (finie).

On note alors, f = O(g;.

Définition 1.9.2 On dit que f est négligeable devant g au voisinage de xq, si et seulement
st, 1l existe une fonction €' définie sur un voisinage V,, de xq, telle que :

Vo € Vy, f(z) =€ (2)g(x); avec lime () = 0. On note alors, f = o(g).

Tr—X0
Exemple 1.9.1 Y logi=nlogn —n+ O(logn).
1<i<n
En effet : Soit z € R, k € N tel que 1 < k < z.
On a
0 <logk <logux.

En intégrant les deux membres on obtient,

k+1 k+1
/ log kdx < / log xdzx.
k k

D’ou,

k+1
log k < / log xdx
k

k=n—1 k=n—1 k+1
Z log k < / log xzdz
k=1 k=1 vk

k=n—1 n
Z logkﬁ/ Inzdr = zlogx — x|} =nlogn —n+1
k=1 1

k=n

Zlogk <nlogn —n+logn + 1.
k=1

Donc,
0< Zlogk — (nlogn —n) <logn + 1.

On en déduit que,
k=n

Zlogk = (nlogn —n)+ O (logn) .

k=1

16



1.9. Comparaison de fonctions au voisinage d’un point

Définition 1.9.3 On dit que f et g sont équivalentes au voisinage de xq, si et seulement
si, il existe une fonction €' définie sur un voisinage V, de xy telle que,

Vo €V, f(z) =€ (2) g (z); avec lim e’ (x) = 1.0n note alors, f ~ g ou f ~ g.
T—T0 )

Exemple 1.9.2

e:”—lmOJa: et 10g(x+1)r(\;:v.
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CHAPITRE

La méthode de
Tchébychev

Ce chapitre est une introduction rapide a la théorie analytique des nombres. Cette théorie

part des résultats d’Euclide selon lesquels chaque entier naturel admet une factorisation
k

de la forme Hp?, ou les p; sont des premiers et les r; des entiers > 1, et qu’il y’a une
i=1
infinité de nombres premiers et il convient d’étudier leur répartition et par exemple leur

nombre 7 () dans un intervalle [1, z].

2.1 Fonctions de Tchébychev

Définition 2.1.1 On définit les fonctions de Tchébychev comme suit :
1- 0: 0,400 — R
r—0(x)= > logp.

p premier
p<w

2-1 : (0,400 — R
r— 1 (x) = Z log p.

p premier,kentier
pk<a

On a, ¢ (z) =log PPCM{1,2,...,[z]} .

18



2.2. Ordre de grandeur de la fonction 7

Il suffit de remarquer,

= logp = Z[

pF<z p<x

Proposition 2.1.1 On a

Preuve. En effet,

Y(x) = Z logp = Zlogp—l—Zlogp—ierogp—l—
<z p3<z

p premier, k p<z p2
pF<wz

Z ogp+210gp—l— Z logp +

psz p<x% p<zx3

2.2 Ordre de grandeur de la fonction 7

Proposition 2.2.1 Pour tout n € N*, on a

7(2n) =0 (lo?én) .

Preuve. Rappellons que 7 (2n) = card {p premier /p < 2n}.

n 2n

Il suffit de montrer que : 3 ¢y, ¢y vérifiant, ¢; Tog 21 <7 (2n) < c log(2n)’
En effet, considérons le nombre C7,.
On a,

on - (2n)!  (n+1)..(2n) (2n)..(n+1)

o plnl n!  on(n—1)..1"°
La factorisation en nombres premiers de C3, donne,
o= [ p(). (2.2.1)

p premier

19



2.2. Ordre de grandeur de la fonction 7

Dans le but d’obtenir une meilleure majoration de p sous cité dans la formule (2.2.1),
on proceéde comme suit :

Soit p un nombre premier quelconque, comme,

p divise C3, = p divise (2n)...(n+1)
= p divise 'un des facteurs (2n,2n —1,...,n+1).

= p < 2n.

Alors, (2.2.1) devient,

n = [ ().

p<2n

De méme,

po () divise O = p* () divise (2n) (2n — 1) .. (n + 1)

: pvp(céln) S 2n

log 2n
= o) < .
Up ( 2n> — logp
On en déduit,
log 2n
o < [[plosr .
p<2n
Comme,
log 2n
H plogp < H2n.
p<2n p<2n
Alors,
no< (2n)"@ (2.2.2)
2” _— . . .

n

_ ) 2n2n—1 n+1
D’autre part, si 'on écrit : C3, = —

nn—1""1

, alors on obtient,

no>9n, (2.2.3)

2n —c¢

Car >2 VYne N /Ve(n #c).

n—=c

20



2.2. Ordre de grandeur de la fonction 7

En tenant compte de (2.2.2) et (2.2.3), on a,
2n/f§ (27I)W(2")'

Cela entraine,
2nlog 2

<7(2n).
210g2n_7r<n>

Enfin la constante ¢; souhaitée est bien déterminée.
Il reste & déterminer la constante c,.

Il est clair que, ,
no< chgn =27,
k=0
Sipe{l,2,..,n} (quelconque); visiblement on a :
p divise (n+1)...(2n) = p divise C7,.
Sipe{n+1,..,2n} quelconque; donc :
p divise (n+1)(n+2)...(2n) = nlCj
Comme p ne divise pas n!, alors d’apres le lemme d’Euclide, on a,
p divise C7,..

D’ou, H p divise C% et cela entraine,
n<p<2n

II »<cs.

n<p<2n

De (2.2.5) et (2.2.6), on déduit que,

]jI p < 22n.

n<p<2n

Or,

IIr> 1] »

n<p<2n n<p<22n

21
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2.2. Ordre de grandeur de la fonction 7

D’ou,
H n < 92n = n(ﬂ(2n)—7r(n)) < 92n
n<p<2n
= (7 (2n) —m(n))logn < 2nlog2

C’est a dire,

2nlog 2
m(2n) —m(n) < nlog

logn

Deux écritures possibles pour n € N* : soit n = 2[%] +1loun= 2[%]

——— N——

n impair n pair
Donc si n est pair, alors (2.2.7) devient,
2nlog 2
w(2n) —m (2[2]) < nogs
2 logn

Et si n est impair, alors (2.2.7) devient,

7 (2n) — 7 (2[2] + 1) < 2nlog?

2 logn
Pour tout n € N*|
n 2nlog?2
7T(2n)—7r<2[—]) 1< .
2 logn

C’est a dire,

Si on pose ny = [g], alors,

2nlog 2
logn

m(2n) —m(2ny) <1+ ,Vn € N,

On a donc,

2nlog 2

m(2n) — 7 (2ny) <14 log n

§1+2( 1 )logQ
logn

1 1 1
<1+2 + + .. log 2
logn  logn logn

1 1 1
<142 (log (2711) + og (27;1) + “Tog (2n12+1)> log 2.

22
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2.2. Ordre de grandeur de la fonction 7

1
logn )

(2n1) — 7 (2ny) < 142 L 1 ! log 2
T 4Ny) — T L .
1 o log (%5t)  log (*5) (*5)

Car chaque terme de la somme entre parenthéses majorant (

De méme, on pose ny = [%], la formule (2.2.10) devient,

On répéte le procédé jusqu’a ce que 'on trouve,

1 1 1 Nj_
5 + 5 N T sv | log2 (avec ny = | ]; !
log (—"’;1) log (—"’“;17 ) log (3)

En additionnant les inégalités on trouve,

7 (2ng_1)—m (2ng) < 142 ] =1).

1 1 1
T(2n) —7w(2) < (14+1+4..1)+2 (10g @ +log(%) —i—...—i—log (2771)> log 2

2n
logn
§k+210g221 _> (avec k < {logQ} ).
m=3108g
2
Autrement dit,
(2n) < BT L 49 zi ! log2n | o) 2%1: !
o = 0 —_—.
AR = log 2 & ilog (T) log 2 & “log (@)
2 2

Si n est assez grand, écrivons,

1 1 1
2 (M) T ™ (T
m=s Og 2 3sms (1027;)2 g 2 (102771)2 <ms<2n g 2
. ) n ) 2n
La premiére somme du second membre apparient a O ( 2) , car elle contient [ 5 — 2}
(logn) (logn)
termes tous inférieurs & —; la deuxiéme est équivalente a 5, Car :
log > (logn)
g
2
2 1 1 2 1
i T S S Gl ()
(logn)”] logn log 5 (logn)™]/ log (2
2n & \ llog)?
<m<2n
(logn)?
. . . . 2n
Et les membres extérieurs de cette inégalité sont équivalents a .
log(2n)
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2.2. Ordre de grandeur de la fonction 7

D’ou,
7 (2n) log (2n)
n

< 2log?2.

C’est a dire,
2n

2n) < log?2 .
™(2n) < log log (2n)

(2.2.11)

De (2.2.4) et (2.2.11), on atteint le résultat,

2n <7 (2n) < 2n
c m(2n) <c .
1log2n 2log2n
log 2
Avec: ¢; = O§ et co =log2. m

Corollaire 2.2.1 Soitx € Ry. On a :

n(x)zo(b;).

Preuve. (Conséquence directe de la proposition précédente).

Soit 2n le plus grand entier positif inferieur ou égal a x.
Ona, 2n<z<2(n+1)=2n+2.

2
Donc, 7 (z) <7 (2n) + 1 :O< 1 ) .

log 2n
Do, 7(2) =0 —— ). m
ou, m(xr) = logz )

Proposition 2.2.2 (Formule de Legendre et la fonction de Tchébychev) On a,

log[a]! = >_w()-

k>1

Preuve. On a,

[2]' = T] per(E)

p<z

En vertu de la formule (1.8.1),

@)l =[1p" =telquea= Y []ﬁ

pSLB log =
k< log p

24



2.3. Estimation de lim sup @ et de liminf @

Ce qui implique,

log [x]! = Z log p*

p<w

£ [l

p<zploga
—logp

= Y logpx

h.pkF<z

:Z anogp

h<z

k< —
pr>
h

C’est a dire,

log []! = 3w (%) . (2.2.12)

h<zx

Proposition 2.2.3 (formule de Stirling) On a pour tout n > 1

1 1 1
(n + 5) log n—n+log V/ 27r+m < logn! < (n + 5) log n—n+log V27 +

1
12(n—1)
(2.2.13)

¥(x)

T

()

2.3 Estimation de limsup et de liminf

Proposition 2.3.1 On q,

¥ (x)

lim——~ < 2log 2 et li_mw (z)
x

T

> log 2.

Preuve. On a d’apres (2.2.12),

e = () e ) = () e () () -

25



T

2.3. Estimation de lim sup Y@ ot de lim inf @

Comme 1) est une fonction croissante, alors,

- é' < (x). (2.3.1)
[5]™
Mais,
]! 1 2?2 1 r 2’
log [E]' =(|z+ i logx — xmod (O (1)) 1 + 5 210g2 1 mod (O (1))
5!
= zlog2mod (O (logx)) .
D’apres I'inégalité de droite de (2.3.1), on a
log 2mod (O (log z)) < w;x); alors,
lim¢ (z) > log 2.

T

T T x
En ajoutant les inégalités de gauche de (2.3.1) relatives a 51 s’arrétant le proces-
p

R 1
sus a k < |22/ on trouve
log2 |? ’

wfcx) < |1+ % + “Tloga] log2mod (O (logz)) < 2log2mod (O (log z))
2[log 2}
D’ou,
EM < 2log2.
x
n

(Dans le but d’améliorer la proposition (2.3.1)), on a la proposition suivante :
Proposition 2.3.2 On a,
— 3
ll_mM > log (2%.3%> et limM < —log (2%.3%> .
T T 2
]! f} !
Preuve. L’idée de cette démonstration repose sur le développement de log 6

| 2'
25
(comme précédemment). m
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2.3. Estimation de lim sup @ et de liminf @

Proposition 2.3.3 On a,

> o Im? @
X X

<

ot O

22.3555
a, avec a = log (3—1> .

Lemme 2.3.1 Soient © € R*et ¢ la fonction de Tcheébychev, alors on a la proprieté

sutvante :

U(x) < m(x)log .

Preuve. Pour se faire, ¥(z) = > logp= > [loﬂ] log p.

pk<z p<z logp
p premier
log x log x
Comme, & < & , Ve € R*Vp : p < x; alors,
log p log p

P(x) < Zlogz =logz +logz + .. +logz

ps® w(z) fois

W(x) < 7 (2) log .

Ce qui achéve cette simple démonstration. m

Proposition 2.3.4 On a

Preuve. Pour démontrer cette proposition, nous allons utiliser I'identité suivante :

(67

log p si n=p* a>1
VneN*: xxA(n)=logn;ou A(n)= :
0 sinon

et x la fonction constante.

En effet, soit x € R*; on a,

ZX*A(TL) = Zlogp.

nlx n<x
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2.3. Estimation de lim sup @

et de liminf @

Ce qui donne, en utilisant la définition (1.7.1), la formule suivante :

Z ZA(z) :Zlogn.

n<x i/n n<x

Ce qui entraine,

Z [%] A(i) = Zlogi.

D’autre part, en utilisant la formule de Striling, on a,
1 I ~ xlogw.
og [z] o~ wlogz

Comme log [z]! = >  logi; on obtient,
0<i<[z]

Z 0gi ~ @ ogxz>z ogi=xlogx + O (x)

i<[z] i<[z]

Donc (2.3.2) devient,

3 [ﬂ/\(i) = zlogz + O (z).
i<[a]
On pose,
S(x) = [%] A (7)

<[z

x
On prend cette estimation avec > on obtient,

(2.3.2)



2.3. Estimation de lim sup @ et de liminf @

Calculons maintenant S (z) — 25 <£>
n
On a,

S (z) — 28 (f) - ([f} _9 [xDA(z’) = 2log2+ O (z) = O () (2.3.3)

Alors
sw-25(2) = ¥ (2] () ao+ 5 aw
<G s]is
-3 (-0 )
Donc,

Mais on a d’apres (2.3.3),

Cela vérifie que,

De méme,



2.3. Estimation de lim sup @ et de liminf @

En faisant la somme, on obtient,

x x x x
w(az)—w(Q—n) :O(x)+0<§> +...+O(2—n> =0 (z), avecw(2n+1> =0
D’ou,
Y (z) =0 (x). (2.3.4)
|
Proposition 2.3.5 On a,
G logr g 0(@) prele) o m@legr ) 0(2) o v@)
x x x x x x
Preuve. On a pour 1 <y < z,
(m(z) — 7w (y))logy <0 () < m(x)loguz. (2.3.5)
Choisissons y = [ z 2], on a,
(log )

(m - 1) < [(10;)2] < (10;)2 = log (m - 1> < logy < log m

= log (x — (logx)z) — 2loglogz < logy <logz — 2loglogx

= logz — 2loglogx < logy < logz — 2loglog x.

D’ou,
logy = log x mod (O (loglog x)) .
Ainsi,
x
T =0 .
() ((log a:)2)
Comme,
logy =logz + ¢ (z) loglog z, etm (z) — 7 (y) = 7 (z) + &2 () &,
alors,

(7 (2) — 7 (y)) log y = 7 () log # mod (o (77 (z) loglog z + 10255)) .
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2.4. Théoréme voisin du postulat de Bertrand

La propriété 7 (z) = O ( > et la formule (2.3.5), entrainent donc,

log x

0 (x) = 7 (z)log x mod O (M) .

log x

Inversement, la propriété 0 (x) € O (x) entraine aussi que 7 (z)logx € O (z), ensuite,

0(a) = () logrmod (0 ( ZHECET) )

log x
On obtient finalement,

) _ P TRLA GO
€T T T T

1
7 (z)log .

De méme, on a d’aprés la proposition (2.1.1),

D’aprés la croissance de la fonction 6, on obtient,

B (@) =20 (VI) < 0(2) < v(a). (23.6)
D’ou,
0 (z) =1 (z)mod (O (vzlogz)) .
On en tire immédiatement que,

A COIS vl G VR LA G
€T X T €T

2.4 Théoréme voisin du postulat de Bertrand

Proposition 2.4.1 (Postulat de Bertrand-Théoréme de Tchébychev) Pour tout x

superteur a 1, il existe un nombre premier strictement compris entre x et 2x.

Proposition 2.4.2 Pour x > 24, il existe un nombre premier entre x et %x.
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2.4. Théoréme voisin du postulat de Bertrand

Preuve. On a tout d’abord = — 1 < [z] < z, et d’aprés (2.2.13), on a,

1 1 1
(x — 5) log (z — 1)—x+log V 27r+m <log[z]! < (a: + 5) logx—(x — 1)+log 2.
(2.4.1)
1
1 1 Y 1
Mais on a pour z > 4, |logl — —| < et 2§1—|——.
x r—1 r—1 6

Comme la valeur de log(v/27) est 0,918..., alors pour tout x > 4, la formule (2.4.1)

entraine,

1 1
(x— 5) logz —z— 1 <log[z]! < <x—|— 5) logz —x + 2. (2.4.2)

Si on considére les valeurs des trois membres dans les intervalles [1,2[,[2,3[,[3,4[, on
voit que (2.4.2) est valable pour tout x > 1.
En appliquant (2.4.2) pour log [z]!, log [%} I, log [’2—”} I, log [%} I, log [%—”} I, on trouve,
!

x
log <22§i5é> x — (g + 1) log x + <% + %) log 30 — 8 < log x[l;] L?h ‘ et
EIRENE

T
[a:}![—]! 9% gi5l 5 L1
30 2.9395
log [E}![E]![q!<10g 30—% x+<§+1>10g1’—(§+§)10g30+7,
21 131 L5
22.335

Pour = > 30, posons a = log ) .
3030

[=}

SIS

W=
Utj=

-

On obtient,

. [x}![ﬁ]!
ax—§log$+log3()—8<log = 3330 =
==
5] )
Comme log 30 = 3,40, on a pour tout z > 30,
x
I —1!
2] [30]

EINERE

5
< axr+ 510g3:—10g30—l—7.

5 5
a$—§logx—5<log <aa:+§logx+4.

C qui implique, pour z > 30,

Y (x) > axr — glogl’ -5, (2.4.3)
et
V) - (L) <ar+t glogx 14 (2.4.4)
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2.4. Théoréme voisin du postulat de Bertrand

On peut écrire aussi,

x x ar 5
jusqu’a ce que % soit dans l'intervalle [5, 30].
En sommant les inégalités (2.4.4)-(2.4.5), on trouve :

P(x) < gax + <g log x + 4) “Ziﬂ + 1 (30) .
Or, log6 = 1,79...; 1 (30) = 28, 4...
On en déduit alors,
P (z) < gax +2(logz)* + 3log z + 30. (2.4.6)

En tenant compte des formules (2.3.6), (2.4.3) et (2.4.6), on a pour xz > 900,

(aa: - glogx— 5)—2 (ga\/E+2 (log\/f)2 +310g\/5+30> <0(r) < (gax+2(loga;)2+310gx+i
D’ou,

12 11 6
ar — —aVT - (logz)* — 5 logz —65 <0 (x) < 0% +2(logz)” + 3logz + 30. (2.4.7)

En remarque que si = 40000, il est facile de vérifier que : 0,904z < 0 (x) < 1,113z,
donc aussi (;‘ix) > 0 (z); ce qui implique P'existence d’un nombre premier compris entre z

et —r. m
i
Proposition 2.4.3 On a :

1 < lim

O]

T T

lim

Preuve. Reprenons la formule (2.2.12),

log [z]! = Zw (%) .

n<x

Ecrivons > v <E> = > (%) + > (%), avec y (x) sera choisie de fagon

n<e VY () y(@)<n<e
T

y(z)

T
que le rapport croit trés lentement, par exemple y () = { 1 .

log log
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2.4. Théoréme voisin du postulat de Bertrand

Alors : on a pour tout n >y (z), ¥ (£> € O (loglog x), ensuite
n
> w( ) € O (zloglog ).

y(xz)<n<wx

x
Pour tout € > 0, u = — est assez grand entraine,
n

(st e) <o(3) 500 <3 (2l )

P T D)) 30

n<y(z) n<y(z) n<y(z)

1 1
Mais, Y —< > =€O(logz), dou Y. 1€ O(logz);on en déduit :
n

n<a n<y(z)

h_mdj (1) < lim ! Z 1/1<£>,

1
U x log xn<y(w)

et

cp(w) ] ry _=— 1 T\ _ ¢ (u)
lim U = h_mwlogx Z ¥ (ﬁ) = hm:clogxng(m)w (ﬁ) = hmT

Sachant que : Y. ¢ (£) = log[z]! qui est équivalent & zlogz (d’aprés 2.4.2)
n<y(z)
D’oti on déduit,

h_mw(x) <1 Sm¢(£)
x x
[ ]
S 1
Remarque 2.4.1 5i li_mw (z) = lim¢ (:70)7 alors lim 7r(x)—og:13 =1 (théoréme des nom-
x x x

bres premiers).
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CHAPITRE

Séries de Dirichlet

Apreés une courte introduction aux nombres premiers et aux fonctions arithmétiques,
on étudie la fonction Zéta de Riemann et la fonction 7; ce qui nous permettra de démontrer

un cas particulier du théoréme de Tchébychev.

3.1 Définitions

Définition 3.1.1 Soit f : N* — C. L’expression formelle @ avec s € C est appelée
n>1
"séries de Dirichlet”.

Proposition 3.1.1 On a,

Zf(”) Zg(”) _ Zf*g(”)
ns ns ns
n>1 n>1 n>1
Remarque 3.1.1 I est assez facile de voir que [’ensembles des séries de Dirichlet a une
structure commutative d’algébre sur C.
A s 6 (n) y :
Définition 3.1.2 L’unité de l'algébre est : 1 = Y —— avec 6 désigne la fonction de
n>1 N8
lsin=1

0Vn>2

Dirac définie par : 0 (n) =
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3.2. Convergence des séries de Dirichlet

3.2 Convergence des séries de Dirichlet

3.2.1 Abscisse de convergence absolue

n n
Soit o7 un réel; il est alors évident que si ) M converge, alors » (n)
n>1 Nt n>1 N

absolument et uniformément pour Re (s) > o7.
n
On a en général une abscisse de convergence absolue oy telle que / (s)
n>1 T

converge

converge
absolument si et seulement si R (s) > o0y.
On convient que oy = —oo si la série converge absolument pour tout s € C et o9 = 400

si la série ne converge absolument en aucun point de C.

f(n) g(n)

Proposition 3.2.1 Soit s € C tel que les séries Y, —= et Y, =—_= convergent absolu-

n>1 ns n>1 n
ment; alors la série double M
nm>1 (nm)

En regroupant les termes ayant le méme dénominateur, on obtient,

sirs) ( >1f7izz)> | ( >1g::>) |

n>1
converge en un point sg = og + ity, alors elle

n>1 N°

Proposition 3.2.2 Si la série f<?)

n>1
converge uniformément dans tout secteur défini par :

{s=0+iteC/o—00>0,—a<Arg(s—sy) <o;avec0 <<},

Preuve. Nous allons utiliser dans cette démonstration la transformation d’Abel et la

notion d’intégrale de Stieltjes.

Posons : S (z) = > % (Vz € R).

Soit € > 0, comme S est une série de Cauchy, il existe NV (¢) tel que pour tout = > N ()
ety>N(e);onalS(x)—S(y)|<e.

Pour x et y non entiers, y > = > 1.
d(S(u)—>95
Catculons 3= 10 _ pr (9 () = 5 ()
w<n<y N° * (G
En intégrant par parties, on obtient,

>0 _S0-S@ () [0S,

ys—so u8—80+1

(integration au sens de Stieldjes).

r<n<y
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3.2. Convergence des séries de Dirichlet

Pour z > N (¢), on a,

Zf

r<n<y

c +|3—30|/ —du<e+e| = %l =ec+¢ ! :
yo oo+l o — 0y cos Arg (s — sp)

Comme —a < Arg (s — s9) < aet 0 < a < 7, alors on obtient :

1
Ss(l—l— )
COS ¥

D’ou, la convergence uniform. Le corollaire suivant est immédiat. m

> 5

r<n<y

n n
Corollaire 3.2.1 Si > / (S ) converge en So, alors / (S) converge pour tout s tel que

n>1 T n>1
Re (s) > Re(so).

fn)

Remarque 3.2.1 I existe en général une abscisse de convergence o. telle que .

n>1 T
converge pour tout o0 = Re (s) > 0. et diverge pour tout 0 = Re (s) < o..

La série ) f ()
n>1

ot (0 = Re(s)).

converge uniformément sur tout compact du demi plan ouvert o > o,

Remarque 3.2.2 On a 0. < 0, (abscisse de convergence absolue), et on peut avoir
O. < 04 (alors que pour les séries entiéres, il n’y a pas & distinguer un rayon de convergence
absolue et un rayon de convergence simple).
o= (1)
Exemple 3.2.1 Pour la série )
nS

n>1

, 1l est immédiat que o, = 1 alors que o. = 0.

3.2.2 Nature de la fonction définie dans le demi-plan de conver-

gence

Les fonctions s — ni sont holomorphes. La convergence uniforme de la série ) is)
n>1 N

dans tout compact du demi-plan ouvert o > o, entraine la proposition suivante.

Proposition 3.2.3 Soit 0. l'abscisse de convergence de la série >, —— f ()

.La somme F (s) =
n>1 n’

Z% est holomorphe dans le demi-plan ouvert o > o, et il est légitime de dériver la
n>1
série terme a terme autant de fois qu’on le désire dans ce demi-plan.
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3.3. Applications

Proposition 3.2.4 (Application aux nombres premiers "voir la référence [1]" )

f(n)

S

a une abscisse

Si f est une fonction multiplicative et si la série de Dirichlet
n>1 N
de convergence absolue o, < +00, alors on a,

k
Z%: I _(1+%’)+...+%+.-->

Pour tout 0 > o,.
La convergence du produit infini (produit Eulerien) étant uniforme dans tout demi-plan
o> 0.

De plus, si f est complétement multiplicative alors,

n>1 p prmier

Exemple 3.2.2 (De la fonction zeta “”) Pour f =1, on trouve :

5(8)22%2 I1 (1—]%)1poura>1

n>1 p premier

3.3 Applications

Proposition 3.3.1 La fonction £ définie dans le demi-plan, Re (s) > 1, par :
1
JOED Dt
nzln

posséde un prolongement méromorphe dans le demi-plan Re (s) > 0 ou elle admet

seulement pour pole simple en p = 1.Le résidu en ce point est égale a 1.
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3.3. Applications

Preuve. On peut écrire (pour Re(s) > 1) :

1 < d [x]
5(3)—25—/18 por
n>1
[2]]7 / > o] / > |z
= |— ——dxr = ——dz .
[xs %—i—s 7 =S5 T T
=0
= (z—{«})
:8/1—5 o) dx
_ s = {z}
i— S 1 xsﬂdx
D’ou,
1
f(s):1+8_1+2ak(3—1)k avec oy, € C.

k>1

Dont 1 est un pole simple et res (£, 1) = 1 (coefficient de (s — 1)71

ment de Laurent de £ (s)).

(3.3.1a)

dans le développe-

En outre, d’aprés(3.3.1a), on a une fonction méromorphe pour Re(s) > 1. =

3.3.1 Applications

Nous allons retrouver la formule suivante :

Qui est déja vu au chapitre 2.

En effet, de la formule (3.3.1a) on tire,
£(s) = ﬁ—l—O(l) et
logé(s)=—log(s—1)+0(s—1)
D’autre part, d’apres (3.2.4) on a :

€)= I (1—%)_1,

p premier

ou,

Autour de 1 (3.3.2)

S S

p premier p premier
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3.3. Applications

1
Les termes Tk (k > 1) étant positifs, on peut modifier leur ordre de sommation, on
p

écrit,

ogE = >+ Y g

p premier p premier
k>2

D’autre part, pour tout premier p, on a,
=1 1 1 1\'
S X g = w5
— kpte kpts p* P

p premier
1 1\
§7(1—2—> pour s > 1.
p2s s

k>2

D’ou, pour s > 1,

1 1\! .
p p%n:ierkpks = (1 B 5) D p;ier_‘

k>2

Et par conséquent, pour s > 1,

S
p premier

logé(s) = 3 pi+0(1>. (3.3.3)

En utilisant I'intégral de Stieltjes, puis une integration par parties, on a,

2 1% B /100 dﬂx—(f) - S/loo %- (3.3.4)

p prmier

On note,

On a de méme, pour s > 1 :

I, Li (2 © g . . .
s / (w)dx = 2) + / < (intégration par partie).
2

xs-‘rl 25+1 s log T

La dérivée de cette derniére expression est donnée comme suit :

—2_5Li(2)10g2—/m%: “1 med(0(1)).

o 2%  s—1
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3.3. Applications

D’ou,
/ xsﬂ = —log (s — 1) mod (O (1)).

Il est facile de vérifier que,

/ xs+l = —log (s —1)mod (O (1)).

Les résultat de (3.3.2),(3.3.3) et (3.3.4) montre avec (3.3.5) que,

LIGRPSPS il
Ce qui est équivalentt a la proposition (2.4.3).

lim
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CHAPITRE
4 Autour de la fonction qui

compte le nombre des

nombres premiers

Notre objectif dans ce qui suit, est de donner une méthode analytique afin d’améliorer

I’encadrement :

10,92129—— 4o — ) <7 (x) < 1,10556——— + o —— ).
log x log x log x log

Définition 4.0.1 La fonction de Von Mangoldt est définie par,

. logp sin=p* avecp premier et a« > 1
pour tout entier n, A\ (n) =
0 sinon .
De plus, on a pour tout réel x > 1, (x) = > A (n).
n<x

Proposition 4.0.2 On a les identités x x A = log et ux A = —plog;ou u est la fonction
de Mébius.

Preuve. Nous allons montrer tout d’abord la premiére identité, on sait que la décom-

position en facteurs de nombres premiers de n donne,

n = Hpvp(”). (4.0.1)

p<n
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4. Autour de la fonction qui compte le nombre des nombres premiers

On a,
X#A(n)=> A®).
On remarque que,
1 divise n
et & Jae[lu,(n)]NN:i=p*
A(i) #0

Ce qui implique,

X#An)=> (A1) +A(p)+ ..+ A(pr™))

p/n
vp(n)
=2 | 2 loep
p/n k=1
= Z (log p) v, (n)
p/n
= logn.

Ce qui achéve cette démonstration.

Montrons maintenant la deuxiéme identité, on a,

p/n k=1
vp(n)
s ($42)
p/n k=1

On considére ’ensemble suivant,
A = {v, (n) /p premier et v, (n) > 1}.

Si card (A) > 2, alors, p (%) =0,Vke{1,2,...,u,(n)}.
p
Par conséquent,

pxA(n) =0=—p(n)log(n).
o
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4.1. Transformation d’Abel

Si card (A) =1, alors, p(n) = 0 et de plus,
i ]% =0 avec 1 <k <w,(n)—1.
v ]% =(-1)° avec k=wv,(n)—1.
i ]% = (=1)*"" avec k=u,(n) (s=card{p/p divise n}).

Dans cette situation,

vp(n)—2

weam =33 w(5) a0 u () Aw () A

p/n k=1

= (logp) ((—1)° + (-1)""")

= (logp) (=1)" = (=1)") = 0 = —u(n) log n.
Si card (A) = 0, alors dans ce cas on a,

pxA(n)=>"(=1)""logp

p/n

= (1)) logp

p/n

=—(=1)"logn = —u(n)logn.

Enrésumé: Vne N*: u*xA(n) = —plog(n). m

4.1 Transformation d’Abel

Etant données deux séries numeériques > u, et Y v,.

n>0 n>0
On a,
k+P k+P
E UnUp = E Un (U — Vn—1) + Uk+pVktp — UkUk+1,
n=k+1 n=k+1
ou U, = ug + uy + ... + u,, (Somme partielle de > uy,).
n>0

En effet, posons. U, — U,,_1 = uy,
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4.1. Transformation d’Abel

Ce qui donne,

k+P k+P

E UpUp = E (Un - Un—l) Un,
k+P k+P
= E U,v, — E U,_10,.
n=k+1 n=k+1

Pour Un changement de variable (d’indice) sur la deuxiéme série on obtient,

k+P k+P k+P—-1
E UpUp = E Un'Un - E Unvn—‘rl
n=k+1 n=k+1 n==k
k+P—1 k+P—-1
= Uk+pvk+p + E Unvn - Ukkarl - E Unvnfl
n=k+1
k+P—1
= E Un (Un - Unfl) + Uk+pvk+p - UkUkJrl-
n=k+1

4.1.1 Application

Supposons qu’on a des renseignements sur la somme, Y v, avec v, = u, logn.
n<x
Notre objectif, consiste & déduire des informations sur la série Y u,, v € R

n<x
On a

— 1 1 1 1
- v, . v, -
e s (logn log(n + 1)) * og(z + 1) v log 2

1 1 1
_ v, _ v, v, — ot v, Vr € R).
uy + nz; (logn log(n + 1)) + ogli] (avec V1 + Vg + ... + v, Vo € RY)

D’ou,

‘/-x n=r—1 1 1
U, = up + + Z V., ( ) . (4.1.1)

log[z] logn  log(n+1)
Nature de U, :
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4.1. Transformation d’Abel

est finie.

La quantité
log[z]

La sért [H}V 1 1
& Sene n; "\logn log(n + 1)
1 1 1

logn  log(n+1) - nlog®n’

) converge car :

Ordre de grandeur de U, :

Supposons que 'on sache que V, = O(z). Alors, le terme général de la série qui

apparait dans le membre de droite de (4.1.1) est un O(1 ). Or
og’ x
Z log>n Z lo 12 n
2<n<zx g 2<n <\f ﬁgngx 8

\/_ o of_ %
log log2 Tz login /)’
D’ot, en déduit que

Up = u1 + v() +O( ° ):U(x)+O(L2

log[z] log® z

La derniere égalité prouvent de

v(x) (@)

1 1 1
@)
log[z] logx

log(z —1) logx) B (logzx)'

m(z) =0 (lozx> .

Preuve. Nous allons appliquer la transformation d’Abel pour la série > u,v,.
n<zx

Pour se faire, considerons les suites suivantes : u, = x,(n) et v, = x,(n)logn; avec

< fo(z)[(

Proposition 4.1.1 On a

1 si n premier,

0 sinon.

=Y =+ Y e s Y,

logn’
n<x 2<n<zx 2<n<lz
En utilisant la transformation d’Abel, on obtient,

n=x—1

1
m(w) =+ log + Z logn ~ log(n + 1))
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4.2. Théoréme principal

il est clair que,

V(z) = xp(1)log 1 + xp(2) log 2 + x,(3) log 3 + ... + xp(n) logn + x,(x) log x

= pr(n) logn
n<x

= Z logp =6 (x) (fonction de Tchébychev).
p<z

Autrement dit,

(2) = up + ) +n§19(az)( ! ! )

log [z] logn  log(n+1)

Comme, 0(z) = O(x); alors d’aprés (4.1.1), on en tire que,

7(2) = uy + 2 +0( : ) 9@) Loty 0@ | 52 ):o( v )

log|z] log’z)  loga log>z’  log[z] log? x log =

Ce qui achéve la démonstration. m

4.2 Théoréme principal
On a besoin des fonctions : pr, gr, Gr (T € N*), définies comme suit : Vn € N*,

p(n)sin<T
1. pur(n) = —TZ#&) sin=T

i<T
0 si n>T.
2. gr(n) =1 pr(n).

3. Gr = > gr(n), pour tout réel z > 1.

n<x
Propriétés

On a,
1. Vn<T:gr(n)=e(n).

2.¥n<T:Gp(n)=
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4.2. Théoréme principal

3. Ax gr =logx*ur.

g o) g

n>1 TN

Démonstration. 1) Soit n, T' € N* avec n < T..

On a,

2) Soient n, T € N*, avec n < T soit = € [1,400].

On a,
Gr(n) = gr(n)
n<zx
= en)

n<x

D’ou,
GT (TL) =1

3) On a,

Axgr=Ax(1*ur(n))

— (A1) pur (n)

(4.2.1)

= log xur (d’aprés la proposition (4.0.2 ).
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4.2. Théoréme principal

4) Soient n, T € N*, On a,

(T-1) , pr(T)

pr(n)  pr(l)  pr(2) Hr
n; = T 0t
_ ,UT.(Z.)_ ZM
= ZM— Z@ﬂ)

i<T i<T

Théoréme 4. 2 1 Soz’ent T € N*et a € |0, 1] un nombre réel. On pose,
N C
d=1+ Z—,uT(') C =1+ max |Gr(y)| et 6 =2a+ —.
T§y<§ T

I<T

On suppose que 5 < 1.Aalors, lim sup

r— 00

7(z)logx _1' < 0] + 6
x T 14

Application numérique,

T 25 100 200 400 800

o 0,005 0,010 0,010 0,010 0,002
6] + 6

0,263 0,127 0,087 0,063 0,033

Preuve. La démonstration commence par l'identité : A x g7 (n) = A * x * ur = log xuz, qui

fournit en sommant,

Ak gr ) = S log s

n<:r: n<x

-~ ~

Sl S2

D’abord, on va séparer chacun des deux membres de 1’égalité; précisémment, nous allons
montrer que S; est proche de 1(z) alors Sy est de l'ordre de x .

Développons S5,

On a,

Zlog*u;p Z Zlogz pr (g

n<x n<lz ij=n

=) logi.pr(j)

ij<z

49



4.2. Théoréme principal

On déduit que,

> logxur(n) =Y ur(j)Y  log(i)

nlx i<z z<z
En utilisant (1.9.1), on obtient :

Z log *pr(n ZMT (E logz — § + O(log(x))

n<x 1<z J

log 7 .
= (zlogz — Z“T - Z%mwoaogw

i<z i<z

Comme ) MT,(j> = 0 (d’apres la propriété 4) on a
i<z J

log 5 . log 5 ) log 5 .
ST () =Y )+ Y () =6 - La > T
J J<T J T<j<z J

J/

-~

=0
Alors,
Zlog*,uT(n) =—2(0—1)+0(logx) =2 —dx+ O (logx).

n<x

Développons Sy,
On a,

D Asgr(n)=> > Al gT( )

n<zx n<z j/n

n
En posant — = 1;
J

ZA x gr (n ZA ZgT (4.2.2)

n<z i<z 1<w

En vertu de la définition sous-citée,

> or (i) = Gr(5).

<z
=7

En exploitant la propriété (4.2.1); GT(E,) —l=<T (c’est a dire j > 7).
J J

L’ensemble des valeurs de j sera cindé en deux sous ensembles,

{J/J<:C}—{j/] T}U{j/%<j§x}.
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4.2. Théoréme principal

Dong, la formule (4.2.2) devient,

ZA x gr (n) = ZA(j)GT (f) + Z A(j).

n<z J<F TF<j<w

De plus, on a

D’ou
ZA x gr(n) = ZA(j)GT (%) +(z) — ¢(%)

: x
n<z J<TF

Lemme 4.2.1 La fonction G est majorée en valeur absolue par 2T, c’est a dire :

Gr(y) < 2T VT € N*,

Preuve. On a par définition pour tout réel y > 1 :

pr(i)(car pr(i) =0sii>T)

(i) + [ 2] (D).

i<T

Comme, purp(T) = -1 @, on a,

i<T

ot = 3 [Y st -7 [2] 2

i<T i<T
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4.2. Théoréme principal

D’ou, |
61 =3 (4 - () el -7 (% - 121) 1.

En simplifiant cette formule on obtient,
Y . Y, (e
Grlo) = -3 (et + T (2D (123)
i<T i<T

Par conséquent,

Gr()] <3 [Hhur(i)| + 7 {%}@

i<T

En se servant des propriétés suivantes,

{7} <
lpr (4)] < 1Vie N,

on obtient,

ng:T—L

i<T

> [

Reste a majorer le terme ) @ , pour ce faire, on a,

DYV SIEA PIO)
Or par définition, gr(y) = ;r [%] pr(i).

Donc,

Ty St + X |3 wto - )

= Y (5 hli) + Gr(T) = ().

Or, Gr(T) = > gr(n) = > e(n) =1 (d’apres la propriete(1)).

n<T n<T

Ce qui donne,

M S ) +1 - ),

1<T i<T
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4.2. Théoréme principal

Comme |u(T)| <1, on a,

TZ N(Z)

i<T

<D

i<T

<T-1+1+1=T+1.

T }'!u 1+ (D)

Ce qui donne,

D’ou,

Gr(y)| <T—1+T+1=2T. (4.2.4)

Ce qui achéve la démonstration du lemme.
Nous allons compléter la démonstration du théoréme.

Concérnant Sy,

Donc,

< S a6 ()] + o - wip)

J<F

|H| < ZTZ |A(7)] + ‘z/J(x) — ¢(%)‘ (d’apres le 4.2.1 ).

- xT
JST

H=4(5) = 30 Gr(AG) + 3 Gr(HAG) ~ ()

T§§< z>T

e
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4.2. Théoréme principal

Donc,

On a les estimations que 1’on vient d’obtenir sur les membres (S57) et (S5),

[W(x) —z| <]z + Cy(F) +2TY(5) + O(log z)
3 T T

z |2 —1) < 6]z + Cap(Z) + 2T (22) + O(log ).
Donc,
P(x) C x. 2T ,ax log x
P o <10+ Sty + ZuE) + 00D

En posant f(x) = @ — 1‘ et en appliquant ‘@ — 1‘ > @ — 1, on trouve

log x

<10+ (1 () 1) w20 (1 (32) 1) - 027

T

Soit, limsup f(x) = (est finie), donc,

r—00

I <8 +4(01+1)+2a(l+1)

< 10| + 6 + ol.
D’ou, .
'@D(w) _1' L+
x 1-46

Evidemment, ce théoréme donne une panoplie d’encadrement de la fonction de 7 (z). =

La question se pose naturellement de savoir s’il est possible de trouver des couples

8 40
(T, «) , pour lesquels la borne |1| +5 est arbtrairement petite.
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4.2. Théoréme principal

Remarque 4.2.1 Pour un x fixé et T choisi en fonction de x, on a :

() C oz, 2T  ax log x
— =1 <+ —W(=)+ —Y(—
29l <o+ Sy + 2ol + 0B
C x ro log x
< — — -
F@l <o+ (1 (7) 1) 20 (1 () +1) + 0
Comme f (z) = @ — 1 et en posant (f (%) + 1) = ko, f (%) + 1 = ky; on obtient :
C 1
1 @) < 18]+ Zho + 2k + 21 (2) ==
p+1< g
x
D’autre part, on a :
x m(x)logx x
V) _rlo)loss
x x log x
D’ou :
x 7(x)logx
—B+1+¢& () <B+1+e(z)
log x log
—Bzx x Bx
1 < < 1
logx+ e (@) logx_ﬂ(ﬁ)_logx—i_ e (@) log x
§| + Sko + 2ak logz 5| + Cko + 20k logx
—| |+ Tko + 20k + &1 () r+1+e(x) v Sﬂ(x)§| |+ Tho+ 20k + e (#) 7 r+1+4ey(a
log log log
8| + Lko + 20k 8| + Sko + 20k
_ (0 + Fho +2a 1)$+1+5(:¢) T <) < (191 + Fho + 20 1>‘”+1+e(x)
log x log log x ogx
Proposition 4.2.1 On a, Va > 0,
18] = o (T,
Preuve. On a,
log j )
6=1+> —yr (j)
i<t/
log j ~  logT
=14 Y = (3) + e (T)
i<T
log 7 . '
=1+) g.juT(J)—logTZM
jer jer

j<T
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4.2. Théoréme principal

Par consequent,

logT — log j ,
o] <1+ Zf |z ()]

i<T

T T T\"
<1+ E o (car log (—) < (—) , (Vo > 0, a partir de certain rang).
J

—
j<T] J

Alors,

6 1 n 1 1

T2a ~ T2 ' Ta o+l

T « T o TO(]<TJO(
Mais, on a,

- [9]
A7 =

C’est a dire,

Proposition 4.2.2 On a,

lim inf|§] = 0.

T—00

lim infé = 2a.

T—o0
i inf 0] + 6 20
im in = )
T00 144 1 -2«
En particulier, Uinfinimum des 1E§a

Preuve. Voir la référence (5). =

o6

pris sur tous les couples (T, ), est nul.



Conclusion

L’objectif de ce travail est d’améliorer I’encadrement :

T
"0,92129
92120(5) + of

) < 7 (x) < 1,10556( - ) + o( - " avec une méthode
log x log x log

differente de celle de Tchébychev, reposant sur la transformation d’Abel et le produit de
convolution basé sur une construction.

Afin d’atteindre notre but, nous avons donné un apercu des résultats de Tchebychev,

en abordant un cas particulier par les séries de Dirichlet.
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