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Notations

(
; �; �) Espace mesuré de mesure �

M(
; �) L�ensemble des fonctions ��mesurables sur 
 à valeurs dans R

M(
) L�ensemble des fonctions ��mesurables sur 
 � Rn à valeurs dans R

S(
; �) L�ensemble des fonctions simples sur 
 à valeurs dans R

p:p Presque partout

fk �! f fk suite convergente vers f

fk % f fk suite croissante et convergente vers f

�A Indicatrice de A; �A(t) =

8<: 1 t 2 A

0 sinon

sign(g) Signe de g

Lp (
) ff 2M(
) :
Z



jf (t)jp d� <1 pour 1 � p <1g

L1 (
) ff 2M(
) : 9� > 0, jf(t)j � � �� p:p: t 2 
g

� Semi-modulaire ou modulaire

�� Semi-modulaire (ou modulaire) conjugée

' Fonction de Musielak-Orlicz

�(
; �) Ensemble des fonction de Musielak-Orlicz

'� La fonction complémentaire de '
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Notations

�' Modulaire de musielak-Orlicz , �' (f) =
Z



' (y; f (y)) d�

L' (
; �) Espace de Musielak-Orlicz

(L' (
; �))0

8<:g 2 L' (
; �) : sup
f2L'(
;�):kfk'�1

Z



jf j jgj d�

9=;
La condition�42 Condition de croissance sur '

P (
; �) L�ensemble des exposants variables dé�nis sur un ensemble mesurable 


P (
) L�ensemble des exposants variables dé�nis sur un ouvert 
 � Rn

p+; p� sup ess et inf ess de p

Lp(:) (
; �) Espace de Lebesgue généralisé

Lp(y) (
) Espace de Lebesgue généralisé muni de la mesure de Lebesgue

k:ko' Norme d�Orlicz

k:k' Norme de Luxemburg

k:kA' Norme d�Amemiya


 Désigne la fermeture de 




�

Désigne la �-fermeture de 


,! Injection continue
�
,! Injection continue au sens de la modulaire

F �� E F fortement inclus dans E; c�est à dire F � E est compact

C0(
) L�ensemble des fonctions de C(
) à support compact dans 


D(
) L�ensemble des fonctions indé�niment dérivables à support compact

Supp f fx 2 
; f(x) 6= 0g
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Introduction

Les premières tentatives pour généraliser les espaces de Lebesgue classiques Lp (1 �

p � +1) ont été faites au début de l�année 1930 par W. Orlicz, quand il a considéré

l�espace fonctionnel L'(
; �) dé�ni par

L'(
; �) =

8<:f 2M(
; �); tel que � (�f) =
Z



' (� jf(x)j) dx < +1 pour un certain � > 0

9=;
où ' est une fonction convexe dite fonction d�Orlicz qui possède des propriétés ana-

logues à celles de la fonction puissance, qui dé�nie les espace de Lebesgue usuels.

Par la suite H. Nakano s�est concentré sur l�étude des propriétées principales de la

fonction �, ce qui l�a amené à dé�nir une classe plus large d�espaces fonctionnels, appelés

espaces modulaires. En 1959W. Orlicz et J. Musielak ont développé la théorie des espaces

de Musielak-Orlicz, qui sont un exemple d�espaces modulaires, dé�ni de la même manière

que les espaces d�Orlicz, en considérant une fonction ' dé�nie sur 
� [0;+1[ à valeurs

dans [0;+1]; telle que, '(:; t) est mesurable, et '(x; :) est une fonction d�Orlicz, '(x; t)

est appelée fonction d�Orlicz généralisée ou encore fonction de Musielak-Orlicz.

Notre travail consiste en premier lieu à présenter ces espaces de Musielak-Orlicz,

en donnant leurs propriétés et celles de la fonction qui les dé�nissent. Une attention

particulière est accordée aux théorèmes de densité et d�injection.

En second lieu, on s�intéressera à un cas particulier de ces espaces, qui sont les espaces

de Lebesgue à exposants variables et pour donner un sens à ces espaces des exemples

élémentaires sont présentés dans [5]:

1



Introduction

Exemple 1:

f : R �! R+

x 7! f(x) = jxj
�1
3

cette fonction n�appartient pas à Lp(R) pour tout p 1 � p � +1: En e¤et pour

une valeur donnée à p, f se développe très rapidement à l�origine et décroit lentement à

l�in�ni. On considère les espaces L2 et L4; puis on partage le domaine de f et on trouve

f 2 L2([�2; 2]) et f 2 L4(R� [�2; 2]):

Figure(1) : Représentation graphique de la fonction f(x)

Exemple 2:

Considérons la fonction g dé�nie par

g : R �! R+

x 7! g(x) = jxj
�1
3 + jx� 1j

�1
4

alors on a g 2 L2([�2; 2]), ou plus généralement, elle est dans Lp([�2; 2]) pour tout

1 < p < 3.

D�autre part, g =2 L4(R� [�2; 2]) : on a g 2 Lp(R� [�2; 2]) pour p > 4; mais g 2

L2(
�
�1; 1

2

�
), g 2 L3(

�
1
2
; 2
�
) et g 2 L 9

2 (R� [�1; 2]):

2



Introduction

Figure(2) : Représentation graphique de la fonction g(x)

L�inconvénient de cette approche apparaît lorsqu�on considère des fonctions plus

compliquées. Les espaces de Lebesgue généralisés, donne une approche di¤erente, on laisse

le domaine tel qu�il est, et faisons varier l�exposant, par exemple soit

p(x) =
9 jxj+ 2
2 jxj+ 1 =

9

2
�

5
2

2 jxj+ 1
alors, p(0) = 2, p(1) = 11

3
et p(x) �! 9

2
quand jxj ! +1; de plus

Z
R

jf(x)jp(x) dx < +1 et
Z
R

jg(x)jp(x) dx < +1

autrement dit l�exposant variable p(:) nous permet de décrire avec plus de précision le

comportement de chaque fonction.

Ces exemples motivent la dé�niton des espaces de Lebesgue à exposants variables

On se donne un ensemble mesurable 
 et une fonction mesurable p : 
 �! [1;+1]

et on dé�nit Lp(:)(
) l�ensemble des fonctions mesurables f tel que
R



jf(x)jq(x) dx < +1:
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Introduction

Notre travail est structuré en trois chapitres

Dans le premier chapitre nous rappelons les resultats essentiels sur les espaces modulaires,

indispensables pour la suite du travail.

Dans le second chapitre nous présentons les espaces de Musielak-Orlicz, dans un premier

temps, nous dé�nissons ces espaces et énnoçons leurs propriétés fondamentales, la complé-

tude, la dualité, la séparabilité... nous terminons ce chapitre par les théorèmes de densité

et d�injection.

Le troisième et dernier chapitre est consacré à l�études des théorèmes de densité et

d�injection dans les espaces de Lebesgue à exposants variables. A titre d�illustration des

exemples sont présentés dans chaque chapitre.

4



CHAPITRE

1 Les espaces modulaires

Dans ce chapitre introductif nous présentons une classe importante d�espaces fonc-

tionnels appelés espaces modulaires, nous nous intéressons aux propriétés et résultats

essentiels pour l�étude des espaces de Musielak-Orlicz.

1.1 Dé�nitions et propriétés

Dé�nition 1.1.1 Soit X un espace vectoriel réel.

La fonction � : X �! [0 ,+1 ] est dite semi-modulaire sur X si les propriétés suivantes

sont veri�eés.

(1) �(0) = 0;

(2) �(�x) = �(x) pour tout x 2 X et � 2 R avec j�j = 1;

(3) � est convexe, c�est à dire �(�x+ �y) � ��(x) + ��(y) 8 �; � � 0 avec �+ � = 1;

(4) �(�x) = 0 pour tout � > 0 implique x = 0:

La semi-modulaire est dite modulaire si �(x) = 0 implique x = 0:

Dé�nition 1.1.2 Si � est une semi-modulaire (resp. modulaire) sur X alors,

X� =
n
x 2 X : lim

�!0
�(�x) = 0

o
est dit espace semi-modulaire (resp.espace modulaire).

Théorème 1.1.1 [6]

Soit � une semi-modulaire sur X alors X� est un R-espace vectoriel.

5



1.2. Continuité d�une modulaire

Preuve.

Soient x; y 2 X� et � 2 Rn f0g :

Par dé�nition de l�espace X� et comme �(�x) = �(j�jx) on a �x 2 X�:

Grâce à la convexité de � on a

0 � � (�(x+ y)) � 1

2
� (2�x) +

1

2
� (2�y) :

D�où

lim
�!0

� (�(x+ y)) � lim
�!0

1

2
� (2�x) + lim

�!0

1

2
� (2�y) = 0

Par suite

x+ y 2 X�:

Ainsi X� est un espace vectoriel.

Remarque 1.1.1

L�espaces semi-modulaire X� est muni de la norme de Luxemburg dé�nie comme suit

kxk� = inf
n
� > 0 : �

�x
�

�
� 1

o
Une autre norme est dé�nie sur cet espace semi modulaireX� dite norme d�Amemiya,

donnée par

kxkA� = inf
�>0

1

�
[1 + �(�x)]

De plus, on a

kxk� � kxk
A
� � 2 kxk� :

1.2 Continuité d�une modulaire

La modulaire � est dite

1) continue à droite si lim
�
>!1
�(�x) = �(x) pour tout x 2 X�,

2) continue à gauche si lim
�
<!1
�(�x) = �(x) pour tout x 2 X�;

3) continue si elle est continue à droite et à gauche.

6



1.3. Propriétés de la modulaire

1.3 Propriétés de la modulaire

Soit � une semi-modulaire sur X alors

1)

8<: �(�x) = �(j�jx) � j�j �(x) 8 j�j � 1

�(�x) = �(j�jx) � j�j �(x) 8 j�j � 1

2) �(
nP
i=1

�ixi) �
nP
�i

i=1

�(xi) pour �i � 0;
nP
i=1

�i = 1:

3) Pour x 2 X; l�application � 7�! �(�x) est non décroissante.

Remarque 1.3.1 La première propriété permet de dé�nir aussi X�comme suit:

X� = fx 2 X : �(�x) <1 pour un certain � > 0g :

Puisque pour 0 < �
0
< �on a

�(�
0
x) = �(

�
0

�
�x) � �

0

�
�(�x)! 0 quand �

0 ! 0:

Théorème 1.3.1 [6]

Soit � une semi-modulaire sur X alors � est semi-continue inférieurememt sur X� c�est

à dire:

�(x) � lim inf
k!+1

�(xk) pour tout xk; x 2 X� avec lim
k!+1

xk = x:

1.4 Modulaire et norme

Lemme 1.4.1 [6]

Soit � une semi-modulaire sur X alors on a

kxk� � 1, �(x) � 1:

Si de plus � est continue alors 8<: kxk� < 1, �(x) < 1

kxk� = 1, �(x) = 1

7



1.5. Convergence dans les espaces modulaires

Corollaire 1.4.1

Soit � une semi-modulaire sur X alors8>>><>>>:
kxk� � 1) �(x) � kxk� � 1

kxk� > 1) kxk� � �(x)

kxk� � �(x) + 1

De plus, si �(�x1) � �(�x2) pour tout � > 0 et x1; x2 2 X alors kx1k� � kx2k�.

1.5 Convergence dans les espaces modulaires

En plus, de la convergence au sens de la norme, on a la convergence modulaire dé�nie

comme suit:

Dé�nition 1.5.1 Une suite (xn) 2 X� sera dite �-convergente ou modulaire conver-

gente vers x (on ecrit xn
��! x ) s�il existe un � > 0 tel que

lim
n!1

� (� (xn � x)) = 0.

Le résultat suivant caractérise la convergence en norme d�une suite de fonctions

en terme de convergence modulaire. On se réstreint au cas de la convergence vers zéro.

Lemme 1.5.1 [6]

Soit � une semi-modulaire sur X et (xn) � X� alors,

lim
n!1

kxnk� = 0 si et seulement si limn!1
� (�xn) = 0 pour tout � > 0:

Preuve.

Supposons que lim
n!1

kxnk� = 0, alors

8� > 0; 8� > 1 on a lim
n!1

k��xnk� = 0,

ce qui implique que

8" > 0; 9n0 > 0 tel que 8n � n0 k��xnk� � ":

8



1.5. Convergence dans les espaces modulaires

Pour " = 1 et d�après le lemme 1.4.1

k��xnk� � 1 =) � (��xn) � 1;

et grâce aux propriétés de la modulaire on obtient,

� (�xn) = �
��
�
�xn

�
� 1

�
� (��xn) �

1

�

d�où

lim
n!1

� (�xn) = 0

Inversement, supposons maintenant que lim
n!1

� (�xn) = 0 8� > 0 alors � (�xn) � 1;le

lemme 1.4.1 implique que

k�xnk� � 1 =) kxnk� �
1

�
:

on obtient lim
n!1

kxnk� = 0:

1.5.1 Propriétés de la convergence modulaire

1) Si xn
��! x et yn

��! y dansX� alors pour tout �; � 2 R (ou C) �xn+�yn
��! �x+�y:

2) La convergence en norme entraîne toujours la convergence modulaire. La réciproque

n�est pas toujours vrai comme le montre l�exemple suivant.

Exemple 1.5.1 Soient 
 =]1;1[; f � 1, fk(x) = �]1;k[(x) et �(f) =
R



jf jx dx alors on a

�

�
1

2
(f � fk)

�
=

kZ
1

1

2x
jf � fkjx dx

=

kZ
1

1

2x
dx

k!1�! 0

Donc fk
��! f pour � = 1

2
; mais fk ne converge pas en norme vers f , il su¢ t de prendre

� = 1:

� (f � fk) =

kZ
1

1xdx
k!1�! 1:

9



1.5. Convergence dans les espaces modulaires

Le lemme suivant nous donne une condition pour l�équivalence de ces deux modes de

convergence.

Lemme 1.5.2 [6]

La convergence modulaire et la convergence en norme sont equivalentes si et seulement

si,

�(xn) �!
n!1

0) �(2xn) �!
n!1

0

Preuve.

On suppose que la convergence modulaire et la convergence en norme sont équivalentes

et on montre que

�(xn) �!
n!1

0) �(2xn) �!
n!1

0

Soit (xn) une suite de X� avec lim
n!1

� (xn) = 0 alors lim
n!1

kxnk = 0:

Par le lemme 1.5.1 on obtient,

lim
n!1

�(�xn) = 0 8� > 0;

�(2xn) = �(
2

�
0 �

0
xn)

= �
2

�
0 (�

0
xn); 8�

0
> 0

par passage à la limite on obtient

lim
n!1

�(2xn) = 0 8�
0
> 0:

Inversement, soit (xn) une suite deX� modulaire convergente vers 0 et montrons qu�elle

est fortement convergente vers 0: Ceci revient à montrer que lim
n!1

�(�xn) = 0 8� > 0:

Pour � > 0 �xé, choisissons m 2 N tel que 2m � �; on a

lim
n!1

�(2xn) = 0 alors lim
n!1

�(2mxn) = 0

D�après les propriété de la modulaire on aura

0 � lim
n!1

�(�xn) = lim
n!1

�(
�

2m
2mxn) �

�

2m
lim
n!1

�(2mxn) = 0

10



1.6. Notions topologiques dans les espaces modulaires

Donc par le lemme 1.5.1, on

lim
n!1

kxnk� = 0, lim
n!1

� (�xn) = 0; 8� > 0:

on obtient

lim
n!1

kxnk = 0:

Remarque 1.5.1 Si l�une des conditions d�équivalence dans le lemme précédent est véri-

�ée on dit que � satisfait la condition-�2 faible.

Lemme 1.5.3 [6]

Soit � une semi-modulaire sur X on suppose qu�elle satisfait la condition-�2 faible alors,

8" > 0;9� > 0 : � (x) � � ) kxk� � "

1.6 Notions topologiques dans les espaces modulaires

Dé�nition 1.6.1 Soit X� un espace modulaire et A un sous ensemble de X� alors,

1) A est dit �-fermé si (xn) � A et xn
��! x alors x 2 A.

2) Le plus petit sous ensemble �-fermé contenant l�ensemble A � X� sera dit �-fermeture

de A, noté A
�
.

3) Si A
�
= X� alors A sera dit �-dense dans X�.

4) Un espace modulaire X� est dit �-séparable, s�il contient une partie dénombrable

�-dense.

Remarque 1.6.1 [12]

Un ensemble fermé pour la norme n�est pas forcement �-fermé.

1.7 Modulaire conjuguée et espace dual

Soit X un espace normé, son dual X� est l�ensemble de toutes les fonctions linéaires

continues (bornées) sur X à valeurs dans R ou C.
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1.7. Modulaire conjuguée et espace dual

X� est muni de la norme

kx�kX� = sup
kxkX�1

j< x�; x >j = sup
kxkX�1

jx�(x)j

Dé�nition 1.7.1 Soit une semi modulaire (ou modulaire) sur X alors, on note X�
�

l�espace dual de (X�; kxk�) et on dé�nit �� par:

�� : X�
� �! [0 1]

x� 7�! ��(x�) = sup
x2X�

(x� (x)� � (x)) ;

dite semi modulaire (ou modulaire) conjuguée de � et on note par X�� l�espace

modulaire dé�ni par ��.

Grâce au théorème 1 de l�annexe A et le théorème 1.3.1 on obtient le résultat

suivant.

Théorème 1.7.1 [6]

Soit � une semi-modulaire sur X alors

���(x) = sup
x�2X�

�

(x�(x)� ��(x�)) = �(x):

Théorème 1.7.2 [6]

Soit � une semi-modulaire sur X alors,

kxko� = sup
�
x�(x) : x� 2 X�

� ; �
�(x�) � 1

	
;

dé�nie une norme sur X�dite norme d�Orlicz, de plus on a

kxk� � kxk
o
� � 2 kxk� :

Théorème 1.7.3 [6]

Soit � une semi-modulaire sur X alors, pour tout x� 2 X�
� on a

kx�k�� � kx�kX�
�
� 2 kx�k�� :

12



CHAPITRE

2 Espaces de

Musielak-Orlicz

Dans ce chapitre nous présentons les espaces de Musielak-Orlicz, un exemple d�espaces

modulaire où la modulaire est donnée par l�intégrale d�une fonction à valeurs réelles. On

donnera les propriétés basiques de ces espaces et on s�intéressera évidement aux résultats

d�approximations et théorèmes d�injection.

2.1 Fonctions d�Orlicz et fonctions d�Orlicz général-

isées

2.1.1 Fonction d�Orlicz

Dé�nition 2.1.1 (�-fonction)

Soit ' : [0; 1[�! [0,1] telle que,

a) ' est convexe et continue à gauche,8t 2]0;+1[:

b) ' (0) = 0,

c) lim
t!0+

'(t) = 0; lim
t!+1

'(t) = +1:

Une telle fonction ' est appelée �-fonction ou fonction d�Olicz; elle est dite positive

si '(t) > 0 pour tout t > 0.

13



2.1. Fonctions d�Orlicz et fonctions d�Orlicz généralisées

Remarques 2.1.1

1) ' peut prendre des valeurs in�nies et peut s�annuler en dehors de zéro.

2) Toute �-fonction est semi continue inferieurement.

3) Toute �-fonction est croissante sur [0,+1[.

En e¤et, si on prend 0 � t1 < t2 alors,

' (t1) = '

�
t2�t1
t2

� 0 + t1
t2
t2

�
� t2�t1

t2
' (0) +

t1
t2
' (t2)

� ' (t2) .

Exemple 2.1.1 Pour tout t > 0 et 1 � p < 1:

1) ~'(t) = 1
p
tp

2)�'(t) = tp

3) ~'1(t) = �'1(t) =

8<: 0 si t 2 [0,1]

1 si t 2]1,1[
sont des �-fonctions

Proposition 2.1.1 [6]

Soit ' une �-fonction alors,

1) ' est continue si et seulement si ' est �nie dans [0, 1[.

2) Pour tout t � 0 on a 8<: '(�t) < �'(t) si � 2]0; 1[

'(�t) > �'(t) si � 2]1;1[:
(2.1.1)

Exemple 2.1.2 Soit t � 0 et 1 � p <1

1) ~' et �' sont continues et positives.

2) �'1 est continue à gauche, semi continue inférieurement mais n�est pas positive.

Proposition 2.1.2 (Ecriture intégrale d�une �-fonction)

Soit ' une �-fonction alors sur l�ensemble ft � 0; '(t) <1g, '(t) peut s�écrire comme

suit:

'(t) =

tZ
0

a(s)ds

14



2.1. Fonctions d�Orlicz et fonctions d�Orlicz généralisées

avec a la dérivée à droite de ' de plus, a est non décroissante et continue à gauche.

�-fonction et semi-modulaire sur R

Lemme 2.1.1 [6]

Soit ' : [0 1) �! [0 ;1 ] et soit � son prolongement par parité,

�(t) = '(jtj) pour tout t 2 R:

Alors,

' est une �-fonction()

8>>><>>>:
� est une semi-modulaire sur R continue à gauche:

et

X� = R:

De plus, ' est positive si et seulement si � est une modulaire sur R et X� = R:

Preuve.

La nécessité

Soit ' une �-fonction alors ' est convexe, continue à gauche, '(0) = 0; lim
t!0+

'(t) = 0 et

lim
t!+1

'(t) = +1, donc � satisfait aussi ces propriétés.

X� = R découle du fait que lim
t!0+

'(t) = 0, et pour que � soit une semi-modulaire il

reste à montrer que

�(�t0) = 0;8� > 0 =) t0 = 0

On suppose que �(�t0) = 0 8� > 0.

Par hypothèse lim
t!+1

'(t) = +1 alors il existe t1 > 0 avec '(t1) > 0; donc il n�existe

pas de � > 0 tel que t1 = �t0. En e¤et, s�il existe � > 0 tel que t1 = �t0 on aurait

0 < '(t1) = '(�t0) = 0;

ce qui donne une contradiction.

Donc on a nécessairement

t0 = 0:
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2.1. Fonctions d�Orlicz et fonctions d�Orlicz généralisées

Supposons, maintenant que ' est positive c�est à dire ('(t) = 0 , t = 0), alors par

hypothèse ceci est équivalent à (�(t) = 0, t = 0):

Donc � est une modulaire sur R:

La su¢ sance

Soit ' une semi modulaire sur R, alors ' est convexe, '(0) = 0 et ' est continue à gauche.

Pour que ' soit une �-fonction, il reste à montrer que lim
t!0+

'(t) = 0 et lim
t!+1

'(t) = +1.

a)Commençant par montrer que lim
t!0+

'(t) = 0. Pour cela on a

X� = R ceci est équivalent à 8t 2 R;9� > 0 tel que �(�t) <1

alors 9t1 > 0 pour le quel �(t1) < +1.

Soit t 2 [0; t1] ; alors il existe 0 � � � 1 tel que t = �t1 ce qui implique que � = t
t1
:

Par suite �( t
t1
t1) � t

t1
�(t1), et par conséquent �(t) � t

t1
�(t1).

Donc on obtient

'(jtj) � t

t1
'(t1):

Par passage à la limite on aura

lim
t!0+

'(jtj) � lim
t!0+

t

t1
'(t1) = 0

D�où

lim
t!0+

'(t) = 0: (2.1.2)

b)Montrons maintenant que lim
t!+1

'(t) = +1:

Par la contraposée de (�(�t) = 0 8� > 0 =) t = 0), c�est à dire

9� > 0; tel que �(�:t) 6= 0:

En particulier,

9t2 > 0 tel que �(t2) > 0 ce qui implique '(t2) > 0:

Alors,

8k 2 N� '(kt2) � k'(t2) > 0:
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2.1. Fonctions d�Orlicz et fonctions d�Orlicz généralisées

Par passage à la limite on obtient

lim
t!+1

'(kt2) � lim
t!+1

k'(t2):

On a

lim
t!+1

'(
t

t2
t2) � lim

t!+1

t

t2
'(t2)

D�où

lim
t!1

'(t) � lim
t!+1

t

t2
'(t2) =1:

Donc

lim
t!+1

'(t) = +1: (2.1.3)

De (2.1.2) et (2.1.3) ' est une �-fonction.

Supposons maintenant que � est une modulaire sur R et montrons que ' est positive.

On a

�(t) = 0 =) t = 0:

On suppose le contraire, t > 0 =) �(t) > 0

Ce qui donne

'(jtj) = '(t) > 0:

D�où ' est positive.

Comme conséquence du lemme précédent on a, R est un espace modulaire.

2.1.2 Fonctions d�Orlicz généralisées

Dé�nition 2.1.2 (�-fonction généralisée)

Soit (
;�; �) un espace mesuré, avec � une mesure �-�nie complète.

La fonction ' : 
 � [0;+1[�! [0;+1] est dite fonction d�Orlicz généralisée ou

fonction de Musielak-Orlicz, et on ecrit ' 2 �(
; �).

' 2 �(
; �) si et seulement si

8<: 1) '(y; :) est une �-fonction 8y 2 
;

2) '(:; t) est mesurable 8t � 0:

Remarque 2.1.2 Si 
 est un ouvert de Rn; et � la mesure de Lebesgue sur Rn, on écrit

simplement ' 2 �(
):

17



2.1. Fonctions d�Orlicz et fonctions d�Orlicz généralisées

Exemple 2.1.3 Soit (
;�; �) un espace mesuré, avec � une mesure �-�nie complète:

Soit p : 
 �! [1;+1] une fonction mesurable, alors

1) la fonction '(y; t) dé�nie par

' : 
� R+ �! R+
(y; t) 7! 'p(:)(y; t) = tp(y)

et la fontion e'(y; t) dé�nie par
e' : 
� R+ �! R+
(y; t) 7! e'p(:)(y; t) = 1

p(y)
tp(y)

sont des fonctions d�Orlicz généralisées.

2) Soit la fonction

f : [0; 1] �! [0;1[

y 7�! f(y) =

8>>>>>><>>>>>>:

0 si y 2
�
0; 3

8

�
8y � 3 si y 2

�
3
8
; 1
2

�
�8y + 5 si y 2

�
1
2
; 5
8

�
0 si y 2

�
5
8
; 1
�

Alors,

' : [0,1]� [0,1[ �! [0,1[

(y; t) 7�! '(y; t) = f(y)t2
(2.1.4)

est une fonction d�Orlicz généralisée.

La �-fonction conjuguée

Dé�nition 2.1.3 Soit ' 2 �(
; �). La fonction '� : 
� [0,1[�! [0,1], dé�nie par :

'�(y; u) = sup
t�0
ftu� '(y; t)g 8y 2 
;8u � 0; (2.1.5)

s�appelle la fonction complémentaire ou la fonction conjuguée de ' au sens de

Young.

Dé�nition 2.1.4 Le couple (', '�) satisfait à l�inégalité suivante dite de Young,

tu � '(y; t) + '�(y; u) 8t; u � 0: (2.1.6)
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2.2. Espaces de Musielak-Orlicz

Lemme 2.1.2 [6]

Soit ' 2 �(
; �) alors,

('�)� = ':

La condition-�2

Dé�nition 2.1.5 On dit que ' 2 �(
; �) satisfait la condition-�2, s�il existe une con-

stante k � 2 telle que

'(y; 2t) � k'(y; t) pour tout y 2 
 et t � 0 (2.1.7)

2.2 Espaces de Musielak-Orlicz

Soit (
, �, �) un espace mesuré avec � une mesure �-�nie complète. On note par

M(
; �) l�ensemble des fonctions ��mesurables sur 
 à valeurs dans R modulo la relation

d�équivalence « = �� p:p » .

2.2.1 Modulaire de Musielak-Orlicz

Le lemme suivant montre que toute �-fonction généralisée, génère une semi modulaire

sur l�ensemble des fonctions mesurables M(
; �):

Lemme 2.2.1 [6]

Soient ' 2 �(
; �) et f 2M(
; �) alors,

a) La fonction:


 �! [0;1]

y 7�! '(y; jf(y)j);

est mesurable.

b) La fonction �' dé�nie ainsi

�' : R �! [0;1]

f 7�! �'(f) =

Z



'(y; jf(y)j)d�
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2.2. Espaces de Musielak-Orlicz

est une semi modulaire sur M(
; �), dite semi modulaire induite par '.

De plus, si ' est positive, alors �'est une modulaire dite modulaire de Musielak-

Orlicz.

Preuve.

1) Il su¢ t just de considérer le cas où f � 0:

Soit (fk)k une suite croissantes de fonctions simples, non négatives,qui converge simple-

ment vers f . Alors,

fk =

nX
j=1

�kj�
kj avec 
kj 2 � et sont deux à deux disjoints.

'(y; jfk(y)j) = '(y;

nX
j=1

�kj�
kj (y)) =
nX
j=1

'(y; �kj )�
kj (y);

qui est mesurable.

Comme ' est croissante et continue alors ('(y; fk(y)))k est croissante et converge vers

'(y; f(y)).

D�où '(:; f) est mesurable.

2) Montrons que �'est une semi modulaire.

De la dé�nition de �' on

�'(0) = 0 et �'(�f) = �'(f) pour j�j = 1:

La convexité de �' découle de celle de ' et de la croissance de l�intégrale.

Il reste donc à montrer que
�
�'(�f) = 0 8� > 0

�
=) f = 0.

Soit f 2M(
; �) telle que �'(�f) = 0 8� > 0 alors,

8k 2 N; '(y; kf(y)) = 0 �� p:p dans 
:

Comme N est dénombrable on déduit que

'(y; kf(y)) = 0 �� p:p dans 
, 8 k 2 N:

Par hypothèse ' est convexe et '(y; 0) = 0 alors,

'(y; �f(y)) = 0 �:p:p dans 
, 8 � > 0:
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2.2. Espaces de Musielak-Orlicz

Puisque lim
t!+1

'(y; t) = +1 8y 2 
 alors,

jf(y)j = 0 �� p:p dans
, 8 � > 0

D�où

f = 0:

Donc �' est une semi modulaire.

Supposons maintenant que ' est positive et �'(f) = 0 alors,

'(y; f(y)) = 0 pour prèsque tout y 2 


Puisque ' est positive on a

'(y; f(y)) = 0 =) f(y) = 0 pour prèsque tout y 2 
;

d�où

f = 0:

Ce qui montre que �' est une modulaire.

2.2.2 Espaces de Musielak-Orlicz

Dé�nition 2.2.1 (Classe de Musielak-Orlicz)

Soit ' 2 �(
; �), on dé�nit la classe de Musielak-Orlicz comme suit

L'oc(
; �) = ff 2 L'(
; �); �'(f) < +1g:

Remarque 2.2.1 La classe de Musielak Orlicz n�est pas un espace vectoriel.

Dé�nition 2.2.2 Soient ' 2 �(
; �) et

�'(f) =

Z



'(y; jf(y)j)d� 8f 2M(
; �)

alors l�espace semi modulaire

L'(
; �) =
�
f 2M(
; �); �'(�f) < +1 pour un certain � > 0

	
=

�
f 2M(
; �); lim

�!+1
�'(�f) < +1 pour un certain � > 0

�
est appelé espace de Musielak-Orlicz, dit aussi espace d�Orlicz généralisé.
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2.2. Espaces de Musielak-Orlicz

On va maintenant dé�nir un sous espace de L'(
; �), appelé aussi espace de Musielak

-Orlicz, et est noté E'(
; �).

Dé�nition 2.2.3 Soit ' 2 �(
; �), on dé�nit l�espace de Musielak-Orlicz E'(
; �) comme

suit:

E'(
; �) =
�
f 2 L'(
; �); �'(�f) <1 8 � > 0

	
:

Remarque 2.2.2 Si 
 est un ouvert de Rn L'(
; �); L'oc(
; �) et E'(
; �) sont notés

respectivement L'(
); L'oc(
) et E
'(
):

Voici un exemple de de fonction qui appartient à la classe de Musielak-Orlicz,

dé�nie par la �-fonction (2.1.4)

Exemple 2.2.1

Soit

g : [0,1] �! [0,1[

y 7�! g(y) =

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

1 si y 2
�
0,1
4

�
�8y + 3 si y 2

�
1
4
,3
8

�
0 si y 2

�
3
8
,5
8

�
8y � 5 si y 2

�
5
8
,3
4

�
1 si y 2

�
3
4
,1
�

La fonction g appartient à la classe de Musielak-Orlicz, dé�nie par la �-fonction (2.1.4).

En e¤et,

'(y; g(y)) = 0 8y 2 [0; 1] ;

et

�'(g) =

1Z
0

'(y; g(y))dy = 0; 8y 2 [0,1]

=) g 2 L'oc([0,1]):
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2.2. Espaces de Musielak-Orlicz

Exemple 2.2.2

1) Les espaces de Lebesgue classiques Lp(
; �) avec 0 � p < +1, sont des espaces

de Musielak-Orlicz dé�nies par la fonction

'p (y; t) = 'p (t) = jtj
p :

2) Les espaces d�Orlicz L'(
; �), sont un cas particuler des espaces de Musielak-Orlicz,

en prenant

'(y; t) = '(t):

3)Les espaces de Lebesgue généralisés Lp(y), qu�on verra plus loin dans le chapitre

suivant, sont aussi un exemple très important des espaces de Musielak-Orlicz.

Remarques 2.2.3

De la dé�nition de L'oc(
; �), L
'(
; �) et E'(
; �) on a

1) E'(
; �) � L'oc(
; �) � L'(
; �):

2) L'oc(
; �) est convexe.

3) E'(
; �) est le plus grand sous espace fermé de L'oc(
; �):

4) L'(
; �) est le plus petit espace vectoriel de M(
; �) qui contient L'oc(
; �):

5) E'(
; �) = L'oc(
; �) = L'(
; �) si et seulement si � 2 42:

Exemple 2.2.3

1) '(y; t) = tp;81 � p <1 alors,

E'(
; �) = L'oc(
; �) = L'(
; �) = Lp(
; �):

2)Si on considère la fonction de Musielak-Orlicz suivante

'1(y; t) =

8<: 0 si 0 � t < 1

1 si t 2 [1;1[
(2.2.1)

alors on obtient,

L'1(
; �) = L1(
):
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2.2. Espaces de Musielak-Orlicz

En e¤et,

L'1(
; �) = ff 2M(
; �);9� > 0 : �'1(�f) <1 g

= ff 2M(
; �);9� > 0 :
Z



'1(y; �f(t)) <1 g

= ff 2M(
; �);9� > 0 :
Z

ft;j�f(t)j�1g

'1(y; �f(t))d�+

Z
ft;j�f(t)j�1g

'1(y; �f(t))d� <1

L'1(
; �) = ff 2M(
; �);9� > 0 :
Z

ft;j�f(t)j�1g

'1(y; �f(t))d� <1 g:

Donc on a nécessairement

�(ft; j�f(t)j � 1g) = 0:

D�où

L'1(
; �) = ff 2M(
; �);9� > 0 : � jf(t)j < 1 �� p:p g

= ff 2M(
; �);9� > 0 : jf(t)j < 1

�
�� p:p g:

L'1(
; �) = L1(
)

3) Pour la fonction (2.2.1) on a

E'1(
; �) = f0g :

En e¤et,

E'1(
; �) =
�
f 2 L'1(
; �); �'1(�f) <1 8 � > 0

	
= ff 2 L'1(
; �); :

Z



'1(y; �f(t)) <18 � > 0 g

= ff 2 L'1(
; �); :
Z

ft;j�f(t)j�1g

'1(y; �f(t))d�+

Z
ft;j�f(t)j�1g

'1(y; �f(t))d� <1 8 � > 0 g

= ff 2 L'1(
; �); :
Z

ft;j�f(t)j�1g

'1(y; �f(t))d� <1 8 � > 0 g

= ff 2 L'1(
; �) : � jf(t)j < 1 �� p:p 8� > 0 g

= ff 2 L'1(
; �) : jf(t)j < 1

�
�� p:p 8� > 0 g

= ff 2 L'1(
; �) : jf(t)j = 0 �� p:p g:
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2.2. Espaces de Musielak-Orlicz

D�où

E'1(
; �) = f0g:

L'1oc (
; �) = ff 2 L'1(
; �); �'1(f) <1 g

= ff 2 L'1(
; �); :
Z

ft;j�f(t)j�1g

'1(y; f(t))d� <1 g:

On a nécessairement

�(ft; jf(t)j � 1g) = 0:

D�où

L'1oc (
; �) = ff 2 L'1(
; �); jf(t)j � 1�� p:pg:

4) Soit '(y; t) une fonction de Musielak-Orlicz, dé�nie par

'(y; t) = et � 1 pour t 2 [0; 1]

alors,

E'([0; 1]) 6= L'oc([0; 1]) 6= L'([0; 1]):

Pour celà il su¢ t de prendre f(t) = k
2
�[2�k,2�k+1].

En e¤et,

�'(f) =

1Z
0

(e
k
2 � 1)�[2�k 2�k+1](t)d�

=
X
k�1

Z
[2�k 2�k+1]

(e
k
2 � 1)d�

=
X
k�1

(e
k
2 � 1)�([2�k 2�k+1])

=
X
k�1

(e
k
2 � 1)

�
1

2k

�
<1

D�où f 2 L'oc(
; �):

D�autre part 2f =2 E'(
; �) car

�'(2f) =

1Z
0

(ek � 1)�[2�k 2�k+1](t)

=
X
k�1

(ek � 1) 1
2k
=1
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2.2. Espaces de Musielak-Orlicz

2.2.3 Normes sur L'(
; �)

Dans les espaces de Musielak-Orlicz L'(
; �), on dé�nit trois normes, qui sont ap-

pelées norme d�Orlicz, norme de Luxemburg et norme d�Amemiya. Ces normes sont

dé�nies comme suit :

Dé�nition 2.2.4 Soit f 2 L' (
; �) alors,

1)

kfko' = sup
�Z




jf (t) g (t)j d� : g 2 L'� (
; �) , �'� (g)) � 1
�
,

est une norme sur l�espace L' (
; �) dite norme d�Orlicz.

2)

kfk' = inf
�
� > 0 �'

�
f

�

�
� 1

�
,

est une norme sur l�espace L' (
; �) dite norme de Luxemburg.

3)

kfkA' = inf
k>0

1

k
[1 + �' (kf)]

est une norme sur L'(
; �) dite norme d�Amemiya.

Remarque 2.2.4

1) La norme d�Orlicz et celle de Luxemburg sont équivalentes, comme le montrent les

inégalités suivantes:

kfk' � kfko' � 2kfk':

2) La norme d�Amemiya est une autre écriture de la norme d�Orlicz, c�est à dire

kfko' = kfk
A
' :

Inégalité de Hölder

Lemme 2.2.2 [6]

Soit ' 2 �(
; �), alors Z



jf j jgj d� � 2kfk'kgk'�

pour toute f 2 L'(
; �) et g 2 L'
�
(
; �):

26



2.2. Espaces de Musielak-Orlicz

Preuve.

Soient f 2 L'(
; �) et g 2 L'
�
(
; �);on suppose que f 6= 0 et g 6= 0:

Grâce au lemme 1.4.1, �'(
f

kfk' ) � 1 et �'�(
g

kgk'�
) � 1:

et d�après l�inégalité de Young (2.1.6) on obtientZ



jf(y)j
kfk'

jg(y)j
kgk'�

d� �
Z



'

�
y;
jf(y)j
kfk'

�
d�+

Z



'�
�
y;
jg(y)j
kgk'�

�

= �'

�
jf(y)j
kfk'

�
+ �'�

�
jg(y)j
kgk'�

�
� 2

D�où Z



jf j jgj d� � 2kfk'kgk'�

2.2.4 Résultats de convergence

Dans les espaces de Lebesgue classiques les théorèmes fondamentaux de convergences

sont la convergence doninée, la convergence monotone et le lemme de Fatou, on démontr-

era les trois versions de ces théorèmes dans les espaces de Musielak-Orlicz. Nous verrons

aussi les relations entre les types de convergence dé�nis sur ces espaces à savoir la con-

vergence en norme, en modulaire et la convergence en mesure.

Lemme 2.2.3 ( lemme de Fatou pour la modulaire)

Soit ' 2 �(
; �) et f une fonction mesurable, et soit (fk)k2N une suite de fonctions

mesurables, Si lim
k!+1

fk = f �� p:p alors on a

�'(f) � lim inf
k!+1

�'(fk):
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Preuve.

On a

�'(f) =

Z



'(y; f(y))d�

=

Z



'(y; lim
k!+1

jfk(y)j)d�

�
Z



lim inf
k!+1

'(y; jfk(y)j)d�

� lim inf
k!+1

Z



'(y; jfk(y)j)d�

d�où,

�'(f) � lim inf
k!+1

�'(fk):

Lemme 2.2.4 [6](convergence monotone)

Soit ' 2 �(
; �) et f une fonction mesurable, et soit (fk)k2N une suite de fonctions

mesurables croissante telle que lim
k!+1

jfkj �! jf j �� p:p; alors

�'(f) = lim
k!+1

�'(fk):

Preuve.

Soit (fk)k2N une suite de fonctions croissante convergente vers une foncton f ,

jfkj % jf j �� p:p;

comme ' est croissante et continue à gauche alors,

'(y; jfk(y)j)% '(y; jf(y)j) �� p:p:
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Par la croissance de l�intégrale et grâce au théorème de la convergence monotone on

aura, Z



'(y; f(y))d� =

Z



'(y; lim
k!+1

jfk(y)j)d�

=

Z



lim
k!+1

'(y; jfk(y)j)d�

= lim
k!+1

Z



'(y; jfk(y)j)d�

= lim
k!+1

�'(fk):

Lemme 2.2.5 [6](convergence dominée)

Soit ' 2 �(
; �) et f , g deux fonctions mesurables, et soit (fk)k2N une suite de fonctions

mesurables, Si lim
k!+1

fk = f �� p:p, jfkj � jgj �� p:p et �'(�g) < +1 8� > 0 alors,

lim
k!+1

fk = f dans L'(
; �):

En particulier, si �'(�g) < +1 pour un certain � > 0 alors,

fk
��! f dans L'(
; �):

Preuve.

On suppose que

lim
k!+1

fk = f �� p:p, jfkj � jgj 8k 2 N et �'(�g) < +1 8� > 0

alors,

lim
k!+1

jfk � f j = 0 �� p:p et jf j � jgj

) jfk � f j � 2 jgj

) � jfk � f j � 2� jgj 8� > 0

On a

�'(�g) < +1) �'(2�g) < +1 8� > 0
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On utilise le théorème de la convergence dominée, et on conclut que

lim
k!+1

Z



'(y; � jfk � f j)d� =

Z



lim
k!+1

'(y; � jfk � f j)d�

=

Z



'(y; � lim
k!+1

jfk � f j)d�

=

Z



'(y; 0)d�

= 0:

Grâce au lemme 1.5.1 on obtient,

(fk)k converge vers f dans L'(
; �):

Théorème 2.2.1 [6]

Soit ' 2 �(
; �) alors

1) kjf jk' = kfk' 8f 2 L'(
; �):2) Si f 2 L'(
; �); g 2M(
; �) et 0 � jgj � jf j ��p:p;

alors 8>>><>>>:
g 2 L'(
; �)

et

kgk' � kfk' :

3) Si fk ! f �� p:p alors kfk' � lim inf
k!1

kfkk' :

4) Si jfkj % jf j �� p:p avec fk 2 L'(
; �) telle que sup
k�0

kfkk' <1 alors

8>>><>>>:
f 2 L'(
; �)

et

kfkk' % kfk' :

Les deux dérniers résultats sont appelés respectivement lemme de Fatou pour la norme et

la propriété de Fatou.

Preuve.

Les résultats 1) et 2) sont évidents.
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3) Soit fk 2 L'(
; �) une suite de fonctions telle que fk ! f �� p:p et soit

� > lim inf
k!1

kfkk' ; (2.2.2)

alors

kfkk' < � pour k assez grand.

En vertu du lemme1.4.1

�'

�
fk
�

�
� 1 pour k assez grand,

et d�après le lemme de Fatou pour la modulaire 2.2.3 on aura

�'

�
f

�

�
= lim inf

k!1
�'

�
fk
�

�
� 1:

Par suite d�après le lemme 1.4.1



f�





'

� 1 =) kfk' � �:

De l�inégalité ( 2.2.2) on obtient

kfk' � lim inf
k!1

kfkk' :

4) Soit jfkj % jf j �� p:p avec fk 2 L'(
; �) et sup
k�0

kfkk' <1.

Gâce aux résultats 1) et 3) on obtient

kfk' � lim inf
k!1

kfkk' � sup
k�0

kfkk' <1;

ce qui prouve que f 2 L'(
; �):

On a jfkj % jf j alors le deuxième résultat du théorème implique que

kfkk' % lim sup
k!1

kfkk' � kfk' :

D�où

lim
k!1

kfkk' = kfk' et kfkk' % kfk' :
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Remarque 2.2.5 [12]

Si �(
) < +1 et lim
n!1

�'(�fn) = 0 pour un certain � > 0 alors (fn) converge en mesure

vers zéro, et on écrit fn
��! 0:

Lemme 2.2.6 [6]

Si ' 2 �(
; �), alors toute suite de Cauchy (fn)n2N � L'(
; �) pour la norme admet une

sous suite qui converge �� p:p vers une fonction mesurable f:

2.2.5 La complètude

Théorème 2.2.2 [6]

Soit ' 2 �(
; �) alors l�espace L'(
; �) est un espace de Banach.

Preuve.

D�après le théorème 1.1.1 L'(
; �) est un espace vectoriel.

Il reste à montrer que toute suite de Cauchy de L'(
; �) converge dans L'(
; �):

Soit (fn)n2N une suite de Cauchy, grâce au lemme 2.2.6, il existe une sous suite (fnk)k

et une fonction mesurable f : 
 �! R telles que

(fnk)k converge vers f pour presque tout y 2 
:

Par suite,

lim
k!1

'(y; jfnk(y))� f(y)j) = 0 �� p:p:

Soit � > 0, comme (fn)n est de Cauchy, alors

8" > 0;9N0;8m; k � N0; k�(fm � fk)k' � "

Prenant 0 < " < 1; par le lemme 1.4.1 on obtient,

�'(�(fm � fk)) � ";
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et d�après le lemme 2.2.3 on a

�'(�(fm � fk)) =

Z



'(�(fm � fk))d�

=

Z



lim
k!1

'(�(fm � fnk))d�

� lim
k!1

inf

Z



'(�(fm � fnk))d� � ":

Par suite,

lim
k!1

�'(�(fm � f)) = 0;8� > 0:

Donc d�après le lemme 1.5.1 on a

lim
n!1

kfn � fk' = 0

Proposition 2.2.1 [6]

E'(
; �) est un sous espace fermé de L'(
; �):

Preuve.

soit (fk)k2N une suite de E'(
; �) telle que fk
k:k'�! f dans L'(
; �) alors,

lim
k!1

�' [2�(fk � f)] = 0; 8� > 0:

En particulier,

�' [2�(fk� � f)] � 1; pour un certain k�:

Par la convexité de � on obtient

�'(�f) = �'

�
2�(f � fk�) + 2�fk�

2

�
� 1

2
�' [2�(f + fk� � fk�)]

� 1

2
�' [2�(f � fk�)] +

1

2
�'(2�fk�)

� 1

2
+
1

2
�'(2�fk�) <1:

Donc f 2 E'(
; �):
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2.2.6 Fonctions d�Orlicz localement intégrables

L�intégrabilité locale d�une �-fonction nous permet d�éviter le cas où la fonction '

prend des valeurs in�nies. Notons que l�intégrabilité locale dans la dé�nition qui suit

défère de celle dans L1loc; où on suppose l�intégrabilité sur des sous ensembles compacts.

Dé�nition 2.2.5 Soit ' 2 �(
; �); ' est dite localememt intégrable sur 
 si

�'(t�A) <1 8t � 0 et 8A 2 �; tel que �(A) <1:

Remarque 2.2.6 [6]Soit ' 2 �(
; �) alors

S(
; �) � E'(
; �) si et seulement si ' est localement intégrable.

Exemple 2.2.4

Soit ' 2 �(
; �) avec '(y; t) =  (t) où  est une �-fonction continue alors, ' est

localement intégrable.

En e¤et, comme  est continue alors  (t) est �nie dans [0;1[: En e¤et, si  n�est pas

�nie alors,

9t1 2 
 telque '(t1) = +1:

Par hypothèse ' est continue alors,

lim
t!t1

'(t) = '(t1):

C�est à dire:

8" > 0;9� > 0 : jt� t1j < � ) j'(t)� '(t1)j < ":

la contradiction est dans le fait que '(t1) = +1.

D�où ' est �nie, ce qui donne

�'(t�A) = �(A) (t) <1 pour tout t � 0 et �(A) <1:

Par conséquent, ' est localement intégrable.
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Proposition 2.2.2 [6]

Soit ' 2 �(
; �) localement intégrable alors,

8� > 0; 8A � 
; 8" > 0; 9� > 0 : �(A) < � =)

8>>><>>>:
�'(��A) � ":

et

k�Ak' � 1
�
:

(2.2.3)

Preuve.

1) Montrons d�abord que �'(��A) � ", pour celà on suppose qu�il existe � > 0; " > 0 et

une suite (Ak)k2N � � pour les quels

8� > 0 (on prend � = 1

2k
) on a �(Ak) �

1

2k
et �'(��Ak) > ".

Soit Gk =
1
[
m=k

Am; alors �(Gk) tend vers zéro quand k tend vers +1:

En e¤et,

�(Gk) = �(
1
[
m=k

Am)

�
1X
m=k

2�m = lim
n!1

nX
m=k

2�m

= lim
n!1

21�k(1� (1
2
)n�k+1)

= 21�k:

Par passage à la limite on obtient,

lim
k!1

�(Gk) = lim
k!1

21�k = 0:

D�une part, puisque ' est localement intégrable et �(G1) � 1 alors

�'(��G1) <1, 8� > 0:

D�autre part, on a 8>>><>>>:
��Gk � ��G1 8� > 0.

et

��Gk �! 0 �� pp:
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Grâce au théorème de la convergence dominée on conclut que

�'(��Gk) tend vers zéro lorsque k tend vers 1:

Ce qui contredit le fait que

�'(��Gk) � �'(��Ak) � " 8� > 0 et 8k 2 N�:

Donc

�'(��A) < ":

2) Montrons que : k�Ak' � 1
�
8� > 0:

On a �'(��A) < ":

Pour " = 1 on aura

�'(��A) < 1 =) k��Ak' � 1

=) � k�Ak' � 1

=) k�Ak' �
1

�
:

Caractérisation du dual

Dé�nition 2.2.6 (Fonction propre)

Une fonction de Musielak-Orlicz est dite propre si

S(
; �) � L'(
; �) \ (L'(
; �))0 :

Théorème 2.2.3 [6]

Soit ' 2 �(
; �) propre , localement intégrable et on suppose que E'(
; �) = L'(
; �)

alors
V : L'�(
; �) �! (L'(
; �))�

g 7! Jg

est un isomorphisme. avec

8>>>><>>>>:
Jg(f) =

R



fgd�; où f 2 L'(
; �)

et

Jg 2 (L'(
; �))�
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2.2.7 Théorèmes de densité

Théorème 2.2.4 [12]

Soit ' 2 �(
; �), localement intégrable et S(
; �) l�ensemble des fonctions simples alors,

S
k:k'(
; �) = E'(
; �):

Preuve.

Puisque ' est localement intégrable on a

S(
; �) � E'(
; �):

Comme E'(
; �) est fermé on obtient

S
k:k'(
; �) � E'k:k'(
; �) = E'(
; �):

Il reste à monter que E'(
; �) � S
k:k'(
; �):

Soit f 2 E'(
; �), montrons que 9 fk 2 S(
; �) telle que lim
k!1

kfk � fk' = 0: On

suppose que f(y) � 0 8y 2 
.

D�après le théorème 5 de l�annexe A, comme f est mesurable alors il existe une suite

de fonctions simples croissante (fk)k telle que

lim
k!1

fk = f:

D�après le lemme 2.2.5 on a fk converge vers f dans L'(
; �):

C�est à dire

lim
k!1

kfk � fk' = 0:

En particulier

lim
k!1

kfk � fk' = 0 dans E'(
; �):

Par conséquent

S(
; �) est dense dans E'(
; �):
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Théorème 2.2.5 [12]

Soit ' 2 �(
; �), localement intégrable et S(
; �) l�ensemble des fonctions simples alors,

S(
; �) est �-dense dans L'(
; �);

S
�
(
; �) = L'(
; �)

Remarque 2.2.7

Si en plus des hypothèses du théorème 2.2.5 ' 2 �2; alors d�après la remarque 2.2.3

L'(
; �) = E'(
; �) et grâce au théorème 2.2.4 on aura

S(
; �) est dense dans L'(
; �):

2.2.8 Théorèmes de séparabilité

Pour établir les théorèmes de séparabilité dans les espaces de Musielak-Orlicz la

mesure � doit être séparable.

Dé�nition 2.2.7 (mesure séparable)

Soit � une mesure, elle est dite séparable s�il existe une suite (Ak)k � � qui veri�e

a) �(Ak) <1 8k 2 N:

b) Pour tout A 2 �; avec �(A) <1 et 8" > 0;9k 2 N :

�(A�Ak) < "

(où � désigne la di¤erence symétrique):

Exemple 2.2.5 La mesure de Lebesgue sur Rn est séparable.

Théorème 2.2.6 [12]

Soit ' 2 �(
; �), localement intégrable et la mesure � est séparable alors,

E'(
; �) est séparable.

Preuve.

Soit (An)n2N la suite d�ensembles donnée dans la dé�nition de la mesure séparable et soit

S0(
; �) =

(
g 2 S(
; �) telle que g =

nX
i=1

ai�Ai ; ai 2 Q
)
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Comme l�ensemble des fonctions simple S(
; �) est dense dans E'(
; �), il su¢ t de

montrer que S0 est dense dans S(
; �).

Soit f une fonction simple alors

f(y) =
nX
i=1

bi�Bi(y) où bi 2 R;

où �(Bi) <1 8i = 1; n et Bi \Bj = ; 8i 6= j.

Soient a = max
1�i�n

jaij, � > 0 et " > 0:

Puisque ' est localement intégrable, d�après la proposition 2.2.2 on a

8� > 0; 8" > 0 �'(�f) = �'(�

nX
i=1

ai�Bi(y)) � ":

Par suite,

�'(�
nX
i=1

ai�Bi(y)) =

Z
Bi

'(y; �
nX
i=1

ai)d�

�
Z
Bi

'(y; �na)d�

�
Z
Bi

'(y; 4�na)d� � ":

Comme � est séparable, on peut trouver des ensembles mesurables Aj1 ; :::Ajn de mesure

�nie tels que Z
Aji�Bi

'(y; 4�na)d� � " 8i = 1; n;

pour " = 1 Z
Aji�Bi

'(y; 4�na)d� � 1 8i = 1; n (2.2.4)

Soit maintenant B =
k
[
i=1
Bi; comme ' est localement intégrable et �(B) <1 alors,

lim
�!0

Z
B

'(y; 2��)d� = 0:

Ce qui donne Z
B

'(y; 2��)d� � 1 pour un certain � > 0: (2.2.5)
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Grâce à la densité de Q dans R; on peut trouver b1; b2; :::bn 2 Q pour les quels

jai � bij � � et jbij � 2a 8i = 1; n:

Soit

g(y) =
nX
i=1

bi�Aji 2 S0(
; �)

alors

jf(y)� g(y)j =
�����
nX
i=1

ai�Bi(y)�
nX
i=1

bi�Aji (y)

�����
=

�����
nX
i=1

ai�Bi(y)� bi�Bi(y) + bi�Bi(y)�
nX
i=1

bi�Aji (y)

�����
=

�����
nX
i=1

(ai � bi)�Bi(y)�
nX
i=1

bi(�Aji (y)� �Bi(y))

�����
�

nX
i=1

jai � bij�Bi(y) +
nX
i=1

jbij (�Aji (y)� �Bi(y)):

D�où

jf(y)� g(y)j � ��B(y) +
nX
i=1

2a
����Aji�Bi��� :

Par suite, grâce à la covexité de ' et �' on aura

�'(� jf(y)� g(y)j) = �'

�
2� jf(y)� g(y)j

2

�

� �'

26642���B(y) + 2
nP
i=1

2a
����Aji�Bi���

2

3775

� 1

2
�'(2���B) +

1

2
�'

26644�an
nP
i=1

����Aji�Bi���
n

3775 :
Grâce aux estimations (2.2.4), (2.2.5) et les propriétés de �' on obtient,

�'(� jf(y)� g(y)j) � 1

2
+
1

2n

nX
i=1

�'(4�an
����Aji�Bi���)

=
1

2
+
1

2n

nX
i=1

Z
Aji�Bi

'(y; 4�an)d�

� 1

2n
< 1:
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D�où

�'(� jf(y)� g(y)j) � 1 8� > 0:

Ce qui donne grâce au lemme 1.4.1

k� jf � gjk' � 1

D�où

kf � gk' �
1

�
:

Par conséquent, S0 est dense dans S(
; �):

Ce qui permet de conclure que E'(
; �) est séparable.

Remarque 2.2.8 L�espace L'(
; �) n�est pas séparable mais il est �-séparable comme le

montre le théorème suivant.

Théorème 2.2.7 [12]

Soit ' 2 �(
; �) localement intégrable et la mesure � est séparable alors,

L'(
; �) est �-séparable.

Remarque 2.2.9

Si en plus des hypothèses du théorème 2.2.6 ' 2 �2; alors d�après la remarque 2.2.3

L'(
; �) = E'(
; �) et grâce au théorème 2.2.6 on aura

L'(
; �) est séparable:

2.2.9 Théorèmes d�injection

On sait que dans le cas des espaces de Lebesgue Lp(
); si 1 � p � q < 1 et

�(
) < 1 alors Lq(
) ,! Lp(
). A �n de comparer les espaces d�Olicz, de nouvelles

relations d�ordre partielles sont dé�nies.

Dé�nition 2.2.8 Soient ' et  deux fonctions d�Orlicz alors,

1) Si �(
) <1, on dit que ' domine  à l�in�ni (  � ' à l�in�ni) si et seulement si

9k; t0 > 0 :  (t) � '(kt) 8t � t0; (2.2.6)
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2) Si �(
) =1, on dit que ' domine  globalement (  � ' globalement) si et seulement

si

9k > 0 :  (t) � '(kt) 8t � 0 (2.2.7)

Proposition 2.2.3 [13]

Soient ' et  deux fonctions d�Orlicz et �(
) < 1 alors les propriétés suivantes sont

équivalantes.

1)  � ' à l�in�ni.

2) L'(
; �) ,! L (
; �):

3) E'(
; �) ,! E (
; �):

Pour démontrer les théorèmes d�injections des classes et des espaces de Musielak

-Orlicz, on aura besoin du lemme suivant:

Lemme 2.2.7 [12]

Soit � une mesure sans atomes, et soit (�i)i2N� une suite de nombre positifs, et (gi)i2N�

une suite de fonctions mesurables, �nies, non négatives dé�nies sur 
, tels queZ



gi(y)d� � 2i�i 8i 2 N�

Alors, il existe une suite d�entiers (ik)k2N croissante et une suite (Ak)k2N d�ensembles

mesurables deux à deux disjoints tels queZ
AK

gik(y)d� = �ik pour k = 1; 2; :::

Preuve.

Comme � est sans atomes alors il existe un ensemble D1 mesurable tel queZ
D1

g1(y)d� = �1:

Par conséquent, il existe une sous suite (g1k) de la suite (gi) avec i = 2; 3; :::pour laquelle

deux cas se presentent, soitZ
D1

g1k(y)d� �
1

2
�1k pour k = 1; 2; ::: (2.2.8)
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ou bien Z

rD1

g1k(y)d� �
1

2
�1k pour k = 1; 2; :: (2.2.9)

où (�1k) est la sous suite de (�i) avec i = 1; 2; ::: qui correspond à la sous suite (g
1
k): Donc

dans (2.2.8) on prend A1 = D1 et i1 = 1; et dans (2.2.9) on prend A1 � 
rD1:

Ainsi Z
A1

g1(y)d� = �1:

Pour déninir A2 et i2 on procède comme précédemment, en remplaçant 
; (gi) et (�i) par


r A1, (g1k) et (
1
2
�1k) respectivement.

Ainsi on obtient (g2k) une sous suite de (g
1
k); et (�

2
k) une sous suite de (�

1
k) avec A2 2

P
et un indice i2 � i1:

Puis en remplaçant 
, (gi) et (�i) par 
 r (A1 [ A2), (g2k) et (12�
2
k) respectivement;

on obtient alors A3 et i3:

Ainsi on construit les deux suites (Ak) et (ik) qui véri�entZ
Ak

gik(y)d� = �ik :

Théorème 2.2.8 [12]

Soient ',  2 �(
; �) localememt intégrables et la mesure � sans atomes alors

L'oc(
; �) � L oc(
; �) si et seulement si

 (y; t) � k'(y; t) + h(y) 8t � 0 et pour prèsque tout y 2 
 (2.2.10)

Où h est une fonction dé�nie sur 
 à valeurs dans R+ intégrable et k est une constante

positive.

Preuve.

1) Supposons que l�inégalité (2.2.10) est véri�ée et montrons que L'oc(
; �) � L oc(
; �).

Soit f 2 L'oc(
; �); comme h 2 L1(
) et par la croissance de l�intégrale on auraZ



 (y; f(y))d� � k

Z



'(y; f(y))d�+

Z



h(y)d� <1.
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Par suite f 2 L oc(
; �):

D�où

L'oc(
; �) � L oc(
; �):

L�inclusion est véri�ée même si la mesure est atomique.

2)Montrons que l�inclusion L'oc(
; �) � L oc(
; �) implique l�inégalité (2.2.10)

On suppose que la mesure est sans atomes, L'oc(
; �) � L oc(
; �) et l�inégalité (2.2.10)

n�est pas vraie on doit aboutir à une contradiction.

8h 2 L1(
) (positive) et 8k > 0;  (y; t) � k'(y; t) + h(y);

pour un certain t � 0;8y 2 A avec A non négligeable

Etape 1 On subdivise 
; 
 =
1
[
i=1

i avec �(
i) < 1 8i = 1; 2; ::: et 
i \ 
j = ;;

8i 6= j:

Soit

fr;i(y) =

8<: r si y 2 
i où r 2 Q+

0 ailleurs dans 

: (2.2.11)

Posons

hn(y) = sup
t�0
f (y; t)� 2�n'(y; t)g (2.2.12)

Montrons que

hn(y) = sup
r2Q+

f (y; fr;i(y))� 2�n'(y; fr;i(y))g (2.2.13)

Soit y 2 
; (y 2 
i);et par dé�nition de la borne supérieure dans l�inégalité (2.2.12)

on aura

 (y; t)� 2�n'(y; t) � hn(y)

Par suite

8" > 0(" = 2�k); 9tk :  (y; tk)� 2�n'(y; tk) � hn(y)� 2�k (2.2.14)

Grâce à la continuité de ' et  , il existe un rationnel rk � 0 pour lequel on obtient8<:  (y; rk) �  (y; tk)� 2�k

'(y; rk) � '(y; tk) + 2
�n�k

(2.2.15)
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D�apès (2.2.11) on a

 (y; frk;i(y))� 2n'(y; frk;i(y)) =  (y; rk)� 2n'(y; rk)

Grâce à (2.2.15) et (2.2.14) on aura

 (y; rk)� 2n'(y; rk) �  (y; tk)� 2�k � 2n'(y; tk)� 2�k

� hn(y)� 3:2�k

D�où

hn(y) �  (y; rk)� 2n'(y; rk) + 3:2�k

Ou encore

hn(y) �  (y; frk;i(y))� 2n'(y; frk;i(y)) + 3:2�k

� sup
r2Q+

f (y; fr;i(y))� 2n'(y; fr;i(y))g+ 3:2�k

Par passage à la limite lorseque k tend vers +1 on obtient

hn(y) � sup
r2Q+

f (y; fr;i(y))� 2n'(y; fr;i(y))g

Par suite,

hn(y) = sup
k>0

f (y; fk(y))� 2n'(y; fk(y))g ; (2.2.16)

où (fk) est un rearrangement quelconque de (fr;i) avec f1 = f0;i

D�après (2.2.16) les fonctions hn sont mesurables et hn(y) � 0:

Par suite, le deuxième point du théorème sera démontré si on montre que les hn sont

intégrables sur 
.

Etape2 Montrons par l�absurde que hn sont intégrables, On supposeZ



hn(y)d� =1 pour n = 1; 2; :::

Soit

Tm;n(y) = max
1�k�m

f (y; fk(y))� 2n'(y; fk(y))g

Comme f1(y) = 0 alors Tm;n(y) � 0.
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De plus Tm;n sont mesurables et (Tm;n(y))m est une suite non décroissante, qui tend

vers hn(y)quand m tend vers 1:

D�où pour tout n il existe un certain indice mn tel queZ



Tmn;n(y)(y)d� � 2n (2.2.17)

Posons Tn = Tmn;n:

Soient

Bn;k = fy 2 
 :  (y; fk(y))� 2n'(y; fk(y)) = Tn(y)g

Bn = 
nBn;1 [ ::: [Bn;mn

Alors �(Bn) = 0:

Posons

s
fk(y) =

8<: 0 si y 2 Bn;1 [Bn

fk(y) si y 2 Bn;kn
k�1
[
j=1

Bn;j pour k = 2; 3; :::;mn

Alors

Tn(y) =  (y;
s
fn(y))� 2n'(y;

s
fn(y)) � 0 (2.2.18)

Par la croissance de l�intégrale on obtientZ



 (y;
s
fn(y))d� = 2

n

Z



'(y;
s
fn(y))d�+

Z



Tn(y)d�

�
Z



Tn(y)d�

D�après (2.2.17) Z



 (y;
s
fn(y))d� � 2n (2.2.19)

Appliquons maintenant le lemme 2.2.7 avec8<: gi(y) =  (y;
s
f i(y))

�i = 1

46



2.2. Espaces de Musielak-Orlicz

Alors il existe une suite croissante (nk)k d�entiers et une suite (Ak)k d�ensembles

mesurables deux à deux disjoints tels queZ



 (y;
s
fnk(y))d� = 1 pour k = 1; 2; ::: (2.2.20)

Ce qui est en contradiction avec (2.2.19).

Ainsi Z



hn(y)d� <1 pour n = 1; 2; :::

Etape 3 Construire une fonction f =2 L oc(
; �) et f 2 L'oc(
; �), ce qui est une

contradiction avec L'oc(
; �) � L oc(
; �)

Posons

f(y) =

8<:
s
fnk(y) si Ak; k = 1; 2; :::

0 ailleurs dans 


D�une part on a

� (f) =

Z



 (y; f(y))d�

=
1X
k=1

Z
Ak

 (y;
s
fnk(y))d� =1

Par conséquent

f =2 L oc(
; �)

D�autre part de (2.2.18) on a

�'(f) =

Z



'(y; f(y))d�

=

1X
k=1

Z
Ak

'(y;
s
fnk(y))d�

=

1X
k=1

2�nk

24Z
Ak

 (y;
s
fnk(y))d��

Z
Ak

Tn(y)d�

35
�

1X
k=1

2�nk
Z
Ak

 (y;
s
fnk(y))d�
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Grâce à (2.2.20) on aura

�'(f) �
1X
k=1

2�nk � 1

Par conséquent

f 2 L'oc(
; �)

Ce qui est en contradiction avec L'oc(
; �) � L oc(
; �):

Dans le cas des espaces de Musielak-Orlicz, une relation d�ordre partielle est

dé�nie par:

 (y; t) � k1'(y; k2t) + h(y) 8t � 0 et pour prèsque tout y 2 
 (2.2.21)

Où h est une fonction dé�nie sur 
 à valeurs dans R+ intégrable et k1; k2 sont des

constantes positives.

La relation (2.2.21) est notée par  � ' et on dit que ' domine  :

Théorème 2.2.9 [12]

Soient ',  2 �(
; �); on suppose que  est localement intégrable et la mesure � est sans

atomes alors

L'(
; �)
�
,! L (
; �) si et seulement si  � ':

Preuve.

1) La su¢ sance

a) Supposons que  � ' et soit f 2 L'(
; �) alors

9� > 0 tel que �'(�f) <1

Par la croissance de l�intégrale et (2.2.21)Z



 (y; �f(y))d� � k1

Z



'(y; �k2f(y))d�+

Z



h(y)d� <1

D�où

f 2 L (
; �):
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Donc

L'(
; �) � L (
; �): (2.2.22)

b) Il reste à montrer que

i : L'(
; �) �! L (
; �) est continue

on supposons de plus que  est localement intégrable.

Soit (fn)n une suite de fonctions telles que8>>><>>>:
(fn)n 2 L'(
; �)

et

lim
n!1

�'(�fn) = 0 pour un certain � > 0

Soient " > 0; k2 et h respectivement la constante et la fonction déja dé�nie dans (2.2.10)

Alors on peut trouver un ensemble A 2 � de mesure �nie tel queZ

nA

h(y)d� <
"

4

Puisque  est localement intégrable, il existe a > 0 tel queZ
A

 (y; �k2a)d� <
"

4
pour un certain � > 0

D�après la remarque 2.2.5 fn converge en mesure vers zéro dans A:

Posons

An = fy 2 A : jfn(y)j � ag et Bn = AnAn

On a �(Bn) tend vers zéro quand n tend vers +1:

Par conséquent,

Z
Bn

h(y)d� <
"

4
pour n assez grand (n > N)

De plus on suppose que

k1�'(�fn) <
"

4
pour n > N;

où k1 la constante dé�nie dans (2.2.10).
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Par suite d�après (2.2.21) on obtient

� (�k2fn) =

Z



 (y; �k2 jfn(y)j)d�

�
Z
An

 (y; �k2a)d�+ k1

Z
Bn

'(y; � jfn(y)j)d�+

+

Z
Bn

h(y)d�+ k1

Z

nA

'(y; � jfn(y)j)d�+
Z

nA

h(y)d�

�
Z
A

 (y; �k2a)d�+

Z
A

'(y; � jfn(y)j)d�+ 2:
"

4

Donc

� (�k2fn) � " pour un certain � > 0 et n > N:

D�où

fn converge en modulaire dans L (
; �): (2.2.23)

De (2.2.22) et (2.2.23) on aura

L'(
; �)
�
,! L (
; �):

2) La nécéssité

Pour montrer que l�inclusion implique que  � ' on doit supposer que la mesure est

sans atomes et on suit les étapes de la démonstration du deuxième point du théorème

2.2.8

Théorème 2.2.10 [12]

Soient ',  2 �(
; �); on suppose que  est localement intégrable et la mesure � est sans

atomes alors

L'(
; �) ,! L (
; �) si et seulement si  � ':
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CHAPITRE

3 Les espaces de Lebesgue

généralisés

Dans ce chapitre on dé�nit les espaces de Lebesgue à exposants variables Lp(:)(
; �);

qui sont un cas particulier des espaces de Musielak-Orlicz et une généralisation des espaces

de Lebesgue classiques Lp.

Ces espaces sont di¤érents des espaces de Lebesgue Lp(
; �) par le fait que l�exposant

"p" n�est pas une constante mais une fonction mesurable dé�nie sur un ensemble mesurable


 à valeurs dans [1;1] :

3.1 Dé�nitions et propriétés

3.1.1 Exposant variable

Soit (
, �, �) un espace mesuré avec � une mesure �-�nie complète.

Dé�nition 3.1.1 On appelle exposant variable sur 
 toute fonction mesurable,

p : 
 �! [1; 1] ; on note P (
; �) l�ensemble de ces exposants.

On pose,

p+ = sup ess p = inf f� > 0; jpj � � �� p:pg ;

et

p� = inf ess p = inf f� > 0; jpj > � �� p:pg :
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Exemple 3.1.1 Soit 
 = R;alors les fonctions dé�nies par

p(y) = p avec 1 � p � 1:

p(y) = 2 + sin(y)

sont des exposants variables.

Remarque 3.1.1 Si 
 est un ouvert de Rnet � la mesure de Lebesgue sur Rn, alors on

note l�ensemble des exposants variables par P (
):

Dé�nition 3.1.2 (Exposant variable conjugué)

Si p 2 P (
), alors on dé�nit p0 2 P (
; �) par

1

p(y)
+

1

p0(y)
= 1:

La fonction p0 est appelée exposant variable conjugué (ou dual) de p:

Remarque 3.1.2

1) Dans toute la suite on considère les deux fonctions 'p(:)(y; t) = tp(y) et 'p(:)(y; t) =
1

p(y)
tp(y):

2) Si p+ <1; alors l�exposant variable p est dit borné.

3.1.2 Espaces de Lebesgue généralisés

Dé�nition 3.1.3 Soient p 2 P (
; �) et 'p(:) 2 �(
; �),alors

�p(:) :M(
; �) �! [1;1]

f 7�!
R



'p(y)(y; jf(y)j))d�;

est une modulaire et l�espace

Lp(:)(
; �) =

8<:f 2M(
; �) :
Z



'p(y)(y; � jf(y)j)d� <1 pour un certain � > 0

9=;
=

8<:f 2M(
; �) :
Z



j�f(y)jp(y) d� <1 pour un certain � > 0

9=; ;
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ou

Lp(:)(
; �) =

8<:f 2M(
; �) :
Z



j�f(y)jp(y)

p(y)
d� <1 pour un certain � > 0

9=;
est appelé espace de Lebesgue généralisé ou espace de Lebesgue à exposant

variable.

Remarque 3.1.3 Soient

L
p(:)
oc (
; �) =

�
f 2M(
; �) : �p(:)(f) <1

	
;

Ep(:)(
; �) =
�
f 2M(
; �) : �p(:)(�f) <1,8� > 0

	
;

alors

Ep(:)(
; �) � Lp(:)oc (
; �) � Lp(:)(
; �):

Remarque 3.1.4

Si 
 est un ouvert de Rnet � la mesure de Lebesgue sur Rn, alors on note respectivement

Lp(:)(
; �); L
p(:)

oc (
; �) et E
p(:)(
; �) par Lp(:)(
); L

p(:)

oc (
) et E
p(:)(
):

Remarque 3.1.5

Soit p 2 P (
; �), tel que p+ < +1:

alors,

'p(:) est localement intégrable.

Soit 'p(:) = tp(:); puisque, 8� � 0 et 8A 2 � avec �(A) < +1; on aZ



'p(:)(��A)d� =

Z
A

�p(y)d�

� �(A)max(�p
�
; �p

+

) < +1:

Mais la réciproque n�est pas toujours vraie, comme le montre l�example suivant.

Soient 
 = R et (Ak)k2N � R tels que les Ak sont deux à deux disjoints et

�(Ak) = exp(exp(�k)):
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On dé�nit

p(y) =

8<: k pour y 2 Ak
1 pour y 2 Rr [+1k=1Ak:

Alors pour tout � > 0 et pour tout A � R avec �(A) < +1 on aZ
R

'p(y)(��A)dy =

Z
R

j(��A)j
p(y)

dy

�
+1X
k=1

�k exp(exp(�k)) + ��(A) < +1:

ceci dit, bien que 'p(:) est localement intégrable, mais p
+ = +1:

Les normes sur l�espace Lp(:)(
; �)

1) La norme de Luxemburg

kfkp(:) = inf
�
� > 0; �p(y)(

f

�
) � 1

�
2) La norme d�Orlicz

kfkop(:) = sup
g2Lq(y)(
;�)
�q(y)(g)�1

Z



jf(y)g(y)j d� avec q(y) =
p(y)

p(y)� 1

3) La norme d�Amemiya

kfkAp(:) = inf
�>0

1

�

�
1 + �p(y)(�f)

�
:

Inégalité de Hölder généralisée

Lemme 3.1.1 [6]

Soient p; q; s 2 P (
; �) tels que 1
p(y)

+ 1
q(y)

= 1
s(y)

� � p:p; alors pour f 2 Lp(:)(
; �) et

g 2 Lq(:)(
; �) on a 8>>><>>>:
�s(:)(fg) � �p(:)(f) + �q(:)(g)

et

kfgks(:) � 2 kfkp(:) kgkq(:) :
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Lemme 3.1.2 [6]

Soit p 2 P (
; �) et 'p(:) = tp(:) alors,8>>><>>>:
S(
; �) � Lp(:)(
; �)

et

min f1; �(A)g � k�Akp(y) � max f1; �(A)g pour tout mesurable A � 
:

Preuve.

Comme une fonction simple est une combinaison linéaire �nie, de fonctions caractéris-

tiques, on obtient

S(
; �) � Lp(y)(
; �):

Soit A � 
 un sous ensemble mesurable avec �(A) < +1:Alors

�p(y)(
�A

max f1; �(A)g) =

Z



'(y;
�A(y)

max f1; �(A)g)d�

=

Z



���� �A(y)

max f1; �(A)g

����p(y) d�
=

Z
A

1

(max f1; �(A)g)p(y)
d�

�
Z
A

1

max f1; �(A)gd�

� 1

max f1; �(A)g�(A) � 1:

Puis d�après le lemme 1.4.1 on obtient



 �A
max f1; �(A)g






p(:)

� 1 ce qui donne 1

max f1; �(A)g k�Akp(:) � 1:

D�ou

k�Akp(:) � max f1; �(A)g : (3.1.1)
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Soit maintenant, � > 1 alors

�p(:)(
��A

min f1; �(A)g) =

Z



'(y;
��A(y)

min f1; �(A)g)d�

=

Z
A

�p(y)

(min f1; �(A)g)p(y)
d�

�
Z
A

�

min f1; �(A)gd�

� � > 1:

D�après le lemme 1.4.1 on a



 ��A
min f1; �(A)g






p(:)

> 1 on obtient
�

min f1; �(A)g k�Akp(:) > 1;

l�auteur dans [6] conclu que

d�ou

k�Akp(:) � min f1; �(A)g ; (3.1.2)

de (2.1.2) et (2.1.3) on obtient alors

min f1; �(A)g � k�Akp(:) � max f1; �(A)g :

Proposition 3.1.1 [5]

Soit p 2 P (
; �), si f 2 Lp(:)(
; �) alors f est localement intégrable.

Preuve.

Soit A � 
 avec �(A) < +1:

D�après l�inégalité de Hölder et le lemme 3.1.2Z
A

jf(y)j dy � c kfkLp(:) k�AkLq(:)(
) < +1:

En particulier si A est compact, on obtient l�intégrabilité local de f:

A�n de démontrer les théorèmes d�injection et de densité on donne quelques ré-

sultats sans démonstrations
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Lemme 3.1.3 [6]

Soit s 2 P (
; �): Alors
1

2
min

n
�(
)

1
s+ ; �(
)

1
s�
o
� k1ks(:) � 2max

n
�(
)

1
s+ ; �(
)

1
s�
o
;

pour tout ensemble 
; avec �(
) > 0:Où 1 désigne une fonction g(y) = 1 8 y 2 
:

Théorème 3.1.1 [6]

Soit p 2 P (
; �) alors les conditions suivantes sont équivalentes:

1) p+ <1;

2) Ep(:)(
; �) = L
p(:)
oc (
; �) = Lp(:)(
; �);

3) 'p(:) véri�e la condition-�2 avec la constante 2p
+
:

Théorème 3.1.2 [6]

L�espace (Lp(:)(
; �); k:kp(:)) est un espace de Banach.

L�espace dual

Rappellons que pour tout g 2 Lp0(:)(
; �) l�application Jg est dé�nie par8>>>><>>>>:
Jg(f) =

R



fgd�; où f 2 Lp(:)(
; �)

et

Jg 2
�
Lp(:)(
; �)

��
Théorème 3.1.3 [6]

Soit p 2 P (
; �);avec p+ <1 alors,

V : Lp
0(:)(
; �) �!

�
Lp(:)(
; �)

��
g 7! Jg

est un isomorphisme.

Théorème de séparabilité

Théorème 3.1.4 [6]

Soit p 2 P (
; �), tel que p+ <1 et � est une mesure séparable (voir la dé�nition 2.2.7),

alors

Lp(:)(
; �) est séparable.
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3.1. Dé�nitions et propriétés

Preuve.

Comme p est borné grâce à la remarque 3.1.5 'p(:) est localement intégrable.

D�aprés le théorème 2.2.6 on a

Ep(:)(
; �) = E'p(:)(
; �) est séparable.

Puisque p+ < +1 alors d�après le théorème 3.1.1 on obtient

Ep(:)(
; �) = Lp(:)(
; �):

D�ou

Lp(:)(
; �) est un espace séparable.

Résultats de convergence

En plus des résultats de convergence obtenus dans le chapitre précédent, nous donnons

d�autres résultats de convergence dans le cas où 
 est un ouvert de Rn:

Théorème 3.1.5 [5]

Soit p 2 P (
) on suppose que p+ < +1, pour tout f 2 Lp(:)(
) et pour toute suite

(fk)k2N � Lp(:)(
), les propriétés suivantes sont equivalentes

1) fk converge vers f en norme.

2) fk converge vers f en en modulaire.

3) fk converge vers f en mesure et pour un certain 
 > 0, �(
fk) �! �(
f):

Théorème 3.1.6 [5]

Soit p 2 P (
) et soit une suite de fonctions (fk)k2N � Lp(:)(
): Si (fk)k converge vers f

en norme alors elle converge vers f en mesure.

fk
k:kp(:)�! f =) fk

��! f
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3.2. Théorèmes d�injection

3.2 Théorèmes d�injection

Nous appelons constante de l�injection Lp(:)(
; �) ,! Lq(:)(
; �); la plus petite con-

stante k telle que kfkq(:) � k kfkp(:) :

Théorème 3.2.1 [6]

Soient p; q 2 P (
; �); on dé�nit l�exposant r 2 P (
; �) par

1

r(y)
= max

�
1

q(y)
� 1

p(y)
; 0

�
pour tout y 2 
:

1) Si q � p �� p:p et 1 2 Lr(:)(
; �); alors

Lp(:)(
; �) ,! Lq(:)(
; �) avec la constante de l�injection k � 2 k1kr(:) :

Avec 1 désigne une fonction g(y) = 18y 2 
:

2) Si � est sans atomes et Lp(:)(
; �) ,! Lq(:)(
; �) alors

q � p �� p:p

Preuve.

1) Supposons que q � p �� p:p:

Soit f 2 Lp(:)(
; �); alors

9� > 0 : �p(:)(�f) <1

Comme q � p, par la croissance de l�intégrale et celle de 'p(:) on auraZ



'q(:)(y; �f(y))d� �
Z



'p(:)(y; �f(y))d� <1:

Par suite

f 2 Lq(:)(
; �):

D�où

Lp(:)(
; �) � Lq(:)(
; �): (3.2.1)

Il reste à montrer qu�il existe k > 0 tel que 8f 2 Lp(:)(
; �) kfkq(:) � k kfkp(:) :
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3.2. Théorèmes d�injection

Puisqu�on a q � p �� p:p; 1
r(y)

= 1
q(y)

� 1
p(y)

et 1 2 Lr(:)(
; �);alors d�après l�inégalité

de Hölder donnée dans le lemme 3.1.1

kfkq(:) � 2 k1kr(:) kfkp(:) :

De (3.2.1) et (??)

Lp(:)(
; �) ,! Lq(:)(
; �):

2) Montrons que q � p �� p:p. On a par hypothèse Lp(:)(
; �) ,! Lq(:)(
; �) alors,

d�après le théorème 2.2.9 il existe h 2 L1(
); k1; k2 positives tels que

'q(:)(y; t) � k1'q(:)(y; k2t) + h(y):

Ce qui donne avec 'p(:)(y; t) = tp(y)

tq(y) � k1(k2t)p(y) + h(y):

Ou encore

tq(y) � ktp(y) + h(y) 8t � 0, y 2 
 (3.2.2)

Raisonnons par l�absurde,

supposons que q � p � � p:p n�est pas vraie, alors il existe un sous ensemble A � 


de mesure positive tel que

q(y) > p(y) pour tout y 2 A:

Comme
R



h(y)d� > 0 on peut trouver un sous ensemble B � A et une constante �

positive tels que

h(y) � �; 8y 2 B

En multipliant l�inégalité (3.2.2) par t�p(y)on trouve

tq(y)�p(y) � ktp(y)�p(y) + �t�p(y)

� k + �t�p(y):

Par passage à la limite quand t tend vers +1 on obtient une contradiction (+1 � k).

Par suite q � p �� p:p:
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3.2. Théorèmes d�injection

Remarque 3.2.1 [6]

Si �(
) <1 alors grâce au lemme 3.1.2 la condition 1 2 Lr(:)(
; �) est toujours véri�ée,

d�où le corollaire suvant.

Corollaire 3.2.1 [6]

Soient p; q 2 P (
; �); on suppose que � est sans atomes et �(
) <1 alors,

Lq(:)(
; �) ,! Lp(:)(
; �) avec la constante de l�injection k � 2(1 + �(
))

si et seulement si p(y) � q(y) �� p:p pour y 2 
:

Avant de caractériser les injections de la somme et de l�intersection de deux

espaces de Lebesgue généralisés, rappelons que pour deux espaces nornés X et Y ,

les espaces X \Y = ff : f 2 X; f 2 Y g et X +Y = ff = g + h : g 2 X; h 2 Y g sont

respectivement muni des normes

kfkX\Y = max fkfkX ; kfkY g

et

kfkX+Y = inf (kgkX + khkY )

et on donne quelques propriétés de 'p(:) sans démonstration.

Proposition 3.2.1 [6]

Soit 1 � p � q � r � 1 alors 8t � 0 on a

'q(t) � 'p(t) + 'r(t) (3.2.3)

et
'p (max ft� 1; 0g) � 'q(t)

'r (min ft; 1g) � 'q(t)
(3.2.4)

Lemme 3.2.1 [6]

soient p; q, r 2 P (
; �), avec p � q � r �� p:p dans 
: alors

Lp(:)(
; �) \ Lr(:)(
; �) � Lq(:)(
; �):
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3.2. Théorèmes d�injection

Preuve.

Soit f 2 Lp(:)(
; �) \ Lr(:)(
; �) avec

kfkLp(y)(
;�)\Lr(:)(
;�) � 1

C�est à dire

max fkfkLp(:) ; kfkLr(:)g � 1:

D�après le lemme 1.4.1

�p(:)(f) � 1 et �r(:)(f) � 1:

D�après l�inégalité (3.2.3) de la demarque 3.2.1

�q(:)(f) � �p(:)(f) + �r(:)(f) � 2:

D�où

f 2 Lq(:)(
; �):

Remarque 3.2.2 Pour démontrer la continuté de

i : Lp(:)(
; �) \ Lr(:)(
; �) �! Lq(:)(
; �)

voir le théorème 3.3.11 page 83 du livre [6].

Théorème 3.2.2 [6]

soient p; q, r 2 P (
; �), avec p � q � r �� p:p dans 
: alors

Lq(:)(
; �) ,! Lp(:)(
; �) + Lr(:)(
; �):

Preuve.

Soit g 2 Lq(:)(
; �) avec kgkq(:) � 1; d�près le lemme 1.4.1 �q(:)(g) � 1:

On dé�nit,

g0 = sign(g)max fjgj � 1; 0g ;

et

g1 = sign(g)min fjgj ; 1g ;
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3.2. Théorèmes d�injection

alors on obtient,

g = g0 + g1

Par suite,

Lq(:)(
; �) � Lp(:)(
; �) + Lr(:)(
; �):

D�apès l�inégalité 3.2.4 de la remarque 3.2.1 on a

'p(g0) = 'p (sign(g)max fjgj � 1; 0g) � 'q(g) � 1;

et

'r(g1) = 'r (sign(g)min fjgj ; 1g) � 'q(g) � 1:

Grâce au lemme 1.4.1

kg0kp(:) � 1 et kg1kr(:) � 1:

En particulier,

kgkLp(:)(
;�)+Lr(:)(
;�) = inf
g=g0+g1

n
kg0kp(:) + kg1kr(:)

o
� 2 kgkq(:) :

Donc

Lq(:)(
; �) ,! Lp(:)(
; �) + Lr(:)(
; �):

Lemme 3.2.2 [6]

Soient 'p(:) = tp(:); p 2 P (Rn) et q 2 [1; 1] On dé�nit s 2 P (Rn) par

1

s(y)
=

���� 1p(y) � 1q
���� :

Alors, 1 2 Ls(:)(Rn) si et seulement si

Lmaxfp(:); qg(Rn) ,! Lp(:)(Rn) ,! Lminfp(:); qg(Rn):

Preuve.

1) Supposons que les injections ont lieu, alors grâce au théorème 3.2.1 on a 1 2 Ls(:)(Rn):
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3.2. Théorèmes d�injection

2) Supposant que 1 2 Ls(:)(Rn) et soit 
 2]0; 1[ tel que

�s(:)(
) <1:

On dé�nit r1 et r2 comme suit

1
r1(y)

= 1
maxfp(y); qg �

1
p(y)

8y 2 Rn

1
r2(y)

= 1
p(y)

� 1
maxfp(y); qg 8y 2 Rn

Alors,

s � r1 et s � r2 �� p:p;

et comme 
 2]0; 1[ on aura

�r1(:)(
) � �s(:)(
) <1

�r2(:)(
) � �s(:)(
) <1

D�où 8>>><>>>:

 2 Lr1(:)(Rn)

et


 2 Lr2(:)(Rn):

En particulier, pour 
 = 1 on a le même résultat

Appliquant maintenant le théorème 3.2.1;

D�une part, pour l�exposant r1; on a

1

max fp(y); qg �
1

p(y)
� 0

Par suite,
1

min fp(y); qg �
1

p(y)
� 0;

et comme 1 2 Lr1(:)(Rn) on aura

Lp(:)(Rn) ,! Lminfp(:); qg(Rn): (3.2.5)

D�autre part, On a

1

r2(y)
=

1

p(y)
� 1

max fp(y); qg � 0;
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3.3. Théorèmes de densité

et comme 1 2 Lr2(:)(Rn) on aura

Lmaxfp(:); qg(Rn) ,! Lp(:)(Rn) (3.2.6)

De (3.2.5) et (3.2.6) on obtient

Lmaxfp(:); qg(Rn) ,! Lp(:)(Rn) ,! Lminfp(:); qg(Rn):

3.3 Théorèmes de densité

Théorème 3.3.1 [6]

Soit p 2 P (
; �);avec p+ < +1 alors l�ensemble des fonctions simples S(
; �) est dense

dans Lp(:)(
; �):

S
k:kp(:)

(
; �) = Lp(:)(
; �):

Preuve.

Comme p+ < +1, d�après la remarque 3.1.5 ' est localement intégrable et grâce au

théorème de densité 2.2.4 on a

S(
; �) est dense dans Ep(:)(
; �)

Du théorème 3.1.1, comme p+ < +1; on a

Ep(:)(
; �) = Lp(:)(
; �)

D�ou

S
k:kp(:)(
; �) = Lp(:)(
; �):

Remarque 3.3.1 [6]

Comme l�ensemble des fonctions simples S(
) est un sous ensemble de L1(
) \ Lp(:)(
)

alors il en découle du théorème 3.3.1 que

L1(
) \ Lp(:)(
) est dense dans Lp(:)(
):

65



3.3. Théorèmes de densité

Théorème 3.3.2 [5]

Soit p 2 P (
), on suppose que p+ < +1 alors, l�ensemble des fonctions bornées à support

compact est dense dans Lp(:)(
):

Preuve.

Soit (Ak)k2N une suite de sous ensembles compacts de 
 tel que 
 =
+1
[
k=1

Ak:

Pour l�instant, soit

Ak =

�
x 2 
 : dist(x; @
) � 1

k

�
\B(0; k):

où B(0; k) est la boule fermée de centre 0 et de rayon k:

Soient f 2 Lp(:)(
; �) et (fk)k2N dé�nie par

fk(y) =

8>>><>>>:
k si fk(y) > k

f(y) si � k � f(y) � k

�k si fk(y) < �k

Soit

gk(y) = fk(y)�Ak(y):

Comme f est �nie �� p:p, lim
k!1

gk = f �� p:p.

Oomme f 2 Lp(:)(
) et jgk(y)j � jf(y)j alors gk 2 Lp(:)(
):

Par conséquent, puisque p+ < +1, par le théorème de la convergence dominée, on

obtient

gk
k:kp(:)�! f:

Corollaire 3.3.1 [5]

Soit p 2 P (
), on suppose que p+ < +1, alors les ensembles des fonctions continues à

support compact Cc(
) est dense dans Lp(:)(
):

Cc(
)
k:kp(:) = Lp(:)(
):
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3.3. Théorèmes de densité

Preuve.

On �xe f dans Lp(:)(
) et " > 0; et on cherchera à trouver une fonction h 2 Cc(
) tel que

kf � hkLp(:)(
) < ":

D�après le théorème 3.3.2, il existe une fonction bornée à support compact g, tel que

kf � gkLp(:)(
) <
"

2
;

soit Supp(g) � B \ 
, pour une certaine boule B.

Comme on a p+ < +1 alors par le théorème 7 de l�annex B on a

Cc(B \ 
) est dense dans Lp
+

(B \ 
);

donc il existe une fonction h 2 Cc(B \ 
) � Cc(
) tel que

kg � hkLp+ (
) = kg � hkLp+ (B\
) �
"

4(1 + �(B \ 
)) :

Par suite, grâce au corollaire 3.2.1 on a

kg � hkLp(:)(
) � 2(1 + �(B \ 
)) kg � hkLp+ <
"

2
;

donc

kf � hkLp(:)(
) = kf � h+ g � gkLp(:)(
)

� kf � gkLp(:)(
) + kg � hkLp(:)(
)

� "

2
+
"

2
:

D�où

kf � hkLp(:)(
) � ":

Remarque 3.3.2 [5]

Soit p 2 P (
), si p+ < +1 alors

\
q>1
Lq(
) est dense dans Lp(:)(
):

Car cette intersection contient Cc(
):
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3.3. Théorèmes de densité

Théorème 3.3.3 [6]

Si p 2 P (
); avec p+ < +1; alors, l�ensemble des fonctions indé�niment dérivables à

support compact C1c (
) = D(
); est dense dans Lp(:)(
):

D(
)
k:kp(:) = Lp(:)(
):

Preuve.

Puisque p+ < +1; alors, d�après le théorème 3.3.1 l�ensemble des fonctions simples est

dense dans Lp(:)(
); et puisque les fonctions simples appartiennent à Lp
�
(
; �)\Lp+(
; �);

donc elles peuvent être approximées par une suite de D(
) dans lui même, ce qui

donne le résultat car Lp
�
(
) \ Lp+(
) s�injecte dans Lp(:)(
):

Notation 3.3.1

Il est parfois necessaire de considerer un sous ensemble de fonctions de Lp(y)(
; �); de

moyenne nulle, dé�ni comme suit:

L
p(:)
0 (
) =

8<:f 2 Lp(:)(
; �);
Z



f(y)dy = 0

9=; pour tout domaine 
 avec �(
) < +1.
L�ensemble des fonctions indé�niment dérivables à support compact de moyenne nulle

est noté par C1c;0(
):

Proposition 3.3.1 [6]

Soit 
 un ouvert connexe de Rn et soit p 2 P (
) un exposant borné. Si �(
) < 1 ou

p� > 1 alors,

C1c;0(
) est dense dans L
p(:)
0 (
):

Preuve.

1) On commence d�abord par le cas où �(
) <1:

On se donne une fonction  2 C1c (
) qui satisfait
R



 dy = 1:

Soit f 2 Lp(:)0 (
) � Lp(:)(
) et d�apès le théorème 3.3.3 il existe une suite de fonctions

( efk) 2 D(
), qui converge vers f dans Lp(:)(
):
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3.3. Théorèmes de densité

Comme 
 est de mesure �nie, grâce à l�inégalité de Hölder du lemme 3.1.1 on obtient


f � efk



L1
(
)

� 2 k�
kp0(:) kf � fkkp(:) :

Par conséquent 8>>>><>>>>:
lim

k!+1
efk = f dans L1(
)

et

lim
k!+1

R



efkdy = R



fdy = 0:

Posons

fk = efk �  

Z



efkdy
Alors

fk 2 C1c;0(
)

De plus

kf � fkkp(:) =







f � efk +  

Z



efkdx







p(y)

�



f � efk




p(:)
+ k kp(:)

������
Z



efkdx
������

Par passage à la limite lorsque k �! +1, on obtient

lim
k�!+1

kf � fkkp(:) = 0:

Ainsi C1c;0(
) est dense dans L
p(:)
0 (
):

2) supposons maintenat que �(
) = +1 et p� > 1:

On choisit une suite croissante de domains (
j)j �� 
 tels que

1
[
j=1

j = 
 , 
j borné et �(
j) � 1 8j 2 N

et une suite de fonctions non négatives  j 2 D(
j) qui véri�ent8>>>><>>>>:

R

j

 jdx = 1

et

 j � c 1
�(
j)

�
j : (*)

69



3.3. Théorèmes de densité

De l�inégalité (*) et grâce lemme 3.1.3 on obtient

 j

p(y) � c
1

�(
j)




�
j



p(y)

(3.3.1)

� cmax
n
�(
j)

�1+ 1
P� ; �(
j)

�1+ 1
P+

o
:

Par suite

lim
j!1



 j

p(:) = 0:
Pour f 2 Lp(:)0 (
) le théorème 3.3.3 implique qu�il existe une suite ( efk)k2N � C1c (
),

qui converge vers f dans Lp(:)(
) c�est à dire


 efk � f




p(:)
� "

On a 


 efk



p(:)

=



 efk � f + f





p(:)

�



 efk � f





p(:)
+ kfkp(:)

� "+ kfkp(:) :

Pour " = 1;on aura 


 efk



p(:)
� 1 + kfkp(:) : (3.3.2)

On pose maintenant

fk = efk �  jk

Z

k

efkdy;
où jk est une suite croissante dans N qui va être choisie par la suite.

Par dé�nition de fk on a

fk 2 C1c;0(
):

De (3.3.2) etl�inégalité de Hölder (3.1.1) on obtient l�estimation suivante

kf � fkkp(:) =







f � efk +  jk

Z

k

efkdy







p(:)

�



f � efk




p(:)
+


 jk

p(:)

������
Z

k

efkdy
������

�



f � efk




p(:)
+


 jk

p(:) 2

�
k

p0(:) �kfkp(y) + 1� :
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Comme �(
k) < +1, d�après le lemme 3.1.2; l�ensemble des fonctions simples est inclus

dans Lp
0
(:)(
) ainsi

�
k 2 L
p0(:)(
)

De (3.3.1), on peut choisir jk de sorte que

 jk

p(:) 

�
k

p0(:) � 2�k:
Avec ce choix de jk on a l�estimation suivante

kf � fkkp(:) �



f � efk




p(:)
+ 2�k+1

�
kfkp(:) + 1

�
En faisant tendre k vers l�in�ni on aura

lim
k!1

kf � fkkp(:) = 0

Ainsi C1c;0(
) est dense dans L
p(:)
0 (
):
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Conclusion

Conclusion
Nous estimons que la théorie des espaces de Musielak-Orlicz est un domaine très

intéressant et trouve beaucoup d�applications (Optimisation, EDP...); et avec les condi-

tions les plus faibles 1 < p� � p+ < 1 les espaces de Lebesgue généralisés ont aussi

de nombreuses propriétés intéréssantes. Comme la théorie de ces espaces est d�actualité

beaucoup de questions sont encore posées:

-Trouver un ensemble dense dans Lp(:) quand p+ =1:

-Sous quelles conditions l�ensemble Lp(:) \ [
1�p<1

Lp est dense dans Lp(:):

-Caractériser le dual de Lp(:) quand p+ =1:
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Annexe A

Quelques rappels d�analyse fonctionnelle
Dé�nition 1

Une fonction f est dite semi-continue inférieurement en x0 si l�une des propriétés équiva-

lentes suivantes est véri�ée,

a) Pour tout " > 0; il existe un voisinage U de x0 tel que pour tout x 2 U :

f (x0)� " � f (x) .

b) lim
x!x0

inf f (x) = f (x0).

Dé�nition 2

Soit X un espace normé et soit f � : X� �! R la fonction conjugée de f : X �! R; alors

on dé�nit la biconjuguée de f par f �� dé�nie ainsi

f �� : X �! R

x 7�! f ��(x) = sup
x2X�

fhx; x�i � f �(x�)g

théorème 1 [8] (Fenchel-Moreau)

Soit X un espace normé et soit f : X �! R une fonction convexe, les propriétés suivante

sont équivalentes.

1) f est semi-continue inférieurement.

2) f �� = f:

Dé�nition 3

Soient E et Fdeux espaces de Banach. On dit que E s�injecte continûment dans F et on

note E ,! F si les conditions suivantes sont véri�ées:

(i) E est un sous-espace de F:

73



Annexe A

(ii) Toute suite convergente dans E est convergente dans F:

Autrement dit, l�identité I : E �! F est continue, ou encore 9 c > 0 telle que

kfkF � c kfkE pour tout f 2 E:

Dé�nition 4

Soit E un espace de Banach et soit F � E On dit que F est dense dans E si pour tout

" > 0 et f 2 E; il existe g 2 F tel que

kg � fkE � ":

L�ensemble F permet d�approximer un élement f 2 E par une suite (gn) 2 F telle que

kgn � fkE � ":

Dé�nition 5

On dit qu�un espace de Banach est séparable s�il contient un sous ensemble dénombrable

dense.

Quelques rappels de la théorie d�intégration

Soit (
, �, �) un espace mesuré.

Mesure (�-�nie, non atomique et complète)

Dé�nition 6

On dit que la mesure � est ���nie lorsqu�il existe un recouvrement dénombrable de


 par des sous-ensembles de mesure �nie, c�est-à-dire lorsqu�il existe une suite (
n)n2N

d�éléments de la tribu �, tous de mesure �nie, avec :


 =
[
n2N


n:

Dé�nition 7

Un ensemble 
 2 � est dit un atome si, � (
) > 0 et pour tout sous-ensemble mesurable

B de 
 avec � (
) > � (B) alors, � (B) = 0.
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Dé�nition 8

Une mesure est dite non atomique ou sans atomes si pour tout ensemble mesurable


 avec � (
) > 0, il existe un sous-ensemble mesurable B de 
 tel que :

� (
) > � (B) > 0.

C�est-à-dire : 
 n�est pas un atomes.

Dé�nition 9

On dit que la mesure � est complète si, tout ensemble négligeable est mesurable. C�est-

à-dire, pour tout ensemble N 2 � véri�ant � (N) = 0 et pour toute partie 
 � N , alors


 2 �, ou encore


 est négligeable () � (
) = 0.

Théorème de la convergence monotone (ou de Beppo-Levi)

Le théorème suivant est un résultat d�interversion limite-integrale dans le cadre de

l�intégrale de Lebesgue.

Théorème 2 [1]

Si (fn)n2N est une suite croissante de fonctions mesurables positives convergeant vers f ,

alors :

lim
n�!1

Z



fnd� =

Z



fd�.

Lemme de Fatou

Le lemme de Fatou est un résultat important de la théorie de l�intégration de Lebesgue.

Ce lemme compare l�intégrale d�une limite inférieure de fonctions mesurables positives avec

la limite inférieure de leurs intégrales.

Théorème 3 [1]

Pour toute suite (fn)n2N de fonctions mesurables positives, on a :Z



lim
n�!1

inf fnd� � lim
n�!1

inf

Z



fnd�.
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Théorème de la convergence dominée de Lebesgue

Le théorème de la convergence dominée de Lebesgue est l�un des théorèmes les plus

importants de la théorie de l�intégration. Il permet de résoudre, dans des conditions très

générales, le problème de passage à la limite sous le signe intégral.

Théorème 4 [1]

Soit (fn)n2N une suite de fonctions mesurables véri�ant,


) lim
n�!+1

fn (t) = f (t) �� p:p: t 2 


b) il existe une fonction ��intégrable g telle que :

8n 2 N, jfn(x)j � g(x) �� p:p: t 2 
.

Alors, f et fn sont ��intégrables et on a : limn�!1

Z



fnd� =

Z



fd�.

Dé�nition 10(fonction simple)

Soit (
;�; �) un espace mesuré. On dit qu�une fonction f : (
;�; �) �! R est étagée

(simple) si elle est combinaison linéaire �nie de fonctions caractéristiques d�ensembles

mesurables de mesure �nie, c-à-d:

f(x) =
kX
i=1

si�
i(x) avec �(
i) <1; si 2 R8i = 1; k

L0ensemble des fonctions simples est noté S(
; �):

Si 
 est un ouvert de Rn, et � la mesure de Lebesgue sur Rn on le note S(
):

Approximation par des fonctions étagées

Une propriété essentielle des fonctions mesurables positives est qu�elles sont approx-

imables par des fonctions étagées:

Théorème 5 [1]

Soit f une fonction mesurable positive, alors il existe une suite de fonctions (fk) étagées,

positives et croissante qui converge simplement vers f:

Espace de Lebesgue
Dé�nition 11

Soit p un nombre réel positif. On note par Lp(
) la classe de toutes les fonctions
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mesurables f dé�nies sur 
 telle queZ



jf(x)jp dx <1:

Pour toute fonction f 2 Lp(
); on pose

kfkp =

0@Z



jf(x)jp d�

1A 1
p

Théorème 6[2]

L�espace
�
Lp(
); kfkp

�
est

(1) un espace de Banach pour 1 � p � 1 (théorème de Fischer-Riesz).

(2) un espace séparable pour 1 � p <1.

(3) L2(
) est un espace de Hilbert.

Inégalité de Hölder

Lemme 1[2]

Soient 1 � p < 1 et q l�exposant conjugué de p (1
p
+ 1

q
= 1). Soient f 2 Lp(
) et

g 2 Lq(
); alors 8>>>><>>>>:
fg 2 L1(
)

etR



jfgj d� � kfkLp(
) kgkLq(
) :

Théorèmes d�injection

Soit 
 un ouvert de Rn muni de la mesure de Lebesgue.

Théorème 7 [2]

Si �(
) <1; et 1 � p � q � 1:alors

Lq(
) ,! Lp(
):
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Théorèmes de densité

Soit 
 un ouvert de Rn muni de la mesure de Lebesgue.

Théorème 8[2]

L�ensemble des fonctions simples bornées est dense dans L1(
):

Théorème 9[2]

L�ensemble des fonctions étagées est dense dans Lp(
), 8 1 � p < 1:

Théorème 10[2]

L�ensemble des fonctions intégrables est dense dans Lp(
), 8 1 � p < 1:

Théorème 11[2]

L�ensemble Cc(
) des fonctions continues à support compact est dense dans Lp(
);

8 1 � p < 1:

Théorème 12[2]

L�ensemble D(
) = C1c (
) des fonctions indé�niment dérivables à support compact est

dense dans Lp(
); 8 1 � p < 1:
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Résumé

Dans ce travail on s�est intéréssé à deux notions à savoir:

� La notion de densité rend plus accessible la démonstration de certaines assertions, il est

souvent moins di¢ cile de montrer une certaine assertion pour des espaces plus "accueuil-

lant", puis utiliser la densité pour l�obtenir dans le cas général.

� La notion d�injection des espaces dans d�autres espaces ne manque pas aussi d�importance

pour étudier les propriétés géométriques et topologiques des espaces fonctionnels.

Notre travail est structuré en trois chapitres. Dans le premier chapitre nous

rappelerons les resultats essentiels sur les espaces modulaires. Dans le second chapitre nous

presenterons les espaces de Musielak-Orlicz, dans un premeier temps, nous dé�nissons ces

espaces et ennoçons leurs propriétés fondamentales, ensuite nous donnerons les théorèmes

de densité et d�injection. Le troisième chapitre est consacré à l�études des théorèmes de

densité et d�injection dans les espaces de Lebesgue à exposants variables.


