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Introduction

Les premiéres tentatives pour généraliser les espaces de Lebesgue classiques LP (1 <
p < 400) ont été faites au début de 'année 1930 par W. Orlicz, quand il a considéré

I’espace fonctionnel L¥(€2, 1) défini par

LA p) =< fe M, u), tel que p(Af) = /gp(A |f(x)]) dx < 400 pour un certain A > 0
Q

ol ¢ est une fonction convexe dite fonction d’Orlicz qui posséde des propriétés ana-
logues & celles de la fonction puissance, qui définie les espace de Lebesgue usuels.

Par la suite H. Nakano s’est concentré sur I’étude des propriétées principales de la
fonction p, ce qui I’a amené a définir une classe plus large d’espaces fonctionnels, appelés
espaces modulaires. En 1959 W. Orlicz et J. Musielak ont développé la théorie des espaces
de Musielak-Orlicz, qui sont un exemple d’espaces modulaires, défini de la méme maniére
que les espaces d’Orlicz, en considérant une fonction ¢ définie sur 2 x [0, 4-00] & valeurs
dans [0, +00], telle que, ¢(.,t) est mesurable, et ¢(x,.) est une fonction d’Orlicz, ¢(x,t)
est appelée fonction d’Orlicz généralisée ou encore fonction de Musielak-Orlicz.

Notre travail consiste en premier lieu & présenter ces espaces de Musielak-Orlicz,
en donnant leurs propriétés et celles de la fonction qui les définissent. Une attention
particuliére est accordée aux théorémes de densité et d’injection.

En second lieu, on s’intéressera a un cas particulier de ces espaces, qui sont les espaces
de Lebesgue a exposants variables et pour donner un sens & ces espaces des exemples

¢élémentaires sont présentés dans [5]:



Introduction

Exemple 1:
f:R— R*
7 f@) = o] T
cette fonction n’appartient pas & LP(R) pour tout p 1 < p < +4o00. En effet pour
une valeur donnée a p, f se développe trés rapidement a l'origine et décroit lentement a

'infini. On considére les espaces L? et L*, puis on partage le domaine de f et on trouve

ferL2(-2,2]) et f € LARN[-2,2]).

Figure(1) : Représentation graphique de la fonction f(z)

Exemple 2:

Considérons la fonction g définie par
g:R— RT
v g(a) = lal ¥ 4o — 1|7
alors on a g € L?([—2,2]), ou plus généralement, elle est dans LP([—2,2]) pour tout
1<p<3.
D’autre part, g ¢ L*(R\ [-2,2]) : on a g € LP(R\ [-2,2]) pour p > 4, mais g €
LQ([_L %])7 g e LS([%72]) et g e L%(R\ [_172])
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Figure(2) : Représentation graphique de la fonction g(z)
L’inconvénient de cette approche apparait lorsqu’on considére des fonctions plus
compliquées. Les espaces de Lebesgue généralisés, donne une approche differente, on laisse
le domaine tel qu’il est, et faisons varier ’exposant, par exemple soit

9lz|+2 9 5
play = X290

S 2z 1 2 2p|+1
alors, p(0) = 2, p(1) = & et p(x) — § quand |z| — +o0, de plus

/V@W@M<+awy/mwwﬂw<+m
R R

autrement dit 'exposant variable p(.) nous permet de décrire avec plus de précision le
comportement de chaque fonction.

Ces exemples motivent la définiton des espaces de Lebesgue & exposants variables

On se donne un ensemble mesurable 2 et une fonction mesurable p : Q@ — [1, +o0]

et on définit L70) () I'ensemble des fonctions mesurables f tel que [ |f(z)|"™ dz < +o0.
Q



Introduction

Notre travail est structuré en trois chapitres

Dans le premier chapitre nous rappelons les resultats essentiels sur les espaces modulaires,
indispensables pour la suite du travail.

Dans le second chapitre nous présentons les espaces de Musielak-Orlicz, dans un premier
temps, nous définissons ces espaces et énnocons leurs propriétés fondamentales, la complé-
tude, la dualité, la séparabilité... nous terminons ce chapitre par les théorémes de densité
et d’injection.

Le troisiéme et dernier chapitre est consacré a I’études des théorémes de densité et
d’injection dans les espaces de Lebesque & exposants variables. A titre d’illustration des

exemples sont présentés dans chaque chapitre.



CHAPITRE

Les espaces modulaires

Dans ce chapitre introductif nous présentons une classe importante d’espaces fonc-
tionnels appelés espaces modulaires, nous nous intéressons aux propriétés et résultats

essentiels pour ’étude des espaces de Musielak-Orlicz.

1.1 Définitions et propriétés

Définition 1.1.1 Soit X un espace vectoriel réel.

La fonction p : X — [0 ,400 | est dite semi-modulaire sur X siles propriétés suivantes
sont verifieés.

(1) p(0) =0,

(2) p(Ax) = p(x) pour tout x € X et A € R avec |A| =1,

(3) p est convexe, c’est a dire p(ax + By) < ap(x) + Bp(y) ¥V a, 8 >0 avec o + 3 = 1,
(4) p(Ax) = 0 pour tout A > 0 implique x = 0.

La semi-modulaire est dite modulaire si p(z) = 0 implique x = 0.

Définition 1.1.2 Si p est une semi-modulaire (resp. modulaire) sur X alors,
X, = {x €eX: }\iir(l)p(/\x) = O}

est dit espace semi-modulaire (resp.espace modulaire).

Théoréme 1.1.1 [6]

Soit p une semi-modulaire sur X alors X, est un R-espace vectoriel.



1.2. Continuité d’une modulaire

Preuve.
Soient z, y € X, et A € R\ {0}.
Par définition de I'espace X, et comme p(Az) = p(|A|z) on a ax € X,,.

Gréce a la convexité de p on a

1 1
0<pAz+y)) < 5p(22) + 5p (24y).
D’ou
1 1
. | 1 _
limp (A(z +y)) < Imop (2Az) + limop (2hy) = 0
Par suite

r+yeX,.

Ainsi X, est un espace vectoriel. m

Remarque 1.1.1

L espaces semi-modulaire X, est muni de la norme de Luxemburg définie comme suit

||x||p:inf{)\>0:p(§> §1}

Une autre norme est définie sur cet espace semi modulaire X, dite norme d’Amemiya,

donnée par
1

S p()]

A .
]2 = int
De plus, on a

A
lll, < ll=ll,; < 2=,

1.2 Continuité d’une modulaire

La modulaire p est dite
1) continue & droite si limp(Ax) = p(z) pour tout = € X,,,
A1
2) continue & gauche si limp(Az) = p(x) pour tout z € X,
<

A—=1
3) continue si elle est continue a droite et a gauche.



1.3. Propriétés de la modulaire

1.3 Propriétés de la modulaire

Soit p une semi-modulaire sur X alors
p(Az) = p(|Alx) < Alp(z)  V[A[ <1

p(Az) = p(|A[z) > [N p(z) VA >1
2) p(>-auz;) <> auip(x;) pour a; > 0, oy = 1.
i=1 =1 =1

3) Pour z € X, I'application A — p(Az) est non décroissante.
Remarque 1.3.1 La premiére propriété permet de définir aussi X,comme suit:
X, ={x € X : p(Ar) < 0o pour un certain A > 0} .

Puisque pour 0 < N < \on a

/

p(Nx) = p(%)\x) < )\Xp()\x) — 0 quand X — 0.

Théoréme 1.3.1 [6]
Soit p une semi-modulaire sur X alors p est semi-continue inférieurememt sur X, c’est
a dire:

p(z) < liminfp(xy) pour tout zyx, x € X, avec lim xj = .

k—+o00 k—-+o00

1.4 Modulaire et norme

Lemme 1.4.1 [6]

Soit p une semi-modulaire sur X alors on a
], < 1 pla) < 1.
St de plus p est continue alors
Izl < 1 pa) <1
zll, =1 p(z) =1



1.5. Convergence dans les espaces modulaires

Corollaire 1.4.1

Soit p une semi-modulaire sur X alors

lzll, < 1= plz) < |=fl, <1
lzll, > 1= [lz]l, < p()

lz]l, < p(z) +1

De plus, si p(Ax1) < p(Az2) pour tout A >0 et 21,25 € X alors |21, < [[22]] -

1.5 Convergence dans les espaces modulaires

En plus, de la convergence au sens de la norme, on a la convergence modulaire définie

comme suit:

Définition 1.5.1 Une suite (z,,) € X, sera dite p-convergente ou modulaire conver-

gente vers x (on ecrit x,, —— x ) s’il existe un X\ > 0 tel que
lim p (A (z, —x)) = 0.

n—oo

Le résultat suivant caractérise la convergence en norme d’une suite de fonctions

en terme de convergence modulaire. On se réstreint au cas de la convergence vers zéro.

Lemme 1.5.1 [6]

Soit p une semi-modulaire sur X et (z,) C X, alors,
lim ||z, , =0 si et seulement si lim p (Az,) = 0 pour tout A > 0.

n—o0

Preuve.

Supposons que lim [z, |, = 0, alors
VA >0, Va>1ona lim [[aAz,|, =0,
ce qui implique que

Ve > 0, dng > 0 tel que Vn > ng Ha)\:z:an <e.



1.5. Convergence dans les espaces modulaires

Pour € =1 et d’aprés le lemme 1.4.1
oAz, |, <1 = p(arz,) <1,
et grace aux propriétés de la modulaire on obtient,
p O = p(DAr,) < Spladr,) < -

d’ou

lim p (A\z,) =0

n—oo

Inversement, supposons maintenant que lim p(A\x,) = 0 VA > 0 alors p(A\z,) < 1ile
lemme 1.4.1 implique que

1
Aznll, <1T=lznll, <

>

on obtient lim [|z,|,=0. m
n—oo

1.5.1 Propriétés de la convergence modulaire

1) Siz, L, rety, 2 ydans X, alors pour tout «, 3 € R (ou C) ax,+ By, L, az+By.
2) La convergence en norme entraine toujours la convergence modulaire. La réciproque

n’est pas toujours vrai comme le montre ’exemple suivant.

Exemple 1.5.1 Soient Q =]1,00[, f =1, fu(x) = xp () et p(f) = [ |f[" dz alors on a
Q

p (%(f - fk))

k

JEE R

1
k

= /2—1xdxk_)—o>o()
1

p . .
Donc fr, — f pour A = %; mais fr ne converge pas en norme vers f, il suffit de prendre

A=1.
k

p(f—fk)—/ﬁdx’“—‘)?oo.

1



1.5. Convergence dans les espaces modulaires

Le lemme suivant nous donne une condition pour I’équivalence de ces deux modes de

convergence.

Lemme 1.5.2 [6]
La convergence modulaire et la convergence en norme sont equivalentes si et seulement
St,

plan) — 0= p(2z,) — 0

n—oo n—oo

Preuve.
On suppose que la convergence modulaire et la convergence en norme sont équivalentes
et on montre que

plen) — 0= p(22,) — 0

n—oo n—oo

Soit (z,,) une suite de X, avec lim p (x,) = 0 alors lim ||z,|| = 0.

n—o0

Par le lemme 1.5.1 on obtient,

lim p(Az,) =0 VA > 0,

n—oo

2
p(2z,) = P(Y)\l’n)

2 ! /
A
par passage a la limite on obtient

lim p(2z,) = 0 YA" > 0.

n—oo

Inversement, soit (z,,) une suite de X, modulaire convergente vers 0 et montrons qu’elle
est fortement convergente vers 0. Ceci revient a montrer que lim p(Az,) =0 VYA > 0.
n—oo
Pour A > 0 fixé, choisissons m € N tel que 2™ > A, on a
lim p(2x,) = 0 alors lim p(2"x,) =0
n—oo n—oo

D’apres les propriété de la modulaire on aura

A A
0 < lim p(Az,) = lim p(2—m2mxn) < om lim p(2"x,) =0

n—oo n—oo

10



1.6. Notions topologiques dans les espaces modulaires

Donc par le lemme 1.5.1, on
lim ||z, , =0 < lim p (A\z,) =0, VA > 0.

on obtient

lim ||z,| = 0.
n—oo

Remarque 1.5.1 Si l’une des conditions d’équivalence dans le lemme précédent est véri-

fiée on dit que p satisfait la condition-Ay faible.

Lemme 1.5.3 [6]

Soit p une semi-modulaire sur X on suppose qu’elle satisfait la condition-As faible alors,

Ve>0,30>0:p(x) <d=|zf,<e

1.6 Notions topologiques dans les espaces modulaires

Définition 1.6.1 Soit X, un espace modulaire et A un sous ensemble de X, alors,

1) A est dit p-fermé si (v,) C A et x, = 2 alors © € A.

2) Le plus petit sous ensemble p-fermé contenant l’ensemble A C X, sera dit p-fermeture
de A, noté A”.

3) Si A” = X, alors A sera dit p-dense dans X,,.

4) Un espace modulaire X, est dit p-séparable, s’il contient une partie dénombrable

p-dense.

Remarque 1.6.1 [12/

Un ensemble fermé pour la norme n’est pas forcement p-fermé.

1.7 Modulaire conjuguée et espace dual

Soit X un espace normé, son dual X* est ’ensemble de toutes les fonctions linéaires

continues (bornées) sur X a valeurs dans R ou C.

11



1.7. Modulaire conjuguée et espace dual

X* est muni de la norme

lo*lx. = sup |<a®z>|= sup [2°(a)]

Izl x <1 llzllx <1

Définition 1.7.1 Soit une semi modulaire (ou modulaire) sur X alors, on note X

lespace dual de (X, [|z||,) et on définit p* par:

p* Xy — [0 o]

T )= e ek,

dite semi modulaire (ou modulaire) conjuguée de p et on note par X p* l’espace

modulaire défini par p*.

Grace au théoréme 1 de l'annexe A et le théoréme 1.3.1 on obtient le résultat

suivant.

Théoréme 1.7.1 [6]

Soit p une semi-modulaire sur X alors

(@) = sup (a*(z) — p" (")) = pla).

z*eXy

Théoréme 1.7.2 [6]

Soit p une semi-modulaire sur X alors,
2], = sup {a"(z) : a* € X}, p*(a") < 1},
définie une norme sur X,dite norme d’Orlicz, de plus on a
o
lzll, < ll=ll; < 2],

Théoréme 1.7.3 [6]

Soit p une semi-modulaire sur X alors, pour tout x* € X on a

a1, < ll="llx; < 22"

p*

12



CHAPITRE

Espaces de
Musielak-Orlicz

Dans ce chapitre nous présentons les espaces de Musielak-Orlicz, un exemple d’espaces
modulaire ot la modulaire est donnée par 'intégrale d’une fonction & valeurs réelles. On
donnera les propriétés basiques de ces espaces et on s’intéressera évidement aux résultats

d’approximations et théorémes d’injection.

2.1 Fonctions d’Orlicz et fonctions d’Orlicz général-
isées
2.1.1 Fonction d’Orlicz

Définition 2.1.1 (¢-fonction)

Soit ¢ : [0, oco[— [0,00] telle que,

a) o est conveze et continue & gaucheNt €]0, +00.

b) ¢ (0) =0,

c) lim (t) = 0; lim o(t) = +o0.

Une telle fonction ¢ est appelée ¢-fonction ou fonction d’Olicz; elle est dite positive

si p(t) > 0 pour tout t > 0.

13



2.1. Fonctions d’Orlicz et fonctions d’Orlicz généralisées

Remarques 2.1.1

1) ¢ peut prendre des valeurs infinies et peut s’annuler en dehors de zéro.
2) Toute ¢-fonction est semi continue inferieurement.

3) Toute ¢-fonction est croissante sur [0, + col.

En effet, si on prend 0 < t; < ty alors,

to t ¢
pt) = 90(215 1><0+—1t2)

2 to
to_1t1

o (0) + e (1)
< pl(ta).

IN

23

Exemple 2.1.1 Pour toutt >0 et 1 <p < oo.
% -1

1) @(t) = ;t*

2)p(t) =t

B ~ 0sitel0,1]
3) Poo(t) = Puo(t) =

o0 sit €]1,00]
sont des ¢-fonctions
Proposition 2.1.1 /6]
Soit ¢ une ¢-fonction alors,

1) ¢ est continue si et seulement si ¢ est finie dans [0, ocol.

2) Pour toutt >0 on a

at) < ap(t) st a€]0,1
plat) < ap(t) 10, 1] 2.11)
elat) > ap(t) sia €]l 00l
Exemple 2.1.2 Soitt>0et1<p< oo
1) @ et @ sont continues et positives.

2) p., est continue & gauche, semi continue inférieurement mais n’est pas positive.

Proposition 2.1.2 (Ecriture intégrale d’une ¢-fonction)
Soit ¢ une ¢-fonction alors sur l’ensemble {t > 0, p(t) < oo}, p(t) peut s’écrire comme

suit:



2.1. Fonctions d’Orlicz et fonctions d’Orlicz généralisées

avec a la dérivée a droite de ¢ de plus, a est non décroissante et continue & gauche.

¢-fonction et semi-modulaire sur R

Lemme 2.1.1 /6]

Soit ¢ :[0 00) — [0 ,00 | et soit p son prolongement par parité,
p(t) = p(|t]) pour tout t € R.

Alors,

p est une semi-modulaire sur R continue a gauche.

@ est une ¢-fonction <= et
X, =R.

De plus, ¢ est positive si et seulement si p est une modulaire sur R et X, = R.

Preuve.
La nécessité
Soit ¢ une ¢-fonction alors ¢ est convexe, continue a gauche, ¢(0) = 0, tl_i>151+ o(t) =0 et
tginoogo(t) = 400, donc p satisfait aussi ces propriétés.

X, = R découle du fait que tl_i)rér}r ©(t) = 0, et pour que p soit une semi-modulaire il

reste a montrer que

p(Mo) = 0,¥YA > 0 = t, =0

On suppose que p(Atg) =0 VA > 0.
Par hypothéese tliin p(t) = 400 alors il existe t; > 0 avec ¢(t1) > 0, donc il n’existe

pas de A > 0 tel que t; = Atg. En effet, s’il existe A > 0 tel que t; = Aty on aurait

0 < p(t1) = (o) =0,

ce qui donne une contradiction.

Donc on a nécessairement
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2.1. Fonctions d’Orlicz et fonctions d’Orlicz généralisées

Supposons, maintenant que ¢ est positive c’est a dire (¢(t) = 0 < ¢t = 0), alors par
hypothése ceci est équivalent a (p(t) =0 <t =0).

Donc p est une modulaire sur R.
La suffisance
Soit ¢ une semi modulaire sur R, alors ¢ est convexe, p(0) = 0 et ¢ est continue & gauche.
Pour que ¢ soit une ¢-fonction, il reste a montrer que tlirgl+ o(t) =0et tginoo@(t) = +00.

a)Commencant par montrer que lim ©(t) = 0. Pour cela on a
t—0
X, =R ceci est équivalent a V¢ € R, 3\ > 0 tel que p(\t) < oo

alors 3t; > 0 pour le quel p(t;) < +o0.
Soit t € [0, 4], alors il existe 0 < A <1 tel que ¢t = A\t; ce qui implique que A = %
Par suite p(;-t1) < -p(t1), et par conséquent p(t) < £p(ty).
Donc on obtient

o(Jt]) < %wl).

Par passage a la limite on aura

t
lim ¢(|t]) < lim —¢(t;) =0
im o] \)_t10+t190( 1)

t—0t
D’ou

lim p(t) = 0. (2.1.2)

t—0t
b)Montrons maintenant que tlir+n o(t) = +00.
—+400

Par la contraposée de (p(At) =0 VA > 0=t =0), c’est a dire
I\ > 0, tel que p(\.t) # 0.
En particulier,
Jta > 0 tel que p(t2) > 0 ce qui implique ¢(t3) > 0.

Alors,

16



2.1. Fonctions d’Orlicz et fonctions d’Orlicz généralisées

Par passage a la limite on obtient

lim @(kty) > hm k:go(tg)

t——4o0

On a
t

() 2l et

D’ou
t

() >l () = o

Donc
th+m o(t) = 4o00. (2.1.3)

De (2.1.2) et (2.1.3) ¢ est une ¢-fonction.
Supposons maintenant que p est une modulaire sur R et montrons que ¢ est positive.
On a

p(t) =0=1t=0.

On suppose le contraire, t > 0 = p(t) > 0

Ce qui donne
p(|t]) = ¢(t) > 0.
D’ou ¢ est positive. m

Comme conséquence du lemme précédent on a, R est un espace modulaire.

2.1.2 Fonctions d’Orlicz généralisées

Définition 2.1.2 (¢-fonction généralisée)
Soit (2,3, 1) un espace mesuré, avec p une mesure o-finie compléte.
La fonction ¢ : Q x [0,+00[— [0,+00] est dite fonction d’Orlicz généralisée ou

fonction de Musielak-Orlicz, et on ecrit ¢ € ¢(Q, ).

1 ,.) est une ¢-fonction Vy € €1,
0 € ¢(2, 1) si et seulement si ) ¢y, ) O-f Y

2) (., t) est mesurable ¥t > 0.

Remarque 2.1.2 5i Q) est un ouvert de R", et ji la mesure de Lebesgue sur R™, on écrit

simplement ¢ € ¢(€2).

17
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Exemple 2.1.3 Soit (2, X, u) un espace mesuré, avec p une mesure o-finie compléte.
Soit p: Q — [1, +00| une fonction mesurable, alors
1) la fonction @(y,t) définie par
@ . Q X R+ — R+
(y:t) = Byy(y,1) = 7
et la fontion p(y,t) définie par
@ : Q X R+ — R+
~ _ 1
(yv t) = ©p() (ya t) - @tp(y)
sont des fonctions d’Orlicz généralisées.

2) Soit la fonction

f210,1] — [0, 09]

y — f(y) =1

Alors,
2 [071] X [0,00[ - [0700[

(2.1.4)
(y,t)  —oy,t) = f(y)t?

est une fonction d’Orlicz généralisée.

La ¢-fonction conjuguée
Définition 2.1.3 Soit ¢ € ¢(2, p). La fonction ¢* :  x [0,00[— [0,00], définie par :
0" (y,u) = sup{tu — p(y,t)} Yy € Q,Vu > 0, (2.1.5)
£>0

s’appelle la fonction complémentaire ou la fonction conjuguée de ¢ au sens de

Young.
Définition 2.1.4 Le couple (¢, ©*) satisfait & l'inégalité suivante dite de Young,

tu < p(y,t) + ¢*(y,u) VE,u = 0. (2.1.6)

18
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Lemme 2.1.2 [6]
Soit ¢ € ¢(2, 1) alors,

La condition-A,

Définition 2.1.5 On dit que ¢ € ¢(), 1) satisfait la condition-Ao, s’il existe une con-

stante k > 2 telle que

o(y,2t) < ko(y,t) pour tout y € Q et t >0 (2.1.7)

2.2 Espaces de Musielak-Orlicz

Soit (€2, 3, ;) un espace mesuré avec p une mesure o-finie compléte. On note par
M (2, 1) Pensemble des fonctions p—mesurables sur 2 a valeurs dans R modulo la relation

d’équivalence « =y — p.p ».

2.2.1 Modulaire de Musielak-Orlicz

Le lemme suivant montre que toute ¢-fonction généralisée, génére une semi modulaire

sur ’ensemble des fonctions mesurables M (€2, ).

Lemme 2.2.1 [6]
Soient o € ¢p(Q, ) et f € M(Q,p) alors,
a) La fonction:
Q — [0, 00]
y — ¢y, [F W),
est mesurable.

b) La fonction p, définie ainsi

Py R — [0, 0]
fr—p,(f) = /s@(y, |f(W)])dp

Q
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2.2. Espaces de Musielak-Orlicz

est une semi modulaire sur M (2, i), dite semi modulaire induite par ¢.
De plus, si @ est positive, alors p,est une modulaire dite modulaire de Musielak-

Orlicz.

Preuve.
1) 11 suffit just de considérer le cas ou f > 0.
Soit (fx)r une suite croissantes de fonctions simples, non négatives,qui converge simple-

ment vers f. Alors,

n
= Z a;?xﬂ@ avec Qf € X et sont deux & deux disjoints.
J
j=1

(y7 |fk y7 Za XQ" ng Y, & XQI“ )

qui est mesurable.

Comme ¢ est croissante et continue alors (p(y, fr(y)))r est croissante et converge vers

ey, f(y))-
D’ou ¢(., f) est mesurable.

2) Montrons que p est une semi modulaire.

De la définition de p,, on

pp(0) =0 et p, (Af) = p,(f) pour |A]=1.

La convexité de p,, découle de celle de ¢ et de la croissance de l'intégrale.
Il reste donc & montrer que (pw()\f) =0VA> 0) — [ =0.
Soit f € M(Q, i) telle que p,(Af) =0 VA > 0 alors,

VEeN, o(y,kf(y)) =0 p— p.p dans Q.
Comme N est dénombrable on déduit que

oy, kf(y) =0 u—p.pdans Q,VkeN.
Par hypothése ¢ est convexe et p(y,0) = 0 alors,

oy, \f(y)) =0 p.p.p dans Q, ¥ A > 0.
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2.2. Espaces de Musielak-Orlicz

Puisque tlii’l o(y,t) = +oo Yy € Q alors,
lf(W)|=0 p—ppdansQ, VA >0
D’ou
f=0.

Donc p,, est une semi modulaire.

Supposons maintenant que ¢ est positive et p,(f) = 0 alors,
o(y, f(y)) = 0 pour présque tout y € 2
Puisque ¢ est positive on a

¢y, f(y)) = 0= f(y) = 0 pour présque tout y € €2,
d’ou
fF=o.

Ce qui montre que p,, est une modulaire. m

2.2.2 Espaces de Musielak-Orlicz

Définition 2.2.1 (Classe de Musielak-Orlicz)
Soit ¢ € ¢(2, 1), on définit la classe de Musielak-Orlicz comme suit

Lfc(Q’M) = {f S L‘P(Q“u)’p(p(f> < +OO}'
Remarque 2.2.1 La classe de Musielak Orlicz n’est pas un espace vectoriel.

Définition 2.2.2 Soient p € ¢(Q, u) et
po(5) = [l | s € 21(2 )
Q

alors l’espace semi modulaire

LA, p) = {f € M(Q, ), p,(A\f) < +oo pour un certain \ > O}

= {f € M(Q,,u),)\lim P (Af) < 400 pour un certain \ > 0}
——400

est appelé espace de Musielak-Orlicz, dit aussi espace d’Orlicz généralisé.
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2.2. Espaces de Musielak-Orlicz

On va maintenant définir un sous espace de L? (£, i), appelé aussi espace de Musielak

-Orlicz, et est noté E¥(Q, u).

Définition 2.2.3 Soit v € ¢(£2, p), on définit l’espace de Musielak-Orlicz E? (), 1) comme
suit:

E?(Q,p) = {f € L(Q, ), p,(Af) <00V A>0}.

Remarque 2.2.2 Si Q) est un ouvert de R™ L¥(Q, u), L2.(Q2, 1) et E¥(Q, ) sont notés
respectivement L?(Q)), L£.(Q) et E¥().

Voici un exemple de de fonction qui appartient & la classe de Musielak-Orlicz,

définie par la ¢-fonction (2.1.4)

Exemple 2.2.1
Soit

g: [071] - [0700[

y — gy = 0siye[23

La fonction g appartient a la classe de Musielak-Orlicz, définie par la ¢-fonction (2.1.4).

En effet,
©(y,9(y)) =0Vy €[0,1],

et

1

polg) = / oy 9(y))dy = 0, ¥y < [0,1]
. gerz(o).
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Exemple 2.2.2
1) Les espaces de Lebesgue classiques LP(§), ) avec 0 < p < +o0, sont des espaces

de Musielak-Orlicz définies par la fonction

vy (y,1) =2, (1) = [t".

2) Les espaces d’Orlicz L¥(Q, i), sont un cas particuler des espaces de Musielak-Orlicz,

en prenant
p(y,t) = o(t).

3)Les espaces de Lebesgue généralisés LPY), qu’on verra plus loin dans le chapitre

sutvant, sont aussi un exemple trés important des espaces de Musielak-Orlicz.

Remarques 2.2.3
De la définition de LZ.(Q, ), LP(2, 1) et E¥(Q, 1) on a

(2, 1) est conveze.
Q, ) est le plus grand sous espace fermé de LE.(S), ).
Q, ) est le plus petit espace vectoriel de M (), 1) qui contient L. (€, u).

Y

E?(Q,p) = LE(Q, u) = LP(Q, 1) si et seulement si ¢ € Ns.

Exemple 2.2.3
1) o(y,t) =t V1 < p < oo alors,

E2(Q, p) = LE.(Q, 1) = L2(Q, 1) = LP(2, ).
2)Si on considére la fonction de Musielak-Orlicz suivante

0s:10<t<1
Pooly: 1) = (2.2.1)
oo sit e [l,00]

alors on obtient,

L#=(Q, 1) = L¥(Q).
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2.2. Espaces de Musielak-Orlicz

En effet,
Lo=(Qp) = {f€M(Q,n),3x>0:p, (Af) <oo}

— {f e M(©.p). 37> 0: /sooocy, A() < o0 }
Q

= {feMQ,u),3IA>0: / ooy, AMf (1)) dp + / ooy, Af(t))dp < 00
{LIAF()<1} {LIAf()>1}

L=, p) ={f € M(Qp),3A>0: / Poo(y, A (t))dp < 00 }.
AIVICIEH!
Donc on a nécessairement

p{t, (M) = 1}) = 0.
D ou
Lo~(,p) = {Ff €M@ u), 90> 0:Af(0)] <1 p—pp)
= £ M(@.),3) > 0: 70| < 5 u—pp }
L9 (, 1) = L%(2)
3) Pour la fonction (2.2.1) on a
E# (2, 1) = {0}
En effet,

E~(Q,p) = {f€Lf~(Qu)p, (\)<co¥A>0)}

_ {feL%(Q,u),:/sooo@,v(t))<oow>0}

= (f e L¥(Qp),: / oo A (1)) dp + / o A ())dp < 00 ¥ A >0}
{t, I f(t)|<1} {t,|Af(t)|>1}

— (e Lo p),: / ooy, M (D) < 00 ¥ A >0}

(A ()21}
= {fel?(Qu:Af®|<1lp—ppVA>0}

= (e L@ p): W] < 5 p-pp¥A>0)
= e L0, |f Ol =0 u—pp }
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D’oq
E?=(Q, u) = {0}.

L= (Q,p) = {f € L?=(Q,u),p,_(f) <o}

- er=@u: [ el f®)u<)
{LIAf(0)[=1}
On a nécessairement

p({t,[f()] > 1}) =0.
Do
Lng(Q,,u) = {f € LLPOO(Qnu)v |f(t)| < lp —p.p}.

4) Soit p(y,t) une fonction de Musielak-Orlicz, définie par
o(y,t) =e" —1 pourt € [0,1]

alors,
E#((0,1]) # Lg.([0,1]) # L#([0,1]).
Pour cela il suffit de prendre f(t) = gx[z_m_kﬂ].

En effet,
1

po(f) = / (€5 — )xpr pven (D)dp

k21[2—k 2—k+1]
k —_ _
= D (e2 = Du(l27" 27")
k>1
k& 1
= 2(62 -1) (27) < 00
k>1

Dou f € Lg,(Q, p).

D’autre part 2f ¢ E¥(Q, p) car
1

0, (2f) = / (% — 1)Xpr 5o (1)

0

k L
= Z(@ —1)2—k—oo

k>1
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2.2. Espaces de Musielak-Orlicz

2.2.3 Normes sur L?(Q, u)

Dans les espaces de Musielak-Orlicz L¥(€2, i), on définit trois normes, qui sont ap-
pelées norme d’Orlicz, norme de Luxemburg et norme d’Amemiya. Ces normes sont

définies comme suit :

Définition 2.2.4 Soit f € L¥ (2, u) alors,
1)

11 —sup{/|f ()du:geL¥ (Q,u),pw(g))él},

est une norme sur l’espace L? (2, 1) dite norme d’Orlicz.

2)
I =int {x> 0, (£) <1},

est une norme sur l’espace L? (), 1) dite norme de Luremburg.
3)
1
I£15 = inf (1 + p, (kf)]

est une norme sur L¥(Q, u) dite norme d’Amemiya.

Remarque 2.2.4
1) La norme d’Orlicz et celle de Luxemburg sont équivalentes, comme le montrent les

inégalités suivantes:

1 lle < 1AIS < 20 £l

2) La norme d’Amemiya est une autre écriture de la norme d’Orlicz, c’est a dire
A
LIS = 1If1l5

Inégalité de Holder

Lemme 2.2.2 [6]
Soit ¢ € ¢(2, 1), alors

pour toute f € L¥(Q,u) et g € L (Q, ).
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Preuve.

Soient f € LP(Q, u) et g € L¥ (Q, u),on suppose que f # 0 et g # 0.
Gréce au lemme 1.4.1, pw(m) <let pw(m) <1
et d’apres l'inégalité de Young (2.1.6) on obtient

'{}ﬁ” LA / o (v ) e
p%’('uf;ﬁi')“ (|||

2

dQ-
>|>

>

IN

D’ou

2.2.4 Reésultats de convergence

Dans les espaces de Lebesgue classiques les théorémes fondamentaux de convergences
sont la convergence doninée, la convergence monotone et le lemme de Fatou, on démontr-
era les trois versions de ces théorémes dans les espaces de Musielak-Orlicz. Nous verrons
aussi les relations entre les types de convergence définis sur ces espaces a savoir la con-

vergence €n norme, en modulaire et la convergence en mesure.

Lemme 2.2.3 ( lemme de Fatou pour la modulaire)
Soit p € ¢(Q,u) et f une fonction mesurable, et soit (fi)ren une suite de fonctions

mesurables, Si klim fe=f pu—p.p alors on a
——400

p(f) < liminfp, (fi).
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Preuve.
On a
o) = [ el £w)dn
Q
= /w(y,kggloolfk(y)ﬂdu
Q
< [ minto(y. u(w))d
Q
< timint [ (0. |AG) s
Q
d’ou,

k—+4o00

Lemme 2.2.4 [6](convergence monotone)
Soit ¢ € ¢(Q ) et f une fonction mesurable, et soit (fi)ren une suite de fonctions

mesurables croissante telle que klim |fxl — |f] p— p-p, alors
——400

po(f) = lim p,(fi).

k—-+o00

Preuve.

Soit (fx)ren une suite de fonctions croissante convergente vers une foncton f ,

\fel /' f] = pep,

comme ¢ est croissante et continue a gauche alors,

oy, [f@)) e, 1 fW)]) n—pp.
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2.2. Espaces de Musielak-Orlicz

Par la croissance de 'intégrale et grace au théoréme de la convergence monotone on

aura,

/w(y,f(y))du = /sO(y,kEgloolfk(y)!)du

Q Q

- / kgglooso(y, | fi(w)])du

Q

= Mmooy, [fu(y)))dp

— 00

Q

k—+4o00

Lemme 2.2.5 [6/(convergence dominée)
Soit ¢ € ¢(QQ, 1) et f, g deux fonctions mesurables, et soit (fi)ren une suite de fonctions

mesurables, Si kEIJPoo fe=fu—pp, 1fel <lgl w—pp etp,(Ag) <+oo VA >0 alors,
kEToofk = f dans L¥(Q, p).
En particulier, si p,(Ag) < 400 pour un certain A > 0 alors,
fe 2> f dans LA, ).

Preuve.

On suppose que

khrf fe=fu—pp, [fil <lgl VE€Net p,(Ag) <+oco YA>0

alors,
Jm (fo—f] = 0p—ppet |f] <lgl
= |fi — fI <2]g|
= Alfi—fl <2Ag| YA>0
On a

po(Ag) < +00 = p,(2Ag) < +00 YA >0
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On utilise le théoréme de la convergence dominée, et on conclut que

Jdim [ oAl fhdn = [t oo Al - £
Q
ply, A im | fi — fl)dp

©(y,0)dp

Il
S B B~ ©

Gréace au lemme 1.5.1 on obtient,

(frx)x converge vers f dans L¥(€, u).

Théoréme 2.2.1 [6]
Soit ¢ € ¢(2, 1) alors
DA, = 1A, v € L2, p).2) Sif € L2, p), g € M(Q, 1) et 0 < [g| < |f| p—p-p,

alors
g € LP(, 1)

et
lgll, < I£1l,-
3) Si fu = [ pw—pp alors | f|, < li}gr_1)(i)13f||fk||w.
4) Si|fxl /1f] w—pp avec fr € L#(Q, p) telle que sup || fx||, < oo alors
k>0

feLo(Qp)
et
1 fell, ~ IIf1l, -

Les deux dérniers résultats sont appelés respectivement lemme de Fatou pour la norme et

la propriété de Fatou.

Preuve.

Les résultats 1) et 2) sont évidents.

30



2.2. Espaces de Musielak-Orlicz

3) Soit fr € L?(£2, ) une suite de fonctions telle que fr — f p — p.p et soit
A > 1i]?1 inf || fi[l,, , (2.2.2)
alors

kaHg, < A pour k assez grand.

En vertu du lemmel.4.1

P <%) < 1 pour k assez grand,

et d’aprés le lemme de Fatou pour la modulaire 2.2.3 on aura

f - f
Py (X) = hlgr_l)glfp(p (f) <1.

Par suite d’apreés le lemme 1.4.1

4 s1= s

De l'inégalité ( 2.2.2) on obtient
171, < timint [ £,

4) Soit | fr| /' |f| p— p-p avec fr € L?(Q, u) et sup [ fell, < oo
>0

Gace aux résultats 1) et 3) on obtient

< liminf <
171, < Himinf 7, < suplifill, < oo,

ce qui prouve que f € L?(, u).

On a |fx| /" |f] alors le deuxiéme résultat du théoréme implique que

I5ill, / timsup LAl < 11,

D’ou

S | fill, = 1170, et (Al 7 ML, -
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2.2. Espaces de Musielak-Orlicz

Remarque 2.2.5 [12]
Si p(§2) < +oo et lim p,(Af,) = 0 pour un certain A\ > 0 alors (f,) converge en mesure

2 s s I
vers zéro, et on écrit f, — 0.

Lemme 2.2.6 [6/
Sip € ¢(Q, ), alors toute suite de Cauchy (fn)nen C LP(S2, ) pour la norme admet une

sous suite qui converge i — p.p vers une fonction mesurable f.

2.2.5 La complétude

Théoréme 2.2.2 [6]

Soit o € ¢(2, 1) alors lespace L€ (2, i) est un espace de Banach.

Preuve.

D’apres le théoréme 1.1.1 L¥#(€, ) est un espace vectoriel.
Il reste & montrer que toute suite de Cauchy de L¥#(Q, ) converge dans L?(€2, ).
Soit (fn)nen une suite de Cauchy, grace au lemme 2.2.6, il existe une sous suite (f,,, )x

et une fonction mesurable f : 2 — R telles que
(fn, )k converge vers f pour presque tout y € €.

Par suite,
T (9. f () — FW)]) = 0 1~ pp.

Soit A > 0, comme (f,), est de Cauchy, alors
Ve > 0,3No, Vm, k > No, [A(fm — f)ll, <€

Prenant 0 < € < 1, par le lemme 1.4.1 on obtient,

Pe(Mfm = fu)) <&,
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et d’apres le lemme 2.2.3 on a

P A(frm = fi))

/me—th

Q
= [ Jim o\ fo))d
Q
< Jim inf / SO — fon))dpt < &
Q
Par suite,
lim p,(A(f — £)) = 0,¥A > 0.

k—oo

Donc d’apres le lemme 1.5.1 on a

Proposition 2.2.1 /6]

tim [1£, — fl, =0

E?(Q, 1) est un sous espace fermé de L¥(2, ).

Preuve.

soit (fx)ren une suite de E¥(£, i) telle que fy L f dans L?(€2, p) alors,

Jim p, [2A(fx = f)] = 0, YA > 0.

En particulier,

P, [2A(fe, — f)] < 1, pour un certain ky.

Par la convexité de p on obtient

Pp(Af)

IN - IA

IN

Donc f € E?(Q,p). m

2A(f = fry) + 2A S,
Py 9

L0a A + fi — fi)

2
SPo A = fi)l + 50, (205
% + %p@@)\fh) < 0.
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2.2.6 Fonctions d’Orlicz localement intégrables

L’intégrabilité locale d’une ¢-fonction nous permet d’éviter le cas ou la fonction ¢
prend des valeurs infinies. Notons que l'intégrabilité locale dans la définition qui suit

défere de celle dans L}

loes O on suppose 'intégrabilité sur des sous ensembles compacts.

Définition 2.2.5 Soit ¢ € ¢(Q2, 1), ¢ est dite localememt intégrable sur ) si
Po(txa) < ooVt >0 et VA € X, tel que ji(A) < oo.
Remarque 2.2.6 [6/Soit ¢ € ¢(Q2, 1) alors
S(Q, ) C E?(Q, 1) si et seulement si @ est localement intégrable.

Exemple 2.2.4

Soit ¢ € ¢(,p) avee p(y,t) = P(t) ou Y est une ¢-fonction continue alors, ¢ est
localement intégrable.

En effet, comme 1) est continue alors ¥(t) est finie dans [0,00[. En effet, si ¢ n’est pas
finie alors,

3ty € Q telque p(t1) = +o0.

Par hypothése ¢ est continue alors,

limp(t) = p(t1).

t—t1
C’est o dire:

Ve>0,30>0: [t —ti] <d=lpt) — ()| <e.

la contradiction est dans le fait que o(t1) = +00.

D’ou ¢ est finie, ce qui donne
Po(txa) = u(A)p(t) < oo pour tout t > 0 et p(A) < oo.

Par conséquent, ¢ est localement intégrable.
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2.2. Espaces de Musielak-Orlicz

Proposition 2.2.2 /6]

Soit ¢ € ¢(2, ) localement intégrable alors,

pgp<AXA) S c.
YA>0, VACQ, Ve >0, 30 >0: pu(Ad) <6 = et (2.2.3)

Ixall, < 3

Preuve.
1) Montrons d’abord que p,(Ax,) < &, pour cela on suppose qu'il existe A > 0, ¢ > 0 et

une suite (Ag)ren C X pour les quels
1 1
V9§ > 0 (on prend 0 = ?) on a u(Ag) < 5 et py(Axa,) > €.

Soit Gy, = OijAm, alors p(Gy) tend vers zéro quand k tend vers +oo.

m=

En effet,
pGr) = p( U An)

S
m=k m=k

1
— lim 21—k(1 _ (_)n—k—l—l)

n—o0 2

= 27N
Par passage a la limite on obtient,
Jlim 1(Gy) = lim 2tk = 0.

D’une part, puisque ¢ est localement intégrable et p(G7) < 1 alors

Po(AXa,) < 00, VA > 0.

D’autre part, on a
AXg, < AXg, VA > 0.

et

AXg, — 0 pu—pp.
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2.2. Espaces de Musielak-Orlicz

Grace au théoréeme de la convergence dominée on conclut que
p,(AXg,) tend vers zéro lorsque & tend vers oo.
Ce qui contredit le fait que
Po(AXa,) = po(AXa,) =€ VA>0et VE € N

Donc
Pp(AX4) < e
2) Montrons que : [|x4]|, < $ VA > 0.
On a p,(Axa) <e.
Pour € =1 on aura
Po(Axa) < 1= [Axal, <1
— AMixall, <1

=l <5
Caractérisation du dual

Définition 2.2.6 (Fonction propre)

Une fonction de Musielak-Orlicz est dite propre si
S(Q,p) C LP(Q, 1) N (LP(Q, 1)

Théoréme 2.2.3 /0]
Soit ¢ € (2, p) propre , localement intégrable et on suppose que E¥(Q,u) = L¥(Q, p)

alors
Ve LC'O*(Q“LL) - (L‘p(Q?/J’))*
g —Jg
Jo(f) = [fgdp, ot f € L#(, )
Q
est un isomorphisme. avec et

Jg € (L2(, )"
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2.2. Espaces de Musielak-Orlicz

2.2.7 Théorémes de densité

Théoréme 2.2.4 [12]
Soit ¢ € ¢(2, 1), localement intégrable et S(S2, 1) U'ensemble des fonctions simples alors,

Sl (@, 1) = E#(Q. ).

Preuve.

Puisque ¢ est localement intégrable on a
S(Q, ) C E?(Q, ).
Comme E¥(§2, ;1) est fermé on obtient
S (@, ) € B (@ ) = B2 ().

Il reste & monter que E¥ (8, 1) C §H'||“"(Q, iw).

Soit f € E?(Q, ), montrons que 3 fr € S(Q, ) telle que kll_)IglOka —fll, = 0. On
suppose que f(y) > 0 Vy € Q.

D’aprés le théoréme 5 de 'annexe A, comme f est mesurable alors il existe une suite

de fonctions simples croissante (f;)x telle que
lim f = f.
k—oo

D’apres le lemme 2.2.5 on a fj converge vers f dans L?(), p).
C’est a dire

i [1fi = fll, = .
En particulier

klim | fr = fll, = 0 dans E¥(2, ).

Par conséquent

S(€2, p) est dense dans E¥ (2, u).
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2.2. Espaces de Musielak-Orlicz

Théoréme 2.2.5 [12]
Soit ¢ € ¢(2, ), localement intégrable et S(2, ) l’ensemble des fonctions simples alors,
S(Q, 1) est p-dense dans L¥ (82, 1),

579, p) = L9(2, )

Remarque 2.2.7
Si en plus des hypothéses du théoréeme 2.2.5 ¢ € A, alors d’aprés la remarque 2.2.3
L2, p) = E¢(Q, ) et grace au théoréme 2.2.4 on aura

S(, ) est dense dans L¥(, ).

2.2.8 Théorémes de séparabilité

Pour établir les théorémes de séparabilité dans les espaces de Musielak-Orlicz la

mesure p doit étre séparable.

Définition 2.2.7 (mesure séparable)

Soit p une mesure, elle est dite séparable s’il existe une suite (Ax)r C X qui verifie
a) u(Ag) < oo Vk € N.
b) Pour tout A € ¥, avec u(A) < oo et Ve > 0,3k € N :

u(AAAL) <e
(ou A désigne la difference symétrique).
Exemple 2.2.5 La mesure de Lebesgue sur R™ est séparable.

Théoréme 2.2.6 [12]

Soit o € ¢(2, 1), localement intégrable et la mesure p est séparable alors,
E?(Q, 1) est séparable.

Preuve.

Soit (A, )nen la suite d’ensembles donnée dans la définition de la mesure séparable et soit

=1

So(Q, p) = {9 € S(Q p) telle que g = > _a;x4,, @; € @}
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2.2. Espaces de Musielak-Orlicz

Comme ’ensemble des fonctions simple S(€2, u) est dense dans E¥(, u), il suffit de
montrer que Sy est dense dans S(€2, u).

Soit f une fonction simple alors

Fy) = bixg,(y) ot b; € R,
i=1

Soient @ = max |a;|, A >0 et e > 0.
1<i<n
Puisque ¢ est localement intégrable, d’apres la proposition 2.2.2 on a

YA >0, Ve > 0 p,(\f) = p, (A _aixp, () < e.
=1

Par suite,

pgp(kzaixBi(y)) = w(y,kzai)du

K3

sy

¢(y, Ana)dp

IN

< o(y, 4 na)dp < €.

®

k3

Comme 1 est séparable, on peut trouver des ensembles mesurables A, ,...A;, de mesure

finie tels que
/ o(y, 4 na)dp < e Vi=1,n,
AjiAB;
pour € =1
o(y, 4 na)dpy < 1Vi=1,n (2.2.4)

AjiAB;

k
Soit maintenant B = 'U1Bi’ comme ¢ est localement intégrable et p(B) < oo alors,

1=

lim /so(y, 2An)dp = 0.
’]’]4}
B

Ce qui donne

/gp(y, 2X\0)du < 1 pour un certain § > 0. (2.2.5)

B
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2.2. Espaces de Musielak-Orlicz

Gréace a la densité de Q dans R, on peut trouver by, by, ...b, € Q pour les quels

Soit
y) = bixa, € So(Qp)
=1
alors
F) =9 = D aixs ) — Y bixa, )
=1 =1
= Z%‘XBZ- (y) = bixp, (y) + bixz,( ZbZXAh
i=1
= (ai — bi)xp,(y) — Zbi(XAji (¥) = x5,(¥))
=1 i=1
< 3 e =il xg, (W) + D [bil (cay, (9) = x5,().
=1 =1
D’ou

1F(y) — 9| < dxp(y) + ) 2a ‘XAjiABi :
i=1
Par suite, grace a la covexité de ¢ et p, on aura

P ~ g = p, | =00

2

2005 (y) + 220 [, a0
< p, 5
1 =1

Grace aux estimations (2.2.4), (2.2.5) et les propriétés de p,, on obtient,

1

poAf(y) —g)]) < 5+ Zpga 4Aan‘XA AB,

5 )

IA
|
A
=
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D’ou
p,(Af(y) —g(y)]) ST VA>0.

Ce qui donne grace au lemme 1.4.1

IAf=glll, <1
D’ou
< 1
I7 - gll, < 5

Par conséquent, Sy est dense dans S(€2, ).

Ce qui permet de conclure que E® (S, 11) est séparable. m

Remarque 2.2.8 L’espace L?(S), 1) n’est pas séparable mais il est p-séparable comme le

montre le théoréme suivant.

Théoréme 2.2.7 [12]

Soit ¢ € ¢(2, 1) localement intégrable et la mesure p est séparable alors,
L?(Q, ) est p-séparable.

Remarque 2.2.9
Si en plus des hypothéses du théoréeme 2.2.6 ¢ € A, alors d’aprés la remarque 2.2.3
Le(Q, ) = E¥(Q, ) et grace au théoréme 2.2.6 on aura

L?(82, ) est séparable.

2.2.9 Théorémes d’injection

On sait que dans le cas des espaces de Lebesgue LP(Q2), si 1 < p < g < o0 et
1(2) < oo alors L(Q) — LP(Q2). A fin de comparer les espaces d’Olicz, de nouvelles

relations d’ordre partielles sont définies.

Définition 2.2.8 Soient ¢ et 1) deux fonctions d’Orlicz alors,
1) Si pu(2) < 0o, on dit que ¢ domine 1 a Uinfini (¥ < ¢ a linfini) si et seulement si

Tk, to > 02 p(t) < p(kt) Yt > t, (2.2.6)
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2.2. Espaces de Musielak-Orlicz

2) Si pu(2) = oo, on dit que p domine 1 globalement (1 < ¢ globalement) si et seulement
St

Tk > 0:(t) < p(kt) V¢ >0 (2.2.7)

Proposition 2.2.3 [15]

Soient ¢ et ¢ deux fonctions d’Orlicz et p(€2) < oo alors les propriétés suivantes sont
équivalantes.

1) ¥ < ¢ a linfini.

2) L#(Q, p) = LY(, p).

3) E9(Q,p) — EY(Q, p).

Pour démontrer les théorémes d’injections des classes et des espaces de Musielak

-Orlicz, on aura besoin du lemme suivant:

Lemme 2.2.7 [12]
Soit p une mesure sans atomes, et soit (o );en+ une suite de nombre positifs, et (g;)ien-

une suite de fonctions mesurables, finies, non négatives définies sur €2, tels que

/ gi(y)dp > 2'ay; Vi € N*
Q

Alors, il existe une suite d’entiers (ix)ren croissante et une suite (Ag)ren d’ensembles

mesurables deux o deux disjoints tels que

/ gi, (Y)dp = i, pour k =1,2,...
Ak

Preuve.

Comme g est sans atomes alors il existe un ensemble D; mesurable tel que

/ a(y)dp = ay.
D,

Par conséquent, il existe une sous suite (g;,) de la suite (g;) avec i = 2,3, ...pour laquelle

deux cas se presentent, soit

1
/ gr(y)dp > 504,1€ pour k= 1,2, ... (2.2.8)
Dy
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ou bien
1
/ gr(y)du > ~ay. pour k =1,2,.. (2.2.9)
ONDq 2
ou () est la sous suite de (a;) avec i = 1,2, ... qui correspond & la sous suite (g3 ). Donc
dans (2.2.8) on prend A; = D; et i; = 1, et dans (2.2.9) on prend A; C Q \ D;.
Ainsi
/ g (y)dp = on.
Aq
Pour déninir A, et iy on proceéde comme précédemment, en remplagant 2, (g;) et (a;) par
Q\ Ai, (g7) et (3a4) respectivement.
Ainsi on obtient (g?) une sous suite de (gj,), et () une sous suite de (a}) avec Ay € >
et un indice iy < i7.
Puis en remplacant €, (g;) et (a;) par Q \ (A1 U A,), (g7) et (3af) respectivement;
on obtient alors As et is.

Ainsi on construit les deux suites (Ay) et (i) qui vérifient

/ 9, (W)dp = oy, .
Apg

Théoréme 2.2.8 [12]

Soient p, 1 € ¢(), 1) localememt intégrables et la mesure pi sans atomes alors
L2.(Q, 1) C LY.(Q, 1) si et seulement si

Y(y,t) < ko(y,t) + h(y) Yt > 0 et pour présque tout y € € (2.2.10)
Ou h est une fonction définie sur Q a valeurs dans RT intégrable et k est une constante

positive.

Preuve.
1) Supposons que I'inégalité (2.2.10) est vérifiée et montrons que L%,(Q, 1) C LY. (Q, p).

Soit f € L%.(Q, 1), comme h € L'(2) et par la croissance de I'intégrale on aura

/ by, () < k / oy F)dp + / h(y)dp < oo,

Q Q
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2.2. Espaces de Musielak-Orlicz

Par suite f € LL.(Q, p).
D’ou
LE(Q, 1) C Lo (Q, ).
L’inclusion est vérifiée méme si la mesure est atomique.
2)Montrons que linclusion L£,(Q, 1) C L¥.(Q, 1) implique I'inégalité (2.2.10)
On suppose que la mesure est sans atomes, L?, (2, ) C LY.(2, u) et Pinégalité (2.2.10)

n’est pas vraie on doit aboutir a une contradiction.
Vh € L*(Q) (positive) et Vk > 0,9 (y,t) > ko(y,t) + h(y),

pour un certain t > 0,Vy € A avec A non négligeable

Etape 1 On subdivise 2, ) = -ileQi avec p(€;) < oo Vi =1,2,...et ;NQ; =0,

Vi # j.

Soit
by = r siye QonreQf . (2.2.11)

0 ailleurs dans €2

Posons

fin(y) = sup{v(y, 1) — 27" (y, 1)} (2.2.12)
Montrons que

hn(y) = sup {0y, fri(y)) — 27" ey, fra(y))} (2.2.13)

Soit y € Q, (y € §);),et par définition de la borne supérieure dans l'inégalité (2.2.12)

on aura
U(y,t) —27"0(y,t) < haly)

Par suite
Ve > 0(e = Q_k), Ity - V(y,te) — 27"y, tr) > ha(y) — 9k (2.2.14)

Gréce a la continuité de ¢ et 1, il existe un rationnel r; > 0 pour lequel on obtient

77/1(:% Tk) Z ¢(y7tk) — 27’C

(2.2.15)
So(ya Tk) S So(ya tk:) + 2—n—k
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D’apés (2.2.11) on a
VY, fri() = 2"0W, friy) = Yy, 1) — 2"0(y, )

Grace a (2.2.15) et (2.2.14) on aura

V(y,re) — 2%y i) > Y(yte) — 278 = 2"0(y, t) —27F

> hn(y) - 32_k

D’ou
ho(y) < ¥(y,re) — 270 (y, ) +3.27F

Ou encore

hn(y)

IN

Oy, froiW) = 2"0(y, froi(y)) +3.27"

< sup {¢(y, fri(y)) — 2"y, fra(y))} + 327"

reQ+
Par passage a la limite lorseque & tend vers 400 on obtient
re

Par suite,

ha(y) = sup {¥(y, fe(y)) — 2"y, fx(y))} , (2.2.16)

k>0

ot (fx) est un rearrangement quelconque de (f,;) avec f1 = fo,

D’apres (2.2.16) les fonctions h,, sont mesurables et h,(y) > 0.

Par suite, le deuxiéme point du théoréme sera démontré si on montre que les h,, sont
intégrables sur ).

Etape2 Montrons par I’absurde que h,, sont intégrables, On suppose

/hn(y)du =oopourn=1,2, ...
Q

Soit
Tonn(y) = max {U(y, fi(y)) — 2"¢(y, fe(y))}

1<k<m

Comme f;(y) = 0 alors T, ,(y) > 0.

45



2.2. Espaces de Musielak-Orlicz

De plus T, , sont mesurables et (7},,,(y))mn est une suite non décroissante, qui tend
vers h,(y)quand m tend vers oo.

D’ou pour tout n il existe un certain indice m,, tel que

/ﬂmAw@muzw (2.2.17)

Posons T, = 15, n-

Soient

Bor = {yeQ:¢(y, fily) — 2"y, fr(y) = Ta(y)}
B, = O\B,1U..UByn,

Alors p(B,,) = 0.

Posons

~ Osiye B,1UB,

fily) = k-1
’ fe(y) siy € B\ ‘U1 B, ; pour k=23, ...,m,
j:

Alors

~

Tu(y) = 6y, fa(v) = 2"0(y, Fuly) > 0 (2.2.18)

Par la croissance de I'intégrale on obtient

S

/w(y, Foly))dpe =2 / o, Fuly))dps + /Tn(y)du

Q

D’apres (2.2.17)
/w(y, Fay))dp > 2" (2.2.19)

Q

Appliquons maintenant le lemme 2.2.7 avec
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Alors il existe une suite croissante (ny), d’entiers et une suite (Ag)r d’ensembles

mesurables deux a deux disjoints tels que

/w(y, Foo(y))dp = 1 pour k =1,2, .. (2.2.20)
Q

Ce qui est en contradiction avec (2.2.19).
Ainsi
/hn(y)d,u <oopourn=1,2,..
Q
Etape 3 Construire une fonction f ¢ LY.(Q,u) et f € L2(Q, 1), ce qui est une

contradiction avec L%,(Q, ) C LY.(Q, )

Posons

~

fr () st A,k =1,2, ...

0 ailleurs dans 2

fly) =

D’une part on a

Par conséquent

D’autre part de (2.2.18) on a

p,(f) = /s@(y,f(y))du

= Z/s@(y, F o))
k=1 A,

VA
[
E
—
=
=
k"»
S
S
=
=
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Grace a (2.2.20) on aura
pof) <) 27 <1
k=1
Par conséquent
fe LE(Q, 1)

Ce qui est en contradiction avec L£(Q, ) C LY(Q, ). =
Dans le cas des espaces de Musielak-Orlicz, une relation d’ordre partielle est

définie par:

U(y,t) < k1p(y, kot) + h(y) Vt > 0 et pour présque tout y € 2 (2.2.21)

Ou h est une fonction définie sur © & valeurs dans R* intégrable et kq, ko sont des
constantes positives.

La relation (2.2.21) est notée par 1) < ¢ et on dit que ¢ domine .

Théoréme 2.2.9 [12]

Soient @, 1 € ¢(2, 1), on suppose que | est localement intégrable et la mesure p est sans

atomes alors

LP(Q, 1) <& LY(Q, 1) si et seulement si ¢ < .

Preuve.
1) La suffisance

a) Supposons que 1) < @ et soit f € L?(Q, ) alors
JA > 0 tel que p,(Af) < o0

Par la croissance de I'intégrale et (2.2.21)

/w(y, Af(y))dp < kzl/so(y, Ao f (y))dp + /h(y)du <00

Q Q Q
D’ou

fe L, p).
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Donc

LA (2, 1) C LY(, ). (2.2.22)

b) Il reste & montrer que
i: LP(Q, 1) — LY(Q, 1) est continue

on supposons de plus que ¥ est localement intégrable.

Soit (f,)n une suite de fonctions telles que

(fu)n € L?(Q2, )
et

lim p,,(Afn) = 0 pour un certain A > 0

n—oo
Soient € > 0, ko et h respectivement la constante et la fonction déja définie dans (2.2.10)

Alors on peut trouver un ensemble A € ¥ de mesure finie tel que
€
/ h(y)dp < 1
Q\A

Puisque 9 est localement intégrable, il existe a > 0 tel que

/w(y, Aega)dp < Z pour un certain A > 0
A

D’apreés la remarque 2.2.5 f,, converge en mesure vers zéro dans A.

Posons

An={y e A:[fu(y)l < a} et B, = A\A,

On a u(B,,) tend vers zéro quand n tend vers +o00.

Par conséquent,

/h(y)du < Z pour n assez grand (n > N)
B

De plus on suppose que

kip,(Mfn) < % pour n > N,

ou k; la constante définie dans (2.2.10).
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Par suite d’apres (2.2.21) on obtient

puNeafs) = / by, Mo | faly) )
Q

S /w(y, Akaa)dp + /ﬁ/w(y,A | fu(y)])dp +-

Ap Bn
+/h(y)du+ kl/@(Qa)‘Vn(y)Ddﬂ_’_ /h(y)dﬂ
Bn O\A 0\A
£

< [utvMaa)di+ [l ))du+ 2.

A A
Donc
py(Mk2frn) < € pour un certain A >0 et n > N.
D’ou
fn converge en modulaire dans LY(Q, ). (2.2.23)

De (2.2.22) et (2.2.23) on aura
LP(Q, 1) & LY (Q, ).

2) La nécéssiteé
Pour montrer que I'inclusion implique que 1 < ¢ on doit supposer que la mesure est

sans atomes et on suit les étapes de la démonstration du deuxiéme point du théoréme

228 nm

Théoréme 2.2.10 [12]

Soient @, 1 € ¢(2, 1), on suppose que | est localement intégrable et la mesure p est sans

atomes alors

L2(Q, p) — LY(Q, ) si et seulement si 1 < .
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CHAPITRE

Les espaces de Lebesgue

généralisés

Dans ce chapitre on définit les espaces de Lebesgue a exposants variables L”(')(Q, ),
qui sont un cas particulier des espaces de Musielak-Orlicz et une généralisation des espaces
de Lebesgue classiques LP.

Ces espaces sont différents des espaces de Lebesgue LP(€2, i) par le fait que 1’exposant
"on

p" n’est pas une constante mais une fonction mesurable définie sur un ensemble mesurable

Q2 a valeurs dans [1, o] .

3.1 Définitions et propriétés

3.1.1 Exposant variable

Soit (€2, X, 1) un espace mesuré avec p une mesure o-finie compléte.

Définition 3.1.1 On appelle exposant variable sur € toute fonction mesurable,
p:Q—[1, o0], on note P(2, ) l’ensemble de ces exposants.
On pose,
pT =supess p=inf{a > 0,|p| < a pu— pp},
et

p~ =infess p=inf{a > 0,|p| > a p—p.p}.
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3.1. Définitions et propriétés

Exemple 3.1.1 Soit €2 = R,alors les fonctions définies par
p(y) = p avec 1 < p < oo.
p(y) = 2+ sin(y)

sont des exposants variables.

Remarque 3.1.1 5i Q) est un ouvert de R"et p la mesure de Lebesgue sur R™, alors on

note ’ensemble des exposants variables par P(S2).

Définition 3.1.2 (Ezxposant variable conjugué)
Sip e P(Q), alors on définit p' € P(Q), 1) par

La fonction p' est appelée exposant variable conjugué (ou dual) de p.

Remarque 3.1.2

1) Dans toute la suite on considére les deux fonctions w,y(y,t) = W) et o,\(y,t) =

_1 _4p(y)
p(y)tpy'

2) Sipt < o0, alors Uexposant variable p est dit borné.

3.1.2 Espaces de Lebesgue généralisés
Définition 3.1.3 Soient p € P(S2, 1) et p,y € ¢(Q, u),alors

Pp() - M(Q’M) - [1’ OO]
fr— ésop(y)(y, |f)])dp,

est une modulaire et [’espace

POQu) = $feM,u): /app(y)(y,/\ |f(y))du < oo pour un certain A > 0
Q

= S feM,u): /|)\f(y)\p(y) dp < oo pour un certain A >0 » |
0
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3.1. Définitions et propriétés

ou

p() _ NI .
LP(Qu) =< feMQ,u): po < 00 pour un certain A > 0
by

Q

est appelé espace de Lebesgue généralisé ou espace de Lebesgue a exposant

variable.

Remarque 3.1.3 Soient

Lo () = {f € M(Qp1) : pyy(f) <00},
Ep()(Qmu) = {f € M(Q7/~L) : ,OP()(Af) < 007V)‘ > 0} )
alors

EPO(Q, 1) C LAY (9, 1) © LPY(Q, p).

Remarque 3.1.4
Si €2 est un ouvert de R™et y1 la mesure de Lebesgue sur R™, alors on note respectivement

LPO(Q, ), Ly, (2, 1) et BPO(Q, ) par LPO(Q), Ly, () et BYO(Q).

oc

Remarque 3.1.5
Soit p € P(Q, ), tel que p* < 400.
alors,

©p() €st localement intégrable.

Soit @,y = PO puisque, YA > 0 et VA € ¥ avec u(A) < 400, on a

/ Cpy(Axa)dp = / N dyy

Q A
< w(A)max(\AP") < +o00.

Mais la réciproque n’est pas toujours vraie, comme le montre [’example suivant.

Soient 2 = R et (Ag)ren C R tels que les Ay sont deux a deux disjoints et

1(Ay) = exp(exp(—k)).
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3.1. Définitions et propriétés

On définit

k pour y € A
p(y) =
1 pour y € R\ U2 Ay.

Alors pour tout A > 0 et pour tout A C R avec y(A) < 400 on a

/ Poi)(AXa)dy = / [(Axa)

R

p(y)

< Z N exp(exp(—Fk)) + Au(A) < 4-o0.
cecl dit, bien que ¢, est localement intégrable, mais pt = +oo.

Les normes sur I’espace L?() (€, )

1) La norme de Luxemburg

- /
£y = inf {A >0,y (7) < 1}

2) La norme d’Orlicz

0 p(y)
175y = sup / £l de ave q(y) =
geLAW) (1) p(y) —1
Pg(y)(9I=1
3) La norme d’Amemiya
A o1
£ llp) = inf < [1+ o) (AF)] -
Inégalité de Holder généralisée
Lemme 3.1.1 /6]
Soient p,q,s € P(Q,pn) tels que ]ﬁ + @ ( ;K= DD, alors pour f € LPO(Q, ) et

g€ L1(Q, 1) on a
Ps()(f9) < ppy () + 1) (9)
et

17 9llscy < 2050 lgllg) -
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3.1. Définitions et propriétés

Lemme 3.1.2 [6]
Soit p € P(Q,pn) et p,)= t*0) alors,

S(Q,p) € LPY(Q, )
et
min {1, #(A)} < [[xall,q) < max{1l, u(A)} pour tout mesurable A C €.

Preuve.
Comme une fonction simple est une combinaison linéaire finie, de fonctions caractéris-
tiques, on obtient

S(Q, 1) C LMO(Q, ).

Soit A C  un sous ensemble mesurable avec u(A) < +oo.Alors

XA B Xa(y)
oo (1, (D)) / P e (1, ()}

p(y)
B / ‘max{l n(A e
B / (max {1, ;14 >}>p<y>d”

/maX{l n(A

p(A) < 1.
maX{Lu( )}
Puis d’aprés le lemme 1.4.1 on obtient
XA . 1
<1 d <1
Hmax{l,u(A) o) ce i donne max {1, u(A)} Ixallpey <
D’ou
IXally) < max {1, u(A)}. (3.1.1)
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3.1. Définitions et propriétés

Soit maintenant, A > 1 alors

AX Axa(y)
Ry i e e
Q

/ /\p(y) p
~ ) (i {1, ()@

A

A
| it
A

> A> 1.

D’apres le lemme 1.4.1 on a

e

l'auteur dans [6] conclu que

> 1 on obtient
p(.)

A
—_—— 1
mm{l,u(A)} ||XA||p() > 1,

d’ou
IXall,)y = min {1, u(A)}, (3.1.2)

de (2.1.2) et (2.1.3) on obtient alors

min {1, p(A)} < [Ixall,) < max{L, u(A)}.

Proposition 3.1.1 /5]
Soit p € P(Q, ), si f € LPO(Q, 1) alors f est localement intégrable.

Preuve.
Soit A C Q avec u(A) < +o0.

D’apres l'inégalité de Hélder et le lemme 3.1.2
151y < il Tcallnoe < +oc.
A

En particulier si A est compact, on obtient I'intégrabilité local de f. m
Afin de démontrer les théorémes d’injection et de densité on donne quelques ré-

sultats sans démonstrations
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3.1. Définitions et propriétés

Lemme 3.1.3 [6]

Soit s € P(Q), ). Alors

1 . a1 a1 1 1
5 min {u(@)F, w(@)F } < 1) < 2max {u(@F, w(@)F},

pour tout ensemble 2, avec () > 0.0 1 désigne une fonction g(y) =1V y € Q.
Théoréme 3.1.1 /6]

Soit p € P(Q2, u) alors les conditions suivantes sont équivalentes:

1) pt < oo,

2) B, ) = L) (9, ) = 1PV, ),

3) ¢y vérifie la condition-Ay avec la constante o

Théoréme 3.1.2 [6]
Liespace (LPX(Q, ), [-[[,.)) est un espace de Banach.

L’espace dual

Rappellons que pour tout g € Lp'(')(Q, ) Vapplication J, est définie par

Jo(f) = [ fodu on f € L, )
et
Jg € (LPO(Q, 1))
Théoréme 3.1.3 [6]
Soit p € P(, p),avec p*t < oo alors,
V' LPO(Q ) — (DO, )"
g = Iy

est un isomorphisme.

Théoréme de séparabilité

Théoréme 3.1.4 [6]
Soitp € P(Q, 1), tel que p* < oo et u est une mesure séparable (voir la définition 2.2.7),

alors

LPO(Q, 1) est séparable.
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3.1. Définitions et propriétés

Preuve.

Comme p est borné grace a la remarque 3.1.5 ¢,y est localement intégrable.

D’aprés le théoréme 2.2.6 on a
EPO(Q, 1) = E¥r0 (€, 1) est séparable.
Puisque p* < +o0o alors d’apres le théoréme 3.1.1 on obtient
E”(')(Q, 1) = LP(‘)(Q, ).

D’ou

LPU(Q, j1) est un espace séparable.

Résultats de convergence

En plus des résultats de convergence obtenus dans le chapitre précédent, nous donnons

d’autres résultats de convergence dans le cas ot €2 est un ouvert de R".

Théoréme 3.1.5 [5]

Soit p € P(Q) on suppose que p* < +oo, pour tout f € LP(Q) et pour toute suite
(fe)ren C LPO(Q), les propriétés suivantes sont equivalentes

1) fx converge vers [ en norme.

2) fr converge vers f en en modulaire.

3) fr converge vers f en mesure et pour un certain v > 0, p(vfix) — p(vf)-

Théoréme 3.1.6 [5]

Soit p € P(S) et soit une suite de fonctions (fi)ren C LPO(Q). Si (fi)r converge vers f

en norme alors elle converge vers f en mesure.

£y ey
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3.2 Théorémes d’injection

Nous appelons constante de Iinjection LPU) (2, p) «— L1O(Q, i), la plus petite con-

stante & telle que || f[[, ) < k[ fll,) -

Théoréme 3.2.1 [6]
Soient p, q € P(Q, 1), on définit Uexposant r € P(Q, u) par

L ma, < L L 0) pour tout y € 2
_— X — N T T .
r(y) qa(y)  p(y)

1) Sig<ppu—ppetlecL™Q,p), alors
LPO(Q, ) — LIY(Q, 1) avee la constante de Uinjection k < 2 110, -

Avec 1 désigne une fonction g(y) = 1Vy € Q.
2) Si p est sans atomes et LPY(Q, ) — LIO(Q, 1) alors

q<pp—pp

Preuve.

1) Supposons que ¢ < p i — p.p.
Soit f € LPO(Q, u), alors

Comme ¢ < p, par la croissance de l'intégrale et celle de ¢, ) on aura

JeartwAs)dn < [ A1) < o

Q Q

Par suite
fe L@, p).
D’ou

LP(Q, ) € L1, p).

Il reste & montrer qu’il existe k > 0 tel que Vf € L0 (Q, p) [fllyy S KIS -
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3.2. Théorémes d’injection

Puisqu’'on a ¢ < p u — p.p, le) = @ — @ et 1 € L"0(Q, u),alors d’apres I'inégalité

de Holder donnée dans le lemme 3.1.1

1 gy < 21y 11 -

De (3.2.1) et (77)
LPO(Q, ) — L9, p).

2) Montrons que ¢ < p it — p.p. On a par hypothése LPO)(Q, p) < L2O)(Q, p) alors,
d’apres le théoréme 2.2.9 il existe h € LY(Q), ky, ko positives tels que

ey (W, 1) < krpyy (Y, kat) + h(y).
Ce qui donne avec p,)(y,t) = tr®
tay) < kl(k2{;)p(y) + h(y)

Ou encore

taw) < ktrv) 4 h(y) Vit >0,y € Q (3.2.2)

Raisonnons par ’absurde,
supposons que ¢ < p 4 — p.p n'est pas vraie, alors il existe un sous ensemble A C 2

de mesure positive tel que

q(y) > p(y) pour tout y € A.

Comme [h(y)dp > 0 on peut trouver un sous ensemble B C A et une constante «
Q

positive tels que

hy) <a,Vy € B
En multipliant I'inégalité (3.2.2) par t-*®on trouve

taw-r < fPWPW) 4 o)

< k+4at™?®,

Par passage a la limite quand ¢ tend vers +oo on obtient une contradiction (+oo < k).

Par suite g < ppu—p.p. m
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3.2. Théorémes d’injection

Remarque 3.2.1 [6/
Si 11(Q) < oo alors grace au lemme 3.1.2 la condition 1 € L™ (Q, i) est toujours vérifiée,

d’ot le corollaire suvant.

Corollaire 3.2.1 /6]

Soient p,q € P(S), 1), on suppose que i est sans atomes et u(2) < oo alors,
LIO(Q, p) — LPY(Q, 1) avec la constante de Uinjection k < 2(1 + ()
si et seulement si p(y) < q(y) p— p.p pour y € .

Avant de caractériser les injections de la somme et de l'intersection de deux
espaces de Lebesgue généralisés, rappelons que pour deux espaces nornés X et Y,
les espaces X NY = {f:feX, feY}et X +Y ={f=g+h:9g€ X, heY} sont

respectivement muni des normes

1l xmy = max{([fllx, I£1y}

et

11l x4y = inf (lgllx + [[2]ly)

et on donne quelques propriétés de ¢, ) sans démonstration.

Proposition 3.2.1 /6]

Soit 1 <p<qg<r<ooalorsVt>0 ona

(1) < (1) + o.(1) (3.2.3)

et
@, (max {t — 1, 0}) < ¢, (t)

(3.2.4)
, (min{t, 1}) <@, (t)

Lemme 3.2.1 [6/
sotent p, q, v € P(Q, 1), avec p < q <r p— p.p dans 2. alors

LPO(Q, ) N L"O(Q, 1) € L(Q, p).
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Preuve.

Soit f € LPO(Q, p) N L™ (8, 1) avec

||f||Lp(y)(Q,u)ﬂLT(»)(Q,u) <1

C’est a dire
max { || fll ey, [/l e} < 1.
D’aprés le lemme 1.4.1
Py (f) S Let py(f) < 1.
D’apres l'inégalité (3.2.3) de la demarque 3.2.1

Pa) () < ppy (f) + ) (f) < 2.

D’ou

fe L, p).

Remarque 3.2.2 Pour démontrer la continuté de
i 2 LPO(Q, ) N LTO(Q, ) — LIO(Q, )
voir le théoréme 3.3.11 page 83 du livre [6].

Théoréme 3.2.2 [6]
sotent p, q, v € P(Q, 1), avec p < q <r p— p.p dans 2. alors

L€, p) — LPO(Q, p) + L'O(Q, ).

Preuve.
Soit g € L1V)(Q, 1) avec lgll,) <1, d’prés le lemme 1.4.1 p,()(g) < 1.
On définit,
go = sign(g) max {|g| — 1, 0},
et

g1 = sign(g) min {|g|, 1},
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alors on obtient,
g=9go+ g
Par suite,

L€, p) € LPOQ, p) + L™ (9, ).

D’apés I'inégalité 3.2.4 de la remarque 3.2.1 on a

©p(90) = ¢, (sign(g) max {|g| — 1, 0}) < ¢, (g9) <1,

et
¢, (91) = @, (sign(g) min {|g|, 1}) < p,(g) < 1.
Grace au lemme 1.4.1

190ll,) < 1 et [lgall,) < 1.

En particulier,

9l o@merro@n =, nE {lgoll +lorll )

< 2|lgllg -

Donc

LR, p) = LPO(Q, 1) + L, ).

Lemme 3.2.2 [6]
Soient @,y = tP0) p e P(R") et q € [1, oo] On définit s € P(R") par

s(y)

Alors, 1 € L*O(R"™) si et seulement si

1 11
'p(y) q“

Lraxtp(), d(RrY s [PO(R™) e prin{p() g} (R1),

Preuve.

1) Supposons que les injections ont lieu, alors grace au théoréme 3.2.1 on a 1 € L*¢)(R™).
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3.2. Théorémes d’injection

2) Supposant que 1 € L*0)(R") et soit v €]0, 1] tel que

Ps(y () < 00.
On définit r; et r9 comme suit
1 1 1 n
nw — mba g ww WER
L _ 11y cRe

r2(y) p(y)  max{p(y), ¢}
Alors,

s<rypets<rypu—p.p,

et comme ~y €]0, 1[ on aura

v € LO(R")
et
v € L2O(RM).
En particulier, pour v = 1 on a le méme résultat
Appliquant maintenant le théoréme 3.2.1;
D’une part, pour ’exposant r{, on a

1 1
max {p(y), ¢}  p(y)

Par suite,
1 1

min {p(y), ¢} p(y)

et comme 1 € L0 (R") on aura

Lp(')(R”) oy [min{p(), q}@Rn)‘

D’autre part, On a

ra(y)  ply) max{p(y), ¢}
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et comme 1 € L0 (R") on aura
Lrapl). (R7) s [PO(R™) (3.2.6)
De (3.2.5) et (3.2.6) on obtient

max{p(.), ¢} (R") — Lp(')(R”) o [min{p(), q}<Rn)'

3.3 Théorémes de densité

Théoréme 3.3.1 /6]
Soit p € P(Q, p),avec p* < +oo alors l’ensemble des fonctions simples S(€, pu) est dense

dans LPO)(Q, ).

Iy,
5 (@) = POQ@, p).

Preuve.
Comme p* < +o00, d’aprés la remarque 3.1.5 ¢ est localement intégrable et grace au

théoréme de densité 2.2.4 on a
S(Q, 1) est dense dans EPO (€, 1)
Du théoréme 3.1.1, comme pt < +o00, on a
Ep(~)(Q”u) — LP(-)(Q’ 1)

D’ou

SMe0(Q, ) = 170(Q, ).

Remarque 3.3.1 [6/
Comme l’ensemble des fonctions simples S() est un sous ensemble de L>=(2) N LPH)(Q)

alors il en découle du théoréme 3.3.1 que

L=(Q) N LPY(Q) est dense dans LPY(Q).
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Théoréme 3.3.2 [5]

Soit p € P(Q), on suppose que p™ < 400 alors, l’ensemble des fonctions bornées a support

compact est dense dans LP0)(9).

Preuve.

+o00
Soit (Ag),ey une suite de sous ensembles compacts de € tel que 2 = kglAk.

Pour 'instant, soit
1 -
Ay = {x € Q: dist(x,00) > E} N B(0, k).

ou B(0, k) est la boule fermée de centre 0 et de rayon k.

Soient f € LPO)(Q, u) et (fr)gen définie par

k si fi(y) >k
frly) = fly) st —k<f(y)<k
—k st fr(y) < —k

Soit

9k () = fi(y)xa, (¥)-
Comme f est finie p — p.p,kli@ g =f u—pp.
Oomme f € L"(Q) et |gi(y)| < [f(y)| alors g € LF(Q).

Par conséquent, puisque p* < +oo, par le théoréme de la convergence dominée, on

obtient

-y
g — f.

Corollaire 3.3.1 /5]

Soit p € P(Q), on suppose que p* < +o0, alors les ensembles des fonctions continues a

support compact C,(Q) est dense dans L) (€2).

mwllp(.) — 10 (92).
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Preuve.
On fixe f dans LP1)(Q) et £ > 0; et on cherchera & trouver une fonction h € C,(€2) tel que

1f = Rl ooy <&

D’aprés le théoréeme 3.3.2, il existe une fonction bornée a support compact g, tel que

£
)

1f = 9l oo < 5

soit Supp(g) C B N2, pour une certaine boule B.

Comme on a p*t < +o0o alors par le théoréme 7 de 'annex B on a
C.(BNQ) est dense dans LP' (BN ),

donc il existe une fonction h € C.(BN Q) C C.(2) tel que

)
lg = Pl o ) = 19 = Bll ot (prgy < A1+ p(BNQ))

Par suite, grace au corollaire 3.2.1 on a

3
lg = bll sy < 200+ p(BOD) lg = e < 5,
donc
1f = bl = If=h+9=9ll0e
< |If- gHLP(-)(Q) +1lg— h”LP(-)(Q)
< €
-2 2
D’ou
1f = Bl ey o) < e
n

Remarque 3.3.2 [5/
Soit p € P(2), si pt < 400 alors

Qqu(Q) est dense dans LPY)(Q).
q

Car cette intersection contient C.(§2).
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Théoréme 3.3.3 [6]
Sip € P(Q), avec pt < 400, alors, l'ensemble des fonctions indéfiniment dérivables a

support compact C2(Q) = D(Q), est dense dans LP1) ().
m\\-llpg) _ Lp(,)(Q>.

Preuve.
Puisque p™ < +o00, alors, d’apres le théoréme 3.3.1 I'ensemble des fonctions simples est
dense dans LP() (), et puisque les fonctions simples appartiennent a L~ (€, )NLP" (Q, 1),
donc elles peuvent étre approximées par une suite de D(2) dans lui méme, ce qui

donne le résultat car LP” (Q) N LP" (Q) s’injecte dans LPO)(Q). m

Notation 3.3.1
Il est parfois necessaire de considerer un sous ensemble de fonctions de LPW)(Q, ), de

moyenne nulle, défini comme suit:
Lg(')(Q) =< fePY(Q,p), /f(y)dy =0 p pour tout domaine 2 avec (1(2) < +00.
Q

L’ensemble des fonctions indéfiniment dérivables & support compact de moyenne nulle

est noté par C25(€2).

Proposition 3.3.1 /6]
Soit Q un ouvert conneze de R™ et soit p € P(2) un exposant borné. Si u(Q) < oo ou

p~ > 1 alors,
C2o(2) est dense dans LEY(Q).

Preuve.
1) On commence d’abord par le cas ou p(2) < oco.

On se donne une fonction ¢ € C°(2) qui satisfait [ ¢dy = 1.
Q

Soit f € Lg(')(Q) C LP(Q) et d’apes le théoréme 3.3.3 il existe une suite de fonctions
(fs) € D(), qui converge vers f dans LPO)(Q).
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Comme () est de mesure finie, grace a l'inégalité de Holder du lemme 3.1.1 on obtient

|-

u, <2 ||XQ||p/(,) [ fk”p(-) ‘

Par conséquent
lim f, = f dans L!()

k——+o0
et

lim [ fedy = [ fdy = 0.
k:—>+ooQ Q

Posons
fo=Fi—v [ Fudy
Q
Alors
fr € Cg‘(’)(Q)
De plus

I = filly, = f—ﬁ+¢/ﬁm
Q

p(y)

< ||f- fk:H + 191l /fkdl’
p(.)
Q
Par passage a la limite lorsque £ — 400, on obtient

k£n+100 If = kap(.) = 0.

Ainsi C25(9) est dense dans LrY(Q).
2) supposons maintenat que () = 400 et p~ > 1.

On choisit une suite croissante de domains (€2;); CC § tels que

U0 =0, Q; boré et () > 1Vj €N
i

et une suite de fonctions non négatives ¢, € D(€;) qui vérifient

Q;
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De l'inégalité (*) et grace lemme 3.1.3 on obtient

1
() w(825) Xa p(y)

< emax { p(@) 7 u() R

%, (3.3.1)

Par suite
}EEO ij”p(.) = 0.
Pour f € LX"(Q) le théoréme 3.3.3 implique qu’il existe une suite (f)zen C C=(9),

qui converge vers f dans LP()(€) c’est & dire

Hﬁ—f <e
p(.)
On a
~ s
’fk () ka fri p(.)
< [a-r],,+
Fo= 1|, + 171y
< et [l -
Pour € = 1,on aura
HﬁHp() <14 £l - (3.3.2)

On pose maintenant
Je=fr =, /fkdy,
Q

ol j est une suite croissante dans N qui va étre choisie par la suite.
Par définition de f; on a

De (3.3.2) etl'inégalité de Holder (3.1.1) on obtient ’estimation suivante

£ = illy = |£ =T+, [ Ry
L p(.)

IN

£+ el | [ Fedo
97

IN

F= 3, + il 2ol (161 1)-
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Comme () < 400, d’apres le lemme 3.1.2; ensemble des fonctions simples est inclus
dans L”/(')(Q) ainsi
Xa, € 7O(Q)
De (3.3.1), on peut choisir ji de sorte que
—k
||¢ijp(_) HXQka/(.) <2
Avec ce choix de j; on a l’estimation suivante
I = felly <[} £ =&+ 275 (11 + 1)
En faisant tendre k vers l'infini on aura
khjgo If = fk||p(.) =0

Ainsi CZ5(Q) est dense dans L'YQ). =
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Conclusion

Conclusion

Nous estimons que la théorie des espaces de Musielak-Orlicz est un domaine trés
intéressant et trouve beaucoup d’applications (Optimisation, EDP...); et avec les condi-
tions les plus faibles 1 < p~ < pt < oo les espaces de Lebesgue généralisés ont aussi
de nombreuses propriétés intéréssantes. Comme la théorie de ces espaces est d’actualité
beaucoup de questions sont encore posées:

-Trouver un ensemble dense dans LP() quand pt = .
-Sous quelles conditions I’ensemble LP) N U LP est dense dans LP0).

1<p<oo
-Caractériser le dual de L) quand pt = oo.
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Quelques rappels d’analyse fonctionnelle

Définition 1
Une fonction f est dite semi-continue inférieurement en x( si I'une des propriétés équiva-
lentes suivantes est vérifiée,

a) Pour tout £ > 0, il existe un voisinage U de zg tel que pour tout = € U :
f(xo) —e < f(a).
b) lim inf f () = f ().

T—xQ
Définition 2
Soit X un espace normé et soit f*: X* — R la fonction conjugée de f : X — R, alors

on définit la biconjuguée de f par f** définie ainsi
f X —R
z— [ (x) = sup {(z,2") — f*(z")}

zeX*

théoréme 1 [8] (Fenchel-Moreau)
Soit X un espace normé et soit f : X — R une fonction convexe, les propriétés suivante
sont équivalentes.
1) f est semi-continue inférieurement.
2) =1

Définition 3
Soient E et F'deux espaces de Banach. On dit que F s’injecte contintiment dans F' et on
note F/ — F si les conditions suivantes sont vérifiées:

(1) E est un sous-espace de F.
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(73) Toute suite convergente dans F est convergente dans F.

Autrement dit, I'identité I : & — F' est continue, ou encore 3 ¢ > 0 telle que
Ifllp < cllfllz pour tout f € E.

Définition 4
Soit E un espace de Banach et soit ' C £ On dit que F' est dense dans F si pour tout
e>0et f € F, il existe g € F tel que

lg = fllg <e

L’ensemble F' permet d’approximer un élement f € E par une suite (g,) € F'telle que

lgn = fllg <

Définition 5
On dit qu’un espace de Banach est séparable s’il contient un sous ensemble dénombrable
dense.

Quelques rappels de la théorie d’intégration

Soit (€2, ¥, 1) un espace mesuré.

Mesure (o-finie, non atomique et compléte)

Définition 6
On dit que la mesure p est o—finie lorsqu’il existe un recouvrement dénombrable de
Q2 par des sous-ensembles de mesure finie, ¢’est-a-dire lorsqu’il existe une suite (£2,,)nen
d’éléments de la tribu X, tous de mesure finie, avec :

Q=[]
neN

Définition 7

Un ensemble €2 € ¥ est dit un atome si, p (€2) > 0 et pour tout sous-ensemble mesurable

B de Q avec 1 () > p(B) alors, p(B) = 0.

74



Annexe A

Définition 8
Une mesure est dite non atomique ou sans atomes si pour tout ensemble mesurable

Q avec p (€2) > 0, il existe un sous-ensemble mesurable B de 2 tel que :
1 (€2) > p(B) > 0.

C’est-a-dire : {2 n’est pas un atomes.

Définition 9
On dit que la mesure i est compléte si, tout ensemble négligeable est mesurable. C’est-
a~dire, pour tout ensemble N € ¥ vérifiant 1 (N) = 0 et pour toute partie 2 C N, alors
) € ¥, ou encore

Q est négligeable <— 1 (Q2) = 0.

Théoréme de la convergence monotone (ou de Beppo-Levi)

Le théoréeme suivant est un résultat d’interversion limite-integrale dans le cadre de
I'intégrale de Lebesgue.

Théoréme 2 [1]
Si (fn),en €St une suite croissante de fonctions mesurables positives convergeant vers f,

alors :
lim /fnd,u: /fdp.
Q Q
Lemme de Fatou

Le lemme de Fatou est un résultat important de la théorie de 'intégration de Lebesgue.
Ce lemme compare 'intégrale d’une limite inférieure de fonctions mesurables positives avec
la limite inférieure de leurs intégrales.
Théoréme 3 [1]
Pour toute suite (f,), oy de fonctions mesurables positives, on a :

/ lim inf f,dp < lim inf /fndu.
Q

n—s00
Q
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Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue

Le théoréme de la convergence dominée de Lebesque est 'un des théorémes les plus
importants de la théorie de I'intégration. Il permet de résoudre, dans des conditions tres
générales, le probléme de passage a la limite sous le signe intégral.

Théoréme 4 [1]
Soit (fy),ey une suite de fonctions mesurables vérifiant,
Q) lm fo()=f) p—pptel

b) il existe une fonction p—intégrable g telle que :

Vn eN, |fu(z)] < g(z) p—pp. t € Q.

Alors, f et f,, sont u—intégrables et on a : lim,, / fndp = / fdu.
Q Q

Définition 10(fonction simple)
Soit (2,3, 1) un espace mesuré. On dit qu'une fonction f : (2, X, u) — R est étagée
(simple) si elle est combinaison linéaire finie de fonctions caractéristiques d’ensembles

mesurables de mesure finie, c-a-d:

k
flz) = ZSiXQi (z) avec u(§);) < 00,5, € RYi = 1,k

i=1
L'ensemble des fonctions simples est noté S(€2, p).

Si Q est un ouvert de R™, et p la mesure de Lebesgue sur R™ on le note S(£2).

Approximation par des fonctions étagées

Une propriété essentielle des fonctions mesurables positives est qu’elles sont approx-
imables par des fonctions étagées:
Théoréme 5 [1]
Soit f une fonction mesurable positive, alors il existe une suite de fonctions (fy) étagées,
positives et croissante qui converge simplement vers f.
Espace de Lebesgue
Définition 11

Soit p un nombre réel positif. On note par LP(Q2) la classe de toutes les fonctions
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mesurables f définies sur €2 telle que

[1s@r iz < .

Q

Pour toute fonction f € LP(2), on pose

3 =

1l = / @) dp

Q

Théoréme 6/[2]
L’espace (LP(Q), 11, ) est
(1) un espace de Banach pour 1 < p < oo (théoréme de Fischer-Riesz).
(2) un espace séparable pour 1 < p < oc.

(3) L2(2) est un espace de Hilbert.

Inégalité de Holder

Lemme 1[2]
Soient 1 < p < oo et ¢ 'exposant conjugué de p (
g € L1(Q), alors

217_,_% = 1). Soient f € LP(Q) et

fg e LQ)
et

glfgldu < [l oy 190 ooy -
Théorémes d’injection

Soit 2 un ouvert de R™ muni de la mesure de Lebesgue.
Théoréme 7 [2]

Si () < 00, et 1 < p<g<oo.alors

LU(Q) < LP(9).
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Théorémes de densité

Soit 2 un ouvert de R™ muni de la mesure de Lebesgue.
Théoréme 8|[2]
L’ensemble des fonctions simples bornées est dense dans L>(€2).
Théoréme 9[2]
L’ensemble des fonctions étagées est dense dans LP(2),V 1 < p < 0.
Théoréme 10[2]
L’ensemble des fonctions intégrables est dense dans LP(2), V 1 < p < 0.
Théoréme 11[2]
L’ensemble C.(€2) des fonctions continues a support compact est dense dans LP(£2),
V1<p< oo
Théoréme 12[2]
L’ensemble D(§2) = C°(€2) des fonctions indéfiniment dérivables a support compact est

dense dans LP(2), V1 < p < o0.
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Résumé

Dans ce travail on s’est intéréssé a deux notions a savoir:

x La notion de densité rend plus accessible la démonstration de certaines assertions, il est
souvent moins difficile de montrer une certaine assertion pour des espaces plus "accueuil-
lant", puis utiliser la densité pour 'obtenir dans le cas général.

* La notion d’injection des espaces dans d’autres espaces ne manque pas aussi d’importance
pour étudier les propriétés géométriques et topologiques des espaces fonctionnels.

Notre travail est structuré en trois chapitres. Dans le premier chapitre nous
rappelerons les resultats essentiels sur les espaces modulaires. Dans le second chapitre nous
presenterons les espaces de Musielak-Orlicz, dans un premeier temps, nous définissons ces
espaces et ennocons leurs propriétés fondamentales, ensuite nous donnerons les théorémes
de densité et d’injection. Le troisiéme chapitre est consacré a I’études des théoréemes de

densité et d’injection dans les espaces de Lebesgue & exposants variables.



