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Introduction générale

Le traitement de signal a pour principal objectif la description des signaux liés au
monde réel dans un but de traitement, d’identification, de compression, de compréhension
ou de transmission. Dans ce contexte, les transformations linéaires ont toujours joué un
treés grand role, et parmi ces dernieres, la plus célébre et la plus anciennement étudiée est la
transformation de Fourier(1822). Cette transformation permet d’explorer la composition
fréquentielle du signal et par ses propriétés de lui appliquer facilement des opérateurs
de filtrage. Lors de cette transformation, le signal est décomposé sur un ensemble de
signaux "base" qui sont les cosinus et les sinus ou ’exponentielle imaginaire, mais, trés
tot dans 'histoire du traitement de signal, il est apparu que la décomposition obtenue
n’est pas toujours satisfaisante. La premiére transformation en ondelettes (le nom n’est
pas encore utilisé) fut proposée par Haar en 1910; il serait plus judicieux de parler alors
de «paléo-ondelette». La transformée en ondelettes est un outil qui découpe les données,
les fonctions ou les opérateurs en composantes fréquentielles. Le premier a avoir utilisé la
méthode et proposé le nom d’ondelettes fut Jean Morlet(1983).

Les recherches tant théoriques qu’appliquées se sont trés largement développées
ces derniéres années au point que les ondelettes sont maintenant trés a la mode et qu’on a
parfois voulu en faire ’outil le plus adapté a tous les probléemes. Cet optimisme excessif a
naturellement conduit a quelques déconvenues. Un volume annuel de plusieurs centaines
de publications sur le sujet et une bonne dizaine de congres internationaux lui étaient
consacrés. Les applications les plus prometteuses qui semblent se dégager se retrouvent
dans les domaines de ’analyse vocale, de 'analyse des signaux radar et dans le domaine de

la compression des images. Les thématiques de recherche s’orientent vers les transformées



Introduction générale

de signaux périodiques ou a support compacts, les transformées multidimensionnelles, les
transformées adaptées au probléme, les analyses multi-ondelettes, la déconvolution des
signaux bruités, les approches multi-échelles dans les algorithmes stochastiques et bien
entendu la mise en ceuvre des algorithmes de transformée en ondelettes discréte.

Le travail que nous avons réalisé est composé de trois chapitres. Le premier est
consacré aux transformations de Fourier; nous y trouverons I’ensemble des définitions
et des propriétés. Le second nous parle des ondelettes d’'une maniére générale et de
leurs transformations d’une fagon particuliere. Le dernier chapitre est débuté par un
programme matlab qui permet de calculer & la fois 'ondelette d’un signal, les coefficients
de cette derniére a une certaine échelle a (la dilatée), ainsi que le graphe qui leur est
associé, et nous avons cité quelques cas ot nous comprenons réellement ’handicap de la

transformée de Fourier.



CHAPITRE

1 Transformation de

Fourier

En analyse, pour les fonctions non périodiques, la transformation de Fourier est une
approche analogue & celle des séries de Fourier. Elle permet de leur associer un spectre en
fréquences et d’obtenir I’expression de la fonction comme « somme infinie » des fonctions
trigonométriques de toutes les fréquences qui forment son spectre. Une telle sommation se
présente donc sous forme d’intégrale. L’analyse non standard permet de la présenter sous
forme d’une série et justifie le point de vue intuitif. Séries et transformation de Fourier
constituent deux outils de base de ’analyse harmonique.

La transformée de Fourier F est une opération qui transforme une fonction inté-

grable sur R en une autre fonction, décrivant le spectre fréquentiel de cette derniére.

1.1 Transformation de Fourier dans L' (R)

Définition 1.1.1 Soit f € L*(R). La transformée de Fourier de f, notée f est définie
par
F:R—>C (1.1.1)

T f(x) = /f(t)e_%”mdt

R

Remarque 1.1.1



1.2. Propriétés de la transformée de Fourier

L’intégrale précédente a un sens puisque
F0em| = [7(0) (112)
Comme f € L'(R), alors

ft)e 2™ ¢ LYR) et f(t)e ™ € L'(R) (1.1.3)

1.2 Propriétés de la transformée de Fourier

1.2.1 Propriétés de régularité

Lemme 1.2.1 (Riemann-Lebesque) Si f € L'(R), alors

fl@) — 0

|z|—o0

Proposition 1.2.1 i f € LY(R), alors
a) f est bien définie.

b) f est uniformément bornée et
17| =sw|F@)| < s = #1000 (1:21)
0 z€R

Proposition 1.2.2 (Linéarité)
Si f, g€ LY(R), alorsV o, BER:

Flaf +Bg) = aF(f) + BF(9) (1.2.2)

C’est o dire que F est une application linéaire qui de plus est uniformément continue

de L'(R, |[.],)-

1.2.2 Parité, translation, changement d’échelle, modulation

Théoréme 1.2.1 Soit f € L.

a) Si f est paire(resp. impaire) alors f est paire (resp. impaire)

~

b) Si f est réelle alors f(—z) = f(w)



1.3. Convolution des fonctions

Il en résulte que, si f est réelle et paire (resp. réelle et impaire), alors f est réelle et
paire (resp. imaginaire pure et impaire)

c¢) Translation : si g(t) = f(t —u) ou u € R, alors

(z) = f(x)e 2™ (1.2.3)

)

d) Modulation : si g(t) = f(t)e* ™, alors
9(x) = f(z —u) (1.2.4)
e) Homothétie : si g(t) = f(at) ou a > 0, alors

~

(g). (1.2.5)

|+

g(x) =

1.2.3 Théoréme d’échange

Théoréme 1.2.2 Si f et g sont dans L*(R) alors fgetfg sont dans L'(R), de plus

é Ftgt)dt = [ f(x)g(x)dx (1.2.6)

1.3 Convolution des fonctions

Définition 1.3.1 FEtant données f et g deux fonctions de R dans C, on appelle convolu-

tion de f et g , la fonction f x g, si elle existe, définie par
(F*)() = £(t ~ wa(w)dn = [ F(s)g(t — )ds (1.3.1)

Proposition 1.3.1 Soient f et g € L*(R). Alors f * g est définie p.p et appartient a
LY(R).

Proposition 1.3.2 Soient 1 < p < 00, (fy),>, une suite de LP(u) et f € LP(R", ju) tels
que

Tim £~ f], =0 (1.3.2)

alors il existe une suite extraite (fnk)k21 telle que fo. — f, pu.p.p



1.4. Inverse de la transformée de Fourier

1.4 Inverse de la transformée de Fourier

Nous venons de voir que beaucoup d’opérations se transposent agréablement par la
transformation de Fourier.

La formule d’inversion est obtenue trés simplement a partir de F et elle est trées utile

puisque elle nous permet, de passer de f a f. Cependant, il y a quelques précautions a

prendre car si f est intégrable, fne I’est pas toujours.

1.4.1 Formule d’inversion de Fourier

Théoréme 1.4.1

ft) = /f(ﬂj)e%imd.% p-p (1.4.1)

On note que pour presque partout f = [?](F(f)).

Proposition 1.4.1 Soit f € L*(R) tel que f € L'(R). Si f est continue en un point to

alors

f(to) = F(F(f))(to) (1.4.2)

Corollaire 1.4.1 Soit f € LY(R) tel que f € L*(R) alors, on a

Théoréme 1.4.2 (d’unicité) Soit f € L*(R) tel que fA: 0 alors f =0 p.p, c’est a dire
F est injective de L*(R) dans C°(R)..



1.5. Transformée de Fourier dans L' et convolution

1.5 Transformée de Fourier dans L! et convolution

Le théoréme qui suit fait le lien entre la transformée de Fourier dans L'(R) et la
convolution. Ce résultat permet de ramener la résolution d’équations de convolution ( et
donc d’équations aux dérivées partielles a coefficients constants sur R) a des problémes

de division.

Théoréme 1.5.1 Soient f, g € L*(R), alors

— ~

fxg9=13g (1.5.1)
F(f*9)=F(f)F(9). (1.5.2)

Si de plus f,§ € L'(R) alors
fg € LY(R) et ;‘?;} = f* qg. (1.5.3)

1.5.1 Dérivée de la transformée

Théoréme 1.5.2 Si f ettf € L*(R), alors :

f e CY(R). (1.5.4)
(F) @) = (~2mitp) @), (1.5.5)

1.6 Transformation de Fourier dans L2

Dans l'espace L' , on a remarqué que les hypothéses du théoréme d’inversion de
Fourier ne peuvent étre remplies que si f est égale presque partout & une fonction continue
tendant vers zéro a 'infini. Cela écarte malheureusement des fonctions d’un usage tout a
fait courant en mathématiques et en physique.

La nécessité de sortir du cadre des fonctions intégrables est apparue trés tot.

Ainsi, en 1910, Plancherel a défini la transformée de Fourier dans I’espace des fonctions



1.6. Transformation de Fourier dans L?

de carré intégrable a savoir L*(R) qui a I’avantage sur L'(R) d’étre un espace de Hilbert

pour le produit scalaire

<ﬁm=/#wmmw (1.6.1)

1.6.1 Théoréme de Plancherel

Théoréme 1.6.1 Soit f, g € L'Y(R) N L*(R), alors

/f (2)5(z) dx_/ft‘(t)dt. (1.6.2)
Hmrwm1 (1.6.3)
fe’(R). (1.6.4)

1.6.2 Théoréme de Plancherel-Riesz

Il existe un automorphisme unique, qu’on note F, de L*(R) qui prolonge canoniquement
I’isométrie

L'(R) N L*(R) — ( ) (1.6.5)

[

De plus, pour tout (f,g) € L?*(R) x L?(R), on a

\H

FEFEWL)=FEFF) =1 pp. (1.6.6)
IZ Dl = 111, - (16.7)
(f.9) = (F(1). F(g)) (1.6.5)
/ﬂ%@ﬁ=/ﬂﬁ@ﬂmmm
Soit
wﬂ@zéf@eW%PmﬁzﬂmH%—fmm=0 (1.6.9)



1.6. Transformation de Fourier dans L?

Remarque 1.6.1 F désigne deux applications distinctes; d’une part celle de L'(R) dans

C°(R) et d’autre part celle de L*(R) sur lui-méme. Ces deux applications ne coincident que

-~

sur LY(R)NL2(R). En effet, f(x) est bien définie en tout point x de R lorsque f € L*(R),
tandis que lorsque f € L*(R), f est définie comme élément de ’espace de Hilbert L*(R).
Mais en tant que fonction ponctuelle de x, on ne dispose que d’une fonction définie pour
presque tout x € R. Il y a la une différence importante entre L'(R) et L*(R) pour la

transformée de Fourier.

Remarque 1.6.2 Lorsque f € L*(R)\LY(R), la fonction t — f(t) e"2™ n’est intégrable
pour aucune valeur de x. Il est donc hors de question d’utiliser la formule intégrale définie
dans le chapitre 1. Dans ce cas, la formule (1.8.8) affirme (en terme de suites) que fA est
la limite dans L*(R) de la suite (ﬁ) . 1l faut prendre garde au fait qu’il n’y a pas, en

général, de convergence presque partout de fn vers f (on peut seulement laffirmer pour

une sous-suite).

1.6.3 T-héorémes utiles

Comme nous venons de le voir dans le théoréme précédent (la formule (1.8.8)), lorsque
[ € L*(R)\L'(R), la transformée de Fourier est donnée par une limite dans L*(R). Donc,
le calcul se fait par approximation. Toutefois, on peut souvent se ramener a un calcul
d’intégrales semi-convergentes.

C’est I'objet des théorémes qui suivent.

Théoréme 1.6.2 Soit f € L*(R). Si pour presque tout x € R,

A

/ f(t)e?™qt (1.6.10)
—A
converge vers une limite finie que 'on note g(x), lorsque A tend vers l'infini, alors

F(f) =g pp-

Théoréme 1.6.3 Soit f € L*(R)\L*(R). S’il existe g € L*(R) telle que F(g) = f alors

F(f) =g. (1.6.11)

10



1.7. Propriétés élémentaires de F sur L*(R)

1.7 Propriétés élémentaires de F sur L*(R)

Toutes les propriétés de translation, de modulation et d’homothétie vues pour les fonctions
de L'(R) sont encore valables pour L?(R). On les obtient par passage a la limite en utilisant

la densité de L?(R) N L'(R) dans L?(R). De plus, on a les propriétés suivantes.

1.7.1 Formule d’échange

Proposition 1.7.1 Soient f et g deux fonctions de carré intégrable, alors

F(f)g et fF(g) sont dans L*(R) et on a

/F(f)(t)g(t)dt = /f(U)f(g)(U)du (1.7.1)

1.8 Transformée de Fourier dans L? et convolution
Proposition 1.8.1 Soit f et g deuz fonctions de L*(R), on a
frg=F (fﬁ) : (1.8.1)
fg=(F=3). (1.8.2)

Remarque 1.8.1 Dans la proposition précédente la formule F (f % g) = fﬁ n’a pas de
sens a priori car f * g est seulement dans L (R).Cette formule serait vraie si l’on avait
[ * g dans L*(R).

Lorsque f € L*(R) et g € L*(R), la convolution et la transformée de Fourier sont bien

définies.
Proposition 1.8.2 Soit f dans L*(R) et g € L*(R). On a
fi € L*(R) (1.8.3)

f*g9=F(f9). (1.8.4)

11



1.9. Transformation de Fourier a plusieurs variables

1.9 Transformation de Fourier a plusieurs variables

Dans tout ce qui précéde, la transformée de Fourier dans L'(R) et dans L?(R) , se
généralise & RY muni du produit scalaire euclidien.
Nous allons donner les changements & apporter pour une fonction de L'(RY). Ceux-ci

s’adaptent aux fonctions de L*(RY) .

Notations
Soit N € N*,
t = (ti,tg, -+ ,ty) € RY (1.9.1)
r=(z1,29,--+ ,vy5) €RY (1.9.2)
a €R" o= (ky, ko, -+ ky) € NV, (1.9.3)
On définit :
ar = (azi,axy, - ,arN); (1.9.4)
v = xf1x§2~~~x]]i,N.
olelg
D%(z) = x) ol 1.9.5
90 = G (195)
’C(’ = k1+k2++k1\7

N
(t,x) = Y t;x;, le produit scalaire euclidien de RY.
i=1
Les normes euclidienne de t et x sont respectivement définits comme suit:

N
1t]|]* = ;t? . (1.9.6)
2 N 2
lz||” = >« . (1.9.7)

i=1

12



1.9. Transformation de Fourier a plusieurs variables

Définition 1.9.1 Soit f € LY(RY). On appelle transformée de Fourier de f l’application
qu’on note f ou F(f), définie pour tout x € RY par

flz)=F(f)(z) = fN F(t)e 20 gy (1.9.8)

Définition 1.9.2 Soit f € LY(RY). On appelle transformée de Fourier conjuguée ; l’application
qu’on note F(f), définie pour tout v € RY

F(f)(x) = {Vf(t)e2”i(t’x)dt (1.9.9)

13



CHAPITRE

Les Ondelettes

Nombreux sont les domaines d’application de la transfomation de Fourier, parmi ces
derniers, on compte le traitement de signal, un domaine qui est intéressant mais surtout
abordé par plusieurs chercheurs vu le nombre important de solutions qu’il a apporté aux
problémes posés dans le monde réel. Il s’est avéré que la transformation de Fourier n’était
pas toujours un bon moyen pour aboutir aux résultats cherchés. A cet effet, nous voulions
comprendre son handicap et de savoir s’il y a existence d’un autre moyen qui passera ce

cap?

2.1 Transformation de Gabor

8]

La transformation de Fourier ne permet pas de faire ’analyse d’un signal en temps,
i.e.Jocalement, puisqu’il faut le connaitre sur R. C’est & dire que La transformation de
Fourier n’étudie pas un signal en temps et en fréquence ; alors qu’il est impératif de le
savoir. Ainsi, trouver un moyen de surpasser ce cap est d’'une grande importance.

Pour ce faire on introduit la transformation de Fourier & fenétre glissante, due a D.
Gabor dans les années 1940. Mais la largeur fixe de la fenétre empéche une bonne analyse
des sauts du signal. La décomposition en ondelettes, étudiée plus loin, semble résoudre

ce probléeme.

14



2.1. Transformation de Gabor

Définition 2.1.1 Soit p € L* (R) N L' (R) avec ||p|la = 1.Pour tout f € L* (R) et tout
A, s € R, on pose
Fof (5,A) = (7™ p,|f) = (2.1.1)

— [0 £ 0 dt = F (7rf) O (212)
et on dit que c’est la transformée de Gabor de f .

L’application linéaire

F,.L*R) —C (2.1.3)

s’appelle la transformation de Gabor. On dit aussi transformation de Fourier & fenétre

glissante .
Lemme 2.1.1 Pour tout f € L>(R), on a
i — .l = 0 219
avee £,(t) = f(t - 5)

Proposition 2.1.1 Pour tout f € L*> (R), on a F,f € C*(R*) N L' (R) avec

[Fpflloo < [1fIl2 (2.1.5)

ainsi que la conservation de l’énergie, i.e

[Fpflloe = I1fl2 (2.1.6)

Preuve. Tout d’abord, on a

IfM@JHS/ImMIWf@Iﬁ

et selon Cauchy-Schwarz

| Fof (s M [<plla - 1 2= F 1l

15



2.1. Transformation de Gabor

et
| bl = Ffs NI [ 1, = g™ || £ 1) | de
<IF llall pu€®™ = pye |l
<IFllz (o = oo llz 11 (24 = 1) p, l2) < o0
Car lorsque (u,u) tend vers (s, A) , hm || Py — Ps |l2= 0 par le lemme et de plus

(u,p)—
| ,0$|2 € L'(R) et cela finit de prouver la premiére partie .

Remarquons maintenant que, par le théoréme de Tonelli, on a

(//ﬂ& S 12d(t,s) /|f .Q/f@%ﬂQM{%m

=1z e lle=l fl13< 00

Ce qui montre, par le théoréme de Fubini que pour presque tout s € R, on a

s [ € L*(R)

En utilisant les théorémes de Tonneli et Plancherel, on obtient

[] 1 Asenraes= [ (finem)a-
/(/'% - Pﬁ)%—ﬂfm

Théoréme 2.1.1 (Formule d’inversion de Gabor)
Pour tout ;1 > 0 et t € R, la restriction de la fonction: (s, \) — p(t — s)e?miM

appartient ¢ L*(R X [—u, pu]). Pour tout f € L*(R);en posant

//R[ ]]-"fs S A)p(t — 8)e?™Md(s, ) (2.1.7)
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2.1. Transformation de Gabor

On a
lim f, = f dans L*(R) (2.1.8)

Preuve. Remarquons tout d’abord que(F,),.Ff € L*(R) N L'(R)
D’une part on a F, € C*(R) N L?(R), et d’une autre part on a:

Faf(s0) = (@ p|f) = (Fp )| Ff) =
= ((FpDED) = (e F )| Ff) =
= [N TERWF ) = F [T, 55 0

par la suite, en utilisant le théoréme de Fubini; nous aurons

L) = /_ i /R Fof (s, \p(t — 5)e M ds)d

Or
/R}"pf(s, Mp(t — s)e*™ds = eI F [(T,))Aff] (s)p(t — s)ds =

(Fr(0)Ff (0)F [e72p(t — 0)] (v)dv =

(fp)/\(v)ff(v)(ﬁpth(v)dv =

(Fo)a)F f(0) (e Fp)a(v)dv =

TN (F, )\ (0) [ F S (0)de

I
——— i —

Comme

[ IEn@PiEr i < 2ulFlL 15 176, <

< 2ullplly lplly [[£]ly < o0

grace au théoréeme de Tonelli, il vient que

17



2.1. Transformation de Gabor

i) = [ ([ Frtsnpte = sjasyin =
= [ ([ iE - P Fr@anen i =

—p

_ /Rezm(/_“ (Fp(v = NP AN F f(v)dv = FIO,Ff1(2),

en ayant posé
“w
0u(e) = [ 1(F0 = N dx
—HK
Finalement, on a

2 2 2 2 2
Hf - fu”z = ||ff _fquQ = H(l - Qu)}_sz = / |1 - 9u| |~7:f|
ainsi que
10, < | F, |2 =|lpll5=1et lim @, = 1 ponctuellement (convergence simple)
J1—00

et en appliquant le théoreme de Lebesgue, il vient

2

lim [|f = full; =
H—00
= lim [ 16, |Ff]* =
H—00
_ / lim [1— 6,2 |F ]2 = 0
H—00
i.e
lim (f = fu) =0
d’ot

lim f, = f € L*(R)

p—00

Origine du mot "Ondelette"

Le terme "ondelette" a été introduit par Jean Morlet et Alex Gossmann au début des

années 1980. Térme initialement francais, il a été ensuite traduit en anglais par "wavelet",

avec le terme 'wave’ (onde) et ’let’(petite).

18



2.2. Exemples d’ondelettes

Définition 2.1.2 Soit 1) une fonction de L'(R™); on appelle 1 une ondelette-mere si la

quantité:

Cy = / W)l (2.1.9)

Jul

est finie et aussi indépendante du vecteur unitaire e € R".

2.2 Exemples d’ondelettes

2.2.1 L’ondelette de Haar :

C’est la plus simple des ondelettes : définie sur I'intervalle[0, 1] (ou parfois sur [—31,1])

c’est la fonction H constante par morceaux qui vaut :

1si:p€{0%[

H(z) = ‘ ;
—1 81356}5,1}

& wix}

=y

Pa| =

Fig.2.1:Ondelette de Haar
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2.2. Exemples d’ondelettes

A3l
T
~ 050}
&
%
<025
0_00 /\ 1 i H f\-l >
-100 -50 00 50 100 &

Axe des X

Fig.2.2:Spectre d’amplitude de L’ondelette de Haar

Cette ondelette est tres simple et est donc facile & mettre en oeuvre algorithmiquement.
De plus, son support est compact : elle est bien localisée en espace. En contrepartie, elle
n’a qu’'un seul moment nul et est discontinue ; sa transformée de Fourier,

A . . 27w

. 2 . . . ,
H(z) = ie”"™ 5= oscille beaucoup: la localisation en fréquence n’est pas bonne.
2

2.2.2 Les dérivées gaussiennes

Elles sont de la forme v, (z) = %e‘”ipour n > 1. On utilise essentiellement la dérivée

seconde, qu’on écrit le plus souvent sous la forme :

() = %71(1 — e (2.2.1)
On a alors
V(E) = Kge ¢ (2.2.2)

ol k est une constante. On peut remarquer que ¢ et v sont & décroissance trés rapide

et C*°, ce sont des éléments de la classe de Schwartz S.

avix o (5)
086295 150,
061295} 125
100+
036295
0,75+
951
01128 ’ » o5
-013705¢ \/ \/ 0,25} J
-(0.38705L— 1 L1 000 . . :

\ h -
1 L -
-60-50-40-3020100010 2030405060  -15 20 -05 00 05 10 15%
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2.3. Conditions d’admissibilité:

Fig.2.3:Deuxiéeme dérivée gaussiénne et son spectre

En raison de son graphe, on ’appelle souvent le chapeau mexicain.

b3)

08227,

125
05727 2
| > L
03227 o 10
T e
0w /\ [\ ¢ O
: o
0.7 0 x €050
07 025
Q0L

1) ST SRS SR S S |
19 10 .0% 00 05 10 “M':
A des X

0] S —— el Dot
-50-40-30-2010 00 10 20 30 40 50

Fig.2.4:Huitieme dérivée gaussiénne et son spectre

2.2.3 L’ondelette de Morlet

S’écrit sous la forme :

2 .
P(t) = ez cos(5t) ou ¥(t) = e ™ !0, (2.2.3)
On remarque d’abord que celle-ci n’est pas normalisée, et aussi 221(0) n’est pas égal a

0 .
zéro, et I’hypothése +oo [ )|d/\ < +oo n’est pas non plus vérifiee ! Cependant cette
Y —o

valeur de @AD(O) est de 'ordre de 107°. On peut donc la considérer comme "nulle" dans un

calcul numérique effectué sur ordinateur.

2.3 Conditions d’admissibilité:

Pour qu'une fonction 1) soit une ondelette-meére; elle doit satisfaire des conditions dites
"conditions d’admissibilité" :

1-¢) doit étre un signal & énergie finie, c’est a dire: [, |1(¢)]*dt < oo

Donc v doit étre bien localisée dans le temps et décroitre suffisamment vite a 'infini.

2-Cy = [ |f 7 l(t)[Pdt < o0
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2.3. Conditions d’admissibilité:

O, sera utilisées pour la reconstruction du signal f(t).

3-[p¥(t)dt =0

Si ¢ n’est pas bornée; elle ne sera pas inversible et dans ce cas le signal f(t) ne pourra
pas étre reconstruit & partir de ces coefficients d’ondelettes v, .

Le nom "ondelette" vient du fait que c’est une fonction oscillante (comme une onde),
mais localisée (connue en temps et en espace). Les conditions ci-dessus suggerent qu’elle

vibre comme une onde et décroit rapidement quand |¢| augmente.

Définition 2.3.1 Soit i) € L'(R") une ondelette meére. On dit que la famille ), est
une famille d’ondelettes si elles sont engendrées par des translations et dilatations de 1,

Autrement dit:

1 Tz —b

), z€R" , beR" eta>0 (2.3.1)

Fig.2.5:Fonction meére oscillante, localisée
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2.3. Conditions d’admissibilité:

:

-
fﬁ:E':
",

Fig.2.6:Famille construite par dilatation

Fig.2.6:Famille construite par translation

Théoréme 2.3.1 Si 1) est une ondelette mére et que ¢ € LY(R™), alors 1 * ¢ est une

ondelette.

Preuve. D’Aprés la proposition de convolution, on a bien
Y x¢ € L'(R")

donc, il suffit de monter que

| E()p % ¢)(ue)|?

du < 0o
R |U|

En effet; on a

[ oar,, _ f V) ? Joue)l?
R R |ul

Jul

23



2.3. Conditions d’admissibilité:

Or, ¢ € LY(R™), ce qui donne sup (|¢(ue)|) existe et est fini
TzeR™
donc

|1/1

/ |[F( x ¢)(ue)|? du < sup W ue)
R

|U| z€R™

D’ou ¥ * ¢ est une ondelette. m

Définition 2.3.2 Soit v € L*(R"), on appelle la transformée d’ondelette continue; la

relation d’intégration Ty, définie dans L*(R™) par:

To(P)@6) = () = [ @)y @)z

Propriété de base des transformations par les ondelettes :

Soient 9 et ® deux ondelettes et f, g € L? (R™), alors

Ty () (f +Pg) = Ty (f) (a,b) + B (T f) (a,b) , Ve, 5 € C

Ty (TAf) (Cb,b) = (Tq/;f) (aab —A)

ou 7, est Uopérateur de la translation définit par : 7Af (z) = f (x — \)

T, (Dsf) (ab) = f< T, /) ( b)7 AS 0

ou D) est I'opérateur de translation définit par D, f (x) = %f (%), A>0

TyPf(ab) = = (Tyf) (a, =)

ou P est V'opérateur de parité définit par Pf (z) = f (—xz)

@D (53) =50 (35) o>

Toprpo (T2 f) (@) =@ (Tyf) (a,b— A) + B(Tsf) (a,b— )

24
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2.3. Conditions d’admissibilité:

Tod (ab) = Ty (f) (b + Aa) (2.3.9)

Toss (f) (a0) = % (Tuf) Ma)b), A > 0 (2.3.10)

Preuve. L’expression (2.2.13) Découle de la linéarité de l'intégrale

2- Montrons 'expression (2.2.14); on a :

Torafat) = [ (ah@d)ds

= | fa= Ny

- [ te-ngoi

)dx

Posons: y = x — \; alors dx = dy, et on aura

Tnhlad) = [ fo)Jeo =0

)dy = Ty(f)(a,b—A)
D’ou

Tw(ﬁf)(% b) = Tdf(f)(a? b— )‘>

3- Montrons 'expression (2.2.15); on a :

n

T, (Dyf)(,b) = / (Daf) (@) ()

Ty(Dxrf)(a,b) = F(2)—=1(

D’ou



2.3. Conditions d’admissibilité:

4- Montrons 'expression (2.2.16); on a :

1Py = [ (PH@ @

n

= | fem) (e
Posons z = —xz alors do = —dz ; et on aura:
TPR@b) = ~ [ Je )ﬁp(‘za‘ byd
. f(Z)%fb(z —E0y,
S RO TEe T
= [ JE e
D’ou
Ty(Pf)(a,b) = ~Ty(Pf)(a, ~b)
5- Montrons 'expression (2.2.17); on a :
11 —
Thgy) = [ 1@y sl
— [ F@iy @
= [ T@y @
= [ Taan i
D’ou
TN ) = (TG )
6- Montrons ’expression (2.2.18); on a :
Tuvsss(mat) = [ n(nf)(l’)(aw B0
—-b
= Rnf@— )7(041/)+5¢)( )dx
—b T —b
= [ fa- )ﬁaw( izt [ fla - >f<ﬁ¢>< )z

— /Rn(f)(x)@@b—)\(lr)dx + An(f)(x)6¢a7b_A(x) T, d’apres (2)
= aly(f)(a,b—N) + BTy(f)(a,b—A)
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2.3. Conditions d’admissibilité:

D’ou
Topeas(raf)a, ) = @Ty(f)(a.b — ) + BTo(f)(ab— N)
7- On a
Toolf)@h) = [ Fe)mbale)ds
S O vy Ak
RN a a
= [ @ - N
= [ s,
s
= - f(x)aa,bmx(l’)dl’
D’ou

Trw(f)(a,b) = Ty(f)(a, b+ ad)

7- Montrons 'expression (2.2.19); on a :

Tryup(f)(a,b) = F(@) T p(7)d

= [ @ Tupiar()da

D’ou

Trw(f)(a,b) = Ty(f)(a, b+ ad)
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2.4. Décomposition continue en ondelettes

8- Montrons 'expression (2.2.20); on a :

Tp,w(f)(a,b) = (@) Dby (w)da

Aa
- o [ @@
D’ou
Toylf)(a,D) = —=Tu() O\ AD)

S

2.3.1 Définition d’un signal:

La notion de signal est trés extensive (générale). Il ressort de 'observation d’un phénomeéne
certaines quantités qui dépendent du temps.

Ces quantités, supposées mesurables sont appelées des signaux. Elles correspondent,
en mathématiques, a la notion de fonction : Si la variable est continue, on dit que le signal

est analogique, si la variable est discréte, on dit que le signal est discret.

2.4 Décomposition continue en ondelettes

Afin de palier aux inconvénients des transformations de Fourier et de Gabor, le géophysi-
cien J.Morlet, pour des problémes de traitement numérique des signaux sismiques en
prospection pétroliére, puis en collaboration avec A Grossman pour des problémes de
physique théorique,a introduit la transformation continue en ondelettes.

Pour tout f € L*(R),s € R et h € R%, on pose

unt) = =15 (2.4.1)
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2.4. Décomposition continue en ondelettes

Etant donné ¢ € L?(R), on dit que la fonction
Wi RxR, —C, (2.4.2)

définie par :
WH(s,) = (Calf) = [ Catf i (24.3)

est la transformée en ondelettes de f et que
W:L*R)— C

est la transformation en ondelettes.
Le probléeme est de savoir sous quelles conditions on peut reconstruire f a 'aide de
W f.

Introduisons les opérateurs suivants:

Ts = [ fs (2.4.4)

St oI,

E, @ fr e,

On vérifie immédiatement que ces opérateurs sont isométriques dans L*(R),i.e. des
bijections qui conservent la norme ||.||, et le produit scalaire. Il en est de méme de la

transformation de Fourier par le théoréeme de Plancherel.
Lemme 2.4.1 Soit f € L*(R).

(i) on a lim ||, — fll, = 0.

(1) Pour tout s,t € Ret h,k € R, on a

I.Ty = Towe , SuSk =5 » SnTs =ThsSh (2.4.5)
fsw = TSuf o fanlt) = 7t,h(5)
s—t h
W (fix)(s,h) = Wf(T’ E) (2.4.6)
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2.4. Décomposition continue en ondelettes

En outre

FSh=S:F ,FT,=E_F et FE ,=T.F

Preuve. Démonstration de (ii)

(2.4.7)

Pour tout s,t € Ret h,k € RY, on a:

(Ts)(HE) =
= f(v
d’ou
(SnSk) (f)(#)
d’ou:
On a
(SKT)()(E) =

d’autre part on a :

(ThsSn)(f)(t)

de (x) et (xx) on en déduit que :

T(T()(1) = Ti(f) (v — s)

—s—=t)=fv=(s+1) =Tenu())(?)
TsT;f - Ts+t
SulSk(f)(2)]
1 t 11,4
ﬁsk(f)(ﬁ) = _h_k:f(E)
1 t
mf(%)
ShSk = Shk
1 t
SulT(F) ()] = ﬁTs(f)(ﬁ) =
1 .t 1 , t—hs
G 9 = I )

Tis[Su(f)(@)] = Sh(f)(t — hs) =

1 t— hs
e
SpTs = ThsSh
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2.4. Décomposition continue en ondelettes

On a:
(TsSu)(f(t) = T[Su(f)(B)] = Su(f)(t —s) =
1 t—s
= SuA(E—s) = =)
d’ou :
fs,h = TsShf
On a
W(ft,k)(s7h) = (Cs,h|ft,k) = (TsShC|ESkf) =
= (S%T—thShdf) = (S% s—tSnClf) =
= (T 5150 f) = (Teze SuClf) =
= (sl =W D)
d’ou :
W(f)(5,h) = W)
On a
1 t—s
fs,h (t) = ﬁf < h )
1 t—s
- (-5
= ft,h (3) .
D’ou
fan(t) = fin (s)
On a
—2miAt 1 3
FS N = [ (h) it

on pose r = %; on aura

(FSn f)(A) = /e_zmAxh%f (x)dx

_ \/E/e—zmy\th () da
= Vh(F f)(Ah)
- <S%}"f> (\).
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2.4. Décomposition continue en ondelettes

D’ou
FSy f= S};]:f

(FT, f)(\) = / T.f (z) e ™A dy
= /f (x — 8) e A7y

on pose t = x — s et on obtient
FTHO = [ e

e—ZwiAs/f(t) e—27ri/\tdt
P (F ) ()

= E_(Ff)(N)
D’ou
FT, f=E_Ff
On a
Tsﬁcp = f]—"TSJ‘?go
— FE_FFo
= ]?E,Sgo.
D’ou

FE_gp =T, Fy
u
Corollaire 2.4.1 Pour tout (s,h) € R xR% , on a :
W f(s,h) = F(S1 FCFf)(s), (2.4.8)
et

WfeC"RxRY)  avee Wl < lIClly [, (2.4.9)
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2.4. Décomposition continue en ondelettes

En outre , si ¢ € L (R) , alors
W FC )y < VRICH - 11, (2.4.10)
Si en plus Ff € L*(R), alors
IWFC M)l < VRICI - IF £l (2.4.11)

Preuve. Par le théoréme de Plancherel, on a :

Wf(s,h) = (Coulf) = (TuSnClf) =
= (B8 FUFS) = [ @8, FOMFF NN = F(S,FCFN()

et, Pour tout (s,h) € R x R% , il vient

|Wf(t7 k) - Wf<87 h)| < |Wf(t7 k) - Wf(t’ h)| + |Wf<t> h) - Wf(37h)|

ainsi que
WFR) = W0 = |FS;FCFN) ~ F(SFCF®)| =
— |A(S; - SFCFENW)| <
< |#asy - siFcEn|_ <|isy - suFcrn| <
< |isy - 8307 1751,
et

WAt R) = W f (s, )| = | F(S; FCEN) ~ F(S; FCEN()

on aura alors

WHER) =W (s, 0)] < 1Sy = SyUFC| - 1711+

F(S,FCFNE) ~ F(S FCFf)(s)

On en déduit la continuité de W f | par le lemme (i) pour traiter le premier terme et

le fait que S%}"_C.]:f € L'(R), donc ﬁ(S%F_Q’.}"f) e C°(R) pour le second. D’autre part,

(W (s, )] = [(Canl D] < N Canlly- 11z = lICH - 11
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2.4. Décomposition continue en ondelettes

par I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Finalement si ¢ € L'(R) on a
2 A~ _ . 2
/|Wf(s,h)| ds = /‘J—"(S}L]-“C.}"f)(s)‘ds:/‘Sé]-"C(A).ff()\) d\ =
_ / FC(hN)FEO dr < o | FP | FFI2 = b | FC - 1F £

par le théoréeme de Plancherel.

d’ou
[ W P ds < nFCE 1711
et donc
IW 1)1 < |G- 1711
d’ou

IW £ (s, W), < Vi | FCl 1771,
Si de plus Ff € L*(R) , alors
WHs ] = (Colf) = [(FCulEN| = [(FT.8¢0F )| =
(B FSiCIFP)| = (B8, FCF )| <
Vh.
VRFC o IF A, < VALK 1F 1L

IN

]:"C(h,.).]:"le <

A

Cela dit que
W £ (s, 1)l o < VR (€Il - 1 F £l

Théoréme 2.4.1 5%

1 1

C = (/R FC(v) 2‘2-“) _ (/R FC(—v) 2%”) <o (2.4.12)

+
alors l’application

1
fio E.Wf (2.4.13)

est une isométrie de L*(R) dans L*(R x R%).
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2.4. Décomposition continue en ondelettes

Preuve. Grace aux théorémes de Tonelli et Plancherel, on a

W5 = //le(s, 2d$dh / /‘]—"S FCFI)( )‘ )C}ZL};_
= / /(ffChA FFA //R]R FC(hA) ]—‘f()2d)‘dh

= /R(/* | F¢(sgnAv))? —) \FFON))? d)\:Cg 1£15-

par la suite

1
1l = — Wl
e

on remarque qu’il y a conservation de norme entre les espaces L*(R) et L*(R x R%) m

FC)P L < oo, entraine [ ((t)dt =

Remarque 2.4.1 Si ¢ € L*(R) N LY(R), alors [g.
+
0.

Réciproquement , cette condition est suffisante si id.C € L*(R).

2.4.1 Théoréme de reconstruction

Théoréme 2.4.2 Soit ( une ondelette. Pour toutt € R et 6 > 0, la fonction

(5,h) = Cu(t) (2.4.14)
appartient a L* (R x [§,+oo[, &) | et si f € L*(R) , nous poserons
1 dsdh
—— [ [ wremaanSs (2.4.15)
C¢ Rx{h>5}
Si¢e LYR), ona
f= 6111%1+ fs dans L*(R). (2.4.16)

Preuve. La premiére partie est évidente , car on a
2
dsdh

[ a0l 55 - //Rx{hza}%\c(tﬁ oo _

dsdh 1
= CS 2 = =< C ;
[ o G = 5
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2.4. Décomposition continue en ondelettes

t—s
grace a la transformations (s, h) — <hh > dont le jacobien est % Ceci montre que fs

est bien définie.
Par le lemme et le corollaire 2.2.1 les fonctions (, ;(t) = ¢ ¢ €t W f(o, h) appartiennent

a L*(R) , et grace au théoréme de Plancherel nous obtenons

[ Wi hcatas = [ FSFCF )Ll =
= [ FSFCEN TSN -
_ /R S, FCF FON)F(TSHE)N)dA =
= /R VRFC(hA).FF(N)-(E-S1 FO)(=N)dA =

= h / NN FC(ht)PF f(N)dA
R

Ainsi
1 2mit 2 dh
f5(t) == (| ™ NFCmPFFN)N) 7
¢ J{n=s} JR
Posons
dh dv
Os(A) = / ‘fC(ht)P—_/ | F¢(sgnAv)|*— <
{h>4} h {v>6]A} v
J1F¢(sgnav)? % R e
ﬁf{vzam}|f§(59n)\~v)|2% < mln(cC’gM‘ ||C||2)1

Cette inégalité montre que 05 € L?(R) et nous pouvons, grace au théoréme de Tonelli,

a nouveau appliquer le théoréme de Fubini. Il vient alors

f5() = ~ / TN F(N)05 (NN = ~ F(F£.05)(0);
CC R CC

puis

1
(1-— 0—205).]-7

2
1f = fslls = IF(f = fo)lls = = / 1- 0%95(%)|2-|J’Ef(A)|dA

Comme 6lim+€5 = cg ponctuellement en croissant, le théoréme de Lebesgue finit de
—0

prouver notre assertion. m
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2.5. Exemples de transformées en ondelettes

2.5 Exemples de transformées en ondelettes

Dans ce qui suit, ¢ est une ondelette paire, et I un intervalle de R contenant support de

C.
Exemple 2.5.1 Considérons un signal de la forme
f=1f]-€>™ € L*(R). (2.5.1)

On dit que c’est une ligne spectrale.

Si |f| € CY(R) et étant donné s € R, le théoréme de la moyenne nous permet d’écrire
1) = |fI(s) +7(s,.).(. —s) avecr(s,.) € C(R). (2.5.2)

Preuve. En effet, pour tout t € R avec t # s, on a

r(s,1) = i/ [ ()

limr (s, 1) = [/]'(s).

et

En outre
r(s,t)

ou I(s,t) désigne l'intervalle d’extrémités s et t. m

OO7I(S’t)

En faisant le changement de variable u = 52, il vient

Wi ) = [ C®-red=nb. [ S flha+ o)
= [ Q@A)+ (ot ). (hag) 27N =

3
2

|£1(5).>™ FC(h.X).h% + R(s, h).h

R(s, h) = ™5, /u C(u).r(s, hau + s).e2™ " dy (2.5.3)
Ainsi
Wf(s,h)=(f(s)+ %?A?) h).FC(hA).h2 (2.5.4)



2.6. Ondelettes réguliéres

et

|R

/ Oo’hl+s./|u.é(u)\du. (2.5.5)

Exemple 2.5.2 Considérons un signal f € L*(R) et to € R, a € ]0, 1] tels que l'ont ait
f(t) = f(1) <c|t—7| pourtoutt e R.
Remarquons tout d’abord que, pour tout a,b € R*, on a
(a+0b)* < a4+ b"

Nous supposerons que a < b. Par le théoréme de la moyenne; il existe un certain

e € RY entre b et a+b tel que
((I—f— b)a — e = a.ozgo‘_l S aaa—l —a®

puisque id*~t est une fonction décroissante sur R
On choisit une ondelette ¢ telle que ¢ et id.( € L'(R). Elle est donc intégrale nulle

parla remarque 2.2.1 et il vient

W (s, k)| < he.

/C f(hau+s)— f(1))du
< c.h2(/|§(u)|.|h.u|adu+|s—7’|a./|((u)|du) <

< /|g ) du). |5 — 7| hz+c</|g 1+|u|)du>.hé+a.

1l est donc possible d’estimer T a «

< c.h%/|<(u)\ Jhu4 s — 7% du <

2.6 Ondelettes réguliéres

Soit 1 € L?(R) une ondelette. Rappelons que, pour tout s € R et h € R%, on a

W (s, h) = W(T_s£)(0, h) (2.6.1)

En effet, on a

~+

W L)O0) = WEO.) = [ ZCE s+ s)at
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2.6. Ondelettes réguliéres

En posant y =t + s, alors dy = dt et on obtient

W(T.f)0.h) = /

W(T_

f(t+s)dt =

/\/— L2 fy)dy =

sf)(()?h’) = WfS h

Pour étudier le comportement de W f au voisinage de R x {0}, il nous suffit donc

d’étudier celui de W f (0, h) lorsque h tend 0, et nous allons voir qu’il dépend essentielle-

ment des moments de (.

Définition 2.6.1 Pour n € N, nous dirons que ( a des moments finis jusqu’a ’ordre n

si id*.¢ € LY(R) pour tout k € N avec 0 < k < n, et nous poserons

My, = / C(t).that (2.6.2)

Remarque 2.6.1 Si ( une ondelette dont le premier moment est fini, on a My = 0.

Réciproquement si les moments d’ordre 0 et 1 sont fini et M

= 0, alors ¢ est une ondelette.

Ce n’est qu'une reformulation de la remarque 2.2.1.

Etant donné f € L?(R) NC™(R), considérons son développement limité de Taylor en

On a alors

VRW (0, h)

avec

n—1 (k)

=30 k< Vit 4 Rt (2.6.3)
k=0

-t

JESEOR

—fBO0) [t _ t

2 (E)t dt+/§(ﬁ) R, (t)dt =

> (2'(0) My R (h);
k=0 ’
_ / g(%).( /0 %.f(”)(s)ds)dt. (2.6.4)
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2.6. Ondelettes réguliéres

Proposition 2.6.1 Soient ¢ une ondelette et f € L*(R) N C"(R).

(i) Si les moments de  sont finis jusqu’a lordre n — 1 et f™ € LY(R), alors

lim —Rn(h)

=0
h—0t h™

7.€.

IVﬂQh):—stjfwanﬂﬁﬁ“4+oww)

(ii) Si les moments de ( sont finis jusqu’a l'ordre n et f™ € C*(R), alors

Hf(”

Ruh)] < (1 1ar deae

1.e.

WF(0,h) = — +O(h™).

Preuve.

] = 1 [ et [T g asan <

h w7 o
< o [ K@l sy

d’ou le résultat par le théoréme de Lebesgue, puisque .id" ! € L}(R) et

h|z|
[ s < ), <o

—hlz|

Pour la seconde partie, il vient que

1"
o pl”

- [ e R

O < || F™|

et comme

il en résulte

- (n) (n)
] < W ety ae =1 e (i rany e
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2.6. Ondelettes réguliéres

Cette formule montre que la convergence de W f(0, h) vers 0 , lorsque h tend vers 0,

est d’autant plus rapide lorsque le plus grand r , tel que M = 0 pour k < n , est grand.

Remarquons que dans la formule de reconstruction, si I'ondelette est bien concentrée au

voisinage de 0, par exemple & décroissance rapide, seules les valeurs s proches de ¢ sont

nécessaires et que la qualité de la convergence ci-dessus entraine une bonne convergence

de l'intégrale, supprimant 'effet négatif di au facteur #.Ceei nous conduit a poser la

définition suivante:

Définition 2.6.2 Soit ( € L*(R) et n € N. On dit que ¢ est une ondelette régulicre

d’ordre n si

(a) ¢e L. (R);et pour m € N et tout k=0,...,n, on a

loc
sup(t)™.|0%¢(t)] < oo.
teR
avec
{ty=1+1

(b)
M, = /tk.((t)dt =0 pourtout k=0,1,....,n

La régularité d’ordre 0 signifie que ¢ est a décroissance rapide et que [ ¢(t)
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CHAPITRE
3 Application

3.1 Limite de la transformée de Fourier

L’analyse de Fourier est performante pour I’analyse de signaux périodiques et suffisam-
ment réguliers. Les signaux numériques caractérisant le signal dans le domaine des
fréquences. En effet si t est le temps et f(t) le signal.

Si la fonction f est périodique de période T

I n
Cn = — / ft)e 2 rtdt (3.1.1)
T Jo
ou, si f appartient & L!'(R) :
A +m .
f(x) = f(t)e 2mtdt (3.1.2)

donne le contenu fréquentiel de f pour la fréquence % ou .

Cependant si le signal est irrégulier la quantité de paramétres a conserver devient
trop importante. Par conséquent, méme avec la transformée de Fourier rapide, I’analyse
de Fourier présente des inconvénients majeurs pour une analyse satisfaisante du signal.

Le premier est principal inconvénient est que dans le spectre f (x) tous les aspects
temporels du signal disparaissent, par exemple le début et la fin ou l'instant d’une
singularité. En effet si f n’est pas continue il est quasiment impossible de le détecter
a laide f . Nous pouvons le voir sur I’exemple suivant ou f est un signal créneau :

f =1_4q avec a > 0. Sa transformée de Fourier est

2 sin(27w)

flw) (3.1.3)

W
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3.1. Limite de la transformée de Fourier

Exemple 3.1.1 On représente en dessous la fonction f = 1_1 1) et sa transformée de

Fourier ainsi que la fonction f = 0.9 1j_11) + 0.1 1j_o9 et sa transformée.

.'l: T B B ,l'-l_ O R B A O

= L

{ Pl i

{5t A% mad?
| o
| -
3 L
| T u I i ] ; P e S
il | i
1] 11 g
(s .i’

-5k t I [Loet I haalll 1 R | -
ul; B i B B B e D R UL N
= FA

| ] :I
{5t | 14—
i { ,‘
| -
3 -
05k f 5\ A _
et~ e W e
. \ / \ / .
N5k r | Lot e P 1 A -
Fig.3.1
L I B N e T T
o
05 o 1
0 | ] ] L I ! _I
:: 4 3 .2 i 1 2 3 % -
- . T 7 1 f """ T __|
T‘ T T .\
" A -
1 {3
/o \
’ h_‘L- d L d 1 N/ i \'”a i s L
s 4 4 2 4 0 v 3 C'
Fig.3.2
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3.1. Limite de la transformée de Fourier

On remarque que les deux transformée de Fourier sont similaires alors que la seconde
fonction posseéde bien plus de discontinuités que la fonction créneau. On ne peut donc pas
repérer les ruptures et les changements de régularité de la fonction f ('intégration sur R

effectue une moyenne qui masque les discontinuités).

Exemple 3.1.2 deux notes de musique jouées en méme temps.

]

-0.

representation temporelle

[s]
0

Q
T

[}
T

-1

representation frequentielle

0.4

0.3 -1

0.2 1
0.1} -1
L L ' L
o 100

o
200 300 400 500 800

Fig.3.3:Représentation temporelle et fréquencielle de deux notes musicales

De la méme facon si on écoute un "glissando" joué par un violoncelle par exemple, la
fréquence dépend du temps, ce que 'analyse de Fourier ne "voit" pas.

Un autre inconvénient est la non-causalité de la transformée de Fourier. 11 est clair
que le calcul de f nécessite la connaissance de f sur R tout entier. Une analyse en temps
réel est donc impossible. On ne peut pas connaitre le spectre de f d’un signal f si on

ignore la fonction.
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3.1. Limite de la transformée de Fourier

Exemple 3.1.3 Deux fonctions identiques sur un méme intervalle peuvent avoir des

transformées de Fourier trés différentes.

Fig.3.4

Le troisiéme inconvénient est dii au principe d’incertitude d’Heisenberg.

Définition 3.1.1 On appelle dispersion d’énergie de f en temps

o5 :/t2|f(t)|2dt (3.1.4)
R
ou f et tf sont dans L*(R).
Définition 3.1.2 On appelle dispersion de f en fréquence
L2
0_3;. = / 2% | f(z)| dx (3.1.5)
R
On pose Ef = [, | £(t)|” dt I'énergie de f ; on introduit aussi
2 U?‘
At) = — 3.1.6
(o1 = 4 (3.6
o2
AN =L 1.
(A = £ (3.1.7

Le principe d’incertitude d’Heisenberg précise le lien entre la localisation d’un signal

et celle de son spectre, autrement dit entre les dispersions oy et 07 , c’est a dire:

(3.1.8)

E 1
Uf—0f24—7i:>AtxA)\2£.
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3.1. Limite de la transformée de Fourier

Ceci pour une fonction f : R — C de classe C* telle que f, f',tf sont dans L?*(R).
Ceci se comprend dans le sens oul plus le support de f est "petit", plus le support de

f est "grand" et réciproquement.

Exemple 3.1.4 Prenons une fonction dont sa transformée de Fourier vérifie :F () = 1

et F(1) = 6.

1
Fig.3.5:La fonction f = 1_,, ot a = 3 eta=38

Cette propriété implique que la transformée de Fourier inverse peut étre numérique-
ment instable puisque les informations utiles pour reconstruire f a partir de f par la
formule d’inversion peuvent se trouver a trés haute fréquence.

En effet si 'on prend 'exemple d’un registrement analogique d’un son régulier sur un
disque détérioré en un unique point, la présence du craquement empéche la transformée
de Fourier du signal de décroitre rapidement ce qui provoquera une reconstruction par la
formule d’inversion numériquement instable car en tout point elle est obtenue & partir de
I'intégrale d’une fonction trés oscillante. Comment localiser cette instabilité numérique?

Tout ceci montre que la transformée de Fourier est une transformation a caracteére

global, ce qu’il va falloir corriger.
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3.2. Transformée de Fourier a fenétre glissante (Exemple d’un signal musical)

3.2 Transformée de Fourier a fenétre glissante (Ex-

emple d’un signal musical)

3.2.1 1Idée de fenétre

Pour éviter I'inconvénient du caractére global, une idée naturelle consiste a "tronquer"
le signal. On localise ainsi I’analyse en sélectionnant une portion autour d’une position
temporelle. Puis, on fait ’analyse de Fourier de ce signal tronqué. On peut ensuite
commencer par d’autres positions.

Tout d’abord, il est donc naturel de multiplier le signal f(t) par le créneau 1, , dans
le cadre ot 'on veut "ouvrir une fenétre" autour de 'origine, ou bien un translaté pour
regarder le signal en un point.

On regarde donc le signal g(\) = 11—, f(A) ce qui avec les régles sur les transformées

de Fourier revient a effectuer le calcul suivant :

— sin 2waA 4

G =1 fON) = ==+ f(N) = (s % /) (V) (32.1)

ol s, = % est le sinus cardinal.

La représentation graphique suivante nous permet de comprendre l'insuffisante de
'utilisation du sinus cardinal.
Sy [1): gin2 A%

n

2A

Fig.:Le sinus cardinal
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3.2. Transformée de Fourier a fenétre glissante (Exemple d’un signal musical)

En effet, cette fonction s’amortit trés lentement et présente d’important lobes pres de

lorigine.

Remarque 3.2.1 Remarquons tout de méme que plus a est grand, plus l’approximation
de f par § est précise, d’ou l’envie d’utiliser des fonctions plus réguliéres et centrées

autour de l’origine.

3.2.2 Exemples de fenétres

Fenétre triangulaire:

Lwlt! mm.l(ﬂv_m'f
At
A
|
/ \ N l —
A 0 A ! o 1 2
A AR
Fig.3.6: La fenétre triangulaire
Fenétre de Hamming et Hanning: de la forme :
t
w(t) = |la+ (1 — «a)cos2n—| r(t).
o
4 wit}
>
t
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3.3. Comparaison Fourier-Gabor et limites de la transformée de Gabor

Fig.3.7:a = 0.54:fenétre de Hamming, o« = 0.5 : fenétre de Hanning

Fenétre de Gauss:de la forme :

w(t) = Ae™" (o, A >0) (3.2.2)
iy
) wit). e Aw AT e d
| /{
o T 0 g

Fig.3.8: La fenétre de Gauss

3.3 Comparaison Fourier-(Gzabor et limites de la trans-

formée de Gabor

On peut écrire ces deux transformeées :

F(t) = _m flax)er e dy (3.3.1)
f(t) = / W (X, b)ywyp(t)dAdb (3.3.2)

Nous pouvons voir qu’elles peuvent s’interpréte comme la décomposition du signal f
sur une famille de fonctions jouant le role d’'une base et ol les sommes sont remplacées
par des intégrales. Dans le cas de Fourier cette famille est évidement (e*™*) g et dans

le cas de Gabor (wA,b(t))(A pere OU on rappelle que wy (1) = w(t — b)e 2,
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3.3. Comparaison Fourier-Gabor et limites de la transformée de Gabor

On appelle les éléments de cette famille les atomes de cette transformée ou bien "on-
delette de Gabor". Graphiquement, on a une fonction sinusoidale fortement amortie pour

Gabor, c’est & dire une gaussienne modulée en temps.

Refe=] Refw) -~
+1 ’ 5

a1

X

Fourer

Fig.3.9:Fonctions de base dans la décomposition de Fourier et de Gabor

On obtient de la méme maniére dans ’espace des fréquences:

F e

On voit alors que dans la méthode de Fourier les fonctions de base sont totalement
concentrées en fréquence (sous forme d’impulsion de Dirac) et totalement réparties sur
I’axe du temps car la sinusoide ne s’amortit pas et s’étend de —oo & +00. On voit ainsi
que la transformée de Fourier donne le maximum d’informations sur la répartition des
fréquences mais perd complétement celles relatives au temps.

La transformée de Gabor nous met en présence d’un objet nouveau appelé plan temps-

fréquence ou espace de phase. Il s’agit ici du plan R?. La transformée de Gabor permet
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3.3. Comparaison Fourier-Gabor et limites de la transformée de Gabor

donc de présenter les fonctions de L?(R) comme des fonctions sur le plan temps-fréquence.
Ceci met en évidence les avantages de la méthode de Gabor sur celle de Fourier.

Inconvénient majeur de Gabor:

On peut cependant noter un inconvénient majeur de la méthode de Gabor. En effet,
la fenétre de longueur fixe ce qui est un handicap important lorsqu’on veut traiter des
signaux dont les variables peuvent avoir des ordres de grandeur tres variables. Il serait
donc intéressant de pouvoir faire varier cette fenétre non seulement par translation mais
également par dilatation et contraction en fonction des caractéristiques du signal et de ce

que l'on veut mettre en évidence.

3.3.1 Analyse spectrale locale. Comparaison spectres Fourier /

ondelettes
Spectre de Fourier d’un signal.

Définition 3.3.1 Soit f(t) un signal réel. Sa transformée de Fourier est définie par:

~ +OO .
Fz) = F(t)e 2t (3.3.3)

—0o0
et son spectre de puissance :

E(z) = |f(x) i pour x > 0. (3.3.4)

L’énergie totale E du signal [ vérifie :

o %/:o F(O) dt = %/:O ‘f(x)fdm _ /O+OO E(k)dk. (3.3.5)

Spectre local, spectre global en ondelettes.

Soit 1 € L'(R) N L?(R) une ondeltte avec p moments nuls :

+o0o +oo
/ t"p(t)dt =0 pourn=0,p—1, et / tPp(t)dt # 0 (3.3.6)
Cette condition est équivalente a l’existence d’une fonction continue bornée ¢, telle

que ¢(0) =1, tllrggp(t) =0et
() = 2Pp(x). (3.3.7)



3.3. Comparaison Fourier-Gabor et limites de la transformée de Gabor

La transformée en ondelettes s du signal s est:

5(a,b) = Ts(a,b) = % /:O S()D (t - b) dt (3.3.8)

a

La conservation de I’énergie de la transformation en ondelettes s’écrit :

1 [T [t d
E=— / 13(a, b)* Sdb (3.3.9)
Cy Jo —00 a
avec
. 2
+oo Mw)‘ d; 3.3.10
Cy = /;oo T W ( .. )
Le spectre local en ondelettes est définit pour k > 0et x € R :
5 1 k@ |?
Ek,x) = 5(— 311
(k) = e ) (33.11)

ou kg est la fréquence la plus importante de I'ondelette ).

Ce spectre local mesure la contribution a I’énergie totale provenant du voisinage du
point x et du nombre d’onde k, le voisinage dépendant de la forme de I'ondelette i) dans
I’espace physique et dans ’espace de Fourier.

A partir du spectre local, on peut définir un spectre moyen en ondelette E(k) :

~ +oo ~
Bk = / E(k, v)dz (3.3.12)

qui est relié a énergie totale par: E = [ E(k)dk

3.3.2 Relation entre le spectre de Fourier et le spectre moyen

en ondelettes

On a la relation entre le spectre de Fourier E(k) et le spectre moyen en ondelettes (k) :

Bk = /0 B

cyk

2

k
Ty d (3.3.13)

o)

Le spectre en ondelette est une moyenne du spectre de Fourier pondéré par le carré de
la transformée de Fourier de v centrée en k. On montre plus loin que le comportement du
spectre en ondelettes & haute fréquence dépend du comportement de 'ondelette & petits

nombres d’onde et donc du nombre des moments nuls.
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3.3. Comparaison Fourier-Gabor et limites de la transformée de Gabor

Preuve.
E(k) = / E(k,z)dz
0

1 +o0 kO )
- s (2o d
coko ), ’S(k’x)| v

- 5 U 12 g
s (B e

ko

en appliquant le théoréme de Perseval & la fonction z — § (7,

la transformée de Fourier de la fonction z — 5 (a,x) est

v — /a5 (v) ¥ (av)

3.3.3 Spectres a décroissance exponentielle.

Supposons que le spectre de Fourier vérifie :

E(k)=e"

Le spectre moyen en ondelettes s’écrit :

~ 1 +oo _aw? ~ kow
B = [ e 1o () paw

D’apres le théoréme de Lebesgue, I'intégrale converge vers une limite

finie non nulle quandk — 400, donc

E(k) ~ k=@ pourk — +o00

Le comportement du spectre en ondelettes dépend du nombre p de

moments nuls de I'ondelette : E(k) ~ k=21 pour k — 400
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(3.3.15)
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3.3. Comparaison Fourier-Gabor et limites de la transformée de Gabor

logk

Spectre de Fourier : E(k) = e ¥ et spectres en ondelettes associés E(k) pour des
ondelettes avec p conciliations,

(k) = kP exp(—7k?) pour p =2, 8 et 16.

Programme en matlab

%ondelette.m

%PROGRAMME DE TRANSFORMEE EN ONDELETTES
%Le signal a analyser est y

ii=sqrt(-1)

%..y=signal a analyser(en mémoire)

%y est un vecteur du signal de dim n+1=m
x1=0:0.1:1;
y=sin(40*pi*x1)+sin(170*pi*x1)
n=length(y)-1;

p=fix(log(n)/log(2));

dx=1/n; %pas

t=0:dx:1;

x=-1:dx:1;% xx est un vect

%calcul de ondelette

a0=1/2

o4



3.3. Comparaison Fourier-Gabor et limites de la transformée de Gabor

a0=a0"(1/2)

p=2%p;

for i=p-1:-1:0

a=a0"1;% "echelle

XX=X/a;

g=exp(-xx.72/2).*exp(ii*56*xx)./sqrt(a) %oondelette de morlet ot g=(1-2*xx."2).*exp(-
2*xx.72)./sqrt(a);%chapeau mexicain

%calcul des coefficients d’ondelettes a 1’echelle a

W=zeros(p,n+1); %matrice qui ne contient que des zéros

wa=conv(y,g); % produit de convolution %

W(i+1,1:n)=abs(wa(n+1:2*n));

end

Yotrace

subplot(3,1,1),plot(t(1:n),y(1:n)),title('fonction a analyser’)

subplot(3,1,2),imagesc(W(1:p,1:n)),title(’coefficientsd ondelettes’)
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Conclusion

Nous avons vu en quoi les ondelettes et les gaborettes constituent une alternative
a analyse de Fourier traditionnelle. En effet nous disposons & présent de méthode de
décomposition des signaux en fonctions élémentaires, engendrées par des transformations
simples d’une fonction de base. La fonction de base est soit déplacée et modulée (dans le
cas des gaborettes), soit translatée et dilatée (ondelette).Il s’aveére que les différents outils
que nous avons étudiés ici sont davantage complémentaires que concurrents, et I'analyse
de Fourier classique peut en effet étre plus performante sur certains domaines.

Nous souhaitons qu’a travers ce modeste travail, I'idée sur I’analyse par ondelettes
soit désormais plus claire qu’elle en était. Nous espérons aussi que ce mémoire sera un
support pour ceux qui voudraient travailler sur le sujet qui s’avére trés intéressant. Et
nous finirons par dire que la transformation de Fourier et les ondelettes ont apporté de
belles choses et ont permis d’améliorer et de faciliter I’étude d’un signal. Cependant, un
nombre trés important de questions restent encore posées, des questions que I’on rencontre

dans certains domaines d’applications
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Résumé

Dans I’ensemble de ce travail; nous rappellerons 'essentiel de la transformation
de Fourier, ensuite nous nous consacrerons aux ondelettes; ot nous donnerons 1’ensemble
des définitions et propriétés de ces derniéres pour arriver enfin au point qui fait 'objet de
notre mémoire, la limite de I’analyse de Fourier. Nous citerons des exemples concrets ot
nous expliquerons pourquoi d’un cotés la transformée de Fourier n’est plus applicable et
d’un autre pourquoi un outil comme les ondeletes est un moyen adéquat pour I’obtention

des résultats satisfaisants.



