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Résumé

Dans ce travail, nous avons présenté un modèle d�attente M/G/1 avec rappels Bernoulli

feedback et clients négatifs. Ce type du système di¤ère des systèmes classiques par

l�existence de trois paramètres supplémentaires : rappels, feedback et clients négatifs.

Nous avons étudié les propriétés de monotonie d�une �le M/G/1 avec rappels Bernoulli

feedback et clients négatifs en utilisant la théorie générale des ordres stochastiques. Nous

avons d�abord montré la monotonie de l�opérateur de transition de la chaîne de Markov

induite par rapport à l�ordre stochastique, convexe et la transformée de Laplace. Par la

suite, nous avons obtenu des conditions de comparabilité des deux opérateurs et de tran-

sition. Nous avons ensuite montré que la distribution stationnaire du nombre de clients

dans un système M/G/1 avec rappels Bernoulli feedback et clients négatifs est majorée

(respectivement minorée) par la distribution stationnaire du nombre de clients dans un

système M/G/1 avec rappels Bernoulli feedback et clients négatifs, si la distribution des

temps de service est NBUE (respectivement NWUE). En�n, nous avons con�rmé les ré-

sultats théoriques obtenus par une application numérique. Il est à noter que les résultats

obtenus dans ce mémoire est une extension du modèle M/G/1 avec rappels et feedback.

Mots-clés : Files d�attente avec rappels, Arrivées négatives, Feedback, Chaîne de

Markov incluse, Distribution stationnaire, Ordres stochastiques, Bornes stochastiques,

Monotonie.
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Introduction

Dès la �n des années 1940; des chercheurs ont mis en évidence les limites de la théorie

classique des �les d�attente qui ne permettait pas d�expliquer le comportement stochas-

tique des systèmes réels de plus en plus complexes, tels que les systèmes téléphoniques

où les abonnés répétaient leurs appels en recomposant le numéro plusieurs fois jusqu�à

l�obtention de la communication.

Ce phénomène de répétition de demandes du service a poussé certains chercheurs à

étendre le modèle d�attente classique à celui dit avec rappels. Cependant, l�in�uence

de ce phénomène a été longtemps négligée durant les décennies suivantes. Ce n�est que

vers les années 1970 � 1980 qu�on a vu un net regain d�intérêt pour cette catégorie de

modèles, avec l�avènement de nouvelles technologies, notamment dans les systèmes de

télécommunication. Les progrès récents dans ce domaine sont résumés dans les articles

de synthèse de Yang et Templeton [64], Falin (1990) [42], A. Aïssani (1994) [3] et dans la

monographie d�Artalejo et Gòmez (2008) [20].

Il est apparu ces dernières années dans la littérature des �les d�attente, des travaux

portant sur les systèmes et réseaux de �les d�attente caractérisés par la présence de deux

types d�arrivées. D�un côté, les arrivées positives ou régulières qui ont pour objectif

l�occupation du service. De l�autre côté, les arrivées négatives, dont la présence dans le

système d�attente a¤ecte ce dernier de di¤érentes manières. Pour cela, Plusieurs possibil-

ités di¤érentes ont été introduite dans la littérature à ce sujet : élimination individuelle,
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élimination par groupe, élimination d�une quantité aléatoire d�activité, le désastre (la

catastrophe [14])).

Cependant, la théorie analytique des modèles d�attente avec rappels s�avère d�une

portée limitée en raison de la complexité des résultats connus. En e¤et, dans la majorité

des cas, on se retrouve confronté à des systèmes d�équations dont la résolution est complexe

ou possédant des solutions qui ne sont pas facilement interprétables a�n que le praticien

puisse en béné�cier. Par ailleurs, on peut citer le degré de di¢ culté pour l�obtention

de certaines caractéristiques dans quelques modèles tels que les modèles de �les d�attente

avec rappels et vacances, avec rappels et priorité, avec rappels et feedback, avec rappels de

distribution générale ayant deux types de clients. Cette di¢ culté réside essentiellement

dans l�utilisation des inverses des transformées de Laplace-Stieljes et des distributions

marginales. Pour pallier à toutes ces di¢ cultés, les chercheurs ont recouru aux méthodes

d�approximation qui permettent d�avoir des estimations quantitatives et/ou qualitatives

pour certaines mesures de performance. C�est pour toutes ces raisons, qu�on s�intéresse,

dans notre étude, d�une manière particulière à la méthode de comparaison stochastique.

La méthode de comparaison stochastique est un outil mathématique utilisé pour

l�étude des performances de certains systèmes modélisés par des chaînes de Markov à

temps continu ou discret. Ces études sont motivées par la di¢ culté d�obtenir des résul-

tats de performance explicites pour la plupart de ces systèmes. L�avantage de ce type

de méthodes d�approximation réside dans le fait que des résultats explicites puissent être

obtenus pour des situations relativement complexes où les méthodes numériques et les

expériences de simulation constituaient souvent la seule alternative. L�idée générale de

cette méthode est de borner un système complexe par un nouveau système, plus sim-

ple à résoudre et fournissant des bornes qualitatives pour ces mesures de performance.

Ces méthodes constituent aujourd�hui l�une des principales activités de recherche dans
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divers domaines sciatiques, tels que l�économie, la biologie, la recherche opérationnelle, la

théorie de �abilité, la théorie de décision, les �les d�attente et les réseaux informatiques

et de télécommunication [45, 54].

Le but de notre travail est d�appliquer les méthodes de comparaison stochastiques, pour

étudier les propriétés de monotonie du modèle M/G/1 avec rappels Bernoulli feedback

et clients négatifs relativement à l�ordre stochastique, convexe et à l�ordre de Laplace,

a�n d�obtenir des bornes simples pour la distribution stationnaire de la chaîne de Markov

induite liée au modèle [27, 28, 26, 30].

Ce mémoire est structuré de la manière suivante :

Le premier chapitre comprend une synthèse sur les systèmes de �les d�attente avec

rappels. Cette synthèse actualise celles de Yang et Templeton (1987) [64], Falin (1990)

[42], ainsi que celle de A. Aïssani (1994) [3]. Une attention particulière est consacrée au

système M/G/1 avec rappels. De plus, on a introduire la notion de feedback.

Le deuxième Chapitre, on donne un aperçu sur la notion des ordres partiels usuels

(ordre stochastique, convexe et de Laplace), ainsi que des éléments sur la théorie de

comparabilité des processus stochastiques. On présente aussi les classes de distributions

d�âge issues de la théorie de la �abilité.

Le troisième Chapitre est consacré à l�étude des inégalités stochastiques pour le modèle

M/G/1 avec rappels Bernoulli feedback et des clients négatifs. On donne les conditions

pour lesquelles l�opérateur de transition de la chaîne de Markov induite est monotone par

rapport aux ordres stochastique et convexe. On étudie la comparabilité des opérateurs de

transition associée aux chaînes de Markov induite de deux systèmes M/G/1 avec rappels

Bernoulli feedback et clients négatifs. Ainsi que la comparabilité des distributions station-

naires respectives de nombres de clients dans les deux systèmes. De plus, on détermine les

bornes stochastiques pour la distribution stationnaires de modèle considéré. Finalement,
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on donne des cas particuliers pour le modèle M/G/1 avec rappels Bernoulli feedback et

clients négatifs.

De plus, L�annexe A présente des préliminaires sur les �les d�attente et on termine par

une conclusion générale et une bibliographe.
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CHAPITRE

1 Systèmes d�attente

M/G/1 avec rappels et

feedback

1.1 Introduction

Les �les d�attente avec rappels ont été introduites par de nombreuses recherches portant

sur l�in�uence du phénomène de rappels ont été cités (Aïssani (1994) [3], Amador et

Artalejo (2009) [23], M. Boualem (2003) [25], Falin et Templeton (1997) [43], Artalejo et

Gómez (2008) [41], Yang et Templeton (1987) [64]).

La description d�un système d�attente avec rappels se caractérisent par la propriété

qu�un client arrivant dans le système et qui trouve tous les serveurs occupés quitte le

système dé�nitivement, ou rappelle ultérieurement à des instants aléatoires. Entre deux

rappels successifs, le client et dit "en orbite". Si un système d�attente classique est dé�ni

complètement par un processus des arrivées, la discipline d�attente et le mécanisme de

service, alors que pour un système avec rappels, il y a lieu d�ajouter un élément décrivant
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1.2. Systèmes d�attente M/G/1 avec rappels

la loi des répétitions d�appels. Ces systèmes de �les d�attente sont largement utilises dans

la modélisation du service d�abonnés dans une centrale téléphonique [10, 43].

Une classi�cation bibliographique sur les systèmes avec rappels est donnée par Artalejo

[15, 17]. Pour illustrer le rôle actif des �les d�attente avec rappels au cours des dernières

années, nous mentionnons certains articles récents [19, 38, 37, 40, 63].

1.1.1 Politiques d�accès au serveur à partir de l�orbite

La dé�nition du protocole de rappels est en e¤et un sujet de controverse (voir Falin

(1990) [42]) et concerne l�aspect modélisation du système sous étude. Le protocole le

plus décrit dans la théorie classique des �les d�attente avec rappels est la politique de

rappels classiques dans la quelle chaque source dans l�orbite rappelle après un temps

exponentiellement distribué avec un paramètre �: Donc, il y a une probabilité n�dt+o(dt)

d�un nouveau rappel dans le prochain intervalle (t; t + dt) sachant que n clients sont

en orbite à l�instant t: Une telle politique a été motivée par des applications dans la

modélisation du comportement des abonnés dans les réseaux téléphoniques depuis les

années 1940; Le premier travail dans cette direction est celui de Fayolle [41], de plus on a

des traveaux de (Choi (1992) [36], Dudin et al. (2004) [39], Li et Zhao (2005) [53], Shikata

(1999) [59]; Artalejo et Gómez-Corral (1997) [10], [16].

1.2 Systèmes d�attente M/G/1 avec rappels

Le modèle M/G/1 avec rappels est le modèle le plus étudié par les spécialistes et il existe

une littérature abondante sur ses diverses propriétés [6, 7, 8, 10, 13, 18, 23, 29, 60].

Soit � le taux du �ot poissonnien des appels primaires. La durée de service � est de

loi générale, de moyenne
1

�
, de distribution B et de transformée de Laplace-Stieltjes eB:
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1.2. Systèmes d�attente M/G/1 avec rappels

La durée entre deux rappels successifs d�une même source secondaire est exponentielle de

paramètre �: La description du système est la suivante : on suppose que le (i�1)�eme appel

termine son service à l�instant �i�1 (les appels sont numérotés dans l�ordre de service) et

le serveur devient libre. Même s�il y a des clients dans le système, ils ne peuvent occuper

le service immédiatement.

Donc le i�eme appel suivant, n�entre en service qu�après un intervalle de temps <i durant

le quelle le serveur canal est libre, bien qu�en général il y ait des clients qui attendent.

À l�instant �i = �i�1 + <i; le i�eme client débute le service durant un temps Si. Tous les

rappels qui arrivent durant ce temps de service n�in�uent pas sur le processus. Alors à

l�instant �i = �i + Si, le i
�eme client achève son service et le canal devient encore libre et

ainsi de suite.

Le premier résultat sur le système M/G/1avec rappel à été obtenu Par Keilson et al

[47] et Alexandrov [6], en utilisant la méthode de la variable auxiliaire. Ils ont obtenu les

probabilités d�́ etats et les fonctions génératrices du nombre de clients dans le système.

L�́ etat du système peut-être décrit par le processus

X(t) =

8><>: N(t) si C(t) = 0;

fC(t); N(t); �(t)g si C(t) = 1:

Où, C(t) = 0 ou 1 selon que le serveur est libre ou actif, �(t) est une variable aléatoire

à valeurs dans R+, et désignant la durée de service résiduelle à la date t; si C(t) = 1 et

N(t) représente le nombre de clients dans l�orbite.

Notons

P0j = P (C(t) = 0; N(t) = j);

et

P1j(t; x) = P (C(t) = 1; N(t) = j; x < �(t) < x+ dx); j > 0:

7



1.2. Systèmes d�attente M/G/1 avec rappels

Si
�

�
< 1; le système est stable. La fonction génératrice du nombre de clients dans le

système est donnée par

�(z) =
(1� �)(1� z) eB(�� �z)'(z)eB(�� �z)� z �(z)

�(1)
: (1.2.1)

Où

�(z) = exp

(
��
�

Z z

0

1� eB(�� �x)
x� eB(�� �x)dx

)
:

On aura alors,

�(z) =
(1� �)(1� z) eB(�� �z)'(z)eB(�� �z)� z exp

(
��
�

Z z

0

1� eB(�� �x)
x� eB(�� �x)dx

)
: (1.2.2)

Cette formule, appelée "décomposition stochastique", signi�e que le nombre de clients

dans un système M/G/1 avec rappels s�écrit comme somme de deux variables : l�une est

le nombre de clients dans le système M/G/1 ordinaire et l�autre est une variable aléatoire

positive de fonction génératrice
�(z)

�(1)
:

1.2.1 Chaîne de Markov induite

La méthode de la chaîne de Markov induite a été utilisée pour la première fois par Choo

et Conolly (1979) [35].

Cette méthode élaborée par Kendall [46], est souvent utilisée. Elle consiste à choisir

une séquence d�instants 1; 2; 3; :::; n (déterministes ou aléatoires) telle que la chaîne

induite fXn; n � 0g, où Xn = X(n); soit markovienne et homogène.

Soit (Xi) la chaîne de Markov induite aux instants de départs, où Xi = X(�i)

représente le nombre de clients dans le système après le i�eme départ. Il est clair que

(Xi) est une chaîne de Markov et

Xi+1 = Xi � �Xi +�i+1:
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1.2. Systèmes d�attente M/G/1 avec rappels

Où �i est le nombre d�appels primaires durant le service du i�eme client. La variable

aléatoire �i+1 ne dépend pas des événements qui se sont produits avant l�instant �i+1 du

début de service du (i+ 1)�eme client.

La distribution de �i est la suivante :

P (�i = k) = Pk =

Z +1

0

exp(��x)(�x)
k

k!
dB(x):

La variable �Xi est une variable aléatoire de Bernoulli

�Xi =

8><>: 1 si le (i+ 1)�eme client servi provient de l�orbite,

0 sinon.

Elle a pour distribution

P (�Xi = 1=Xi = n) =
n�

�+ n�
;

et

P (�Xi = 0=Xi = n) =
�

�+ n�
:

Les probabilités de transition en un pas s�écrivent alors :

Pij =
i�

�+ i�
Pj�i+1 +

�

�+ i�
Pj�i:

En posant

Q(z) =
(1� �)(1� z) eB(�� �z)eB(�� �z)� z ;

l�équation (1.2.1) s�écrira

�(z) = Q(z)
�(z)

�(1)
:

Cette formule est appelée �décomposition stochastique�du système M/G/1 avec rap-

pels [15].

9



1.3. Période d�activité

Si on note par ns le nombre moyen de clients dans le système, alors ns = n1+ � où

� est la variable aléatoire de fonction génératrice
�(z)

�(1)
, et n1 est le nombre moyen de

clients dans le système attente M/G/1 ordinaire.

Q(z) =
(1� �) eB(�� �z)(1� z)eB(�� �z)� z : (1.2.3)

La formule 1.2.3 n�est autre que la formule de "Pollaczek-Khintchine" [55], pour le

nombre de clients dans le système M/G/1 (FIFO, 1).

Les caractéristiques du système M/G/1 avec rappels sont données dans l�article de

Yang et Templeton [64] comme suit:

Nombre moyen de clients dans le système :

n = �+
�2E(� 2)

2(1� �) +
��

�(1� �) : (1.2.4)

Nombre moyen de clients dans l�orbite : D�après les formules de Little, on a :

n0 = n� � =
�2E(� 2)

2(1� �) +
��

�(1� �) : (1.2.5)

Temps d�attente et nombre de rappels : Le temps d�attente d�un client est

mesuré à partir du temps d�entrée dans le système jusqu�au temps du commencement du

service. Pour trouver le temps moyen d�attente w; on utilise la formule de Little n = w�:

On aura :

w =
�E(� 2)

2(1� �) +
�

�(1� �) :

Une fois w obtenu, il est aisé de déduire n; le nombre moyen de rappels par client :

n = �w =
��E(� 2)

2(1� �) +
�

(1� �) : (1.2.6)

1.3 Période d�activité

Une période d�activité est dé�nie comme étant la période qui débute à l�instant t0 d�arrivée

d�un premier client primaire dans un système vide (C(t0+0) = 1; N(t0+0) = 0) jusqu�à
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1.4. Files d�attentes avec rappels et feedback

l�instant t1 où le système redevient vide pour la première fois :

t1 = infft : t > 0; C(t) = 0; N(t) = 0g:

On note L = t1 � t0 , la durée de la période d�activité du système, cette période est

constituée d�une alternance de période d�activité et d�inactivité du serveur.

La période d�activité pour le modèle M/M/1 a été étudiée par Choo et Conolly (1979)

[35], qui fournissent une procédure récursive de calcul des moments de la variable L.

Falin (1990) [42] procède à une étude de la période d�activité en utilisant la méthode des

catastrophes qui permet de donner des résultats plus explicites dans le cas du système

M/G/1.

Lopez-Herrero (2002) [51] a présenté les formules explicites pour les probabilités du

nombre de clients (noté I) servis dans une période d�occupation, et une expression ex-

plicite pour le second moment de I pour un système d�attente M/G/1 avec rappels a été

également donnée. Il a aussi employé le principe du maximum d�entropie pour estimer

les distributions de I. Amador et Artalejo (2009) [15] utilisent le système M/G/1 avec

rappels pour étudier de nouveaux descripteurs du comportement d�un client (primaire et

secondaire) en investiguant la distribution : i) des rappels e¤ectués avec succès, ii) des

arrivées e¤ectuées avec succès, iii) des rappels bloqués.

1.4 Files d�attentes avec rappels et feedback

Ce type de systèmes di¤ère des systèmes classiques par l�existence de deux paramètres

supplémentaires : rappels et feedback. La notion de feedback introduite en général pour

exploiter des situations d�attente où tous les clients demandent le principal service et

seulement quelques uns parmi eux ont besoin de demander un autre service.
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1.5. Approximations stochastiques et monotonie d�un système d�attente avec rappels et
feedback

1.5 Approximations stochastiques et monotonie d�un

système d�attente avec rappels et feedback

La majorité des études sur les systèmes d�attente avec rappels considère le modèle sans

feedback. Néanmoins, plusieurs situations réelles peuvent être modélisées comme des

systèmes de �les d�attente avec rappels et feedback. Le phénomène de feedback dans

ce type de systèmes peut apparaître dans plusieurs situations pratiques, par exemple,

dans les systèmes MATS (Multiple Access Telecommunication Systems) où des messages

s�avérant comme erreurs à la destination (messages perdus ou corrompus) sont renvoyés.

Spécialement, les systèmes d�attente avec rappels et feedback sont utilisés pour modéliser

le protocole ARQ (Automative Repeat Request) dans un réseau de communication à haute

fréquence.

Dans ces systèmes, à chaque fois qu�un client arrive et trouve le serveur occupé, quitte

le service pour rejoindre un groupe de clients bloqués appelé orbite, sinon il reçoit immé-

diatement son service. Une fois servi, il décide avec une probabilité �; de retourner en

orbite pour demander un autre service ou de quitter le système dé�nitivement avec une

probabilité complémentaire 1� �.

Comme les systèmes d�attente M/G/1 avec rappels et Bernoulli feedback, est complexe

(elle contient des transformées de Laplace, des expressions intégrales). Elle n�est donc pas

facile à interpréter en pratique. Pour pallier a cette di¢ culté analytique, les méthodes

de comparaison stochastique ont été introduites pour qu�on puisse avoir des estimations

qualitatives de ces mesures en les bornant (en les majorant ou en les minorant) par des

mesures de performance d�autres modèles plus simples.
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1.6. Conclusion

1.6 Conclusion

En raison de la complexité des résultats analytiques obtenus dans l�étude des systèmes avec

rappels, di¤érents auteurs ont tenté de développer des méthodes approximatives d�analyse

des phénomènes de répétition d�appels. Parmi les principales approches, on trouve les

méthodes de comparaisons stochastiques, qui conduisent à des estimations quantitatives

et/ou qualitatives pour certaines mesures de performance. C�est pour toutes ces raisons,

le chapitre suivant et consacrer pour la théorie des ordres stochastique.
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CHAPITRE

2 Généralités sur la théorie

des ordres stochastiques

2.1 Introduction

Beaucoup d�e¤orts ont été consacrés à l�obtention des mesures de performance, tels que la

longueur de la �le d�attente, le temps d�attente, la distribution de la période d�occupation

[31, 33].

Toutefois, ces caractéristiques de performances ont été obtenues par des méthodes

d�approximations qui ont donné des expressions très complexes et les résultats obtenus ne

peuvent pas être utilisés en pratique.

Lors de la dernière décennie, il y a eu une tendance à la recherche d�approximations

et les limites, et les propriétés qualitatives des modèles stochastiques constituent une

importante base théorique des méthodes d�approximations.

La monotonie et la comparabilité sont les plus importantes propriétés qualitatives et

méthodes d�approximations que peuvent être étudié à l�aide de la théorie générale des

ordres stochastiques, voir [32, 34, 54, 56, 57, 58].
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2.2. Propriétés générales des ordres partiels

Ordonnancement stochastique est utile pour étudier les changements internes de la

performance en raison de variations de paramètres, à comparer des systèmes distincts,

a�n de se rapprocher d�un système complexe à un autre système simple, et pour obtenir

des bornes supérieures et inférieures pour les principales mesures de performance d�un

système.

2.2 Propriétés générales des ordres partiels

On appelle un ordre partiel, noté ���, une relation binaire dé�nie sur un ensemble Ð

d�éléments a; b; c; :::; remplit les trois axiomes suivantes:

(i) Ré�exivité: a � a 8a 2Ð .

(ii) Transitivité: si a � b et b � c alors a � c 8a; b; c 2Ð.

(iii) Antisymétrie: si a � b et b � a alors a = b 8a; b 2Ð.

Notons que a � b est équivalent à dire que b � a.

Cette section est consacrée à quelques propriétés de l�ordre partiel dé�ni sur l�ensemble

Ð de toutes les fonctions de répartition de variables aléatoires réelles (ou bien l�un de

ses sous-ensembles).

Pour les deux variables aléatoires X et Y de fonctions de répartition F et G

(respectivement) on a par convention:

F � G() X � Y:

On suppose que deux variables aléatoires X et Y sont dé�nis sur le même espace de

probabilité, alors leurs fonctions de répartition respectives F et G peuvent satisfaire la

propriété d�antisymétrie (iii) sans pour autant avoir X = Y .
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2.2. Propriétés générales des ordres partiels

Lorsque les variables aléatoires sont dégénérées, certaines propriétés des ordres partiels

dé�nies sur Ð découlent directement des propriétés de l�ordre des nombres réels. Pour

cela, on utilisera la distribution de Dirac, notée par �c(:), dé�nie pour tous les nombres

réels comme suit:

�c(x) =

8><>: 0; si x < c;

1; si x � c:

Dé�nition 2.2.1 Soit un ordre partiel donné " � "dé�ni sur (un sous ensemble de)

l�espace Ð des fonctions de répartition. On dit que cet ordre possède la propriété :

� (R) : si 8a; b 2 R tels que a � b, alors �a � �b:

� (E) : si F � G; alors mF � mG lorsque les moyennes existent.

� (M) : si F � G; alors F c � Gc; 8c > 0; où

F c(x) = F (x=c); 8x:

� (C) : si F1 < F2; alors F1 �G � F2 �G, où

(Fi �G)(x) =
Z +1

�1
Fi(x� y)dG(y); i = 1; 2:

� (W ) : si Fn et Gn convergent faiblement vers F et G (respectivement) alors

8n; Fn � Gn =) F � G;

Remarque 2.2.1 Pour les deux variables aléatoires X et Y:

La propriété (M) garantit que:

X � Y ) cX � cY; pour tout c 2 ]0;+1[ :

La propriété (C) garantit que:

X1 � X2 ) X1 + Y � X2 + Y;
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2.2. Propriétés générales des ordres partiels

où Y est une variable aléatoire indépendante de X1 et X2:

La propriété (E) garantit que:

X � Y ) E(X) � E(Y ):

On remarque que la propriété (E) découle des autres propriétés.

Proposition 2.2.1 Un ordre partiel � sur un ensemble (ou bien sur un sous ensemble

de) Ð qui véri�e les propriétés (R), (M), (C) et (W ), véri�e aussi la propriété (E).

Dé�nition 2.2.2 Pour une classe de fonctions réelles =<; l�ordre partiel � dé�ni sur

l�ensemble (ou sur le sous ensemble de) Ð est dit généré par =< si :

F � G,
Z +1

�1
f(x)dF (x) �

Z +1

�1
f(x)dG(x);

pour toute fonction f dans =<; telle que les intégrales existent.

Dé�nition 2.2.3 La classe � de fonctions réelles dé�nies sur la droite réelle R (resp. la

demi-droite R+) est dite invariante par translation, si pour tout a 2 R (resp. a 2 R+);

lorsque f 2 �; on a aussi fa 2 �; où fa est la fonction dé�nie par

fa(x) = f(x+ a); 8x 2 R (resp. 8x 2 R+):

2.2.1 Ordre stochastique

Dé�nition 2.2.4 On dit que la variable aléatoire X de fonction de répartition F , est

stochastiquement inférieure (ou bien inférieure en distribution) à la variable aléatoire Y

de fonction de répartition G; et on note F �st G; lorsque

F (x) � G(x); 8x 2 R;

On écrit aussi X �st Y (�st noté aussi par l�ordre �d):
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2.2. Propriétés générales des ordres partiels

Dans le cas où X et Y sont des variables aléatoires discrètes prenant des valeurs sur

l�ensemble des entiers relatifs Z; et en notant par P (1)i = PfX = ig et P (2)i = PfY = ig

pour i 2 Z; alors

X �st Y ,
iX

j=�1
P
(1)
j �

iX
j=�1

P
(2)
j ; i 2 Z;

ce qui est équivalent à:
+1X
j=i

P
(1)
j �

+1X
j=i

P
(2)
j ; i 2 Z:

Remarquons que l�ordre stochastique �st satisfait les axiomes de l�ordre partiel � :

Proposition 2.2.2 Si F1 �st F2; alors il existe deux variables aléatoires X1 et X2 dé�nies

sur le même espace de probabilité (
, A, P ) pour lesquelles

X1(!) � X2(!); 8! 2 
;

et

P (! : Xk(!) � x) = Fk(x); pour k = 1; 2:

Notons par <st(R) la classe des fonctions réelles non décroissantes, alors la classe R�stdes

fonctions � -monotones est confondue avec la classe <st(R); c�est-à-dire R�st = <st(R):

Théorème 2.2.1 L�inégalitéZ +1

�1
f(t)dF1(t) �

Z +1

�1
f(t)dF2(t); (2.2.1)

est véri�ée pour toute fonction f appartenant à <st(R) pour laquelle l�intégrale existe, si

et seulement si F1 �st F2: Pour une fonction f donnée, l�inégalité (2.2.1) est véri�ée pour

tout F1 et F2 telles que F1 �st F2 uniquement si f est non décroissante.

Corollaire 2.2.1 Pour deux variables aléatoires X et Y non négatives, avec X �st Y;

on a

E(Xr) � E(Y r); r � 0;

E(Xr) � E(Y r); r < 0;
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2.2. Propriétés générales des ordres partiels

lorsque les espérances existent. Et si celles-ci sont bien dé�nies,

E(Xr) � E(Y r); r = 1; 3; 5; ::::

pour des variables quelconques (pas forcément non négatives).

2.2.2 Ordre convexe

On note par: x+ = max(0; x):

Dé�nition 2.2.5 On dit que la variable aléatoire X; de fonction de répartition F; est

inférieure en moyenne de vie résiduelle à la variable aléatoire Y; de fonction de répartition

G; et on écrit X �v Y; ou bien F �v G si et seulement si

E((X � x)+) =

Z +1

x

(t� x)dF (t)dt =
Z +1

x

(1� F (t))dt (2.2.2)

�
Z +1

x

(1�G(t))dt = E((Y � x)+);

Théorème 2.2.2 lorsque les espérances (ou bien les intégrales) sont bien dé�nies.

Dans le cas discret, on a: X �v Y ,
P1

i=k

P1
j=i P

(1)
j �

P1
i=k

P1
j=i P

(2)
j ; pour toute

k:

Théorème 2.2.3 Une conséquence immédiate de cette dé�nition:

si F �st G et E(Y+) <1 alors F �v G:

En notant par �F (t) = 1� F (t); l�inégalité (2.2.2) peut s�écrire comme suit:Z +1

x

�F (t)dt �
Z +1

x

�G(t)dt;

ou bien

E(max(x;X)) = x+ E((X � x)+) (2.2.3)

� x+ E((Y � x)+)

= E(max(x; Y )); 8x 2 R:
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2.2. Propriétés générales des ordres partiels

Lorsque E((x�X)+) et E((x� Y )+) existent,

X �v Y ) E(X) � E(Y ):

En e¤et,

E(X)� E(Y ) = E((Y � x)+)� E((X � x)+)� E((x� Y )+) + E((x�X)+)

� E((x�X)+)� E((x� Y )+)! 0 quand x! �1;

De l�inégalité (2.2.3) découle la transitivité et l�antisymétrie de l�ordre convexe. Alors,

c�est un ordre partiel sur les sous ensembles de Ð pour lesquels
R +1
0

tdF (t) < 1. Sans

cette condition, la propriété de l�antisymétrie peut ne pas avoir lieu.

Pour une variable aléatoire X de moyenne �nie m; il est clair que:

E(max(x;X)) � E(max(x;E(X)));

= max(x;m):

En vertu de l�inégalité (2.2.3), on a

m �v X:

Il s�ensuit, d�après l�inégalité (2.2.3) que l�ordre convexe possède les propriétés (R) et

(M):

D�après l�inégalité (2.2.2), on déduit que l�ordre convexe est généré par la famille

=v = fex; �1 < x < +1g;

des fonctions ex dé�nies comme suit :

ex(t) = (t� x)+ =
Z t

�1
�x(u)du:

Puisque la classe =v est invariante par translation, alors l�ordre convexe possède la

propriété (C):

Notons par <v(R), la classe des fonctions convexes et non-décroissantes.
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2.2. Propriétés générales des ordres partiels

Théorème 2.2.4 1: L�inégalitéZ +1

�1
f(t)dF1(t) �

Z +1

�1
f(t)dF2(t); (2.2.4)

est véri�ée pour toute fonction f appartenant à <v(R) pour laquelle les intégrales sont

bien dé�nies, si et seulement si F1 �v F2:

2: Pour une fonction donnée f; l�inégalité (2.2.4) a lieu pour toutes les fonctions F1

et F2 telles que F1 �v F2 uniquement si f est une fonction convexe et non décroissante.

3: Si F1 �v F2 et leurs moyennes existent et sont égales, alors l�inégalité (2.2.4) est

véri�ée pour toute fonction convexe f donnée.

Corollaire 2.2.2 Pour deux variables aléatoires X et Y non négatives telles que X �v Y

on a :

E(Xr) � E(Y r); r � 0;

lorsque les espérances existent.

En général, pour des variables aléatoires X et Y telles que

E(X) = E(Y ); et X �v Y;

alors

E(Xr) � E(Y r); r = 2; 4; 6; ::::

Il est intéressant de remarquer que pour deux variables aléatoires telles que X et Y

sont négatives etX �v Y; alors l�égalité E(Xr) = E(Y r) pour tout r � 1 implique l�égalité

X =st Y:

En e¤et,

E(Xr) =

Z +1

0

rxr�1(1� F (x))dx =
Z +1

0

r(r � 1)xr�2dx
Z +1

x

(1� F (y))dy:

Cette propriété est l�analogue de la propriété suivante pour l�ordre stochastique

X �st Y et E(X) = E(Y )) X =st Y:
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2.2. Propriétés générales des ordres partiels

Proposition 2.2.3 Supposons que les suites de variables aléatoires Xn et Yn convergent

faiblement vers X et Y (respectivement).

Si

E(X+) et E(Y+) sont �nis,

E((Xn)+) ! E(X+); quand n! +1;

E((Yn)+) ! E(Y+); quand n! +1;

et si Xn �v Yn; alors

X �v Y:

2.2.3 Ordre concave

Dé�nition 2.2.6 On dit que la variable aléatoire X de fonction de répartition F est

inférieure en moyenne de vie écoulée à la variable aléatoire Y de fonction de répartition

G; c�est-à-dire, X �cv Y (ce qui est équivalent à F �cv G); lorsque:

E((x�X)+) =
Z x

�1
(x� t)dF (t) =

Z x

�1
F (t)dt

�
Z x

�1
G(t)dt = E((x� Y )+);8x 2 R; (2.2.5)

où les espérances mathématiques (les intégrales) sont bien dé�nies.

Par conséquent, si

F �st G et E(X) = E(max(0;�X)) <1; alors X �cv Y:

Remarquons que l�ordre concave " �cv "est un ordre partiel sur le sous ensemble de

Ð des fonctions véri�ant
R 0
�1 jtj dF (t) <1 comme dans le cas de l�ordre convexe.

Dé�nition 2.2.7 On observe d�après (2.2.5) que l�inégalité X �cv Y est équivalente à

�Y �v �X:

Si on a l�égalité E(X) = E(Y ); alors l�inégalité X �cv Y est équivalente à Y �v X:
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2.2. Propriétés générales des ordres partiels

2.2.4 Ordre en transformée de Laplace

Lorsque la variable aléatoire X est du type continu, sa distribution peut être caractérisée

par la transformée de Laplace de la densité f(x) :

f̂(s) = E(e�sX) =

Z 1

0

f(x)e�sxdx;

où s est une variable complexe. Cette intégrale est dé�nie au moins pour Re(s) � 0.

La transformée de Laplace est notée aussi L [f(x)] :

Proposition 2.2.4 � Si X et Y sont indépendantes, la transformée de Laplace de X+Y

est le produit des transformées de Laplace de X et de Y;

� L [f 0(x)] = sf̂(s)� f(0);

� L [f"(x)] = s2f̂(s)� sf(0)� f 0(0);

� L
�R x
0
f(u)du

�
=
f̂(s)

s
;

� Si F (x) est la fonction de répartition de X et si R(x) = 1� F (x); alors

lim
s!0

R̂(s) =

Z 1

0

R(x)dx:

Dé�nition 2.2.8 Pour deux variables aléatoires non négatives X et Y de fonctions de

répartition F et G (respectivement), F est dite inférieure par rapport à l�ordre laplacien

à G, et on note F �L G, si pour tout s positif, on a l�inégalité suivante

E(exp(�sX)) =
Z +1

0

exp(�sX)dF (x) �
Z +1

0

exp(�sX)dG(x) = E(exp(�sY )):

Il est clair que l�ordre en transformée de Laplace est ré�exif, transitif et antisymétrique.

Théorème 2.2.5 Soit une fonction f strictement monotone, alors F �L G impliqueZ +1

0

f(t)dF (t) �
Z +1

0

f(t)dG(t):
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2.2. Propriétés générales des ordres partiels

Corollaire 2.2.3 1: Pour deux variables aléatoires X et Y non négatives, de fonctions

de répartition F et G respectivement, telles que F �L G alors, on a l�inégalité suivante:

1� E(exp(�sX))
s

� 1� E(exp(�sY ))
s

; 8s > 0:

2: Lorsqu�on fait tendre s vers 0; on obtient le résultat suivant:

F �L G) E(X) � E(Y );

lorsque les espérances existent.

Le résultat qui suit donne une caractérisation de l�ordre en transformée de Laplace.

Théorème 2.2.6 Soient X et Y deux variables aléatoires quelconques de fonctions de

répartition F et G respectivement, alors:

F �L G, E(f(x)) � E(f(y));

pour toute fonction f strictement monotone, telle que les espérances existent.

2.2.5 Ordre en fonctions génératrices

Soient X et Y deux variables aléatoires non négatives discrètes de fonctions de répartition

F et G respectivement. On dit que X est inférieure à Y par rapport à l�ordre en fonctions

génératrices, et on note F �g G, si et seulement si:

E(zX) � E(zY );

où,

E(zX) =
+1X
n=0

P (X = n)zn et E(zY ) =
+1X
n=0

P (Y = n)zn; jzj < 1:

Cet ordre peut-être déduit de l�ordre laplacien en posant s = �ln z:
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2.2.6 Relations entre les ordres partiels

Soient X et Y deux variables aléatoires de fonctions de répartition F et G respectivement.

Alors, on a les relations suivantes:

� Si F �st G et E(Y+) <1) F �v G:

� Si E(X) = E(max(0;�x)) <1) F �cv G:

� Si E(X) = E(Y ); alors F �cv G, G �v F:

� F �st G) F �L G) F �g G:

� Si E(X) = E(Y ) et F �v G) G �L F ) G �g F:

� F �L G) F �g G:

2.3 Modèles stochastiques et monotonie

2.3.1 Modèles stochastiques

La modélisation est la représentation d�un système réel par un modèle mathématique. On

parle de modèle stochastique lorsque les in�uences aléatoires sont prises en considération.

Cette prise en compte du hasard et ses e¤ets permet une meilleure compréhension des

phénomènes réels et la résolution e¢ cace de problèmes complexes. Plusieurs disciplines

de la recherche opérationnelle reposent sur les probabilités et leurs applications. En

particulier, les théories de �les d�attente, de �abilité et de gestion des stocks.

2.3.2 Propriétés de monotonie

Étudier mathématiquement les modèles stochastiques, c�est d�obtenir des estimations des

quantités qui, pour un modèle � donné, avec une structure spéci�que et des distributions

Fi des Xi; :::; décrivent son comportement.

Soit c� une caractéristique dans � et soit C� l�ensemble des valeurs possibles de c�.
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Pour une structure donnée et une distribution initiale U , c� dépend uniquement des

Fi, et on écrit

c� = c�(F1; F2; :::) 2 C�:

Pour des modèles simples, on peut déduire une expression explicite de c�. Cependant,

dans plusieurs situations, cela n�est pas possible et les calculs mathématiques peuvent

mener à des formules compliquées qui ne peuvent pas être exploitées en pratique.

De telles circonstances nous suggèrent de rechercher les propriétés qualitatives de c�

par rapport aux Fi, c�est-à-dire, la manière avec la quelle c� est a¤ectée par les change-

ments en Fi. Parmi les propriétés qualitatives importantes des modèles stochastiques on

trouve la monotonie (c�est-à-dire, si les Fi croissent dans un certain sens, alors c� croit

aussi).

2.4 Comparabilité et monotonie des processus markoviens

homogènes

2.4.1 Opérateurs monotones et comparables

Soient (E;M) un espace probabilisable et PM l�ensemble de toutes les mesures de proba-

bilité dé�nies sur M . Soient aussi les opérateurs T , T (1) et T (2) dé�nis de PM dans PM

et l�ordre partiel " � " dé�ni sur PM .

Dé�nition 2.4.1 Un opérateur T est dit �-monotone si pour toutes mesures de proba-

bilités p(1), p(2) appartenant à PM telles que p(1) � p(2), on a

Tp(1) � Tp(2):
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L�opérateur T (1) est inférieur à T (2) si T (1)p � T (2)p pour tout p 2 PM et on écrit,

T (1) � T (2):

Pour des applications aux processus de Markov homogènes, on s�intéresse à la compara-

bilité des distributions p(1)n et p(2)n dé�nies par

p(k)n = (T (k)p(k))n; k = 1; 2 et n 2 N�;

pour deux distributions initiales p(k)et les opérateurs T (k), pour k = 1; 2:

Théorème 2.4.1 Soient T (1); T (2) deux opérateurs dé�nis sur PM et p(1); p(2) deux

mesures de probabilité dé�nies sur M , alors

p(1) � p(2) implique p(1)n � p(2)n ; 8n 2 N�;

s�il existe un opérateur T �-monotone dé�ni sur PM tel que

T (1) � T � T (2):

Remarquons que ce théorème reste vrai, en général, pour les opérateurs dé�nis dans

un espace partiellement ordonné.

À présent, on considère les opérateurs de transition d�une chaîne de Markov homogène

(Xn)n�1 d�espace d�état (E;M). Les opérateurs de transition sont décrits par leurs fonc-

tions de transition

p(x; �); p(x; �) = P (Xn+1 2 �=Xn = x); x 2 E et � 2M;

ou bien, dans le cas où les processus sont à valeurs réelles, par leurs distributions de

transition

p(x; y) = P (Xn+1 < y=Xn = x); x; y 2 E � R:

Maintenant, on donne des conditions sur les fonctions de transition, qui assurent la

monotonie ou la comparabilité des opérateurs de transition.
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Théorème 2.4.2 Les opérateurs de transition T (1) et T (2) satisfont l�inégalité T (1) � T (2)

si et seulement si leurs fonctions p(1) et p(2) satisfont

p(1)(x; :) � p(2)(x; :); 8x 2 E:

2.5 Distributions non-paramétriques

Les notions de vieillissement et de relations d�ordre entre variables aléatoires sont étroite-

ment liées. Nous présentons les principaux ordres permettant de comparer des variables

aléatoires puis les notions de vieillissement. Cette présentation sera cependant partielle

car l�activité scienti�que sur ces sujets est importante. Il est donc di¢ cile de prétendre

faire un exposé exhaustif. L�un des états de l�art les plus récents sur ce sujet est [4, 45],

mais on peut citer aussi [44, 57, 61].

En théorie de �abilité, les classes de distributions nous renseignent sur la notion de

jeunesse ou de vieillesse du système du point de vue de sa durée de vie résiduelle con-

naissant son âge (propriété qualitative). La connaissance de la classe (d�âge) de la loi de

�abilité d�un équipement permet une aide à la décision.

Dans cette section, sont présentées aussi les principales classes de distributions de

survie recensées dans la littérature de �abilité ces dernières années.

Les distributions non-paramétriques ont été introduites pour l�étude de certains prob-

lèmes en relation avec la théorie de �abilité. Elles permettent ainsi de modéliser et

caractériser des propriétés qualitatives telles que le vieillissement et le rajeunissement du

système.

Ces distributions sont utilisées actuellement dans divers domaines de la modélisation

stochastique : analyse de survie (médecine), �les d�attente, ordonnancement, théorie de

décision, économie, gestion des stocks [54].
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Dé�nition 2.5.1 Soient X et X� des variables aléatoires représentant respectivement la

durée de vie et la durée de vie résiduelle d�un élément, et soient F et F� leurs distributions

respectives.

On dit que F est :

N NBU (New Better than Used), si F� �st F; (0 < � <1):

N NWU (New Worse than Used), si F �st F� ; (0 < � <1):

N NBUE (New Better than Used in Expectation), si E(X� ) � E(X); (0 < � <1):

N NWUE (New Worse than Used in Expectation), si E(X) � E(X� ); (0 < � <1):

N IFR (Increasing Failure Rate), si Fy �st Fx; (0 � x < y <1):

N IFRA (Increasing Failure Rate in Average), si (�1=t)log(1�F (t)) croissante, t � 0.

N DFR (Decreasing Failure Rate), si Fx �st Fy; (0 � x < y <1).

N DFRA (Decreasing Failure Rate in Average), si (�1=t)log(1� F (t)) décroissante,

t � 0:

N IMRL (Increasing Mean Residual Life), si

E(X') =
1

1� F (x)

Z +1

�

(1� F (u))du; croissante (0 < � <1):

N DMRL (Decreasing Mean Residual Life); si

E(X� ) =
1

1� F (x)

Z +1

�

(1� F (u))du; décroissante (0 < � <1):

Proposition 2.5.1 Soit la variable aléatoire X de fonction de répartition F ayant une

moyenne �nie m.

1: Si F est NBU (resp. NWU), alors:

F �st exp(�); (resp: F �st exp(�));

pour un certain � � m�1 (resp: � � m�1), avec la possibilité d�avoir une égalité seulement

si F = exp(m�1):
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2: Si F est NBUE (resp. NWUE), alors

F �v exp(m�1); (resp: F �v exp(m�1)):

2.5.1 Relation avec les distributions paramétriques

X La loi d�Erlang Ek est IFR.

X La loi de Weibull W (a), pour a > 1 (paramètre de la forme), est IFR.

X La loi de Weibull W (a), pour a � 1, est DFR.

X La loi Gamma �(a), avec 0 � a < 1, est DFR.

X La loi exponentielle est à la fois IFR et DFR.

X La distribution Hyper-exponentielle H est DFR.

2.5.2 Relation entre les classes de distributions non-paramétriques

La �gure1 illustre les relations d�implication existantes entre certaines classes de distrib-

utions non-paramétriques.
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2.6. Conclusion

2.6 Conclusion

On a présenté quelques concepts de base de la théorie des ordres stochastiques et de

la monotonie des processus stochastiques. On a donné aussi les classes de distributions

d�âge issues de la théorie de la �abilité. La méthode de comparaison stochastique sera

appliquée, dans le chapitre suivant, pour l�étude des propriétés de monotonie du modèle

d�attente M/G/1 avec rappels et Bernoulli feedback.
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CHAPITRE

3 Inégalités stochastiques

du système d�attente

M/G/1 avec rappels

Bernoulli feedback et

clients négatifs

3.1 Introduction

Dans le conteste des systèmes de �lle d�attente ont recherché un système de �le d�attente

à un seul serveur exécute sous la présence simultanée des arrivées négatives. Il est

clair que l�existence du �ux des arrivées des clients fournit un mécanisme pour contrôler

l�encombrement excessif dans la �le du système. De plus, les �les d�attente avec arrivées

négative ont été e¤ectivement utilisé et contrôler les réseaux.
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Pour comprendre l�analyse des �les d�attente avec arrivées négatives, voir les travaux

de Artalejo et Gomez-Corral (1998; 1999) [12], Anisimov et Artalejo (2001) [21], Atencia

et Moreno (2004) [22] et Wang et Zhang (2009) [62].

Une caractéristique supplémentaire qui a été largement discutée est la Bernoulli Feed-

back dans le système de �le d�attente apparait dans des systèmes d�ordinateur, et dans la

communication des réseaux où l�erreur de transmission des données libre.

Ce chapitre comprend deux parties, la première partie concerne l�étude sur la com-

paraison stochastique du système d�attente M/G/1 avec rappels Bernoulli feedback et

clients négatifs, et la deuxièmes parties et un cas particulier son le client négative c�est le

système de �les d�attente M/G/1 avec rappels Bernoulli feedback.

3.2 Description du modèle

Considérons un système de �les d�attente M/G/1 avec rappels Bernoulli feedback et clients

négatifs. Les clients primaires positives arrivent au système selon un processus de Poisson

de taux � > 0: Si l�arrivée d�un client positif trouve le serveur inactif, commence son

service immédiatement. Sinon, si le serveur est occupé, ce dernier entre dans une orbite

de capacité illimitée, et devient une source d�appels répétés et tentera sa chance après une

durée de temps aléatoire, jusqu�a ce qu�il le trouve libre. Le temps entre les tentatives

répétées successives est supposé être distribué suivant la loi exponentielle de paramètre

n�; lorsque le nombre des clients en orbite est n (n > 0). Les temps de service des clients

positifs sont indépendants et identiquement distribuées avec une fonction de distribution

continue G(x) et de fonction de densité de probabilité g(x):

Après qu�un client positif est complètement servi, il décidera soit de rejoindre l�orbite

avec une probabilité �1 (0 � �1 < 1) ou de quitter le système dé�nitivement avec une

probabilité (1� �1) : En plus de l�arrivée des clients positifs et les rappels des clients
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3.3. Chaîne de Markov induite

en orbite. On suppose, en outre, que des clients négatifs, arrivent au système selon

un processus de Poisson de taux � > 0: Le client négatif arrivant pendant le temps de

service d�un client positive, supprimera ce dernier et décide soit d�entrer en orbite avec la

probabilité �2 (0 � �2 < 1) ou de quitter le système dé�nitivement avec une probabilité

(1� �2) :

Les temps entre les arrivées des clients positifs, clients négatifs, les de rappels des clients

en orbite et des temps de service sont des variables aléatoires mutuellement indépendantes.

D�après cette description, l�état du système à un instant arbitraire t peut être décrit

par le processus stochastique à temps continu

fX(t); t � 0g = f(C(t); N(t); �(t); t � 0g ;

où,

N(t) : est le nombre de clients en orbite à l�instant t:

C(t) : est une variable aléatoire qui désigne l�état du serveur :

C(t) =

8><>: 0; si le serveur est libre,

1; si le serveur est occupé.

Si C(t) = 1; alors �(t) > 0 représente le temps de service écoulé du client positive en

service et �(t) = 0 si C(t) = 0:

Dans ce qui suit, nous négligeons �(t) et on considère que la paire f(C(t); N(t));

t � 0g; dont l�espace d�état S = f0; 1g �Z+:

3.3 Chaîne de Markov induite

Soit � i; i 2 Z+ = f0; 1; 2; :::g qui représente les instants de départs des clients, c�est-à-

dire, que ce soit l�instants de départ d�achèvement du service du i�eme client positif, ou bien

celui de i�eme client positive en service qui est éliminé par un client négatif, � 0 = 0: Soit

34



3.4. Notations

Ni = N(� i+); i 2 Z+; est le nombre de clients en orbite juste avant l�instant de départ

� i: Alors la suite fNi; i 2 Z+g des variables aléatoires constitue une chaîne de Markov

induite avec un espace d�état Z+; qui est la chaîne de Markov induite pour notre système

de �les d�attente .

Le théorème suivant donne une condition nécessaire et su¢ sante pour que la chaîne

de Markov induite soit ergodique.

Théorème 3.3.1 [50] L�inégalité

�1�
�(�) + �2(1� ��(�)) +

�[1� ��(�)]
�

< 1;

est une condition nécessaire et su¢ sante d�érgodicité de notre système de �les d�attente

avec clients négatifs.

Où ��(s) =
R +1
0

e�sxg(x)dx, est la transformée de Laplace de g(x):

3.4 Notations

Dans cette section, on utilise la théorie générale des ordres partiels (voir Chapitre 2) pour

l�étude des propriétés de monotonie du système d�attente M/G/1 avec rappels Bernoulli

feedback et clients négatifs relative aux ordres : stochastique " �st "; laplacien " �L " et

convexe " �v ":

On introduit les notations suivantes :

Soient �1 et �2 deux modèles d�attente M/G/1 avec rappels Bernoulli feedback et

clients négatifs, pour i = 1; 2 :

�(i) : taux d�arrivées des clients positifs �i:

�(i) : taux de rappels dans �i:

�
(i)
1 : la probabilité de rejoindre l�orbite.

��
(i)
1 : la probabilité de quitter le système.
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�
(i)
2 : la probabilité que le client Interrompu rejoindre l�orbite.

�(i) : taux d�arrivées des clients négatifs .

G(i)(u) : la distribution de temps de service.

k
(i)
m : le nombre de nouvelles arrivées durant le service du n�eme clients dans �i:

h
(i)
m : le nombre de clients négatifs qui arrives durant le service du n�eme clients dans

�i:

�
(i)
m : la distribution stationnaire du nombre de clients dans le système �i:

3.5 Inégalités préliminaires

Les lemmes suivants donnent les conditions, sur les paramètres des deux systèmes, sous

lesquelles les probabilités du nombre de clients arrivant durant le service d�un client

dans deux systèmes d�attente M/G/1 avec rappels Bernoulli feedback et clients négat-

ifs
n
k
(i)
m ; i = 1; 2 et m 2 N

o
et
n
h
(i)
m ; i = 1; 2 et m 2 N

o
sont comparables suivant

les ordres partiels : stochastique, convexe et en transformée de Laplace.

Lemme 3.5.1 Soient �1 et �2 deux systèmes d�attente M/G/1 avec rappels Bernoulli

feedback et clients négatifs :

si �(1) � �(2); �(1) � �(2) et G(1) �st G(2) alors
�
k(1)m
	
�st

�
k(2)m
	
;

où

k(i)m = P (X = m) =

Z +1

0

(�(i)u)m exp
n
��(i)u

o
m!

exp
n
��(i)u

o
dG(i)(u); i = 1; 2; m � 0;

Preuve. Supposons que �(1) � �(2); �(1) � �(2) et G(1) �st G(2):
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Par dé�nition de l�ordre stochastique �st, on a pour une loi discrète, les équivalences

suivantes :

�
k(1)m
	

� st

�
k(2)m
	
() k

(1)

m =

+1X
n=m

k(1)n �
+1X
n=m

k(2)n = k
(2)

m ;

() k
(1)

m =
+1X
n=m

Z +1

0

(�(1)u)n exp
n
��(1)u

o
n!

exp
n
��(1)u

o
dG(1)(u);

=

Z +1

0

+1X
n=m

(�(1)u)n exp
n
��(1)u

o
n!

exp
n
��(1)u

o
dG(1)(u);

�
Z +1

0

+1X
n=m

(�(2)u)n exp
n
��(2)u

o
n!

exp
n
��(2)u

o
dG(2)(u) = k

(2)

m : (3.5.1)

Pour prouver l�inégalité numérique (3.5.1); on considère la fonction

fm(u; �; �) =
+1X
n=m

(�u)n exp f��ug
n!

exp f��ug : (3.5.2)

En prenant sa dérivée par rapport à u; on obtient :

@fm(u; �; �)

@u
=

+1P
n=m

�
�
(�u)n�1

(n� 1)! expf�(�+ �)ug � (�+ �)
(�u)n

n!
expf�(�+ �)ug

�
:

Donc fm(u; �; �) est une fonction croissante en u 2 I =
�
0;

n

(�+ �)

�
; 8� � 0; � � 0:

En e¤et,

@fm(u; �; �)

@u
=

+1X
n=m

�
�
(�u)n�1

(n� 1)! expf�(�+ �)ug � (�+ �)
(�u)n

n!
expf�(�+ �)ug

�

=
+1X
n=m

�
�
(�u)n�1

(n� 1)! expf�(�+ �)ug � (�+ �)
�u(�u)n�1

n(n� 1)! expf�(�+ �)ug
�

=

+1X
n=m

��
�
(�u)n�1

(n� 1)! expf�(�+ �)ug
��

1� (�+ �)u
n

��

=

+1X
n=m

[r(u)g(u)] ;

telle que r(u) = �
(�u)n�1

(n� 1)! expf�(�+ �)ug est une fonction positive pour tout u 2 R
+:
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Pour que
@fm(u; �; �)

@u
soit positive, il faut que :

g(u) � 0, n� u(�+ �) > 0;

, u <
n

(�+ �)
; 8� > 0; � > 0; n � m � 1 et u 2 R+:

On conclut que
@fm(u; �; �)

@�
est positive si seulement si u <

n

(�+ �)
:

La dérivée par rapport à � est :

@fm(u; �; �)

@�
=

+1X
n=m

�
u
(�u)n�1

(n� 1)! expf�(�+ �)ug � u
(�u)n

n!
expf�(�+ �)ug

�
; n � 1

=

+1X
n=m+1

u
(�u)n�1

(n� 1)! expf�(�+ �)ug � u
+1X
n=m

(�u)n

n!
expf�(�+ �)ug

+u
(�u)m�1

(m� 1)! expf�(�+ �)ug

= u
(�u)m�1

(m� 1)! expf��ug expf��ug > 0; 8u � 0; 8 m � 1:

Donc la fonction fm(u; �; �) est croissant par rapport à �:

La dérivée par rapport à � s�écrit comme suit :

@fm(u; �; �)

@�
= �u

+1X
n=m

(�u)n

n!
expf��ug expf��ug

= �u
+1X
n=m

(�u)n

n!
expf�(�+ �)ug < 0; u 2 R+; � > 0:

Cette fonction est décroissante par rapport à �; comme fm(u; �; �) est une fonction

croissante en u et G(1) �st G(2); alors à l�aide du Théorème 2:2:1; donné dons le Chapitre

2; l�inégalité suivante est véri�ée :Z +1

0

fm(u; �
(1); �(1))dG(1)(u) �

Z +1

0

fm(u; �
(1); �(1))dG(2)(u): (3.5.3)

D�autre part, puisque la fonction fm(u; �; �) est monotone par rapport à � et � et que

�(1) � �(2); �(1) � �(2); on aZ +1

0

fm(u; �
(1); �(1))dG(2)(u) �

Z +1

0

fm(u; �
(2); �(2))dG(2)(u): (3.5.4)
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Par conséquent, des inégalités (3:5:3) et (3:5:4), inégalité (3:5:1) est véri�ée par tran-

sitivité.

Lemme 3.5.2 Soient �1 et �2 deux systèmes d�attente M/G/1 avec rappels Bernoulli

feedback et des clients négatifs :

si �(1) � �(2); �(1) � �(2) et G(1) �st G
(2)
alors

�
h(1)m

	
�st

�
h(2)m

	
;

où

h(i)m =

Z +1

0

(�(i)u)m exp
n
��(i)u

o
m!

exp(��(i)u)�(i)d G(u); i = 1; 2; m � 0:

Preuve. Supposons que �(1) � �(2); �(1) � �(2) et G(1) �st G
(2)
:

La démarche à suivre est similaire à celle de lemme 3:5:1:

�
h(1)m

	
� st

�
h(2)m

	
() h

(1)

m =
+1X
n=m

h
(1)
n �

+1X
n=m

h
(2)
n = h

(2)

m ;

h
(1)

m =
+1X
n=m

Z +1

0

(�(1)u)n exp
n
��(1)u

o
n!

exp
n
��(1)u

o
�(1)dG(1)(u);

=
Z +1

0

+1X
n=m

(�(1)u)n exp
n
��(1)u

o
n!

exp
n
��(1)u

o
�(1)dG(1)(u);

�
Z +1

0

+1X
n=m

(�(2)u)n exp
n
��(2)u

o
n!

exp
n
��(2)u

o
�(2)dG(2)(u) = h

(2)

m : (3.5.5)

Pour prouver l�inégalité numérique (3.5.5); on considère la fonction suivant :

gm(u; �; �) =
+1X
n=m

(�u)n exp f��ug
n!

exp f��ug �: (3.5.6)

La dérivée par rapport à � s�écrit comme suit :

@gm(u; �; �)

@�
=

+1X
n=m

(�u)n

n!
(expf�2�ug) (1� u�) ; u 2 R+; � > 0;

=
+1X
n=m

[g1(u)g2(u)] ;
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telle que, g1(u) =
(�u)n

n!
(expf�2�ug) ; est une fonction positive pour tout u 2 R+: Pour

que
@gm(u; �; �)

@�
satisfait la condition �(1) � �(2); il faut que g2(u) = (1� u�) soit négative:

1� u� < 0:

Donc, la fonction
@gm(u; �; �)

@�
est décroissante pour tout � 2

�
1

u
;+1

�
, tel que u 2�

0;
n

(�+ �)

�
; et comme gm(u; �; �) est une fonction croissante en u et G

(1) �st G
(2)
; alors

à l�aide du Théorème 2:2:1; donné dans le Chapitre 2; l�inégalité suivante est véri�ée :Z +1

0

gm(u; �
(1); �(1))dG

(1)
(u) �

Z +1

0

gm(u; �
(1); �(1))dG

(2)
(u): (3.5.7)

D�autre part, puisque la fonction gm(u; �; �) est monotone par rapport à � et � et que

�(1) � �(2); �(1) � �(2); on aZ +1

0

gm(u; �
(1); �(1))dG

(2)
(u) �

Z +1

0

gm(u; �
(2); �(2))dG

(2)
(u): (3.5.8)

Par conséquent, des inégalités (3:5:5) et (3:5:7), inégalité (3:5:8) est véri�ée par tran-

sitivité.

Lemme 3.5.3 Soient �1 et �2 deux systèmes d�attente M/G/1 avec rappels Bernoulli

feedback et clients négatifs,

si �(1) � �(2); �(1) � �(2) et G(1) �v G(2) alors
�
k(1)m
	
�v
�
k(2)m
	
:

Preuve. Par dé�nition de l�ordre convexe �v; on a :

�
k(1)m
	

� v

�
k(2)m
	
() k

(1)

m =

+1X
n=m

k
(1)

n �
+1X
n=m

k
(2)

n = k
(2)

m ;

()
Z +1

0

+1X
n=m

+1X
`=n

(�(1)u)` exp
n
��(1)u

o
`!

exp
n
��(1)u

o
dG(1)(u);

�
Z +1

0

+1X
n=m

+1X
`=n

(�(2)u)` exp
n
��(2)u

o
`!

exp
n
��(2)u

o
dG(2)(u);
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()
Z +1

0

+1X
n=m

fn(u; �
(1); �(1))dG(1)(u)

�
Z +1

0

+1X
n=m

fn(u; �
(2); �(2))dG(2)(u); (3.5.9)

avec

fn(u; �
(i); �(i)) =

+1X
`=n

(�(i)u)` exp
n
��(i)u

o
`!

exp
n
��(i)u

o
: (3.5.10)

La fonction fm(u; �; �) est croissantes par rapport à � et �; alors la fonction dé�nie par :

�fm(u; �; �) =
+1X
n=m

fn(u; �; �) l�est aussi. D�autre part, on a

@2 �fm(u; �; �)

@u2
=

+1X
n=m

�
�2
(�u)n�2

(n� 2)! expf�(�+ �)ug � 2�(�+ �)
(�u)n�1

(n� 1)! expf�(�+ �)ug

+(�+ �)2
(�u)n

n!
expf�(�+ �)u

�
; n � 2

=
+1X
n=m

expf�(�+ �)ug
�
�2
(�u)n�2

(n� 2)! � 2 �(�+ �)
(�u)n�1

(n� 1)! (3.5.11)

+(�+ �)2
(�u)n

n!

�
; n � 2

On cherche la monotonie de la fonction
@2 �fm(u; �; �)

@u2
.

Pour �u � 1; on a

on a 8><>: (�u)n � (�u)n�2 ; 8n � 2;

(�u)n�1 � (�u)n�2 ; 8n � 2:
(3.5.12)

De plus,

1

(n� 2)! >
1

(n� 1)! >
1

n!
; n � 2: (3.5.13)

En utilisant les inégalités (3.5.12), on trouve que :

@2 �fm(u; �; �)

@u2
�

+1X
n=m

expf�(�+�)ug
�
�2
(�u)n�2

(n� 2)! � 2 �(�+�)
(�u)n�2

(n� 1)! +(�+ �)
2 (�u)

n�2

n!

�
;
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on utilisant (3.5.13), on obtient :

@2 �fm(u; �; �)

@u2
�

+1X
n=m

expf�(�+ �)ug(�u)n�2
�
�2

n!
� 2�(�+ �)

n!
+
(�+ �)2

n!

�

� �2
+1X
n=m

(�u)n�2

n!
expf�(�+ �)ug:

D�où

@2 �fm(u; �; �)

@u2
� 0; 8� � 0; � � 0:

pour �u < 1, on trouve :8><>: (�u)n�1 > (�u)n ; 8n � 1;

(�u)n�2 > (�u)n ; 8n � 1:
(3.5.14)

Avec un raisonnement analogue, on obtient :

@2 �fm(u; �; �)

@u2
� �2

+1X
n=m

(�u)n

n!
expf�(�+ �)ug � 0:

Par conséquent, �fm(u; �; �) est croissante et convexe par rapport à la variable u:

D�après le Théorème 2:2:4; voir le Chapitre 2, on obtient l�inégalité suivante :Z +1

0

�fm(u; �
(1); �(1))dG(1)(u) �

Z +1

0

�fm(u; �
(1); �(1))dG(2)(u): (3.5.15)

Et on obtient, grâce à la monotonie de la fonction �fm(u; �; �) par rapport à � et �, le

résultat suivant :Z +1

0

�fm(u; �
(1); �(1))dG(2)(u) �

Z +1

0

�fm(u; �
(2); �(2))dG(2)(u): (3.5.16)

Finalement, l�inégalité (3:5:9) est véri�ée par transitivité des inégalités (3:5:15) et

(3:5:16):

Lemme 3.5.4 Soient �1 et �2 deux systèmes d�attente M/G/1 avec rappels Bernoulli

feedback et clients négatifs,

si �(1) � �(2); �(1) � �(2) et G(1) �v G
(2)

alors
�
h(1)m

	
�v
�
h(2)m

	
:
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Preuve. Par dé�nition de l�ordre convexe �v on a :

�
h(1)m

	
� v

�
h(2)m

	
() h

(1)

m =

+1X
n=m

h
(1)

n �
+1X
n=m

h
(2)

n = h
(2)

m ;

()
Z +1

0

+1X
n=m

+1X
`=n

(�(1)u)` exp
n
��(1)u

o
`!

exp
n
��(1)u

o
�dG

(1)
(u);

�
Z +1

0

+1X
n=m

+1X
`=n

(�(2)u)` exp
n
��(2)u

o
`!

exp
n
��(2)u

o
�dG

(2)
(u);

()
Z +1

0

+1X
n=m

gn(u; �
(1); �(1))dG

(1)
(u)

�
Z +1

0

+1X
n=m

gn(u; �
(2); �(2))dG(2)(u); (3.5.17)

avec

gn(u; �
(i); �(i)) =

+1X
`=n

(�(i)u)` exp
n
��(i)u

o
`!

exp
n
��(i)u

o
�: (3.5.18)

La fonction gm(u; �; �) est croissante par rapport à � et �; alors la fonction dé�nie par :

gm(u; �; �) =
+1X
n=m

gn(u; �; �) l�est aussi. D�autre part, on a

@2gm(u; �; �)

@u2
=

"
�
+1X
n=m

�2
(�u)n�2

(n� 2)! expf�(�+ �)ug � 2��(�+ �)
(�u)n�1

(n� 1)! expf�(�+ �)ug

+�(�+ �)2
(�u)n

n!
expf�(�+ �)u

�
:

= � expf�(�+ �)ug
+1X
n=m

�
�2
(�u)n�2

(n� 2)! � 2 �(�+ �)
(�u)n�1

(n� 1)! (3.5.19)

+(�+ �)2
(�u)n

n!

�
:

on cherche la monotonie de la fonction
@2gm(u; �; �)

@u2
; même raisonnement de lemme

3:4:3 on trouve

@2gm(u; �; �)

@u2
� �3

+1X
n=m

(�u)n

n!
expf�(�+ �)ug � 0:
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Par conséquent, gm(u; �; �) est croissantes et convexe par rapport à la variable u:

D�après le Théorème 2:2:4; voir le Chapitre 2, on obtient l�inégalité suivante :Z +1

0

gm(u; �
(1); �(1))dG

(1)
(u) �

Z +1

0

gm(u; �
(1); �(1))dG

(2)
(u): (3.5.20)

Et grâce à la monotonie de la fonction gm(u; �; �) par rapport à � et �, on trouve que

: Z +1

0

gm(u; �
(1); �(1))dG

(2)
(u) �

Z +1

0

gm(u; �
(2); �(2))dG

(2)
(u): (3.5.21)

Finalement, l�inégalité (3:5:17) est véri�ée par transitivité des inégalités (3:5:20) et

(3:5:21)

Lemme 3.5.5 Soient �1 et �2 deux systèmes d�attente M/G/1 avec rappels Bernoulli

feedback et clients négatifs,

si �(1) � �(2); �(1) � �(2) et G(1) �L G(2) alors
�
k(1)m
	
�L

�
k(2)m
	
:

Preuve. Pour prouver que l�inégalité
n
k
(1)
m

o
�L

n
k
(2)
m

o
a lieu, il su¢ t d�établir

l�inégalité suivante, pour les fonctions génératrices correspondantes

k(1)(z) � k(2)(z);

ce qui est équivalent à montrer que

eG(1)(�(1) + �(1)(1� z)) � eG(2)(�(2) + �(2)(1� z));
c�est-à- dire montrer l�équivalence suivante :

�
k(1)m
	
�L

�
k(2)m
	
() eG(1)(�(1) + �(1)(1� z)) � eG(2)(�(2) + �(2)(1� z)): (3.5.22)
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Par dé�nition, on a :

k(z) =

+1X
m=0

kmz
m

=
+1X
m=0

Z +1

0

(�u)m

m!
exp f��ug exp f��ug zmdG(u)

=
+1X
m=0

Z +1

0

(�uz)m

m!
exp f� (�+ �)ug dG(u)

=

+1X
m=0

Z +1

0

exp f�u [(�+ �)� �z]g dG(u)

=

Z +1

0

exp f�u(� + �(1� z)g dG(u) = eG(� + �(1� z)):
Pour prouver que l�inégalité

n
k
(1)
m

o
�L

n
k
(2)
m

o
a lieu, il su¢ t d�établir le résultat

suivant, pour les fonctions génératrices correspondantes :

k(1)(z) � k(2)m (z):

De plus, on a

G(1) �L G(2) ) eG(1)(s) � eG(2)(s); 8s � 0:
En particulier, pour s = �(1) + �(1)(1� z); on obtient

eG(1)(�(1) + �(1)(1� z)) � eG(2)(�(1) + �(1)(1� z)): (3.5.23)

Puisque toute transformée de Laplace est une fonction décroissante, les inégalités

�(1) � �(2) et �(1) � �(2) impliquent l�inégalité suivante :

eG(2)(�(1) + �(1)(1� z)) � eG(2)(�(2) + �(2)(1� z)): (3.5.24)

Par conséquent, l�inégalité (3:5:22) découle des inégalités (3:5:23) et (3:5:24).

Lemme 3.5.6 Soient �1 et �2 deux systèmes d�attente M/G/1 avec rappels Bernoulli

feedback et des clients négatifs,

Si �(1) � �(2); �(1) � �(2) et G(1) �L G
(2)
alors

�
h(1)m

	
�L

�
h(2)m

	
:
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Preuve. Pour prouver que l�inégalité
n
h
(1)
m

o
�L

n
h
(2)
m

o
a lieu, il su¢ t d�établir

l�inégalité suivante, pour les fonctions génératrices correspondantes

h(1)(z) � h(2)(z);

ce qui est équivalent à montrer que

�eG(1)(�(1) + �(1)(1� z)) � �eG(2)(�(2) + �(2)(1� z));
c�est-à- dire montrer l�équivalence suivante :�

h(1)m
	
�L

�
h(2)m

	
() �eG(1)(�(1) + �(1)(1� z)) � �eG(2)(�(2) + �(2)(1� z)): (3.5.25)

Par dé�nition on a :

h(z) =
+1X
m=0

hmz
m

=
+1X
m=0

Z +1

0

(�u)m

m!
exp f��ug exp f��ug �zmdG(u)

= �
+1X
m=0

Z +1

0

(�uz)m

m!
exp f� (�+ �)ug dG(u)

= �

Z +1

0

exp f�(� + �(1� z)g dG(u) = �eG(� + �(1� z)):
Pour prouver que l�inégalité

n
h
(1)
m

o
�L

n
h
(2)
m

o
a lieu, il su¢ t d�établir le résultat

suivant, pour les fonctions génératrices correspondantes

De plus, on a

G
(1) �L G

(2) ) �eG(1)(s) � �eG(2)(s); 8s � 0:
En particulier pour s = �(1) + �(1)(1� z); on obtient

�eG(1)(�(1) + �(1)(1� z)) � �eG(2)(�(1) + �(1)(1� z)): (3.5.26)

Puisque toute transformée de Laplace est une fonction décroissante, les inégalités

�(1) � �(2) et �(1) � �(2) impliquent l�inégalité suivante :

�eG(2)(�(1) + �(1)(1� z)) � �eG(2)(�(2) + �(2)(1� z)): (3.5.27)
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Par conséquent, l�inégalité (3:5:25) découle des inégalités (3:5:26) et (3:5:27).

3.5.1 Monotonie de la chaîne de Markov induite

Les probabilités de transition en un pas de la chaîne de Markov induite pour le système

M/G/1 avec rappels Bernoulli feedback et clients négatifs sont données par la formule

suivante :

Pn;m =

8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(1� �0m) �1km�1 + (1� �1)km + (1� �0m) �2hm�1 + (1� �2)hm; si n = 0 et m � 0;
n�(1� �1)
�+ n�

k0 +
n�(1� �2)
�+ n�

h0; si n � 1 et m = n� 1;
��1

�+ n�
km�n�1 +

�(1� �1)
�+ n�

km�n +
n��1
�+ n�

km�n

+
n�(1� �1)
�+ n�

km�n+1 +
��2

�+ n�
hm�n�1

�(1� �2)
�+ n�

hm�n+

+
n��2
�+ n�

hm�n +
n�(1� �2)
�+ n�

hm�n+1; si n � 1 et m > n� 1;

0; sinon.

(3.5.28)

Avec

km =

Z +1

0

e��u(�u)m

m!
e��udG(u); m = 0; 1; 2; ::::

hm =

Z +1

0

e��u(�u)m

m!
e��u�[1�G(u)]du; m = 0; 1; 2; ::::

=

Z +1

0

e��u(�u)m

m!
e��u�d G(u):

et �knest la fonction Delta de Kronecker, telle que

�kn =

8><>: 1; si k = n;

0; si k 6= n:
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Soit l�opérateur de transition � de la chaîne de Markov incluse. Pour chaque distrib-

ution p = (pn)n�0 , on associe une distribution � p = q = (qm)m�0 telle que

qm =
X
n�0

pnpnm:

Les deux Théorèmes suivants donnent la condition sous laquelle l�opérateur de transi-

tion � ; est monotone par rapport aux ordres stochastique et convexe

3.5.2 Monotonie de l�opérateur de transition

Théorème 3.5.1 L�opérateur de transition � est monotone par rapport à l�ordre stochas-

tique. C�est-à dire, pour deux distributions quelconques p(1) et p(2); l�inégalité p(1) � st

p(2) implique � p(1) �st � p(2):

Preuve. Un opérateur est monotone par rapport à l�ordre stochastique si et seulement

si on a l�inégalité suivante:
_

P n�1m �
_

P nm;8n;m; (3.5.29)

1er cas:

On montre que

�Pn�1m � �Pnm; 8n = 0; m � 0;
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Si n = 0 et m � 0, on a

Pnm = (1� �0m)�1km�1 + (1� �1)km + (1� �0m)�2hm�1 + (1� �2)hm;
_

P nm =
X
`�m

pn` =
X
`�m

[(1� �0`)�1k`�1 + (1� �1) + (1� �0`)�2h`�1 + (1� �2)h`]

= �1
_

km�1 + (1� �1)
_

km + �2
_

hm�1 + (1� �2)
_

hm

= �1
_

km�1 + (1� �1)
_

km + �2
_

hm�1 + (1� �2)
_

hm

= �1km�1 + �1
_

km +
_

km � �1
_

km + �2hm�1 + �2
_

hm +
_

hm � �2
_

hm

= �1km�1 + �1
_

km +
_

km � �1
_

km + �2hm�1 + �2
_

hm +
_

hm � �2
_

hm

= �1km�1 +
_

km + �2hm�1 +
_

hm:

Avec un raisonnement analogue, on trouve

�Pn�1m =
X
`�m

pn�1` = �1km�1 + �km + �2hm�1 + �hm: (3.5.30)

Finalement, on trouve

P nm �
_

P n�1m � 0;

2�emecas : n � 1 et m = n� 1; on a

Pnm =
n�(1� �1)
�+ n�

k0 +
n�(1� �2)
�+ n�

h0;

et
_

P nm =
n�(1� �1)
�+ n�

k0 +
n�(1� �2)
�+ n�

h0;

_

P n�1m =
(n� 1)�(1� �1)
�+ (n� 1)� k0 +

(n� 1)�(1� �2)
�+ (n� 1)� h0:
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D�où

_

P nm �
_

P n�1m =

�
n�

�+ n�
� (n� 1)�
�+ (n� 1)�

�
(1� �1)k0

+

�
n�

�+ n�
� (n� 1)�
�+ (n� 1)�

�
(1� �2)h0

=

�
n�(�+ (n� 1)�)� (n� 1)(�+ n�)�

(�+ n�)(�+ (n� 1)�)

�
(1� �1)k0

+

�
n�(�+ (n� 1)�)� (n� 1)(�+ n�)�

(�+ n�)(�+ (n� 1)�)

�
(1� �2)h0

=

�
n��+ n�2(n� 1)� (n� 1)��� n(n� 1)�2

(�+ n�)(�+ (n� 1)�)

�
(1� �1)k0

+

�
n��+ n�2(n� 1)� (n� 1)��� n(n� 1)�2

(�+ n�)(�+ (n� 1)�)

�
(1� �2)h0

=

�
n��+ n2�2 � n�2 � n��+ ��� n2�2 + n�2

(�+ n�)(�+ (n� 1)�)

�
(1� �1)k0

+

�
n��+ n2�2 � n�2 � n��+ ��� n2�2 + n�2

(�+ n�)(�+ (n� 1)�)

�
(1� �2)h0

=
��(1� �1)

(�+ n�)(�+ (n� 1)�)k0 +
��(1� �2)

(�+ n�)(�+ (n� 1)�)h0 � 0:

3�emecas : n � 1; m > n� 1

avec,

Pnm =
��1

�+ n�
km�n�1 +

�(1� �1)
�+ n�

km�n +
n��1
�+ n�

km�n +
n�(1� �1)
�+ n�

km�n+1

+
��2

�+ n�
hm�n�1 +

�(1� �2)
�+ n�

hm�n +
n��2
�+ n�

hm�n +
n�(1� �2)
�+ n�

hm�n+1

_

P nm =
X
`�m

pn` =
��1

�+ n�
�km�n�1 +

�(1� �1)
�+ n�

�km�n +
n��1
�+ n�

�km�n +
n�(1� �1)
�+ n�

�km�n+1

+
��2

�+ n�
hm�n�1 +

�(1� �2)
�+ n�

hm�n +
n��2
�+ n�

hm�n +
n�(1� �2)
�+ n�

hm�n+1

=
��1

�+ n�

�
km�n�1 + �km�n

�
+
�(1� �1)
�+ n�

�km�n +
n��1
�+ n�

�km�n +
n�(1� �1)
�+ n�

�km�n+1

+
��2

�+ n�

�
hm�n�1 + hm�n

�
+
�(1� �2)
�+ n�

hm�n +
n��2
�+ n�

hm�n +
n�(1� �2)
�+ n�

hm�n+1
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En suite

Pnm =
��1

�+ n�
km�n�1 +

n�(1� �1)
�+ n�

�km�n+1 +
�+ n��1
�+ n�

�km�n

+
��2

�+ n�
hm�n�1 +

n�(1� �2)
�+ n�

hm�n+1 +
�+ n��2
�+ n�

hm�n

=
��1

�+ n�
km�n�1 +

n�(1� �1)
�+ n�

�km�n+1 +
�+ n��1
�+ n�

�
km�n + �km�n+1

�
+

��2
�+ n�

hm�n�1 +
n�(1� �2)
�+ n�

hm�n+1 +
�+ n��2
�+ n�

�
hm�n + hm�n+1

�
=

��1
�+ n�

km�n�1 +
�+ n��1
�+ n�

km�n + �km�n+1 +
��2

�+ n�
hm�n�1 +

�+ n��2
�+ n�

hm�n + hm�n+1

D�où,

_

P nm =
��

�+ n�
km�n�1+

�+ n��

�+ n�
km�n+�km�n+1+

��2
�+ n�

hm�n�1+
�+ n��2
�+ n�

hm�n+hm�n+1:

(3.5.31)
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et

_

P nm �
_

P n�1m =
��1

�+ n�
km�n�1 +

�+ n��1
�+ n�

km�n + �km�n+1

� ��1
�+ (n� 1)�km�n �

�+ (n� 1)��1
�+ (n� 1)� km�n+1 � �km�n+2

+
��2

�+ n�
hm�n�1 +

�+ n��2
�+ n�

hm�n + hm�n+1

� ��2
�+ (n� 1)�hm�n �

�+ (n� 1)��2
�+ (n� 1)� hm�n+1 � hm�n+2

=
��1

�+ n�
km�n�1 +

�+ n��1
�+ n�

km�n + km�n+1 + �km�n+2

� ��1
�+ (n� 1)�km�n �

�+ (n� 1)��1
�+ (n� 1)� km�n+1 � �km�n+2

+
��2

�+ n�
hm�n�1 +

�+ n��2
�+ n�

hm�n + hm�n+1 + hm�n+2

� ��2
�+ (n� 1)�hm�n �

�+ (n� 1)��2
�+ (n� 1)� hm�n+1 � hm�n+2

=
��1

�+ n�
km�n�1 +

�
�+ n��1
�+ n�

� ��1
�+ (n� 1)�

�
km�n

+

�
(n� 1)�(1� �1)
�+ (n� 1)�

�
km�n+1

+
��2

�+ n�
hm�n�1 +

�
�+ n��2
�+ n�

� ��2
�+ (n� 1)�

�
hm�n

+

�
(n� 1)�(1� �2)
�+ (n� 1)�

�
hm�n+1;

Finalement,

_

P nm �
_

P n�1m =
��1

�+ n�
km�n�1 +

�
(n� 1)�(1� �1)
�+ (n� 1)�

�
km�n+1

+

�
�2(1� �1) + ��(n� 1) + n(n� 1)�2�1

(�+ n�) (�+ (n� 1)�)

�
km�n

+
��2

�+ n�
hm�n�1 +

�
(n� 1)�(1� �2)
�+ (n� 1)�

�
hm�n+1

+

�
�2(1� �2) + ��(n� 1) + n(n� 1)�2�2

(�+ n�) (�+ (n� 1)�)

�
hm�n � 0:

Ainsi, l�inégalité (3:5:29) est véri�ée pour tout n et m:

En conclusion, l�opérateur T est monotone par rapport à l�ordre " �st ":
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3.5. Inégalités préliminaires

Théorème 3.5.2 L�opérateur de transition � est monotone, par rapport à l�ordre convexe.

C�est-à-dire, pour deux distributions quelconque p(1) et p(2); l�inégalité p(1) �v p(2) implique

la suivante: �p(1) �v �p(2):

Preuve. L�opérateur est monotone par rapport à l�ordre convexe si et seulement si :

2P nm � P n�1m + P n+1m; 8n;m; (3.5.32)

où,

P nm =
+1X
m=`

_

P n;` =
��1

�+ n�
km�n�1 +

�(1� �1)
�+ n�

km�n +
n��1
�+ n�

km�n +
n�(1� �1)
�+ n�

km�n+1

+
��2

�+ n�
hm�n�1 +

�(1� �2)
�+ n�

hm�n +
n��2
�+ n�

hm�n +
n�(1� �2)
�+ n�

hm�n+1

=
��1

�+ n�

h
km�n�1 + km�n

i
+
�(1� �1) + n��1

�+ n�
km�n +

n�(1� �1)
�+ n�

h
km�n � km�n

i
+

��2
�+ n�

h
hm�n�1 + hm�n

i
+
�(1� �2) + n��2

�+ n�
hm�n +

n�(1� �2)
�+ n�

h
hm�n � hm�n

i
=

��1
�+ n�

km�n�1 +

�
��1 + �(1� �1) + n��1 + n�(1� �1)

�+ n�

�
km�n �

n�(1� �1)
�+ n�

km�n

+
��2

�+ n�
hm�n�1 +

�
��2 + �(1� �2) + n��2 + n�(1� �2)

�+ n�

�
hm�n �

n�(1� �2)
�+ n�

hm�n

=
��1

�+ n�
km�n�1 �

n�(1� �1)
�+ n�

km�n + km�n +
��2

�+ n�
hm�n�1 �

n�(1� �2)
�+ n�

hm�n + hm�n;

P n�1;m =
��1

�+ (n� 1)�km�n �
(n� 1)�(1� �1)
�+ (n� 1)� km�n+1 + km�n+1

+
��2

�+ (n� 1)�hm�n �
(n� 1)�(1� �2)
�+ (n� 1)� hm�n+1 + hm�n+1

P n+1;m =
��1

�+ (n+ 1)�
km�n�2 �

(n+ 1)�(1� �1)
�+ (n+ 1)�

km�n�1 + km�n�1

+
��2

�+ (n+ 1)�
hm�n�2 �

(n+ 1)�(1� �2)
�+ (n+ 1)�

hm�n�1 + hm�n�1
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et

P n�1m + P n+1m � 2P nm =
��1

�+ (n� 1)�km�n �
(n� 1)�(1� �1)
�+ (n� 1)� km�n+1 + km�n+1

+
��1

�+ (n+ 1)�
km�n�2 �

(n+ 1)�(1� �1)
�+ (n+ 1)�

km�n�1 + km�n�1

� 2��1
�+ n�

km�n�1 +
2n�(1� �1)
�+ n�

km�n � 2km�n

+
��2

�+ (n� 1)�hm�n �
(n� 1)�(1� �2)
�+ (n� 1)� hm�n+1 + hm�n+1

+
��2

�+ (n+ 1)�
hm�n�2 �

(n+ 1)�(1� �2)
�+ (n+ 1)�

hm�n�1 + hm�n�1

� 2��2
�+ n�

hm�n�1 +
2n�(1� �2)
�+ n�

hm�n � 2hm�n

En suite

= km�n+1 +
��1

�+ (n� 1)�km�n �
(n� 1)�(1� �1)
�+ (n� 1)�

�
km�n � km�n

�
+
h
km�n�1 + km�n + km�n

i
+

��1
�+ (n+ 1)�

�
km�n�2 + km�n�1

�
�(n+ 1)�(1� �1)

�+ (n+ 1)�

�
km�n�1 + km�n

�
� 2km�n

� 2��1
�+ n�

�
km�n�1 + km�n

�
+
2n�(1� �1)
�+ n�

km�n

+hm�n+1 +
��2

�+ (n� 1)�hm�n �
(n� 1)�(1� �2)
�+ (n� 1)�

�
hm�n � hm�n

�
+
h
hm�n�1 + hm�n + hm�n

i
+

��2
�+ (n+ 1)�

�
hm�n�2 + hm�n�1

�
�(n+ 1)�(1� �2)

�+ (n+ 1)�

�
hm�n�1 + hm�n

�
� 2hm�n

� 2��2
�+ n�

�
hm�n�1 + hm�n

�
+
2n�(1� �2)
�+ n�

hm�n;
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Finalement, on obtient

P n�1m + P n+1m � 2P nm =
��1

�+ (n+ 1)�
km�n�2 +

(n� 1)�(1� �1)
(�+ (n� 1)�) km�n +

+

�
�2(1� �1) + (n� �1)��+ n(n+ 1)�2�1

(�+ n�) (�+ (n+ 1)�)

�
km�n�1

+

�
2�2

(�+ n�) (�+ (n� 1)�) (�+ (n+ 1)�)

�
km�n

+
��2

�+ (n+ 1)�
hm�n�2 +

(n� 1)�(1� �2)
(�+ (n� 1)�) hm�n

+

�
�2(1� �2) + (n� �2)��+ n(n+ 1)�2�2

(�+ n�) (�+ (n+ 1)�)

�
hm�n�1

+

�
2�2

(�+ n�) (�+ (n� 1)�) (�+ (n+ 1)�)

�
hm�n � 0:

Donc

P n�1m + P n+1m � 2P nm � 0; 8n � 0;m � n� 1:

Alors, l�opérateur de transition � est monotone par rapport à l�ordre convexe.

Maintenant, on considère �1 et �1 deux modèles d�attentes M/G/1 avec rappels

Bernoulli feedback et clients négatifs ayant les paramètres suivants : �(1); �(1); �(1)1 ; �
(1)
2 ;

�(1); G(1) et �(2); �(2); �
(2)
1 ; �

(2)
2 ; �

(2); G(2) respectivement. Notons par � (1); � (2) les

opérateurs de transition associés aux chaînes de Markov induite de chaque système.

Les deux théorèmes suivants donnent les conditions de comparabilité de ces opérateurs

par rapport aux ordres partiels : stochastique et convexe.

Théorème 3.5.3 Si �(1) � �(2); �(1) � �(2); �
(1)
1 � �

(2)
1 ; �

(1)
2 � �

(2)
2 ; �

(1) � �(2) et

G(1)(u) �st G(2)(u) alors � (1) �st � (2); c�est-à-dire pour une distribution quelconque p; on

a � (1)p �st � (2)p:

Preuve. D�après le Théorème 2:4:2; nous devons véri�er les inégalités suivantes pour

l�ordre stochastique,
_

P
(1)

nm �
_

P
(2)

nm; 8 0 � n � m: (3.5.33)
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Ce qui revient à montrer :

�(1)�
(1)
1

�(1) + n�(1)
k
(1)
m�n�1 �

n�(1)(1� �(1)1 )
�(1) + n�(1)

k
(1)
m�n + k

(1)

m�n

+
�(1)�

(1)
2

�(1) + n�(1)
h
(1)
m�n�1 �

n�(1)(1� �(1)2 )
�(1) + n�(1)

h
(1)
m�n + h

(1)

m�n

� �(2)�
(2)
1

�(2) + n�(2)
k
(2)
m�n�1 �

n�(2)(1� �(2)1 )
�(2) + n�(2)

k
(2)
m�n + k

(2)

m�n

+
�(2)�

(2)
2

�(2) + n�(2)
h
(2)
m�n�1 �

n�(2)(1� �(2)2 )
�(2) + n�(2)

h
(2)
m�n + h

(2)

m�n: (3.5.34)

D�après le Lemme 3:5:1; on a :

�
k(1)m
	
�st

�
k(2)m
	
; 8m � 0: (3.5.35)

D�autre part,

si �(1) � �(2) et �(1) � �(2) alors �
(1)

�(1)
� �(2)

�(2)
ou

�(1)

�(1)
� �(2)

�(2)
: (3.5.36)

En outre, du fait que la fonction x! x

x+ n
est croissante par rapport à x; l�inégalité

suivante a lieu :

�(1)

�(1) + n�(1)
� �(2)

�(2) + n�(2)
; (3.5.37)

De plus, �(1)1 � �(2)1 et �(1)2 � �(2)2 ; donc

�(1)�
(1)
1

�(1) + n�(1)
� �(2)�

(2)
1

�(2) + n�(2)
et

�(1)�
(1)
2

�(1) + n�(1)
� �(2)�

(2)
2

�(2) + n�(2)
; (3.5.38)

De même, la fonction :
x

1 + x
est croissante alors :

n�(1)

�(1) + n�(1)
� n�(2)

�(2) + n�(2)
; (3.5.39)

De plus,

�
(1)
1 � �(2)1 et �(1)2 � �(2)2 implique que

�
1� �(1)1

�
�
�
1� �(2)1

�
et
�
1� �(1)2

�
�
�
1� �(2)2

�
;
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donc

�
n�(1)

�
1� �(1)1

�
�(1) + n�(1)

� �
n�(2)

�
1� �(2)1

�
�(2) + n�(2)

et �
n�(1)

�
1� �(1)2

�
�(1) + n�(1)

� �
n�(2)

�
1� �(2)2

�
�(2) + n�(2)

:

(3.5.40)

Des inégalités (3.5.38), (3.5.40) et (3.5.35) on obtient :

_

P
(1)

nm =
�(1)�

(1)
1

�(1) + n�(1)
k
(1)
m�n�1 �

n�(1)(1� �(1)1 )
�(1) + n�(1)

k
(1)
m�n + k

(1)

m�n (3.5.41)

+
�(1)�

(1)
2

�(1) + n�(1)
h
(1)
m�n�1 �

n�(1)(1� �(1)2 )
�(1) + n�(1)

h
(1)
m�n + h

(1)

m�n

� �(2)�
(2)
1

�(2) + n�(2)
k
(1)
m�n�1 �

n�(2)(1� �(2)1 )
�(2) + n�(2)

k
(1)
m�n + k

(1)

m�n

+
�(2)�

(2)
2

�(2) + n�(2)
h
(1)
m�n�1 �

n�(2)(1� �(2)2 )
�(2) + n�(2)

h
(1)
m�n + h

(1)

m�n

=
�(2)�

(2)
1

�(2) + n�(2)
k
(1)

m�n�1 +
�(2)(1� �(2)1 )
�(2) + n�(2)

k
(1)

m�n

+
�(2)�

(2)
2

�(2) + n�(2)
h
(1)

m�n�1 +
�(2)(1� �(2)2 )
�(2) + n�(2)

h
(1)

m�n

+
n�(2)�

(2)
1

�(2) + n�(2)
k
(1)

m�n +
n�(2)(1� �(2)1 )
�(2) + n�(2)

k
(1)

m�n+1

+
n�(2)�

(2)
2

�(2) + n�(2)
h
(1)

m�n +
n�(2)(1� �(2)2 )
�(2) + n�(2)

h
(1)

m�n+1 �
_

P
(2)

nm:

Par conséquent, si G(1)(u) �st G(2)(u) alors l�inégalité (3.5.33) est véri�ée.

Théorème 3.5.4 Si �(1) � �(2); �(1) � �(2); �
(1)
1 � �

(2)
1 ; �

(1)
2 � �

(2)
2 ; �

(1) � �(2) et

G(1)(u) �v G(2)(u) alors � (1) �v � (2); c�est-à-dire que pour une distribution quelconque p

on a � (1)p �v � (2)p:

Preuve. D�après le Théorème 2:4:2; nous devons véri�er les inégalités suivantes pour

l�ordre convexe,

P
(1)

nm � P
(2)

nm; 8 0 � n � m:
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3.6. Inégalités stochastiques des distributions stationnaires du nombre de clients dans le
système

C�est-à-dire :

�(1)�
(1)
1

�(1) + n�(1)
k
(1)

m�n�1 �
n�(1)(1� �(1)1 )
�(1) + n�(1)

k
(1)

m�n + k
(1)

m�n

+
�(1)�

(1)
2

�(1) + n�(1)
h
(1)

m�n�1 �
n�(1)(1� �(1)1 )
�(1) + n�(1)

h
(1)

m�n + h
(1)

m�n

� �(2)�
(2)
1

�(2) + n�(2)
k
(2)

m�n�1 �
n�(2)(1� �(2)1 )
�(2) + n�(2)

k
(2)

m�n + k
(2)

m�n

+
�(2)�

(2)
2

�(2) + n�(2)
h
(2)

m�n�1 �
n�(2)(1� �(2)2 )
�(2) + n�(2)

h
(2)

m�n + h
(2)

m�n: (3.5.42)

En e¤et, d�après le Lemme 3:5:3, on a :�
k(1)m
	
�v
�
k(2)m
	
; 8m � 0: (3.5.43)

D�après les inégalités (3.5.37) et (3.5.40), on obtient le résultat �nal suivant :

�(1)�
(1)
1

�(1) + n�(1)
k
(1)

m�n�1 �
n�(1)(1� �(1)1 )
�(1) + n�(1)

k
(1)

m�n + k
(1)

m�n

+
�(1)�

(1)
2

�(1) + n�(1)
h
(1)

m�n�1 �
n�(1)(1� �(1)2 )
�(1) + n�(1)

h
(1)

m�n + h
(1)

m�n

� �(2)�(2)

�(2) + n�(2)
k
(2)

m�n�1 �
n�(2)(1� �(2))
�(2) + n�(2)

k
(2)

m�n + k
(2)

m�n:

+
�(2)�

(2)
1

�(2) + n�(2)
h
(2)

m�n�1 �
n�(2)(1� �(2)1 )
�(2) + n�(2)

h
(2)

m�n + h
(2)

m�n:

D�ou l�operateur � est monotone par rapport a l�ordre convexe.

3.6 Inégalités stochastiques des distributions station-

naires du nombre de clients dans le système

Les deux Théorèmes suivants donnent les conditions de comparabilité des distributions

stationnaires du nombre de clients, pour deux systèmes de �les d�attente M/G/1 avec rap-

pels Bernoulli feedback et clients négatifs, par rapport aux ordres partiels : stochastique

et convexe.
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3.6. Inégalités stochastiques des distributions stationnaires du nombre de clients dans le
système

Théorème 3.6.1 On considère �1; �2 deux systèmes de �les d�attente M/G/1 avec rap-

pels Bernoulli feedback et clients négatifs, ayant les paramètres �(1); �(1); �(1)1 ; �
(1)
2 ; �

(1);

G(1) et �(1); �(1); �
(1)
1 ; �

(1)
2 ; �

(1); G(1) respectivement, et soient �(1)i ; �
(2)
i ; les distributions

stationnaires du nombre de clients dans chaque système, alors si les inégalités suivantes

lieu

�(1) � �(2); �(1) � �(2); �(1)1 � �(2)1 ; �
(1)
2 � �(2)2 et G(1) �w G(2);

on a aussi L�inégalités suivante sur la distribution stationnaire

n
�
(1)
i

o
�w

n
�
(2)
i

o
; où w = st (ou v):

Preuve. D�après le Théorème 3:5:4; si �(1) � �(2); �(1) � �(2); �(1)1 � �(2)1 ; �
(1)
2 � �(2)2

et G(1) �w G(2) implique � (1) �w � (2); c�est-à-dire, pour une distribution quelconque p on

a l�inégalité suivante :

� (1)p �w � (2)p: (3.6.1)

Par hypothèse, on a G(2) �w G(2) alors d�après le Théorème 3:5:2 (resp. le Théorème

3:5:4), l�opérateur � associé à la chaîne de Markov incluse, du deuxième système, est

monotone. C�est-à-dire, pour deux distributions quelconques p(2)1 ; p
(2)
2 telle que p(2)1 �w

p
(2)
2 ;

on a

� (2)p
(2)
1 �w � (2)p(2)2 : (3.6.2)

Cependant, de l�inégalité (3.6.1), on obtient

� (1)p(1) �w � (2)p(1): (3.6.3)

Il existe une probabilité p(2)1 telle qu�on ait l�inégalité suivante

� (2)p(1) �w � (2)p(2)1 : (3.6.4)
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3.6. Inégalités stochastiques des distributions stationnaires du nombre de clients dans le
système

En combinant les inégalités (3.6.3) et (3.6.4), on obtient le résultat suivant

� (1)p(1) �w � (2)p(2); (3.6.5)

pour deux distributions quelconques p(1); p(1):

L�inégalité (3.6.5), peut être réécrite de la manière suivante

� (1)p
(1)
i = P (Z

(1)
l = i) = P (Z

(1)
l = i)

� wP (Z
(2)
l = i) = P (Z

(2)
l = i) = � (2)p

(2)
i ;

quand l!1; on a
n
�
(1)
i

o
�w

n
�
(2)
i

o
; pour i 2 N:

Théorème 3.6.2 Si pour le modèle M/G/1 avec rappels Bernoulli feedback et clients né-

gatifs, la distribution de temps de service est NBUE (New Better than Used Expectation),

(respectivement NWUE-New Worse than Used in Expectation), alors la distribution sta-

tionnaire du nombre de clients dans ce système est inférieure (respectivement supérieure),

par rapport à l�ordre convexe, à la distribution stationnaire du nombre de clients dans le

système M/M/1 avec rappels Bernoulli feedback et clients négatifs.

Preuve. Considérons un système de �les d�attente M/M/1 avec rappels Bernoulli

feedback et clients négatifs, du serveur avec les mêmes paramètres : taux d�arrivée �,

taux de rappels �; la probabilité de rejoindre l�orbite �; temps moyen de service �1 que le

système M/G/1 avec rappels Bernoulli feedback et clients négatifs, mais avec un temps

de service exponentiellement distribué avec des taux � =
1

�1
:

G�(u) =

8><>: 1� e�
u
�1 ; si u � 0;

0; si u < 0:
(3.6.6)

D�après la proposition 2:4:1; si G(u) est NBUE (respectivement NWUE), alors

G(u) �v G�(u): (3.6.7)
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3.7. Application numérique

Et comme G(1) �v G(2) alors d�après le Théorème 3:6:1; on déduit que la distribution

stationnaire du nombre de clients dans le système M/M/1 avec rappels Bernoulli feedback

et clients négatifs, est inférieure (respectivement supérieure) à la distribution stationnaire

du nombre de clients dans le système M/M/1 avec rappels Bernoulli feedback et clients

négatifs.

3.7 Application numérique

Dans le but de donnée un sens pratique et d�illustrer l�applicabilité des résultats obtenu

dans la section précédent, nous avons opté pour la technique de simulation à événement

discrets. En e¤et, nous avons élaboré un simulateur, sous environnement Matlab, basé sur

la simulation à événements discrets, qui reproduira le comportement du modèle d�attente

M/G/1 avec rappels Bernoulli feedback et clients négatifs, a�n d�estimer ses probabilités

stationnaires a�n de réaliser la comparaison du Théorème 3:6:2 . Pour cela, on a choisi

une loi de probabilité de type NBUE (une distribution d�Erlang d�ordre k notée Ek(�))

et une autre de type NWUE (une distribution gamma de paramètres a et b notée �(a; b)

avec 0 < a < 1) pour les temps de service.

De plus, a�n d�analyser l�in�uence de taux d�arrivées des clients négatifs �; sur la

comparaison en question, et ce la dans le but d�avoir une tendance générale des résultats,

nous avons �xé le taux des arrivées des clients positifs � = 0:5, la probabilité de quitter le

système �1 = 0:4, le client Interrompu rejoindre l�orbite �2 = 0:6 et nous avons considéré

trois situations de variations de �: Pour un temps de simulation tmax = 200 unités de

temps et n = 30 (nombre de réplication). Prenant en considération les di¤érentes lois

citées dans le tableau suivant :
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3.7. Application numérique

Table : Di¤érentes situations prises en considération lors de simulation

Et les graphes suivants représentent les trois situations de comparaison

Figure 3:1: Nombre de clients dans le système.
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3.7. Application numérique

Figure 3:2: Nombre de clients dans le système.

Figure 3:3: Nombre de clients dans le système.

� Les bornes stochastiques données dans le Théorème 3:5:2; dépondent de taux d�arrivées

des clients négatifs � (voir les Figure 3:1; 3:2 et 3:3).
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3.8. Conclusion

-D�après les Figures, on remarque que :

� Si le taux d�arrivées des clients négatifs est assez petite alors le système M/G/1

avec rappels Bernoulli feedback et clients négatifs se comporte de la même manière qu�un

système M/M/1 avec rappels Bernoulli feedback et clients négatifs (voir la Figures 3:1).

� Si le taux d�arrivées des clients négatifs � assez grande alors les caractéristiques du

système M/G/1 avec rappels Bernoulli feedback et clients négatifs s�éloignent de celles du

système M/M/1 avec rappels Bernoulli feedback et clients négatifs (voir les Figures 3:2

et 3:3).

� Des que le taux d�arrivées des clients négatifs � augmente dans le système alors le

nombre moyen de clients positifs dans le système N et le nombre moyen de clients positifs

dans l�orbite No diminue.

D�une manière générale, les résultats théoriques obtenus dans le Théorème 3:5:2; sont

con�rmés par les résultats de simulation (une bonne concordance entre les résultats ana-

lytiques et ceux issus de la simulation). De plus, si le taux d�arrivées des clients négatifs �

sont faibles alors les bornes stochastiques en question sont une bonne approximation pour

les probabilités stationnaires du modèle considéré dans notre étude et ce quelque soit la

distribution des temps de service (NBUE ou NWUE). Par conséquent, les performances

d�un tel système (nombre moyen de clients dans le système, le temps d�attente moyen,...)

peuvent être estimés par celles du système M/M/1 avec rappels Bernoulli feedback et

clients négatifs.

3.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons trouvé des conditions, sur les paramètres des deux systèmes,

sous lesquelles les probabilités du nombre de clients arrivant durant le service d�un client

dans deux systèmes d�attente M/G/1 avec rappels Bernoulli feedback et clients négatifs,
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3.9. Cas particulier : � = 0 (sans clients négatifs)

et on a montré la monotonie de l�opérateur de transition de la chaîne Markov induite par

rapport aux ordres stochastique et convexe. De plus nous avons obtenu que la distribution

stationnaire du nombre de clients dans un système M/G/1 avec rappels Bernoulli feedback

et clients négatifs, du serveur soit majorée (respectivement minorée) par la distribution

stationnaire du nombre de clients dans un système M/M/1 avec rappels Bernoulli feed-

back et clients négatifs si la distribution de temps de service est NBUE (respectivement

NWUE).

3.9 Cas particulier : � = 0 (sans clients négatifs)

Dans ce travail, nous considérons � = 0 et on a abouties a le travail de Boualem et al [33],

et on a fait l�étude sur des inégalités stochastiques pour le modèle d�attente M/G/1 avec

rappels et Bernoulli feedback.

Les systèmes d�attente avec rappels et Bernoulli feedback. Ce type de systèmes di¤ère

des systèmes classiques par l�existence de deux paramètres supplémentaires : rappels

et feedback. La notion de feedback introduite en général pour exploiter des situations

d�attente où tous les clients demandent le principal service et seulement quelques uns

parmi eux ont besoin de demander un autre service.

3.10 Description du modèle

Considérons un système de �les d�attente M/G/1 avec rappels et Bernoulli feedback. Les

clients primaires arrivent de l�extérieur au système selon un processus de Poisson de taux

� > 0: L�arrivée d�un client reçoit un serveur immédiat si le serveur est inactif, sinon il

quitte la zone du service pour rejoindre un groupe de clients bloqués appelé orbite. Après

un certain temps aléatoire, il renouvelle sa tentative d�entrer en service, jusqu�à ce qu�il
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3.10. Description du modèle

le trouve disponible. Après que le client est complètement servi, le client doit décider,

soit de rejoindre l�orbite pour un autre service avec une probabilité �1 (0 � �1 < 1) où

de quitter le système dé�nitivement avec une probabilité complémentaire �1 = (1 � �1).

Les intervalles de temps inter-rappels suivent une distribution exponentielle de taux n�

(n 2 N) Comme cette politique de rappel dépend du nombre de clients dans l�orbite, on

l�appelle politique de rappel classique. La durée de service est de loi générale, de fonction

de distribution G(x); de transformée de Laplace eG(s) et des deux premiers moments �nis
�1et �2, respectivement. Toutes les variables aléatoires introduites sont mutuellement

indépendantes.

L�état du système à l�instant t peut être décrit par le processus

X(t) = (C(t); No(t); �(t); t � 0);

où C(t) est la fonction de l�indicateur de l�état du serveur : C(t) est égal à 0 ou 1

selon que le serveur est libre ou occupé à l�instant t:

No(t) : le nombre de clients en orbite à l�instant t:

Si C(t) = 1; �(t) représente le temps de service écoulé du client en service à l�instant

t:

Le schéma général d�un tel système d�attente est donné par la Figure 3:4

Figure 3:4. Schéma d�un Système M/G/1 avec rappels et Bernoulli feedback.
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3.11. Chaîne de Markov induite

3.11 Chaîne de Markov induite

Soit ftn; n 2 Ng une suite d�instants de la �n d�un service. La suite de variables aléa-

toires Yn = fqn = No(t+n ); n 2 Ng forme une chaîne de Markov induite, dont l�équation

fondamentale est :

qn+1 = qn � �qn +�n+1 + �; (3.11.1)

où,

� �n+1 : représente le nombre de clients qui arrivent pendant un temps de service qui

se termine à l�instant tn+1. Sa distribution est donnée par :

km = P (�n+1 = m) =

Z +1

0

(�u)m

m!
e��udG(u); m � 0; (3.11.2)

avec la fonction génératrice

K(z) =
X
m�0

kmz
m =

Z +1

0

e�u(���u)dG(u) = ~G(�(1� u)); m � 0;

� �qn est la variable de Bernoulli dé�nie par :

�qn =

8><>: 1; si le (n+ 1)�eme client provient de l�orbite,

0; sinon.

La distribution de �qn dans le cas des rappels classiques est donné par Boualem et al.

[31] :

P (�qn = 1=qn = k) =
k�

�+ k�
; P (�qn = 0=qn = k) =

�

�+ k�
: (3.11.3)

� La variable aléatoire � est dé�nie par :

� =

8><>: 1; si le client servi décide de rejoindre l�orbite,

0; si le client servi décide de quitter le système.

En outre,

P [� = 1] = �1 et P [� = 1] = ��1 = 1� �1:
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3.12. Inégalités préliminaires

Théorème 3.11.1 La chaîne de Markov induite fqn; n � 1g est ergodique si et seulement

si � = ��1 + �1 < 1.

Preuve. voir (Boualem et al [32]).

3.12 Inégalités préliminaires

Les lemmes suivants donnent les conditions, sur les paramètres des deux systèmes, sous

lesquelles les probabilités du nombre de clients arrivant durant le service d�un client dans

deux systèmes d�attente M/G/1 avec rappels et Bernoulli feedback
n
k
(i)
m ; i = 1; 2 et m 2 N

o
sont comparables suivant les ordres partiels : stochastique, convexe et en transformée de

Laplace.

Lemme 3.12.1 Soient �1 et �2 deux systèmes d�attente M/G/1 avec rappels et Bernoulli

feedback,

si �(1) � �(2) et G(1) �st G(2) alors
�
k(1)m
	
�st

�
k(2)m
	
;

où,

k(i)m = P (X = m) =

Z +1

0

(�(i)u)m

m!
exp

n
��(i)u

o
dG(i)(u); i = 1; 2; m � 0:

Preuve. Supposons que �(1) � �(2) et G(1) �st G(2)

Par dé�nition de l�ordre stochastique �st, on a pour une loi discrète, les équivalences

suivantes :n
k
(1)
m

o
�st

n
k
(2)
m

o
() k

(1)

m =
+1X
n=m

k
(1)
n �

+1X
n=m

k
(2)
n = k

(2)

m

()
+1X
n=m

Z +1

0

(�(1)u)n

n!
exp

n
��(1)u

o
dG(1)(u);

=

Z +1

0

+1X
n=m

(�(1)u)n

n!
exp

n
��(1)u

o
dG(1)(u);
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�
Z +1

0

+1X
n=m

(�(2)u)n

n!
exp

n
��(2)u

o
dG(2)(u): (3.12.1)

Pour prouver l�inégalité numérique (3:12:1); on considère la fonction

fm(u; �) =
+1X
n=m

(�u)n

n!
exp f��ug : (3.12.2)

En prenant sa dérivée par rapport à u; on obtient l�expression positive suivante :

@fm(u; �)

@u
=

+1X
n=m

�
�
(�u)n�1

(n� 1)! expf��ug � �
(�u)n

n!
expf��ug

�

=

+1X
n=m

�
�
(�u)n�1

(n� 1)! expf��ug
�
�

+1X
n=m

�
�
(�u)n

n!
expf��ug

�

=
+1X

n=m+1

�
�
(�u)n�1

(n� 1)! expf��ug
�
�

+1X
n=m

�
�
(�u)n

n!
expf��ug

�
+�

(�u)m�1

(m� 1)! exp f��ug

= �
(�u)m�1

(m� 1)! exp f��ug > 0; 8u � 0:

donc fm(u; �) est une fonction croissante en u:

La dérivée par rapport à � :

@fm(u; �)

@�
=

+1X
n=m

�
u
(�u)n�1

(n� 1)! expf��ug � u
(�u)n

n!
expf��ug

�

=

+1X
n=m+1

�
u
(�u)n�1

(n� 1)! expf��ug
�
� u

+1X
n=m

�
(�u)n

n!
expf��ug

�
+u
(�u)m�1

(m� 1)! expf��ug

= u
(�u)m�1

(m� 1)! expf��ug > 0; 8u � 0:

On remarque que la dérivée est positive pour toutes les valeurs positives que peut pren-

dre le paramètre �: Alors, la fonction fm(u; �) est croissante par rapport aux valeurs du

paramètre �:

69



3.12. Inégalités préliminaires

Comme fm(u; �) est une fonction croissante en u et G(1) �st G(2); alors à l�aide du

théorème 2:2:1, donné dans le chapitre 2; l�inégalité suivante est véri�ée :Z +1

0

fm(u; �
(1))dG(1)(u) �

Z +1

0

fm(u; �
(1))dG(2)(u): (3.12.3)

D�autre part, puisque la fonction fm(u; �) est monotone par rapport à � et que �
(1) �

�(2), on a Z +1

0

fm(u; �
(1))dG(2)(u) �

Z +1

0

fm(u; �
(2))dG(2)(u): (3.12.4)

Par conséquent, des inégalités (3.12.3) et (3.12.4), inégalité (3.12.1) est véri�ée par

transitivité.

Lemme 3.12.2 Soient �1 et �2 deux systèmes d�attente M/G/1 avec rappels et Bernoulli

feedback,

si �(1) � �(2) et G(1) �v G(2) alors
�
k(1)m
	
�v
�
k(2)m
	
:

Preuve. Par dé�nition de l�ordre convexe �v on a :

�
k(1)m
	
� v

�
k(2)m
	
() k

(1)

m =
+1X
n=m

k
(1)

n �
+1X
n=m

k
(2)

n = k
(2)

m ;

=

Z +1

0

+1X
n=m

+1X
`=n

(�(1)u)`

`!
exp

n
��(1)u

o
dG(1)(u);

�
Z +1

0

+1X
n=m

+1X
`=n

(�(2)u)`

`!
exp

n
��(2)u

o
dG(2)(u);

=

Z +1

0

+1X
n=m

fn(u; �
(1))dG(1)(u);

�
Z +1

0

+1X
n=m

fn(u; �
(2))dG(2)(u); (3.12.5)

avec

fn(u; �
(i)) =

+1X
`=n

(�(i)u)`

`!
exp

n
��(i)u

o
: (3.12.6)
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Les fonctions fm(u; �) sont croissantes par rapport à �; alors la fonction dé�nie par :

�fm(u; �) =

+1X
n=m

fn(u; �) l�est aussi.

D�autre part, on a :

@2

@u2
�fm(u; �) = �

@

@u
fn�1(u; �)

= �2
�
(�u)m�2

(m� 2)!

�
expf��ug > 0:

Par conséquent, �fm(u; �) est croissantes et convexe par rapport à la variable u:

D�après le théorème 2:2:4; donné dans le chapitre 2, on obtient l�inégalité suivante :Z +1

0

�fm(u; �
(1))dG(1)(u) �

Z +1

0

�fm(u; �
(1))dG(2)(u): (3.12.7)

Et on obtient, grâce à la monotonie de la fonction �fm(u; �) par rapport à � que :Z +1

0

�fm(u; �
(1))dG(2)(u) �

Z +1

0

�fm(u; �
(2))dG(2)(u): (3.12.8)

Finalement, l�inégalité (3.12.5) est véri�er par transitivité des inégalités (3.12.7) et

(3.12.8):

Lemme 3.12.3 Soient �1 et �2 deux systèmes d�attente M/G/1 avec rappels et Bernoulli

feedback,

si �(1) � �(2) et G(1) �L G(2) alors
�
k(1)m
	
�L

�
k(2)m
	
:

Preuve. Pour prouver que l�inégalité
n
k
(1)
m

o
�L

n
k
(2)
m

o
a lieu, il su¢ t d�établir

l�inégalité suivante, pour les fonctions génératrices correspondantes

k(1)(z) � k(2)(z);

ce qui est équivalent à montrer que

eG(1)(�(1)(1� z)) � eG(2)(�(2)(1� z));
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c�est-à- dire, montrer l�équivalence suivante :

�
k(1)m
	
�L

�
k(2)m
	
() eG(1)(�(1)(1� z)) � eG(2)(�(2)(1� z)): (3.12.9)

Par dé�nition on a :

k(z) =
+1X
m=0

kmz
m

=
+1X
m=0

Z +1

0

(�u)m

m!
exp f��ug zmdG(u)

=

Z +1

0

+1X
m=0

(�uz)m

m!
exp f��ug dG(u)

=

Z +1

0

exp f��u(1� z)g dG(u) = eG(�(1� z)):
De plus,

G(1) �L G(2) ) eG(1)(s) � eG(2)(s); 8s � 0:
En particulier, pour s = �(1)(1� z); on obtient

eG(1)(�(1)(1� z)) � eG(2)(�(1)(1� z)): (3.12.10)

Puisque toute transformée de Laplace est une fonction décroissante, les inégalités �(1) �

�(2); impliquent l�inégalité suivante :

eG(2)(�(1)(1� z)) � eG(2)(�(2)(1� z)): (3.12.11)

Par conséquent, l�inégalité (3.12.9) découle des inégalités (3.12.10) et (3.12.11).

3.12.1 Monotonie de la chaîne de Markov induite

Les probabilités de transition en un pas de la chaîne de Markov induite pour le système

M/G/1 avec rappels et Bernoulli feedback sont données par la formule suivante :
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Pn;m =

8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

�km�1 + (1� �1)km; si n = 0 et m � 0;
n�(1� �1)
�+ n�

k0; si n � 1 et m = n� 1;
��1

�+ n�
km�n�1 +

�(1� �1)
�+ n�

km�n

+
n��1
�+ n�

km�n +
n�(1� �1)
�+ n�

km�n+1; si n � 1 et m > n� 1;

0; sinon.

(3.12.12)

3.12.2 Monotonie de l�opérateur de transition

Les deux théorèmes suivants donnent la condition sous laquelle l�opérateur de transition

� est monotone par rapport aux ordres stochastique et convexe.

Théorème 3.12.1 L�opérateur de transition � est monotone par rapport à l�ordre sto-

chastique. C�est-à-dire, pour deux distributions quelconques p(1) et p(2); l�inégalité p(1) �st

p(2) implique �p(1) �st �p(2):

Preuve. Un opérateur est monotone par rapport à l�ordre stochastique si et seulement

si on a l�inégalité suivante :
_

P n�1m �
_

P nm;8n;m: (3.12.13)

1er cas : n = 0 et m � 0

Dans ce cas, on a

Pnm = �1km�1 + (1� �1)km; (3.12.14)
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et

_

P nm =
X
`�m

pn` =
X
`�m

�1k`�1 + (1� �1)k`

= �1km�1 + (1� �1)km

= �1

h
km�1 +

_

km

i
+ (1� �1)km

= �1km�1 +
_

km;

et
_

P n�1m =
X
`�m

pn�1` = �1km�1 + �km: (3.12.15)

Finalement, on trouve
_

P nm �
_

P n�1m � 0:

2�emecas : n � 1 et m = n� 1:

On a

Pnm =
n�(1� �1)
�+ n�

k0;

_

P nm =
n�(1� �1)
�+ n�

k0;

et
_

P n�1m =
(n� 1)�(1� �1)
�+ (n� 1)� k0:

D�où

_

P nm �
_

P n�1m =

�
n�

�+ n�
� (n� 1)�
�+ (n� 1)�

�
(1� �1)k0

=

�
n�(�+ (n� 1)�)� (n� 1)(�+ n�)�

(�+ n�)(�+ (n� 1)�)

�
(1� �1)k0

=

�
n��+ n�2(n� 1)� (n� 1)��� n(n� 1)�2

(�+ n�)(�+ (n� 1)�)

�
(1� �1)k0

=

�
n��+ n2�2 � n�2 � n��+ ��� n2�2 + n�2

(�+ n�)(�+ (n� 1)�)

�
(1� �1)k0

=
��(1� �1)

(�+ n�)(�+ (n� 1)�)k0 � 0:
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3�emecas : n � 1; m > n� 1:

Pnm =
��1

�+ n�
km�n�1 +

�(1� �1)
�+ n�

km�n +
n��1
�+ n�

km�n +
n�(1� �1)
�+ n�

km�n+1;

et

_

P nm =
X
`�m

pn` =
��1

�+ n�
�km�n�1 +

�(1� �1)
�+ n�

�km�n +
n��1
�+ n�

�km�n +
n�(1� �1)
�+ n�

�km�n+1

=
��1

�+ n�

�
km�n�1 + �km�n

�
+
�(1� �1)
�+ n�

�km�n +
n��1
�+ n�

�km�n +
n�(1� �1)
�+ n�

�km�n+1

=
��1

�+ n�
km�n�1 +

n�(1� �1)
�+ n�

�km�n+1 +

�
�� + �(1� �1) + n��1

�+ n�

�
�km�n

=
��1

�+ n�
km�n�1 +

n�(1� �1)
�+ n�

�km�n+1 +
�+ n��1
�+ n�

�km�n

=
��1

�+ n�
km�n�1 +

n�(1� �1)
�+ n�

�km�n+1 +
�+ n��1
�+ n�

�
km�n + �km�n+1

�
=

��1
�+ n�

km�n�1 +
�+ n��1
�+ n�

km�n + �km�n+1:

D�où,
_

P nm =
��1

�+ n�
km�n�1 +

�+ n��1
�+ n�

km�n + �km�n+1; (3.12.16)

et
_

P n�1m =
��1

�+ (n� 1)�km�n +
�+ (n� 1)��1
�+ (n� 1)� km�n+1 + �km�n+2:
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Finalement, on obtient :

_

P nm �
_

P n�1m =
��1

�+ n�
km�n�1 +

�+ n��1
�+ n�

km�n + �km�n+1

� ��1
�+ (n� 1)�km�n �

�+ (n� 1)��1
�+ (n� 1)� km�n+1 � �km�n+2

=
��1

�+ n�
km�n�1 +

�+ n��1
�+ n�

km�n + km�n+1 + �km�n+2

� ��1
�+ (n� 1)�km�n �

�+ (n� 1)��1
�+ (n� 1)� km�n+1 � �km�n+2

=
��1

�+ n�
km�n�1 +

�
�+ n��1
�+ n�

� ��1
�+ (n� 1)�

�
km�n

+

�
(n� 1)�(1� �1)
�+ (n� 1)�

�
km�n+1

=
��1

�+ n�
km�n�1 +

�
�2(1� �1) + ��(n� 1) + n(n� 1)�2�1

(�+ n�) (�+ (n� 1)�)

�
km�n

+

�
(n� 1)�(1� �1)
�+ (n� 1)�

�
km�n+1 � 0:

Ainsi, l�inégalité (3:12:13) est véri�ée pour tout n et m:

En conclusion, l�opérateur � est monotone par rapport à l�ordre " �st ":

Théorème 3.12.2 L�opérateur de transition � est monotone, par rapport à l�ordre con-

vexe. C�est-à-dire, pour deux distributions quelconque p(1) et p(2); l�inégalité p(1) �v p(2)

implique la suivante : �p(1) �v �p(2):

Preuve. L�opérateur est monotone par rapport à l�ordre convexe si et seulement si :

2P nm � P n�1m + P n+1m; 8n;m: (3.12.17)

Où,

P nm =

+1X
m=`

_

P n;` =
��1

�+ n�
km�n�1 +

�(1� �1)
�+ n�

km�n +
n��1
�+ n�

km�n +
n�(1� �1)
�+ n�

km�n+1

=
��1

�+ n�

h
km�n�1 + km�n

i
+
�(1� �1) + n��1

�+ n�
km�n +

n�(1� �1)
�+ n�

h
km�n � km�n

i
=

��1
�+ n�

km�n�1 +

�
��1 + �(1� �1) + n��1 + n�(1� �1)

�+ n�

�
km�n �

n�(1� �1)
�+ n�

km�n

=
��1

�+ n�
km�n�1 �

n�(1� �1)
�+ n�

km�n + km�n;

76



3.12. Inégalités préliminaires

P n�1;m =
��1

�+ (n� 1)�km�n �
(n� 1)�(1� �1)
�+ (n� 1)� km�n+1 + km�n+1;

et

P n+1;m =
��1

�+ (n+ 1)�
km�n�2 �

(n+ 1)�(1� �1)
�+ (n+ 1)�

km�n�1 + km�n�1:

On a,

P n�1m + P n+1m � 2P nm =
��1

�+ (n� 1)�km�n �
(n� 1)�(1� �1)
�+ (n� 1)� km�n+1 + km�n+1

+
��1

�+ (n+ 1)�
km�n�2 �

(n+ 1)�(1� �1)
�+ (n+ 1)�

km�n�1 + km�n�1

� 2��1
�+ n�

km�n�1 +
2n�(1� �1)
�+ n�

km�n � 2km�n

= km�n+1 +
��1

�+ (n� 1)�km�n �
(n� 1)�(1� �1)
�+ (n� 1)�

�
km�n � km�n

�
+
h
km�n�1 + km�n + km�n

i
+

��1
�+ (n+ 1)�

�
km�n�2 + km�n�1

�
�(n+ 1)�(1� �1)

�+ (n+ 1)�

�
km�n�1 + km�n

�
� 2km�n

� 2��1
�+ n�

�
km�n�1 + km�n

�
+
2n�(1� �1)
�+ n�

km�n

=
��1

�+ (n+ 1)�
km�n�2 +

(n� 1)�(1� �1)
�+ (n� 1)� km�n

+

�
�(1 + �1) + (n+ 1)��1

�+ (n+ 1)�
� 2��1
�+ n�

�
km�n�1

+
��1

�+ (n+ 1)�
km�n + km�n�1 +

��1
�+ (n� 1)�km�n

�(n� 1)�(1� �1)
�+ (n� 1)� km�n +

(n+ 1)�(1� �1)
�+ (n+ 1)�

km�n

� 2��1
�+ n�

km�n +
2n�(1� �1)
�+ n�

km�n:

Finalement,

P n�1m + P n+1m � 2P nm =
��1

�+ (n+ 1)�
km�n�2 +

(n� 1)�(1� �1)
(�+ (n� 1)�) km�n +

+

�
�2(1� �1) + (n� �1)��+ n(n+ 1)�2�1

(�+ n�) (�+ (n+ 1)�)

�
km�n�1

+

�
2�2

(�+ n�) (�+ (n� 1)�) (�+ (n+ 1)�)

�
km�n � 0
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Alors l�opérateur de transition � est monotone par rapport à l�ordre convexe.

Maintenant, on considère �1 et �1 deux modèles d�attente M/G/1 avec rappels et

Bernoulli feedback ayant les paramètres suivants : �(1); �(1); �(1)1 ; G
(1)(u) et �(2); �(2);

�
(2)
1 ; G

(2)(u) respectivement. Notons par � (1); � (2) les opérateurs de transition associés

aux chaînes de Markov induite de chaque système.

Les deux Théorèmes suivants donnent les conditions de comparabilité de ces opérateurs

par rapport aux ordres partiels : stochastique et convexe.

Théorème 3.12.3 Soient �1 et �2 deux systèmes d�attente M/G/1 avec rappels et

Bernoulli feedback,

si �(1) � �(2); �(1) � �(2); �(1)1 � �(2)1 ; G(1)(u) �st G(2)(u) alors � (1) �st � (2);

c�est-à-dire pour une distribution quelconque p on a � (1)p �st � (2)p:

Preuve. D�après le Théorème 2:4:2; nous devons véri�er les inégalités suivantes pour

l�ordre stochastique,

_

P
(1)

n�1m �
_

P
(2)

nm; 8 0 � n � m: (3.12.18)

Ce qui revient à montrer :

�(1)�
(1)
1

�(1) + n�(1)
k
(1)
m�n�1 �

n�(1)(1� �(1)1 )
�(1) + n�(1)

k
(1)
m�n + k

(1)

m�n

� �(2)�
(2)
1

�(2) + n�(2)
k
(2)
m�n�1 �

n�(2)(1� �(2)1 )
�(2) + n�(2)

k
(2)
m�n + k

(2)

m�n: (3.12.19)

D�après le Lemme 3:12:1; on a :

�
k(1)m
	
�st

�
k(2)m
	
; 8m � 0: (3.12.20)
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D�autre part,

si �(1) � �(2) et �(1) � �(2) alors �
(1)

�(1)
� �(2)

�(2)
ou
�(1)

�(1)
� �(2)

�(2)
(3.12.21)

En outre, du fait que la fonction x! x

x+ n
est croissante par rapport à x; l�inégalité

suivante a lieu :

�(1)

�(1) + n�(1)
� �(2)

�(2) + n�(2)
; (3.12.22)

De plus, �(1)1 � �(2)1 ; donc

�(1)�
(1)
1

�(1) + n�(1)
� �(2)�

(2)
1

�(2) + n�(2)
; (3.12.23)

De même, la fonction :
x

1 + x
est croissante alors :

n�(1)

�(1) + n�(1)
� n�(2)

�(2) + n�(2)
; (3.12.24)

De plus, �(1)1 � �(2)1 implique que
�
1� �(1)1

�
�
�
1� �(2)1

�
. Donc

�
n�(1)

�
1� �(2)1

�
�(1) + n�(1)

� �
n�(2)

�
1� �(2)1

�
�(2) + n�(2)

: (3.12.25)

Des inégalités, (3.12.23), (3.12.25) et (3.12.20) on obtient :

_

P
(1)

nm =
�(1)�

(1)
1

�(1) + n�(1)
k
(1)
m�n�1 �

n�(1)(1� �(1)1 )
�(1) + n�(1)

k
(1)
m�n + k

(1)

m�n (3.12.26)

� �(2)�
(2)
1

�(2) + n�(2)
k
(1)
m�n�1 �

n�(2)(1� �(2)1 )
�(2) + n�(2)

k
(1)
m�n + k

(1)

m�n

=
�(2)�

(2)
1

�(2) + n�(2)
k
(1)

m�n�1 +
�(2)(1� �(2)1 )
�(2) + n�(2)

k
(1)

m�n

+
n�(2)�

(2)
1

�(2) + n�(2)
k
(1)

m�n +
n�(2)(1� �(2)1 )
�(2) + n�(2)

k
(1)

m�n+1 �
_

P
(2)

nm:

Par conséquent, l�inégalité (3.12.18) est véri�ée, 8n � 0; m � 0:

Théorème 3.12.4 Si �(1) � �(2); �(1) � �(2); �
(1)
1 � �

(2)
1 et G(1)(u) �v G(2)(u) alors

� (1) �v � (2); c�est-à-dire que pour une distribution quelconque p on a � (1)p �v � (2)p:
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Preuve. D�après le Théorème 2:4:2; nous devons véri�er les inégalités suivantes pour

l�ordre convexe,

P
(1)

nm � P
(2)

nm; 80 � n � m: (3.12.27)

C�est-à-dire :

�(1)�
(1)
1

�(1) + n�(1)
k
(1)

m�n�1 �
n�(1)(1� �(1)1 )
�(1) + n�(1)

k
(1)

m�n + k
(1)

m�n

� �(2)�
(2)
1

�(2) + n�(2)
k
(2)

m�n�1 �
n�(2)(1� �(2)1 )
�(2) + n�(2)

k
(2)

m�n + k
(2)

m�n: (3.12.28)

En e¤et, d�après le Lemme 3:12:2, on a :

�
k(1)m
	
�v
�
k(2)m
	
; 8m � 0: (3.12.29)

D�après les inégalités (3.12.22) et (3.12.25), on obtient le résultat �nal suivant :

P
(1)

nm =
�(1)�

(1)
1

�(1) + n�(1)
k
(1)

m�n�1 �
n�(1)(1� �(1)1 )
�(1) + n�(1)

k
(1)

m�n + k
(1)

m�n

� �(2)�
(2)
1

�(2) + n�(2)
k
(2)

m�n�1 �
n�(2)(1� �(2)1 )
�(2) + n�(2)

k
(2)

m�n + k
(2)

m�n = P
(2)

nm:

D�où l�opérateur � est monotone par rapport à l�ordre convexe.

3.13 Inégalités stochastiques des distributions station-

naires du nombre de clients dans le système

Les deux Théorèmes suivants donnent les conditions de comparabilité des distributions

stationnaires du nombre de clients, pour deux systèmes de �les d�attente M/G/1 avec

rappels et Bernoulli feedback, par rapport aux ordres partiels : stochastique et convexe.

Théorème 3.13.1 On considère �1; �2 deux système de �les d�attente M/G/1 avec rap-

pels et Bernoulli feedback, ayant les paramètres �(1); �(1); �(1)1 ; G
(1)(u) et �(2); �(2); �(2)1 ;
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G(2)(u) respectivement, et soient �(1)i ; �
(2)
i ; les distributions stationnaires du nombre de

clients dans chaque système, alors si les inégalités suivante sont lieu

�(1) � �(2); �(1) � �(2); �(1)1 � �(2)1 ; G(1) �w G(2);

on a aussi les inégalités suivantes sur les distribution stationnaires

n
�
(1)
i

o
�w

n
�
(2)
i

o
; où w = st (ou v):

Preuve. D�après le Théorème 3:12:4; les inégalités si �(1) � �(2); �(1) � �(2); �(1)1 � �(2)1

et G(1)(u) �w G(2)(u) implique � (1) �w � (2); c�est-à-dire, pour une distribution quelconque

p on a l�inégalité suivante :

� (1)p �w � (2)p: (3.13.1)

Par hypothèse, on a G(2) �w G(2) alors d�après le Théorème 3:12:2; (resp. le Théorème

3:12:4), l�opérateur � (2) associé à la chaîne de Markov incluse, du deuxième système, est

monotone. C�est-à-dire, pour deux distributions quelconques p(2)1 ; p
(2)
2 telle que p(2)1 �w

p
(2)
2 ;

on a

� (2)p
(2)
1 �w � (2)p(2)2 : (3.13.2)

Cependant, de l�inégalité (3.13.1), on obtient

� (1)p(1) �w � (2)p(1): (3.13.3)

Il existe une probabilité p(2)1 telle qu�on ait l�inégalité suivante

� (2)p(1) �w � (2)p(2)1 : (3.13.4)

En combinant les inégalités (3.13.2) et (3.13.4), on obtient le résultat suivant

� (1)p(1) �w � (2)p(2); (3.13.5)
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pour deux distributions quelconques p(1); p(1):

L�inégalité (3.13.5), peut être réécrite de la manière suivante

� (1)p
(1)
i = P (Z

(1)
l = i) = P (Z

(1)
l = i)

� wP (Z
(2)
l = i) = P (Z

(2)
l = i) = � (2)p

(2)
i ;

quand l!1; on a
n
�
(1)
i

o
�w

n
�
(2)
i

o
; pour i 2 N:

Théorème 3.13.2 Si pour le modèle M/G/1 avec rappels et Bernoulli feedback, la distrib-

ution de temps de service est NBUE (New Better than Used Expectation), (respectivement

NWUE-New Worse than Used in Expectation), et si de plus G(1) �v G(2) alors la distri-

bution stationnaire du nombre de clients dans ce système est inférieure (respectivement

supérieure), par rapport à l�ordre convexe, à la distribution stationnaire du nombre de

clients dans le système M/M/1 avec rappels et Bernoulli feedback.

Preuve. Considérons un système de �les d�attente M/M/1 avec rappels et Bernoulli

feedback, du serveur avec les mêmes paramètres : taux d�arrivée �, taux de rappels �; la

probabilité de rejoindre l�orbite �; temps moyen de service �1 que le système M/G/1 avec

rappels et Bernoulli feedback, mais avec un temps de service exponentiellement distribué

avec des taux �1 =
1

�1
:

G�(u) =

8><>: 1� e�
u
�1 ; si u � 0;

0; si u < 0:
(3.13.6)

D�après la proposition 2:5:1; si G(u) est NBUE (respectivement NWUE), alors

G(u) �v G�(u): (3.13.7)

Et comme G(1) �v G(2) alors d�après le théorème 3:13:2; on déduit que la distribution

stationnaire du nombre de clients dans le système M/M/1 avec rappels et Bernoulli feed-

back, est inférieure (respectivement supérieure) à la distribution stationnaire du nombre

de clients dans le système avec rappels et Bernoulli feedback.
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3.14 Conclusion

Les résultats obtenus pour le cas � = 0; coïncident avec ceux obtenus par Boualem et al.

(2012) [32]. Il est à noter que le modèle étudié dans ce mémoire est une extension du

modèle M/G/1 avec rappels et feedback.
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Conclusion générale

Le phénomène de répétition de demandes du service est étudié par la théorie de �les

d�attente avec rappels dont nous avons actualisé une synthèse des résultats connus. Nous

nous sommes intéressés aux modèles avec rappels Bernoulli feedback et clients négatifs.

Nous avons aussi étudié quelques problèmes de comparabilité pour l�analyse du sys-

tème M/G/1 avec rappels Bernoulli feedback et clients négatifs, en utilisant la méthode

de comparaison stochastique. L�avantage de ce type de méthodes d�approximation réside

dans le fait que des résultats explicites puissent être obtenus pour des situations relative-

ment complexes où les méthodes numériques et les expériences de simulation constituaient

souvent la seule alternative.

Ceci nous a permis d�obtenir les conditions qui assurent la monotonie de l�opérateur

de transition associé à la chaîne de Markov induite.

Nous avons aussi établi des conditions sous lesquelles les opérateurs de transition

ainsi que les distributions stationnaires de deux chaînes de Markov incluses associées

à deux systèmes M/G/1 avec rappels Bernoulli feedback et clients négatifs, ayant la

même structure mais avec des paramètres di¤érents, sont comparables au sens des ordres

stochastique et convexe.

Finalement, si � = 0, on retrouve les même résultats obtenu par Boualem et al. (2012),

pour le modèle M/G/1 avec rappels et feedback.

De plus, on a con�rmé les résultats théoriques obtenus par une application numérique.
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Annexe A

Système de �les d�attente

Introduction

La théorie des �les d�attente et des réseaux de �les d�attente est l�un des outils analy-

tiques les plus puissants pour la modélisation de systèmes logistiques et de communica-

tions. En quelques mots, cette théorie a pour objet l�étude des systèmes où des entités,

appelées clients, cherchent à accéder à des ressources, généralement limitées, a�n d�obtenir

un service.

La demande concurrente d�une même ressource par plusieurs clients engendre des délais

dans la réalisation des services et la formation de �les de clients désirant accéder à une

ressource indisponible. L�analyse théorique de tels systèmes permet d�établir à l�avance les

performances de l�ensemble, d�identi�er les éléments critiques ou, encore, d�appréhender

les e¤ets d�une modi�cation des conditions de fonctionnement.

Les systèmes de �les d�attentes ont été très étudiés et une abondante littérature couvre

ce sujet (Voir [49, 55]).
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3.15 Analyse mathématique d�un système d�attente

L�étude mathématique d�un système de �les d�attente se fait généralement par l�introduction

d�un processus stochastique, dé�ni de façon appropriée. On s�intéresse principalement au

nombre de clients X(t) se trouvant dans le système à l�instant t (t � 0):

En fonction des quantités qui dé�nissent le système, on cherche à déterminer:

� Les probabilités d�état Pn(t) = P (X(t) = n), qui dé�nissent le régime transitoire du

processus stochastique fX(t); t � 0g. Il est évident que les fonctions Pn(t) dépendent de

l�état initial ou de la distribution initiale du processus.

� Le régime stationnaire du processus stochastique est dé�ni par :

�n = lim
t!+1

Pn(t) = P (X(+1) = n) = P (X = n); n = 0; 1; 2; :::;

f�ngn�0 est appelée distribution stationnaire du processus fX(t); t � 0g:

Le calcul explicite du régime transitoire s�avère généralement pénible, voire impossi-

ble, pour la plupart des modèles donnés. On se contente donc de déterminer le régime

stationnaire.

3.16 Notation de Kendall-Lee

Un modèle d�attente est totalement décrit selon la notation de Kendall-Lee [46]. Dans sa

version étendue, un modèle est spéci�é par une suite de six symboles:

A=B=s=N=M=D

La signi�cation de chacun de ces symboles est :

� A : nature du processus des arrivées,

� B : nature du processus de service,
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3.17. Les di¤érentes disciplines de service

� s : nombre de serveurs,

� N : capacité d�accueil de la �le d�attente,

� M : taille de la population,

� D : discipline de la �le.

Dans la description des processus d�arrivée et de service, les symboles les plus courants

sont :

� M : loi Exponentielle (Memoryless),

� E : loi d�Erlang,

� � : loi Gamma,

� D : loi Déterministe (temps d�inter-arrivées ou de service constant),

� G : loi Générale (quelconque).

La forme abrégée est : A=B=s signi�e que N et M sont in�nis.

3.17 Les di¤érentes disciplines de service

La discipline de service décrit l�ordre avec lequel les arrivées dans le système vont accéder

au service. Ces disciplines sont :

FIFO (First In First Out) : Le premier arrivée est le premier servi,

LIFO (Last In First Out) : Le dernier arrivé sera le premier servi,

Random (aléatoire) : Les clients accèdent au serveur de manière aléatoire, indépen-

damment de l�ordre des arrivées,

Priorité relative : Un client accède au service selon sa priorité. La �le est gérée par

ordre de priorité de la plus forte à la plus faible,

Priorité absolue : Le service d�un client est interrompu lorsqu�un client de priorité

supérieur se présent devant la �le d�attente. Le client dont ce service est interrompu est

remis en tête de la �le.
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3.18 Mesures de performance d�une �le d�attente

L�étude d�une �le d�attente (ou d�un réseau de �les d�attente) a pour but de calculer ou

d�estimer ses performances dans des conditions de fonctionnement données. Ce calcul

se fait le plus souvent pour le régime stationnaire uniquement et les mesures les plus

fréquemment utilisées sont :

� N = E(X) : nombre moyen de clients dans le système,

� Q : nombre moyen de clients dans la �le d�attente,

� T : temps moyen de séjour d�un client dans le système,

� W : temps moyen d�attente d�un client dans la �le,

� U : taux d�utilisation de chaque serveur,

� S : le temps moyen de service,

� A : le temps moyen entre deux arrivées.

Ces valeurs ne sont pas indépendantes les unes des autres, mais sont liées par les

relations suivante :

� N = �T (Formule de Little), où � représente le taux des arrivées,

� Q = W;

� T = W +
1

�
; où � représente le taux de service,

� N = Q+ �; où � représente la charge du système.

De manière générale, une �le est stable si et seulement si le nombre moyen d�arrivées

de clients par unité de temps, noté �, est inférieur au nombre moyen de clients pouvant

être servis par unité de temps. Si chaque serveur peut traiter � clients par unité de temps

et si le nombre de serveurs est m, une �le est stable si et seulement si

� < m�() � = �=m� < 1;

où, � est appelé intensité du tra�c.
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3.19 Processus stochastique

Un processus stochastique fX(t)gt2T ; est une fonction du temps dont la valeur à chaque

instant dépond de l�issue d�une expérience aléatoire. Un processus stochastique peut

être donc considéré comme une famille de variables généralement non indépendantes.

L�ensemble de temps T peut être discret ou continu. Ainsi, X(t) dé�nit l�état du processus

à un instant donné t. L�ensemble notéE des valeurs que peut prendre le processus à chaque

instant est appelé espace d�état et de même T; peut être discret (�ni ou in�ni) ou continu.

En fonction des valeurs possibles de T , et de E, on classi�e les processus stochastique, de

la façon suivante :

1: Processus à temps discret et à espace d�état discret.

2: Processus à temps continu et à espace d�état discret.

3: Processus à temps discret et à espace d�état continu.

4: Processus à temps continu et à espace d�état continu.

3.19.1 Chaînes de Markov

Une chaîne de Markov est une classe de processus aléatoire à temps discret qui permet une

description mathématique de nombreux phénomène aléatoires rencontrée dons la pratique

[5, 52]

Dé�nition 3.19.1 Un processus stochastique X = (Xn; n = 0; 1; :::) dont l�espace des

états E est �ni ou in�ni dénombrable est une chaîne de Markov si pour tout k = 0; n� 1;

ik 2 E; (i; j) 2 E � E; on a :

Pij(n) = Pr[Xn+1 = j=Xn = i;Xn�1 = in�1; :::; X0 = i0]

= Pr[Xn+1 = j=Xn = i]; (3.19.1)
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3.19. Processus stochastique

Le nombre réel Pij(n) est appelé, pour tout n 2 N; probabilité de transition de la chaîne

X à l�instant n de l�état i vers l�état j:

Remarque 3.19.1 (i) : L�équation (3.19.1) est appelée propriété de Markov. Elle signi�e

que le futur est indépendant du passé et ne dépend donc que du présent.

(ii) : Si X est une chaîne de Markov à espace des états E telle que

Pr[Xn+1 = j=Xn = i] = Pr[X1 = j=X0 = i]; n � 0; 8(i; j) 2 E � E;

alors, la chaîne X est dite homogène dans le temps ou stationnaire.

(iii) : On véri�e que 8(i; j) 2 E � E : Pij � 0 et
+1P
j=0

pij = 1: Alors, la matrice

P = (Pij)i;j2E est dite matrice de transition à une seul étape de la chaîne de Markov

homogène X:

Dé�nition 3.19.2 Soit � = (�i; i 2 N) une suite de variable aléatoire à valeurs dans

l�espace continu S � R: Si pour tout x 2 S; n � 1; yk 2 S avec k = 0; n; on a :

Pr(�n � x=�0 = y0; �1 = y1; :::; �n�1 = yn�1 )

= Pr(�n � x=�n�1 = yn�1 ); 8n 2 N�;

alors, � = f�ig forment une chaîne de Markov à espace d�états continu S:

3.19.2 Processus de Poisson

Supposons que certains événements se répartissent de manière aléatoire dans le temps.

Désignons par N(t) le nombre d�événements survenus dans l�intervalle [0; t]: On dit

que le processus stochastique fN(t); t � 0g est un processus de Poisson du paramètre

� > 0; si

1: Le processus fN(t); t � 0g est homogène dans le temps,

Pr(N(t+ s)�N(s) = k) = Pr(N(t) = k) = Pk(t); 8s > 0; 8t > 0; k 2 N;
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2: Le processus fN(t); t � 0g est à accroissement indépendant,

Pr(N(t+ s)�N(s) = k;N(s) = j) = Pr(N(t+ s)�N(s) = k)Pr(N(s) = j) = Pk(t)Pj(s):

3: De plus, on a

Pk(�t) =

8>>>><>>>>:
�(�t); k � 2;

��t+ �(�t); k = 1;

1� ��t+ �(�t); k = 0:

Si le processus de comptage fN(t); t � 0g satisfait aux condition citées ci- dessus,

alors :

Pr[N(t) = k] =
(�t)k

k!
e��t; 8t > 0; k 2 N :

3.20 Modèles markoviennes

Ils caractérisent les systèmes dans lesquels les deux quantités stochastiques principales,

qui sont le temps des inter-arrivées et la durée de service, sont des variables aléatoires

indépendantes exponentiellement distribuées (modèle M/M/1). La propriété d�absence

de mémoire de la loi exponentielle facilite l�étude de ces modèles. L�étude mathématique

de tels systèmes se fait par l�introduction d�un processus stochastique approprié. Ce

processus est souvent le processus fN(t); t � 0g dé�ni comme étant le nombre de clients

dans le système à l�instant t. L�évolution temporelle du processus markovien fN(t); t � 0g

est complètement dé�nie grâce à la propriété d�absence de mémoire.

3.20.1 Système d�attente M/M/1

C�est le modèle de �les d�attente le plus simple. Il permet en e¤et d�illustrer les concepts

fondamentaux liés à l�attente devant un serveur. Le �ot des arrivées est poissonnien de
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3.20. Modèles markoviennes

taux � et le temps qu�occupe le serveur pour satisfaire un client est une loi exponentielle

du paramètre �:

On décrit ce système par le processus stochastique markovien homogène fX(t); t � 0g;

où X(t) modélise le nombre de clients dans le système à l�instant t.

Régime transitoire

Soit X(t) le nombre de clients présents dans le système à l�instant t (t � 0). Grâce

aux propriétés fondamentales du processus de Poisson et de la loi exponentielle, X(t) est

un processus markovien homogène.

Les probabilités d�états Pn(t) = P [X(t) = n] peuvent être calculées par les équations

di¤érentielles de Kolmogorov ci-dessous, connaissant les conditions initiales du processus.8><>: P0(t) = ��P0(t) + �P1(t);

P 0n(t) = �(�+ �)Pn(t) + �Pn�1(t) + �Pn+1(t):
(3.20.1)

La résolution de ces équation di¤érentielle (recherche des Pn(t)) est di¢ cile. De ce

fait, on ne s�intéressera qu�au calcul des probabilités limites.

Régime stationnaire

Lorsque t! +1 dans le système d�équation, précédent (3.20.1), on peut montrer que

:

lim
t!+1

pn(t) = �n;

existent et sont indépendantes de l�état initial du processus et que :

lim
t!+1

p0n(t) = 0; n = 0; 1; 2; ::::

Ceci est vrai seulement si � =
�

�
< 1 (condition d�érgodicité):

On obtient alors, le système d�équation linéaire homogène suivant :8><>: ��0 = ��1;

(�+ �)�n = ��n�1 + ��n+1: n = 1; 2; ::::
(3.20.2)
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Sous la condition supplémentaire de normalisation

+1X
n=0

�n = 1;

la résolution du système (3.20.2) par récurrence conduit à8><>: �0 = 1� �;

�n = �0�
n::: n = 1; 2; :::

(3.20.3)

avec � =
�

�
:

On remarque que les probabilités limites ne dépondent de � et de � qu�à travers leur

rapport (� =
�

�
):

Caractéristique du système

L�une des importantes caractéristiques des systèmes de �les d�attente est bien le nom-

bre moyen de clients dans le système. Pour le système M/M/1, cette caractéristique est

donnée par

� Le nombre moyen de clients dans le système est :

N = E(X) =
X
n�0

n�n = (1� �)
X
n�0

n�n:

D�où

N =
�

1� �: (3.20.4)

� Le nombre moyen de clients dans la �le :

Q =
X
n�0
(n� 1)�n =

�2

1� �: (3.20.5)

� Le temps moyen de séjour dans le système :

T =
�

�(1� �) : (3.20.6)

� Le nombre moyen d�attente dans la �le :

W =
�2

�(1� �) : (3.20.7)
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3.21 Modèles non markoviennes

En l�absence de l�exponentialité ou plutôt lorsque l�on s�écarte de l�hypothèse d�exponentialité

de l�une des deux quantités stochastiques: le temps des inter-arrivées et la durée de ser-

vice, ou en prenant en compte certaines spéci�cités des problèmes par introduction de

paramètres supplémentaires, on aboutit à un modèle non markovien. La combinaison de

tous ces facteurs rend l�étude mathématique du modèle très délicate, On essaye alors de

se ramener à un processus de Markov judicieusement choisi à l�aide de l�une des méthodes

d�analyses suivantes [4, 1] :

3.21.1 Système d�attente M/G/1

Le �ot des arrivées dans le système M/G/1 à la �n de service du ni�eme client.

Notons par G(s) la distribution de la durée de service et par � le paramètre de la

distribution exponentielle régissant la durée entre deux arrivées consécutives.

Le processus fXn; n � 0g est une chaîne de Markov, d�opérateur de transition P =

(pij)i;j�0;

où :

pij =

8><>: pij; si i = 0;

pj�i+1; si i � 1:
(3.21.1)

avec,

pk =

Z
e��s(�s)k

k!
dG(s); k = 0; 1; 2; :::

En e¤et, si An est le nombre de clients qui entrent dans le système pendant le ni�eme

service, on a :

Xn+1 = Xn � �n + An+1; avec �n =

8><>: 1; si Xn > 0;

0; si Xn = 0:
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Ceci montre que Xn+1 ne dépond que de Xn et de An+1; et non pas de Xn�1; Xn�2; ::::

Ce qui signi�e que la suite fX(t); t � 0g est markovienne, où X(t) est le nombre de

clients dans le système à l�instant t:

Régime stationnaire

Le régime stationnaire du système existe et est identique à l�état stationnaire de la

chaîne de Markov induite Xn , si � =
�

�
< 1: Il ne sera généralement pas possible de

trouver la distribution stationnaire � = (�0; �1; :::): Cependant, nous pouvons calculer la

fonction génératrice correspondante �(z) (voir [48]) :

�(z) = G�(�� �z) (1� �)(1� z)
G�(�� �z)� z ; (3.21.2)

où G� représente la transformée de Laplace de la densité de probabilité du temps de

service, et z est un nombre complexe véri�ant jzj � 1: La formule (3.21.2) est appelée

formule de pollaczek-Khintchine [55].

Caractéristique du système

On note � le taux d�arrivée des clients. Cela signi�e que l�espérance de la durée de

service est E(Y ) =
1

�
:

L�intensité du tra�c s�exprime de la manière suivante :

� =
�

�
=
E(Y )

E(X)
;

où X est la loi des inter-arrivées et Y est la loi de service.

� Le nombre moyen de clients dans le système :

Cette quantité peut être déterminée, en régime stationnaire, en utilisant la relation :

~E(X) = lim
z!1

�0(z):

Néanmoins, ce calcul s�avère compliqué.
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Par contre, elle peut être obtenue aisément en utilisant la relation (??).

N = ~E(Xn) = �+
�2 + �2V (Y )

2(1� �) : (3.21.3)

Où V (Y ) est la variance de la variable aléatoire Y:

� Le nombre moyen de clients dans la �le est :

Q =
�2 + �2V (Y )

2(1� �) : (3.21.4)

En utilisant la formule de Little, on obtient :

� Le temps moyen de séjour dans le système :

T =
1

�
+ �

�
V (Y ) + 1=�2

2(1� �)

�
: (3.21.5)

� Le temps moyen d�attente dans la �le :

W = T � 1

�
= �

�
V (Y ) + 1=�2

2(1� �)

�
: (3.21.6)
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