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Résumé

Dans ce travail, nous avons présenté un modeéle d’attente M/G/1 avec rappels Bernoulli
feedback et clients négatifs. Ce type du systéme differe des systémes classiques par
I’existence de trois parameétres supplémentaires : rappels, feedback et clients négatifs.

Nous avons étudié les propriétés de monotonie d'une file M/G/1 avec rappels Bernoulli
feedback et clients négatifs en utilisant la théorie générale des ordres stochastiques. Nous
avons d’abord montré la monotonie de 'opérateur de transition de la chaine de Markov
induite par rapport a l'ordre stochastique, convexe et la transformée de Laplace. Par la
suite, nous avons obtenu des conditions de comparabilité des deux opérateurs et de tran-
sition. Nous avons ensuite montré que la distribution stationnaire du nombre de clients
dans un systéme M/G/1 avec rappels Bernoulli feedback et clients négatifs est majorée
(respectivement minorée) par la distribution stationnaire du nombre de clients dans un
systéme M/G/1 avec rappels Bernoulli feedback et clients négatifs, si la distribution des
temps de service est NBUE (respectivement NWUE). Enfin, nous avons confirmé les ré-
sultats théoriques obtenus par une application numérique. Il est a noter que les résultats
obtenus dans ce mémoire est une extension du modele M/G/1 avec rappels et feedback.

Mots-clés : Files d’attente avec rappels, Arrivées négatives, Feedback, Chaine de
Markov incluse, Distribution stationnaire, Ordres stochastiques, Bornes stochastiques,

Monotonie.
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Introduction

Dés la fin des années 1940, des chercheurs ont mis en évidence les limites de la théorie
classique des files d’attente qui ne permettait pas d’expliquer le comportement stochas-
tique des systémes réels de plus en plus complexes, tels que les systémes téléphoniques
ou les abonnés répétaient leurs appels en recomposant le numéro plusieurs fois jusqu’a
I’obtention de la communication.

Ce phénomeéne de répétition de demandes du service a poussé certains chercheurs a
étendre le modele d’attente classique a celui dit avec rappels. Cependant, I'influence
de ce phénomeéne a été longtemps négligée durant les décennies suivantes. Ce n’est que
vers les années 1970 — 1980 qu’on a vu un net regain d’intérét pour cette catégorie de
modeles, avec I'avénement de nouvelles technologies, notamment dans les systéemes de
télécommunication. Les progrés récents dans ce domaine sont résumés dans les articles
de synthese de Yang et Templeton [64], Falin (1990) [42], A. Aissani (1994) [3] et dans la
monographie d’Artalejo et Gomez (2008) [20].

Il est apparu ces derniéres années dans la littérature des files d’attente, des travaux
portant sur les systémes et réseaux de files d’attente caractérisés par la présence de deux
types d’arrivées. D’un coté, les arrivées positives ou réguliéres qui ont pour objectif
I'occupation du service. De l'autre coté, les arrivées négatives, dont la présence dans le
systeme d’attente affecte ce dernier de différentes maniéres. Pour cela, Plusieurs possibil-

ités différentes ont été introduite dans la littérature a ce sujet : élimination individuelle,



¢limination par groupe, élimination d’une quantité aléatoire d’activité, le désastre (la
catastrophe [14])).

Cependant, la théorie analytique des modéles d’attente avec rappels s’avére d’une
portée limitée en raison de la complexité des résultats connus. En effet, dans la majorité
des cas, on se retrouve confronté a des systémes d’équations dont la résolution est complexe
ou possédant des solutions qui ne sont pas facilement interprétables afin que le praticien
puisse en bénéficier. Par ailleurs, on peut citer le degré de difficulté pour 'obtention
de certaines caractéristiques dans quelques modeéles tels que les modeéles de files d’attente
avec rappels et vacances, avec rappels et priorité, avec rappels et feedback, avec rappels de
distribution générale ayant deux types de clients. Cette difficulté réside essentiellement
dans l'utilisation des inverses des transformées de Laplace-Stieljes et des distributions
marginales. Pour pallier a toutes ces difficultés, les chercheurs ont recouru aux méthodes
d’approximation qui permettent d’avoir des estimations quantitatives et/ou qualitatives
pour certaines mesures de performance. C’est pour toutes ces raisons, qu’on s’intéresse,
dans notre étude, d’'une maniére particuliére a la méthode de comparaison stochastique.

La méthode de comparaison stochastique est un outil mathématique utilisé pour
I’étude des performances de certains systémes modélisés par des chaines de Markov a
temps continu ou discret. Ces études sont motivées par la difficulté d’obtenir des résul-
tats de performance explicites pour la plupart de ces systémes. L’avantage de ce type
de méthodes d’approximation réside dans le fait que des résultats explicites puissent étre
obtenus pour des situations relativement complexes ou les méthodes numériques et les
expériences de simulation constituaient souvent la seule alternative. L’idée générale de
cette méthode est de borner un systéme complexe par un nouveau systéme, plus sim-
ple & résoudre et fournissant des bornes qualitatives pour ces mesures de performance.

Ces méthodes constituent aujourd’hui I'une des principales activités de recherche dans



divers domaines sciatiques, tels que I’économie, la biologie, la recherche opérationnelle, la
théorie de fiabilité, la théorie de décision, les files d’attente et les réseaux informatiques
et de télécommunication [45, 54].

Le but de notre travail est d’appliquer les méthodes de comparaison stochastiques, pour
étudier les propriétés de monotonie du modele M/G/1 avec rappels Bernoulli feedback
et clients négatifs relativement a ’ordre stochastique, convexe et a 'ordre de Laplace,
afin d’obtenir des bornes simples pour la distribution stationnaire de la chaine de Markov
induite lie au modele [27, 28, 26, 30].

Ce mémoire est structuré de la maniére suivante :

Le premier chapitre comprend une synthése sur les systémes de files d’attente avec
rappels. Cette synthese actualise celles de Yang et Templeton (1987) [64], Falin (1990)
[42], ainsi que celle de A. Aissani (1994) [3]. Une attention particuliére est consacrée au
systéeme M/G/1 avec rappels. De plus, on a introduire la notion de feedback.

Le deuxiéme Chapitre, on donne un apercu sur la notion des ordres partiels usuels
(ordre stochastique, convexe et de Laplace), ainsi que des éléments sur la théorie de
comparabilité des processus stochastiques. On présente aussi les classes de distributions
d’age issues de la théorie de la fiabilité.

Le troisiéme Chapitre est consacré a ’étude des inégalités stochastiques pour le modéle
M/G/1 avec rappels Bernoulli feedback et des clients négatifs. On donne les conditions
pour lesquelles I'opérateur de transition de la chaine de Markov induite est monotone par
rapport aux ordres stochastique et convexe. On étudie la comparabilité des opérateurs de
transition associée aux chaines de Markov induite de deux systémes M/G/1 avec rappels
Bernoulli feedback et clients négatifs. Ainsi que la comparabilité des distributions station-
naires respectives de nombres de clients dans les deux systémes. De plus, on détermine les

bornes stochastiques pour la distribution stationnaires de modeéle considéré. Finalement,



on donne des cas particuliers pour le modele M/G/1 avec rappels Bernoulli feedback et
clients négatifs.
De plus, L’annexe A présente des préliminaires sur les files d’attente et on termine par

une conclusion générale et une bibliographe.



CHAPITRE

Systémes d’attente
M/G/1 avec rappels et

feedback

1.1 Introduction

Les files d’attente avec rappels ont été introduites par de nombreuses recherches portant
sur l'influence du phénomeéne de rappels ont été cités (Aissani (1994) [3], Amador et
Artalejo (2009) [23], M. Boualem (2003) [25], Falin et Templeton (1997) [43], Artalejo et
Gomez (2008) [41], Yang et Templeton (1987) [64]).

La description d'un systéme d’attente avec rappels se caractérisent par la propriété
qu’un client arrivant dans le systéme et qui trouve tous les serveurs occupés quitte le
systéme définitivement, ou rappelle ultérieurement a des instants aléatoires. Entre deux
rappels successifs, le client et dit "en orbite". Si un systéme d’attente classique est défini
complétement par un processus des arrivées, la discipline d’attente et le mécanisme de

service, alors que pour un systéme avec rappels, il y a lieu d’ajouter un élément décrivant



1.2. Systeémes d’attente M/G/1 avec rappels

la loi des répétitions d’appels. Ces systémes de files d’attente sont largement utilises dans
la modélisation du service d’abonnés dans une centrale téléphonique [10, 43].

Une classification bibliographique sur les systémes avec rappels est donnée par Artalejo
[15, 17]. Pour illustrer le role actif des files d’attente avec rappels au cours des derniéres

années, nous mentionnons certains articles récents [19, 38, 37, 40, 63].

1.1.1 Politiques d’accés au serveur a partir de ’orbite

La définition du protocole de rappels est en effet un sujet de controverse (voir Falin
(1990) [42]) et concerne I’aspect modélisation du systéme sous étude. Le protocole le
plus décrit dans la théorie classique des files d’attente avec rappels est la politique de
rappels classiques dans la quelle chaque source dans l'orbite rappelle aprés un temps
exponentiellement distribué avec un parameétre .. Donc, il y a une probabilité nadt+o(dt)
d’un nouveau rappel dans le prochain intervalle (¢,t + dt) sachant que n clients sont
en orbite a l'instant ¢. Une telle politique a été motivée par des applications dans la
modélisation du comportement des abonnés dans les réseaux téléphoniques depuis les
années 1940, Le premier travail dans cette direction est celui de Fayolle [41], de plus on a
des traveaux de (Choi (1992) [36], Dudin et al. (2004) [39], Li et Zhao (2005) [53], Shikata

(1999) [59], Artalejo et Gémez-Corral (1997) [10], [16].

1.2 Systémes d’attente M /G /1 avec rappels

Le modele M/G/1 avec rappels est le modeéle le plus étudié par les spécialistes et il existe
une littérature abondante sur ses diverses propriétés [6, 7, 8, 10, 13, 18, 23, 29, 60].
Soit A le taux du flot poissonnien des appels primaires. La durée de service 7 est de

1 -
loi générale, de moyenne 0 de distribution B et de transformée de Laplace-Stieltjes B.



1.2. Systeémes d’attente M/G/1 avec rappels

La durée entre deux rappels successifs d’'une méme source secondaire est exponentielle de
paramétre . La description du systéme est la suivante : on suppose que le (i —1)“"¢ appel
termine son service a U'instant 7),_; (les appels sont numérotés dans I’ordre de service) et
le serveur devient libre. Méme s’il y a des clients dans le systéme, ils ne peuvent occuper
le service immeédiatement.

Donc le i®™ appel suivant, n’entre en service qu’aprés un intervalle de temps R; durant
le quelle le serveur canal est libre, bien qu’en général il y ait des clients qui attendent.
A Tinstant &, = 1, , + Ry, le i®™¢ client débute le service durant un temps S;. Tous les
rappels qui arrivent durant ce temps de service n’influent pas sur le processus. Alors a
Vinstant n;, = &, + S;, le ™ client achéve son service et le canal devient encore libre et
ainsi de suite.

Le premier résultat sur le systéme M/G/lavec rappel a été obtenu Par Keilson et al
[47] et Alexandrov [6], en utilisant la méthode de la variable auxiliaire. Ils ont obtenu les

probabilités d’“etats et les fonctions génératrices du nombre de clients dans le systéme.

L’ “etat du systéme peut-étre décrit par le processus

N(t) si C(t) =0,
{C(), N(@), @)} si C@) =1.

X(t) =

Ou, C(t) = 0 ou 1 selon que le serveur est libre ou actif, £() est une variable aléatoire
a valeurs dans R, , et désignant la durée de service résiduelle a la date ¢, si C(t) = 1 et
N(t) représente le nombre de clients dans 1'orbite.

Notons

et



1.2. Systeémes d’attente M/G/1 avec rappels

A
Si — < 1, le systéeme est stable. La fonction génératrice du nombre de clients dans le
1

systéme est donnée par

(1-p)(1 = 2)B(A = A\2)e(2) $(2)

m(z) = —

BA—=Xz)—z o(1)

(1.2.1)

On aura alors,

(1= p)1 = 2)BO\ = A2)p(2) e d A 71 B(\ — \z) N
=) = B\ —Az) — 2 P { u /0 x— B\ — /\x)d } ' (1:22)

Cette formule, appelée "décomposition stochastique", signifie que le nombre de clients
dans un systéme M/G/1 avec rappels s’écrit comme somme de deux variables : 'une est

le nombre de clients dans le systéme M/G/1 ordinaire et ’autre est une variable aléatoire
¢(2)
¢(1)

positive de fonction génératrice

1.2.1 Chaine de Markov induite

La méthode de la chaine de Markov induite a été utilisée pour la premiére fois par Choo
et Conolly (1979) [35].

Cette méthode élaborée par Kendall [46], est souvent utilisée. Elle consiste a choisir
une séquence d’instants 1, 2, 3, ...,n (déterministes ou aléatoires) telle que la chaine
induite {X,,n > 0}, ou X,, = X(n), soit markovienne et homogene.

Soit (X;) la chaine de Markov induite aux instants de départs, on X; = X(n,)
représente le nombre de clients dans le systéme aprés le i départ. Il est clair que

(X;) est une chaine de Markov et

Xip1 =X —0x, + Aipr.



1.2. Systeémes d’attente M/G/1 avec rappels

¢ client. La variable

Ot A; est le nombre d’appels primaires durant le service du "
aléatoire A; ;1 ne dépend pas des événements qui se sont produits avant l'instant £, ; du
début de service du (i +1)°" client.

La distribution de A; est la suivante :

(Aa)*
Rl

P(A;=k)=P, = /0+0<> exp(—Ax) dB(x).

La variable dx, est une variable aléatoire de Bernoulli

5 1 sile (i41)"" client servi provient de 'orbite,
X, =

k3

0 sinon.

Elle a pour distribution

np
Plox =1/X; = = ,
(O, =1/ X; =) = 57
et
P(y. = 0/X; = n) = —2
X v _)\—i—nu'

Les probabilités de transition en un pas s’écrivent alors :

P =5 + szJ‘Z“ Uyt szJ"'
FEn posant
1—p)(1—2)BA— Az
ol = L=p0 =B =19
BA—=Xz)—z
I'équation (1.2.1) s’écrira
") = Qo) 22,
(1)

Cette formule est appelée ”décomposition stochastique” du systéme M/G/1 avec rap-

pels [15].



1.3. Période d’activité

Si on note par m; le nombre moyen de clients dans le systéme, alors n; = N+ [ ol

z
B est la variable aléatoire de fonction génératrice M et My est le nombre moyen de

o(1)’
clients dans le systéme attente M/G/1 ordinaire.
(1= p)BO—A2)(1—2)

Q(z) = Fom . (1.2.3)

La formule 1.2.3 n’est autre que la formule de "Pollaczek-Khintchine" [55], pour le
nombre de clients dans le systéeme M/G/1 (FIFO, co).

Les caractéristiques du systéme M/G/1 avec rappels sont données dans larticle de
Yang et Templeton [64] comme suit:

Nombre moyen de clients dans le systéme :

N E(7?) Ap

n=p+ . 1.2.4
21=p)  w(l—=p) (124)
Nombre moyen de clients dans I'orbite : D’apreés les formules de Little, on a :
N E(7? A
Mp=TN—p= () P (1.2.5)

20—p)  ul—p)

Temps d’attente et nombre de rappels : Le temps d’attente d'un client est
mesuré a partir du temps d’entrée dans le systeme jusqu’au temps du commencement du
service. Pour trouver le temps moyen d’attente w, on utilise la formule de Little m = wA.

On aura :
_ AE() p
2(1-p) wl-p)

Une fois w obtenu, il est aisé de déduire 7, le nombre moyen de rappels par client :

gl

AE(7?) p

a0—p) ) (1.26)

n

Hw =

1.3 Peériode d’activité

Une période d’activité est définie comme étant la période qui débute a l'instant ¢ d’arrivée

d’un premier client primaire dans un systéme vide (C(to+0) = 1, N(to +0) = 0) jusqu’a

10



1.4. Files d’attentes avec rappels et feedback

I’instant ¢; ou le systéme redevient vide pour la premiére fois :
ty =inf{t : t >0, C(t) =0, N(t) =0}.

On note L = t; — ty , la durée de la période d’activité du systéme, cette période est
constituée d’une alternance de période d’activité et d’inactivité du serveur.

La période d’activité pour le modele M/M/1 a été étudiée par Choo et Conolly (1979)
[35], qui fournissent une procédure récursive de calcul des moments de la variable L.
Falin (1990) [42] proceéde a une étude de la période d’activité en utilisant la méthode des
catastrophes qui permet de donner des résultats plus explicites dans le cas du systéme
M/G/1.

Lopez-Herrero (2002) [51] a présenté les formules explicites pour les probabilités du
nombre de clients (noté I) servis dans une période d’occupation, et une expression ex-
plicite pour le second moment de I pour un systéme d’attente M/G/1 avec rappels a été
également donnée. Il a aussi employé le principe du maximum d’entropie pour estimer
les distributions de I. Amador et Artalejo (2009) [15] utilisent le systéme M/G/1 avec
rappels pour étudier de nouveaux descripteurs du comportement d’un client (primaire et
secondaire) en investiguant la distribution : i) des rappels effectués avec succes, ii) des

arrivées effectuées avec succes, iii) des rappels bloqués.

1.4 Files d’attentes avec rappels et feedback

Ce type de systémes différe des systémes classiques par 'existence de deux parameétres
supplémentaires : rappels et feedback. La notion de feedback introduite en général pour
exploiter des situations d’attente ou tous les clients demandent le principal service et

seulement quelques uns parmi eux ont besoin de demander un autre service.
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1.5. Approximations stochastiques et monotonie d’un systéme d’attente avec rappels et
feedback

1.5 Approximations stochastiques et monotonie d’un

systéme d’attente avec rappels et feedback

La majorité des études sur les systémes d’attente avec rappels considere le modéle sans
feedback. Neéanmoins, plusieurs situations réelles peuvent étre modélisées comme des
systémes de files d’attente avec rappels et feedback. Le phénoméne de feedback dans
ce type de systémes peut apparaitre dans plusieurs situations pratiques, par exemple,
dans les systéemes MATS (Multiple Access Telecommunication Systems) ot des messages
s’avérant comme erreurs a la destination (messages perdus ou corrompus) sont renvoyés.
Spécialement, les systémes d’attente avec rappels et feedback sont utilisés pour modéliser
le protocole ARQ (Automative Repeat Request) dans un réseau de communication a haute
fréquence.

Dans ces systémes, a chaque fois qu’un client arrive et trouve le serveur occupé, quitte
le service pour rejoindre un groupe de clients bloqués appelé orbite, sinon il regoit immé-
diatement son service. Une fois servi, il décide avec une probabilité #, de retourner en
orbite pour demander un autre service ou de quitter le systéme définitivement avec une
probabilité complémentaire 1 — 6.

Comme les systémes d’attente M/G/1 avec rappels et Bernoulli feedback, est complexe
(elle contient des transformées de Laplace, des expressions intégrales). Elle n’est donc pas
facile & interpréter en pratique. Pour pallier a cette difficulté analytique, les méthodes
de comparaison stochastique ont été introduites pour qu’on puisse avoir des estimations
qualitatives de ces mesures en les bornant (en les majorant ou en les minorant) par des

mesures de performance d’autres modéles plus simples.
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1.6. Conclusion

1.6 Conclusion

En raison de la complexité des résultats analytiques obtenus dans 1’étude des systémes avec
rappels, différents auteurs ont tenté de développer des méthodes approximatives d’analyse
des phénomeénes de répétition d’appels. Parmi les principales approches, on trouve les
méthodes de comparaisons stochastiques, qui conduisent a des estimations quantitatives
et/ou qualitatives pour certaines mesures de performance. C’est pour toutes ces raisons,

le chapitre suivant et consacrer pour la théorie des ordres stochastique.
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CHAPITRE

Généralités sur la théorie

des ordres stochastiques

2.1 Introduction

Beaucoup d’efforts ont été consacrés a ’obtention des mesures de performance, tels que la
longueur de la file d’attente, le temps d’attente, la distribution de la période d’occupation
(31, 33].

Toutefois, ces caractéristiques de performances ont été obtenues par des méthodes
d’approximations qui ont donné des expressions trés complexes et les résultats obtenus ne
peuvent pas étre utilisés en pratique.

Lors de la derniére décennie, il y a eu une tendance & la recherche d’approximations
et les limites, et les propriétés qualitatives des modeéles stochastiques constituent une
importante base théorique des méthodes d’approximations.

La monotonie et la comparabilité sont les plus importantes propriétés qualitatives et
méthodes d’approximations que peuvent étre étudié a ’aide de la théorie générale des

ordres stochastiques, voir [32, 34, 54, 56, 57, 58|.
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2.2. Propriétés générales des ordres partiels

Ordonnancement stochastique est utile pour étudier les changements internes de la
performance en raison de variations de parameétres, & comparer des systémes distincts,
afin de se rapprocher d’un systéme complexe a un autre systéme simple, et pour obtenir
des bornes supérieures et inférieures pour les principales mesures de performance d’un

systeme.

2.2 Propriétés générales des ordres partiels

On appelle un ordre partiel, noté ”<”, une relation binaire définie sur un ensemble D

d’éléments a, b, c, ..., remplit les trois axiomes suivantes:
(1) Reflexivité: a<a Yaeb.
(i7) Transitivité: sia <betb<calorsa~<c Va,b,ceb.

(74i) Antisymétrie: sia <bet b <a alorsa =05 Va,beD.
Notons que a < b est équivalent a dire que b > a.
Cette section est consacrée a quelques propriétés de I'ordre partiel défini sur I’ensemble
b de toutes les fonctions de répartition de variables aléatoires réelles (ou bien 1'un de
ses sous-ensembles).
Pour les deux variables aléatoires X et Y de fonctions de répartition F' et G

(respectivement) on a par convention:

F<G<+— X<Y.

On suppose que deux variables aléatoires X et Y sont définis sur le méme espace de
probabilité, alors leurs fonctions de répartition respectives F' et G peuvent satisfaire la

propriété d’antisymétrie (iii) sans pour autant avoir X =Y.
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2.2. Propriétés générales des ordres partiels

Lorsque les variables aléatoires sont dégénérées, certaines propriétés des ordres partiels
définies sur P découlent directement des propriétés de 'ordre des nombres réels. Pour
cela, on utilisera la distribution de Dirac, notée par ©.(.), définie pour tous les nombres

réels comme suit:

0, si xz<eg,

1, si x>ec

Définition 2.2.1 Soit un ordre partiel donné ” < ”défini sur (un sous ensemble de)

l’espace D des fonctions de répartition. On dit que cet ordre posséde la propriété :

e (R) :siVa,beR tels que a < b, alors O, < Oy.
o (E):si F' <G, alors mp < mg lorsque les moyennes existent.

o (M) :si F <G,alors F© < G° Ve > 0, on
F¢(z) = F(z/c), V.
o (C):siFy < Fy, alors F1 *G < Fy G, ou

+oo
(F» G)(x) = / Fi(x — y)dG(y), i=1,2.

o (W) :si F, et G, convergent faiblement vers F' et G (respectivement) alors
Vn, F, <G,=—= F <G,
Remarque 2.2.1 Pour les deux variables aléatoires X et'Y.
La propriété (M) garantit que:
X <Y = X < cY, pour tout ¢ € ]0,4o00].

La propriété (C') garantit que:

X1-<X2:>X1+Y-<X2+Y,

16



2.2. Propriétés générales des ordres partiels

ou Y est une variable aléatoire indépendante de X; et Xo.

La propriété (E) garantit que:
X <Y =EX)<EY).
On remarque que la propriété (E) découle des autres propriétés.

Proposition 2.2.1 Un ordre partiel < sur un ensemble (ou bien sur un sous ensemble

de) D qui vérifie les propriétés (R), (M), (C) et (W), vérifie aussi la propriété (E).

Définition 2.2.2 Pour une classe de fonctions réelles S, 'ordre partiel < défini sur
l’ensemble (ou sur le sous ensemble de) D est dit généré par S si :

+o0 +o00
F<Ge | f@dF@)< [ f)dG),

—00 —

pour toute fonction f dans S, telle que les intégrales existent.

Définition 2.2.3 La classe ¢ de fonctions réelles définies sur la droite réelle R (resp. la
demi-droite R, ) est dite invariante par translation, si pour tout a € R (resp. a € R,),

lorsque f € ¢, on a aussi f, € ¢, ou f, est la fonction définie par

falx) = f(x +a), Vx € R (resp. Vx € R,).

2.2.1 Ordre stochastique

Définition 2.2.4 On dit que la variable aléatoire X de fonction de répartition F, est
stochastiquement inférieure (ou bien inférieure en distribution) o la variable aléatoire Y

de fonction de répartition G, et on note F < G, lorsque
F(z) > G(x), Vo € R,

On écrit aussi X <4 Y (<g noté aussi par l'ordre <;).
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2.2. Propriétés générales des ordres partiels

Dans le cas ou X et'Y sont des variables aléatoires discrétes prenant des valeurs sur
l’ensemble des entiers relatifs Z, et en notant par Pi(l) =P{X =i} et Pi(z) = P{Y =i}
pour i € 7, alors

Y<uve Y A= Y PP ez
j=—o0 j=—00

ce qui est équivalent a:
+00 +o0
(1) 2
SAISY R ez
j=i j=i
Remarquons que 'ordre stochastique <,; satisfait les axiomes de 'ordre partiel < .

Proposition 2.2.2 Si F} <, F5, alors il existe deux variables aléatoires X, et Xo définies

sur le méme espace de probabilité (2, A, P) pour lesquelles
X1<u}) S XQ(W), Yw € Q,

et

Plw: Xi(w) <z)=Fg(z), pour k=1,2.
Notons par R, (R) la classe des fonctions réelles non décroissantes, alors la classe R, des
fonctions < -monotones est confondue avec la classe Ry (R), c’est-a-dire R<,, = R (R).

Théoréme 2.2.1 L inégalité

—+00 —+00

fR)dFL(t) < fR)dEy(t), (2.2.1)

est vérifiée pour toute fonction f appartenant o R (R) pour laquelle intégrale existe, si
et seulement si Fy <g Fy. Pour une fonction f donnée, 'inégalité (2.2.1) est vérifiée pour

tout Fy et Fy telles que Fy <4 F5 uniquement si f est non décroissante.

Corollaire 2.2.1 Pour deux variables aléatoires X et'Y non négatives, avec X <g4 Y,

on a
EX") < EY"), r>0,

EX") > EY"), r<Qo,



2.2. Propriétés générales des ordres partiels

lorsque les espérances existent. Et si celles-ci sont bien définies,
EX")<EXY"), r=1,3,5,...

pour des variables quelconques (pas forcément non négatives).

2.2.2 Ordre convexe
On note par: xy = max(0, ).

Définition 2.2.5 On dit que la variable aléatoire X, de fonction de répartition F, est
inférieure en moyenne de vie résiduelle a la variable aléatoire Y, de fonction de répartition

G, et on écrit X <, Y, ou bien F <, G si et seulement si
+o00 +oo
E(X—-2)y) = / (t —x)dF(t)dt = / (1—F(t))dt (2.2.2)

< [ a-cu =B )

Théoréme 2.2.2 lorsque les espérances (ou bien les intégrales) sont bien définies.

Dans le cas discret, on a: X <, Y < 377, 377 Pj(l) <Dk D Pj(z), pour toute

Théoréme 2.2.3 Une conséquence immédiate de cette définition:
siF<4G et E(Y))<oo alors F <, G.
En notant par F(t) = 1 — F(t), linégalité (2.2.2) peut s’écrire comme suit:

+oo +oo
/ Fyar< [ G,

T

ou bien
E(max(z, X)) = z+ E(X —2)4) (2.2.3)
< v+ B(Y —)y)

= E(max(r,Y)), VzeR.

19



2.2. Propriétés générales des ordres partiels

Lorsque E((x — X)) et E((x —Y) ) existent,

X <, Y = E(X)<E®Y).

E(X) - E(Y) = E((Y —2);) - B(X —a);) - B((z - Y):) + E(( - X))

> E((rx—X)1)—E((x—Y)4) — 0 quand = — —o0,

De l'inégalité (2.2.3) découle la transitivité et l'antisymétrie de l'ordre convexe. Alors,
c’est un ordre partiel sur les sous ensembles de D pour lesquels f0+°° tdF(t) < co. Sans
cette condition, la propriété de ’antisymétrie peut ne pas avoir lieu.

Pour une variable aléatoire X de moyenne finie m, il est clair que:
E(max(z, X)) > FE(max(z, £(X))),
= max(z,m).
En vertu de I'inégalité (2.2.3), on a
m <, X.

Il s’ensuit, d’apres l'inégalité (2.2.3) que l'ordre convexe possede les propriétés (R) et
(M).

D’apres l'inégalité (2.2.2), on déduit que l'ordre convexe est généré par la famille
Sy = {ez, —o0 <z < +o0},
des fonctions e, définies comme suit :
t
enlt) = (t— 1), = / 0. (u)du.

Puisque la classe , est invariante par translation, alors l'ordre convexe posséde la

propriété (C').

Notons par R, (R), la classe des fonctions convexes et non-décroissantes.
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2.2. Propriétés générales des ordres partiels

Théoréme 2.2.4 1. L’inégalité

—+00 —+00

fR)dFL(t) < f)dEy(t), (2.2.4)

est vérifiée pour toute fonction f appartenant a R,(R) pour laquelle les intégrales sont
bien définies, si et seulement si Fy <, F3.

2. Pour une fonction donnée f, l'inégalité (2.2.4) a lieu pour toutes les fonctions Fy
et Fy telles que Fy <, Fy uniquement si | est une fonction convexe et non décroissante.

3. i F1 <, Fy et leurs moyennes ezistent et sont égales, alors l'inégalité (2.2.4) est

vérifiée pour toute fonction convere f donnée.

Corollaire 2.2.2 Pour deuz variables aléatoires X et'Y non négatives telles que X <, Y

on a :

E(X")<EYT), r=0,

lorsque les espérances existent.

En général, pour des variables aléatoires X et'Y telles que
EX)=EY), e X<,Y,

alors

E(X")<E(Y"), r=204,6,...

Il est intéressant de remarquer que pour deux variables aléatoires telles que X et Y
sont négatives et X <, Y, alors I'égalité E(X") = E(Y") pour tout r > 1 implique 1’égalité
X —st Y

En effet,

+oo +oo +oo
E(X") = / ra" (1 — F(z))dr = / r(r— l)xr_de/ (1— F(y))dy.
0 0 T

Cette propriété est ’analogue de la propriété suivante pour l'ordre stochastique

X<uYet E(X)=FE(Y)= X =,Y.
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2.2. Propriétés générales des ordres partiels

Proposition 2.2.3 Supposons que les suites de variables aléatoires X,, et'Y, convergent
faiblement vers X et'Y (respectivement).
St
E(Xy) et E(Yy) sont finis,
E((Xn)+) — E(Xy), quand n — 400,
E((Y,):) — E(.), quandn — +oo,

et s1 X, <, Y,, alors

X <, Y.

2.2.3 Ordre concave

Définition 2.2.6 On dit que la variable aléatoire X de fonction de répartition F' est
inférieure en moyenne de vie écoulée & la variable aléatoire Y de fonction de répartition

G, c’est-a-dire, X <., Y (ce qui est équivalent a F <., G), lorsque:

E((m—X)Jr)—/m (z — )dP(1) _/x F(t)dt

—00

> / " Gt = B((z - Y),), ¥z € R, (2.2.5)

ou les espérances mathématiques (les intégrales) sont bien définies.

Par conséquent, si
F<4G et E(X)=FEmax(0,—X)) <oo, alors X <, Y.

Remarquons que 'ordre concave ” <., "est un ordre partiel sur le sous ensemble de

D des fonctions vérifiant f?oo |t| dF'(t) < oo comme dans le cas de 'ordre convexe.

Définition 2.2.7 On observe d’aprés (2.2.5) que linégalité X <., Y est équivalente a
-Y <, —X.

Si on a l’égalité E(X) = E(Y), alors l'inégalité X <., Y est équivalente a Y <, X.
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2.2. Propriétés générales des ordres partiels

2.2.4 Ordre en transformée de Laplace

Lorsque la variable aléatoire X est du type continu, sa distribution peut étre caractérisée

par la transformée de Laplace de la densité f(z) :

F(s) = B(e) = / " fa)e s,

ol s est une variable complexe. Cette intégrale est définie au moins pour Re(s) > 0.

La transformée de Laplace est notée aussi L [f(z)].

Proposition 2.2.4 e Si X etY sont indépendantes, la transformée de Laplace de X +Y
est le produit des transformées de Laplace de X et de'Y,

o L[f'(x)] = sf(s) = f(0),

o L[f"(2)] = *f(s) = s£(0) = f(0),

o Lfy Fu)du] =

e Si F(x) est la fonction de répartition de X et si R(x) =1— F(z), alors

~»

—
» @

SN—

?

s—0

lim R(s) = /O h R(z)dz.

Définition 2.2.8 Pour deux variables aléatoires non négatives X et Y de fonctions de
répartition F et G (respectivement), F' est dite inférieure par rapport a l'ordre laplacien

a G, et on note F' <y G, si pour tout s positif, on a l'inégalité suivante
+oo +oo
Blexp(—sX)) = / exp(—sX)dF(z) > / exp(—sX)dG(x) = E(exp(—sY)).
0 0
1l est clair que ordre en transformée de Laplace est réflexif, transitif et antisymétrique.

Théoréme 2.2.5 Soit une fonction f strictement monotone, alors F <; G implique
+oo +00

fdr(t) < f)dG(t).

0 0
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2.2. Propriétés générales des ordres partiels

Corollaire 2.2.3 1. Pour deux variables aléatoires X et Y non négatives, de fonctions

de répartition F et G respectivement, telles que F <p G alors, on a linégalité suivante:

1 — E(exp(—sX)) < 1 — E(exp(—sY))

, Vs> 0.
2. Lorsqu’on fait tendre s vers 0, on obtient le résultat suivant:
F<,G=EX)<E(®Y),
lorsque les espérances existent.
Le résultat qui suit donne une caractérisation de l'ordre en transformée de Laplace.

Théoréme 2.2.6 Soient X et Y deux variables aléatoires quelconques de fonctions de

répartition F' et G respectivement, alors:
F<pGe B(f(z) < E(f(y)),

pour toute fonction f strictement monotone, telle que les espérances existent.

2.2.5 Ordre en fonctions génératrices

Soient X et Y deux variables aléatoires non négatives discretes de fonctions de répartition
F et G respectivement. On dit que X est inférieure & Y par rapport & ’ordre en fonctions

génératrices, et on note F' <, G, si et seulement si:

E(z") > B(2Y),

ou,
+oo +oo
E(zX)=> P(X=n)2"et B(z) =) P(Y =n)2", |2| <1.
n=0 n=0
Cet ordre peut-étre déduit de I'ordre laplacien en posant s = —In z.
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2.3. Modéles stochastiques et monotonie

2.2.6 Relations entre les ordres partiels

Soient X et Y deux variables aléatoires de fonctions de répartition F' et GG respectivement.
Alors, on a les relations suivantes:

e SiF<4Get E(Y,)<ox=F<,G.

e Si E(X) = E(max(0, —x)) < oo = F <, G.

e Si E(X)=E(®Y), alors F <., G& G <, F.

o '<yG=>F<G=F<,G.

o SiEX)=EY)et F<,G=G<, F=G<,F.

OFSLGiFSgG

2.3 Modéles stochastiques et monotonie

2.3.1 Modeéles stochastiques

La modélisation est la représentation d’un systéeme réel par un modéle mathématique. On
parle de modele stochastique lorsque les influences aléatoires sont prises en considération.
Cette prise en compte du hasard et ses effets permet une meilleure compréhension des
phénomeénes réels et la résolution efficace de problémes complexes. Plusieurs disciplines
de la recherche opérationnelle reposent sur les probabilités et leurs applications. En

particulier, les théories de files d’attente, de fiabilité et de gestion des stocks.

2.3.2 Propriétés de monotonie

Etudier mathématiquement les modéles stochastiques, c’est d’obtenir des estimations des
quantités qui, pour un modele ¥ donné, avec une structure spécifique et des distributions
F; des X, ..., décrivent son comportement.

Soit ¢y une caractéristique dans X et soit Cyx, I’ensemble des valeurs possibles de cs,.
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2.4. Comparabilité et monotonie des processus markoviens homogénes

Pour une structure donnée et une distribution initiale U, ¢y, dépend uniquement des

F;, et on écrit

Cy, = Cg(Fl,FQ, ) € Cx.

Pour des modeéles simples, on peut déduire une expression explicite de cx,. Cependant,
dans plusieurs situations, cela n’est pas possible et les calculs mathématiques peuvent
mener & des formules compliquées qui ne peuvent pas étre exploitées en pratique.

De telles circonstances nous suggerent de rechercher les propriétés qualitatives de cx
par rapport aux Fj, c’est-a-dire, la maniére avec la quelle cx est affectée par les change-
ments en F;. Parmi les propriétés qualitatives importantes des modéles stochastiques on
trouve la monotonie (c’est-a-dire, si les F; croissent dans un certain sens, alors cx croit

aussi).

2.4 Comparabilité et monotonie des processus markoviens

homogénes

2.4.1 Opérateurs monotones et comparables

Soient (E, M) un espace probabilisable et Py, 'ensemble de toutes les mesures de proba-
bilité définies sur M. Soient aussi les opérateurs 1", TW et TP définis de Py dans Py

et l'ordre partiel 7 <7 défini sur P,.

Définition 2.4.1 Un opérateur T est dit <-monotone si pour toutes mesures de proba-

bilités p, p@ appartenant o Py telles que p™ < p®), on a

TpM < Tp®.
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2.4. Comparabilité et monotonie des processus markoviens homogénes

Loopérateur TV est inférieur o T si TMp < T@p  pour tout p € Py et on écrit,
TV < 7@,

Pour des applications aux processus de Markov homogénes, on s’intéresse a la compara-

bilité des distributions pq(ll) et pg) définies par

k) — (TWp®)y, k=12 etne N*,

n

(k

pour deux distributions initiales p® et les opérateurs T™ , pour k = 1, 2.

Théoréme 2.4.1 Soient TW, T?) deux opérateurs définis sur Py et pt), p@ deux

mesures de probabilité définies sur M, alors

pV < p® implique pg) <p@  vne N*,

n

s’il existe un opérateur T' <-monotone défini sur Py, tel que
T <17 <73,

Remarquons que ce théoréme reste vrai, en général, pour les opérateurs définis dans
un espace partiellement ordonné.

A présent, on considére les opérateurs de transition d’une chaine de Markov homogene
(X )n>1 d’espace d’état (E, M). Les opérateurs de transition sont décrits par leurs fonc-

tions de transition

p(CU,B), p(xaﬁ) = P<Xn+1 € 5/Xn :x),x € Eet 6 € M7

ou bien, dans le cas ou les processus sont & valeurs réelles, par leurs distributions de
transition

p(z,y) = P(Xns1 <y/X,=12), z,ye ECR.

Maintenant, on donne des conditions sur les fonctions de transition, qui assurent la

monotonie ou la comparabilité des opérateurs de transition.
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2.5. Distributions non-paramétriques

Théoréme 2.4.2 Les opérateurs de transition TW et T?) satisfont Uinégalité T < T(2)

si et seulement si leurs fonctions pV et p® satisfont

pY(z, ) <p?P(x,), VzeckE.

2.5 Distributions non-paramétriques

Les notions de vieillissement et de relations d’ordre entre variables aléatoires sont étroite-
ment liées. Nous présentons les principaux ordres permettant de comparer des variables
aléatoires puis les notions de vieillissement. Cette présentation sera cependant partielle
car lactivité scientifique sur ces sujets est importante. Il est donc difficile de prétendre
faire un exposé exhaustif. L'un des états de I’art les plus récents sur ce sujet est [4, 45],
mais on peut citer aussi [44, 57, 61].

En théorie de fiabilité, les classes de distributions nous renseignent sur la notion de
jeunesse ou de vieillesse du systéme du point de vue de sa durée de vie résiduelle con-
naissant son age (propriété qualitative). La connaissance de la classe (d’age) de la loi de
fiabilité d’un équipement permet une aide & la décision.

Dans cette section, sont présentées aussi les principales classes de distributions de
survie recensées dans la littérature de fiabilité ces derniéres années.

Les distributions non-paramétriques ont été introduites pour I’étude de certains prob-
lemes en relation avec la théorie de fiabilité. Elles permettent ainsi de modéliser et
caractériser des propriétés qualitatives telles que le vieillissement et le rajeunissement du
systeme.

Ces distributions sont utilisées actuellement dans divers domaines de la modélisation
stochastique : analyse de survie (médecine), files d’attente, ordonnancement, théorie de

décision, économie, gestion des stocks [54].
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2.5. Distributions non-paramétriques

Définition 2.5.1 Soient X et X, des variables aléatoires représentant respectivement la
durée de vie et la durée de vie résiduelle d’un élément, et soient I’ et F, leurs distributions
respectives.

On dit que F est :

A NBU (New Better than Used), si F, <4 F, (0 < T < 00).

A NWU (New Worse than Used), si F' < Fy, (0 <7 < 00).

A NBUE (New Better than Used in Expectation), si E(X,) (X), (0 <7< 00).

<K
A NWUE (New Worse than Used in Expectation), si E(X) < E(X,), (0 < T < 00).
A [FR (Increasing Failure Rate), si Fy <y F,, (0 <z <y < 00).
A [FRA (Increasing Failure Rate in Average), si (—1/t)log(1—F(t)) croissante, t > 0.
A DFR (Decreasing Failure Rate), si F, <4 F,, (0 <z <y < 00).
A DFRA (Decreasing Failure Rate in Average), si (—1/t)log(1 — F(t)) décroissante,
t>0.

A IMRL (Increasing Mean Residual Life), si

+oo
E(X,) L @ / (1 — F(u))du, croissante (0 < T < 00).

T1-F

A DMRL (Decreasing Mean Residual Life), si

B(X,)

1 +o0
=1 F_(a:) /T (1 — F(u))du,  décroissante (0 < T < 00).

Proposition 2.5.1 Soit la variable aléatoire X de fonction de répartition F' ayant une
moyenne finie m.

1. Si F est NBU (resp. NWU), alors:
F <gexp(N), (resp. F' >4 exp(N)),

pour un certain X\ < m~! (resp. A\ > m™1), avec la possibilité d’avoir une égalité seulement

si F =exp(m™).
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2.5. Distributions non-paramétriques

2. Si F' est NBUE (resp. NWUE), alors

F <, exp(m™), (resp. F >, exp(m™)).

2.5.1 Relation avec les distributions paramétriques

v La loi d’Erlang E), est [F'R.

v La loi de Weibull W (a), pour a > 1 (parameétre de la forme), est [ F'R.
v La loi de Weibull W (a), pour a < 1, est DFR.

v' La loi Gamma I'(a), avec 0 < a < 1, est DFR.

v’ La loi exponentielle est a la fois [FFR et DFR.

v’ La distribution Hyper-exponentielle H est DF'R.

2.5.2 Relation entre les classes de distributions non-paramétriques

La figurel illustre les relations d’implication existantes entre certaines classes de distrib-

utions non-paramétriques.

Exzp (pas d'age)

{

IFR ——> IFRA —> NBU

{ !

DMRL —— WNEBUE

DFR ——> DFRA ——> NWU

{ {

MRL ——————— NWUE
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2.6. Conclusion

2.6 Conclusion

On a présenté quelques concepts de base de la théorie des ordres stochastiques et de
la monotonie des processus stochastiques. On a donné aussi les classes de distributions
d’age issues de la théorie de la fiabilité. La méthode de comparaison stochastique sera
appliquée, dans le chapitre suivant, pour ’étude des propriétés de monotonie du modeéle

d’attente M/G/1 avec rappels et Bernoulli feedback.
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CHAPITRE

Inégalités stochastiques
du systéme d’attente
M/G/1 avec rappels

Bernoulli feedback et

clients négatifs

3.1 Introduction

Dans le conteste des systémes de fille d’attente ont recherché un systéme de file d’attente
a un seul serveur exécute sous la présence simultanée des arrivées négatives. Il est
clair que l'existence du flux des arrivées des clients fournit un mécanisme pour controler
I’encombrement excessif dans la file du systéme. De plus, les files d’attente avec arrivées

négative ont été effectivement utilisé et controler les réseaux.
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Pour comprendre I'analyse des files d’attente avec arrivées négatives, voir les travaux
de Artalejo et Gomez-Corral (1998, 1999) [12], Anisimov et Artalejo (2001) [21], Atencia
et Moreno (2004) [22] et Wang et Zhang (2009) [62].

Une caractéristique supplémentaire qui a été largement discutée est la Bernoulli Feed-
back dans le systéme de file d’attente apparait dans des systémes d’ordinateur, et dans la
communication des réseaux ou ’erreur de transmission des données libre.

Ce chapitre comprend deux parties, la premiére partie concerne I’étude sur la com-
paraison stochastique du systéme d’attente M/G/1 avec rappels Bernoulli feedback et
clients négatifs, et la deuxiémes parties et un cas particulier son le client négative c’est le

systéme de files d’attente M/G/1 avec rappels Bernoulli feedback.

3.2 Description du modéle

Considérons un systeéme de files d’attente M/G/1 avec rappels Bernoulli feedback et clients
négatifs. Les clients primaires positives arrivent au systéme selon un processus de Poisson
de taux A > 0. Si l'arrivée d’un client positif trouve le serveur inactif, commence son
service immédiatement. Sinon, si le serveur est occupé, ce dernier entre dans une orbite
de capacité illimitée, et devient une source d’appels répétés et tentera sa chance aprés une
durée de temps aléatoire, jusqu’a ce qu’il le trouve libre. Le temps entre les tentatives
répétées successives est supposé étre distribué suivant la loi exponentielle de parameétre
nu, lorsque le nombre des clients en orbite est n (n > 0). Les temps de service des clients
positifs sont indépendants et identiquement distribuées avec une fonction de distribution
continue G(x) et de fonction de densité de probabilité g(x).

Apres qu'un client positif est complétement servi, il décidera soit de rejoindre I'orbite
avec une probabilité 0; (0 < 6; < 1) ou de quitter le systéme définitivement avec une

probabilité (1 —#;). En plus de l'arrivée des clients positifs et les rappels des clients
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3.3. Chaine de Markov induite

en orbite. On suppose, en outre, que des clients négatifs, arrivent au systéme selon
un processus de Poisson de taux 6 > 0. Le client négatif arrivant pendant le temps de
service d'un client positive, supprimera ce dernier et décide soit d’entrer en orbite avec la
probabilité 0 (0 < 05 < 1) ou de quitter le systéme définitivement avec une probabilité
(1—0s).

Les temps entre les arrivées des clients positifs, clients négatifs, les de rappels des clients
en orbite et des temps de service sont des variables aléatoires mutuellement indépendantes.

D’apres cette description, ’état du systéme & un instant arbitraire ¢ peut étre décrit

par le processus stochastique a temps continu
{X(®); t=0} ={(CQ®), N(t), £(t); t =0},

ou,
N(t) : est le nombre de clients en orbite a 'instant t.

C(t) : est une variable aléatoire qui désigne I’état du serveur :

0, si le serveur est libre,
C(t) =

1, si le serveur est occupé.
Si C(t) = 1, alors £(t) > 0 représente le temps de service écoulé du client positive en
service et £(t) = 0si C(t) = 0.
Dans ce qui suit, nous négligeons &(¢) et on considére que la paire {(C(t), N(t));

t > 0}, dont 'espace d’état S = {0,1} xZ,.

3.3 Chaine de Markov induite

Soit 1;, 1 € Zy = {0,1,2,...} qui représente les instants de départs des clients, c¢’est-a-
‘eme

dire, que ce soit I'instants de départ d’achévement du service du ¢ client positif, ou bien

celui de “"¢ client positive en service qui est éliminé par un client négatif, 7o = 0. Soit
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3.4. Notations

N; = N(1;4), i € Z,, est le nombre de clients en orbite juste avant I'instant de départ
7;. Alors la suite {N;, i € Z,} des variables aléatoires constitue une chaine de Markov
induite avec un espace d’état Z,, qui est la chaine de Markov induite pour notre systéme
de files d’attente .

Le théoréme suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour que la chaine

de Markov induite soit ergodique.

Théoréme 3.3.1 [50] L’inégalité

Al —57(9)]

05" (5) + 0a(1 — 5°(8)) + 2]

<1,

est une condition nécessaire et suffisante d’érgodicité de notre systéeme de files d’attente
avec clients néqgatifs.

Ou B*(s) = f0+°° e *g(x)dx, est la transformée de Laplace de g(x).

3.4 Notations

Dans cette section, on utilise la théorie générale des ordres partiels (voir Chapitre 2) pour
I'étude des propriétés de monotonie du systeme d’attente M/G/1 avec rappels Bernoulli
feedback et clients négatifs relative aux ordres : stochastique ” < ; 7, laplacien 7 <, ” et
convexe 7 <, 7.

On introduit les notations suivantes :

Soient ¥; et Yo deux modeles d’attente M/G/1 avec rappels Bernoulli feedback et
clients négatifs, pour 1 = 1,2 :

A9 taux d’arrivées des clients positifs ;.

1 : taux de rappels dans ¥;.

9?) : la probabilité de rejoindre ’orbite.

5§i) : la probabilité de quitter le systéme.
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3.5. Inégalités préliminaires

9? : la probabilité que le client Interrompu rejoindre 1’orbite.

6@ : taux d’arrivées des clients négatifs .

G (u) : la distribution de temps de service.

k,(,? : le nombre de nouvelles arrivées durant le service du n™ clients dans ¥;.
A% . le nombre de clients négatifs qui arrives durant le service du n®™ clients dans

PPN

79 la distribution stationnaire du nombre de clients dans le systeme ;.

3.5 Inégalités préliminaires

Les lemmes suivants donnent les conditions, sur les parameétres des deux systémes, sous
lesquelles les probabilités du nombre de clients arrivant durant le service d’'un client
dans deux systémes d’attente M/G/1 avec rappels Bernoulli feedback et clients négat-
ifs {k:r(,?, 1=1,2 et me€ N} et {hsfl), 1=1,2 et m€ N} sont comparables suivant

les ordres partiels : stochastique, convexe et en transformée de Laplace.

Lemme 3.5.1 Soient ¥, et ¥y deux systémes d’attente M/G/1 avec rappels Bernoulli

feedback et clients négatifs :
si AP < A® 5 > 5@ e GO < GP alors {1} <y (P},

ol

+oo (ADu)™ exp {—)\(i)u}

m!

KD = P(X = m) = / exp {—5<i>u} dGO(u), i=1,2, m >0,
0

Preuve. Supposons que XV < X\ §1 > 53 ¢ ) <, GO,
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3.5. Inégalités préliminaires

Par définition de 'ordre stochastique <, on a pour une loi discréte, les équivalences

swvantes :

+oo +oo
B e DL LD DY b

oo (AMy)" exp {—)\(l)u}

+oo
= E,(:L) = ,;n/o oy exp {—(5(1)u} dGW(u),
oo +00 (AWM y)7 exp « =AWy

n!

exp {—(5(1)u} dGW (u),

n=m

too +o0 ()\(2)u)" exp {—)\(2)u}
</0 Z

- n!

exp {—(5(2)u} dG® (u) = Efz). (3.5.1)

n=m

Pour prouwver l'inégalité numérique (3.5.1), on considére la fonction

(u, A\, 8) i eXp{ al exp {—du} . (3.5.2)

n=m

En prenant sa dérivée par rapport a u, on obtient :

afm(gql)\ﬁ) = Jrzof {)\ Eiu_)"l_)l‘ exp{—(A+ d)u} — (A +9) ()\ ) exp{—(\ + 5)u}} )

n=m

Done fr,(u, A, d) est une fonction croissante en u € I = [07 0 :L_ 5 {7 YA >0, >0.
En effet,

0 m 'LL,)\,(S =T AU n—1 )™

it 1,9) <8u ) - Z )\—Enzl)! exp{—(A+0)u} — ()\—1—5)( ) exp{— ()\—l—é)u}]

Au(Au)"~
— | n(n —1)!

_ f (Agiu_)l; exp{—(A—i—é)u}) (1 - “*‘”“)]

= > PYGiDi exp{—(\ + d)u} — (A + )

(n—1)! exp{ (A+ 5)u}]

n=m n
+oo
= > [r(wgw)],
()"t : »
telle que r(u) = )\(n Y exp{—(A+d)u} est une fonction positive pour tout u € RT.
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3.5. Inégalités préliminaires

Ofm(u, A, 0)
ou

Pour que soit positive, il faut que :

gu) >0 n—uA+4d) >0

A ) >m>1 et R*.
<(/\+5>, VA>0,0>0,n>m>1 et uée

O fm(u, X, 0) L . n

est positive si seulement si u < )
B b (A +9)

La dérivée par rapport a A est :

On conclut que

W = > [uézu_)nl_)!exp{ (A+6)u}—u<A§) exp{—(A+0)u}|, n>1

n=m

= Z ué)\un) exp{—(A+9) u}—uz eXp{—()\—i-(S)u}
—i—u% exp{—(\ + d)u}
u% exp{—Au}exp{—du} >0, Yu>0, Vm>1.

Donc la fonction f,,(u, A, ) est croissant par rapport a .

La dérivée par rapport a § s’écrit comme suit :

—+00

Ofm(u, A, 0)
—f (gé = nz: exp{ Au} exp{—du}

= ()
= —u o exp{—(A+d)u} <0, u e R*, A > 0.

n=m

Cette fonction est décroissante par rapport a 6, comme f,,(u, A, d) est une fonction

croissante en u et G <, G®| alors a Uaide du Théoréme 2.2.1, donné dons le Chapitre

2, l'inégalité suivante est vérifiée :
+oo +o0
Fnl, AW 5D)aG0 () < / ol AD 504G (1), (3.5.3)
0 0
D’autre part, puisque la fonction f.,(u, A,d) est monotone par rapport a X et § et que
A < )\(2)7 PO > 5(2)’ on a
+o0

+o0o
Fon(, AP 60 dG®) (w) < Fon(u, A 6N dG® (w). (3.5.4)
0 0
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3.5. Inégalités préliminaires

Par conséquent, des inégalités (3.5.3) et (3.5.4), inégalité (3.5.1) est vérifiée par tran-

sitivité. m

Lemme 3.5.2 Soient ¥, et Yo deux systémes d’attente M/G/1 avec rappels Bernoulli

eedback et des clients négatifs :
feedback et des clients négatif
si A < )\(2),(5(1) > 5@ et @(1) <4 6(2) alors {hg)} <4 {hg)},

ol

m m!

' +o0 ()\(i)u)m exp {—)\(i)u} , o
no :/ exp(—80u)s0d C(u), i=1,2, m>0.
0

Preuve. Supposons que AV < X2 51 > 5@ ¢t " <t a?.

La démarche & suivre est similaire & celle de lemme 3.5.1.

+00 +o0
(WY < (12} —= =S < 3 nP =78,

n!

[ele} 00 (1) n _ (1)
=) _ i/* (A ) eXp{ A “} exp{—§(1)u}(5(1)dG(1)(U),
n=m 0

+oo 100 (AWy)mexp § — AWy

n!

exp {—(5(1)u} sMdGM (u),

n=m

<

too F20 (A@Dy)rexp { APy

, exp{~67u} 6PAGO (W) =Ty (355)
mn:

n=m

Pour prouwver l'inégalité numérique (3.5.5), on considére la fonction suivant :

X ()" exp {—Au}
n!

gm(u, A, 0) = exp {—du}d. (3.5.6)

n=m

La dérivée par rapport a § s’écrit comme suit :

Ogm(u, A, 0) - f ()" (exp{—2X\u}) (1 —ud), u e R, XA >0,

06 = n!
= > [g1(u)ga(u)],
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3.5. Inégalités préliminaires

)\ n
telle que, g1(u) = (Aw) (exp{—2A\u}), est une fonction positive pour tout u € R*. Pour
n!

Ogm(u; A, 0 , : ,
que % satisfait la condition 6V > 6@ il faut que g2(u) = (1 — ud) soit négative:
1 —ud <0.

OGm (u, A, 0)

1
Donc, la fonction est décroissante pour tout § € {—, +oo[ , tel que u €
U

06
n . . =) =)
0, m , et comme g, (u, A, 0) est une fonction croissante enu et G~ <4 G, alors

a l'aide du Théoréeme 2.2.1, donné dans le Chapitre 2, linégalité suivante est vérifiée :

+oo ) 400 —(2)
/ gm (1, A MG (u) g/ gm (1, A MG (u). (3.5.7)
0 0

D’autre part, puisque la fonction g, (u, A,d) est monotone par rapport a X et § et que

2D < )\(2)7 ) > 5(2)’ on a

oo ~(2) e 2) £(2)y 7~
/ gm (1, A MG (u) §/ gm (1, A3 5 dG (u). (3.5.8)
0 0

Par conséquent, des inégalités (3.5.5) et (3.5.7), inégalité (3.5.8) est vérifiée par tran-

sitivité. m

Lemme 3.5.3 Soient ¥, et ¥y deux systéemes d’attente M/G/1 avec rappels Bernoulli

feedback et clients négatifs,
si A <A 51 > 60 ep G <, GP alors {kD} <, {KP}.
Preuve. Par définition de I'ordre convexe <, on a :
1 2 =) X 7.(D) o =2 _ 7
EY < Y=k =)k <) k=

0o +oo +oo (A(Dy)¢ —\®
— /+ Z Z ( U) GXZ{ U} exp {—(5(1)14} dG(l)(u)7

n=m {=n

/+Oo too +oo ()\(2 )u)é GXZ{_/\(Q)U} exp {_(5(2)u} dG(2)(U)7

nmﬁn
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3.5. Inégalités préliminaires

+o0 10
— > Falu, AV, 60 dGW (u)
0 n=m
+o0 190
g/‘ > fulu, A 5N dG) (w), (3.5.9)
0 n=m
avec
o +00 ()\(Z)u)é exp { A(z)u} o
fulu, @ 60) = Z 7 exp {—5 u} : (3.5.10)
{=n
La fonction f,,(u, A, d) est croissantes par rapport & A et 4, alors la fonction définie par :
+oo
fn(u, X, 0) = Z fu(u, A\, 0) Pest aussi. D’autre part, on a

2 fn (1 <= u)"? w1
0 fma(u;)\, o) _ Z {)\2 E;‘ _) 2 exp{—(A+ d)u} — 2A(A + ) E;\L _) 0 exp{—(A + J)u}

n=m

+()\+5)2<)\TLL!)71 exp{—(A—i—(S)u} , n>2

+o0 _ _
)\u)n 2 ()\u)n 1
= —(A+0 v( —2X\+6 5.11
Y el e (Ve 20t @5y
)\ n
e ItGD > 0> 2
n!
-
On cherche la monotonie de la fonction W
Pour Au > 1, on a
on a
()™ > (Mu)" 2, Vn > 2,
(3.5.12)
)" > ()%, Vo >2.
De plus,
1 1 1
> = n>2 (3.5.13)

(n—2)! ~ (n—1!" nl

En utilisant les inégalités (3.5.12), on trouve que :

27 (u oo w2 w2 w2
TInlt:20) 3 expl-(+u) ()\2 Ez 2 i — 2 AO+) 8 ) A+ o) L) ) ,
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3.5. Inégalités préliminaires

on utilisant (3.5.13), on obtient :

02 Fon(u, A, 6) = wo (A2 2XA+0) (A +6)?
o > Z exp{— (A + d)u}(\u)" 2 (m S e
S gy At
> 8y S exp(—(h+ d)u).
D’ou
02 frn(u, X, 0
Mzo7 V)\ZO,(SZO-
ou?
pour Au < 1, on trouve :
)\un_1> )\'Uzn, vnzlv
() () (3.5.14)
()" > ()", Vn > 1.
Avec un raisonnement analogue, on obtient :
Flnlt: 1,8) , 5 f Q) e {— (A4 d)u} > 0
ou? - = P -
Par conséquent, f,,(u,\,d) est croissante et convexe par rapport & la variable u.
D’aprés le Théoréme 2.2.4, voir le Chapitre 2, on obtient 'inégalité suivante :
+oo +oo
Fon(, A 60 dGW (1) < Fon(, A 60 dG® (1), (3.5.15)
0 0

Et on obtient, grace & la monotonie de la fonction f,,(u, A, d) par rapport a A et d, le

résultat suivant :

+o0o +o0o
Fon (u, XD 6N dG® () < Fon(u, A 6N dG® (w). (3.5.16)
0 0

Finalement, l'inégalité (3.5.9) est vérifiée par transitivité des inégalités (3.5.15) et

(3.5.16). m

Lemme 3.5.4 Soient ¥, et Yo deux systémes d’attente M/G/1 avec rappels Bernoulli

feedback et clients négatifs,

si A < )\(2), s > 52 ¢t 5(1) <, 6(2) alors {hg)} <, {hg)}.
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3.5. Inégalités préliminaires

Preuve. Par définition de 'ordre convexe <, on a :
1 2 =1 = —(1) — () T
(A < {n@P} =h,, :Zhn <Y h, =

+oo +°0 +oo (AWy) exp § —AWy
PN / » E!{ }

exp {—5(1)u} sdc" (u),

n=m {=n

/+oo foo oo )u)é GXZ{—,\@)U} exp {—(5(2)u} 5d§(2)(u),

nmﬁn

+oo +o0
<=>/ Zgn u, A, 50)aGM ()

+oo0 £
S/ Z gn(u, X 6@)dGP (u), (3.5.17)
0
avec { }
+00 ()\(i)u)Z exp 4 —ADy
i i @
Gn(u, NV 50 = ; 7 exp {—5 u} 0. (3.5.18)

La fonction g,,(u, A, d) est croissante par rapport a A et d, alors la fonction définie par :

Gn(u, A, 0) = Z gn(u, A, 0) Dest aussi. D’autre part, on a

n=m

829”18(+” 5 Z )\2 _ eXp{ (A + 8)u} — 20A(A + 0) 8“}”{; exp{—(\+ 8)u}
5+ 5)? (An)" exp{—(\ + 5)u] |
— Sexp{—(\ + O)u) 7;1 (v (Au _)7;; 2 A\ + ) 8“_)”1; (3.5.19)
+(A+0)? (A;Z!) ) .
on cherche la monotonie de la fonction W, méme raisonnement de lemme

3.4.3 on trouve

029, (u, X, 0)

L S e )

n=m
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3.5. Inégalités préliminaires

Par conséquent, g,,(u, A, d) est croissantes et convexe par rapport a la variable w.

D’aprées le Théoréme 2.2.4, voir le Chapitre 2, on obtient 'inégalité suivante :
e 1) <)y 70 e 1) 1)y, 773
/ g, (u, AV NG (u) < / G, (u, NV NG (u). (3.5.20)
0 0

Et grace a la monotonie de la fonction g,,(u, A, §) par rapport & A et 4, on trouve que

+o00 () +oo —2)
/ G, (u, AV 6NdG (u) < / G, (1, N2 6NdG (u). (3.5.21)
0 0

Finalement, l'inégalité (3.5.17) est vérifiée par transitivité des inégalités (3.5.20) et

(3.5.21) m

Lemme 3.5.5 Soient X et 3o deux systémes d’attente M/G/1 avec rappels Bernoulli

feedback et clients négatifs,
si A <A@ 50 > 53 o W <GP alors {k,(ﬁb)} <L {kfﬁ)}

Preuve. Pour prouver que l'inégalité {k:,(i)} <z {/{:7(3)} a lieu, il suffit d’établir

I'inégalité suivante, pour les fonctions génératrices correspondantes

EW(2) > k2 (2),

ce qui est équivalent & montrer que
GG + A0 (1 = 2)) > GP (P +AD(1 - 2)),
c’est-a- dire montrer I’équivalence suivante :

DY < LKD) = GOW 4 AD(1 - 2)) > GO P + AP (1 - 2)).  (3.5.22)
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Par définition, on a :

+oo
k(z) = Zk:mzm
=0

m)

IR e ()™
— Z:O/O (Au) exp {—Au} exp {—du} 2™dG(u)

IR (duz)™

-y QU2 exp (= (A +0) ) dGi(w)
7‘?;0 +o00

_ }:L; exp {—u[(A +6) — Az]} dG(u)

= /O+OO exp {—u(d + A1 — 2)}dG(u) = G(6 + A1 — 2)).

Pour prouver que l'inégalité {k;,(é)} <z {k:fﬁ)} a lieu, il suffit d’établir le résultat

suivant, pour les fonctions génératrices correspondantes :
kD (2) > kD (2).

m

De plus, on a

M <, G = GW(s) > GP(s), Vs> 0.

En particulier, pour s = 6% + A1 (1 — 2), on obtient
GOEW 4+ 201 = 2)) > G (W + XV (1 - 2)). (3.5.23)

Puisque toute transformée de Laplace est une fonction décroissante, les inégalités

A < X® et 6 > 5@ impliquent inégalité suivante :
GAW £ XD (1 = 2)) > G (5P + AP (1 - 2)). (3.5.24)
Par conséquent, 'inégalité (3.5.22) découle des inégalités (3.5.23) et (3.5.24). m

Lemme 3.5.6 Soient ¥, et Yo deux systémes d’attente M/G/1 avec rappels Bernoulli

feedback et des clients négatifs,

Si AW < /\(2), 6 > 52 ¢ @(1) <r 5(2) alors {h%)} <z, {hg)}.
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Preuve. Pour prouver que l'inégalité {hg)} <L {hg)} a lieu, il suffit d’établir

I'inégalité suivante, pour les fonctions génératrices correspondantes

hD(z) > h)(2),

ce qui est équivalent & montrer que
Y50 0w 7252 @
0G (0 + AV (1—=2)) >6G (67 + A(1 —=2)),
c’est-a- dire montrer I’équivalence suivante :
1) @ =V 50 40 =2 5@ @
{r)} <p {2} <= 6G (6 + AV (1 —2)) >6G (0¥ + AP (1-2)). (3.5.25)
Par définition on a :

+oo
h(z) = thzm
=0

—+00 +o0 w)™ o
= Z/O () exp{—Au} exp{—du} §2"dG(u)

m)

+oo +o0 ()\uz)m
- 57;)/0 m!

- 5/%0 exp {—(0 + M1 — 2)} dG(u) = §G(6 + A(1 — 2)).

exp{— (A +0)u} dG(u)

Pour prouver que l'inégalité {h,(ﬁ)} <z {hg)} a lieu, il suffit d’établir le résultat
suivant, pour les fonctions génératrices correspondantes

De plus, on a

_ _ =(1) =(2)
GV <, GP = 6G (5)>6G (s), Vs> 0.
En particulier pour s = oM 4+ )\(1)(1 — z), on obtient
=W 50 40 =@ 50 4 0
6G (6 + AV (1—2)) >0G (0" + A7 (1 = 2)). (3.5.26)

Puisque toute transformée de Laplace est une fonction décroissante, les inégalités

A < X® et 6 > 53 impliquent inégalité suivante :

=(2) =(2)
0G (0 + A1 = 2)) > 6G (6@ + AP - 2)). (3.5.27)
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3.5. Inégalités préliminaires

Par conséquent, 'inégalité (3.5.25) découle des inégalités (3.5.26) et (3.5.27). m

3.5.1 Monotonie de la chaine de Markov induite

Les probabilités de transition en un pas de la chaine de Markov induite pour le systéme

M/G/1 avec rappels Bernoulli feedback et clients négatifs sont données par la formule

suivante :
4
(1 — 50m) lem,l + (1 - Ql)km + (1 - 50m> thm,l + (1 - ez)hm, sin=0etm Z 0,
1-— 1
il el)k Wil ez)ho, sin>letm=n-—1,
A+ np A+ np
A A1 —6y) njubh
km n—1 m—n kmfn
p ] Atn A+ np A4 np
)\+nﬂ m—n+1 )\+TL mnl)\+n m—n
nud nu(l —0 .
/\f QMhm_n ’l;(_'_n Q)hm_nH, sin>letm>n—1,
0, sinon.
\
(3.5.28)
Avec

+oo —Au m
km = / Me_‘sudG(u), m=20,1,2,....
0 m!

+oo _—Au )™
hy, = / &67‘5“5[1 — G(u)]du) m = O’ 17 2,
0

m)!
+oo _—du m
_ / AW —susq Glu).
0

m)

et dpnest la fonction Delta de Kronecker, telle que
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3.5. Inégalités préliminaires

Soit I'opérateur de transition 7 de la chaine de Markov incluse. Pour chaque distrib-
ution p = (pn)n>0 , o1 associe une distribution 7, = ¢ = (g )m>0 telle que
qm = anpnrrr
n>0
Les deux Théoréemes suivants donnent la condition sous laquelle 'opérateur de transi-

tion 7, est monotone par rapport aux ordres stochastique et convexe

3.5.2 Monotonie de 'opérateur de transition

Théoréme 3.5.1 L’opérateur de transition T est monotone par rapport a l’ordre stochas-
tique. C’est-a dire, pour deux distributions quelconques p™V) et p?), linégalité p» <

p@ implique T pM <4 T p®?.

Preuve. Un opérateur est monotone par rapport a l’ordre stochastique si et seulement
si on a l'inégalité suivante:

Pnflm S pnmavnym; (3529)

1¢" cas:

On montre que
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3.5. Inégalités préliminaires

Sin=0etm>0,ona

an - (1 - 60m)91km—1 + (1 - Hl)km + (1 - 50777,)‘92hm—1 + (1 - 02)hm7

Pum = > pue=Y_ (1= 60)01ke— + (1= 01) + (1 — bo)02he—1 + (1 — 62)I]

>m >m

= Oikpr + (1 =00k + O03hpq + (1 — 02)hp,
= Okt + (1= 01k + O2hy 1+ (1 — 09)hyy,
= Orkmo1+ 01k + by — 01k + O2h 1 4 Ok, + By — O2h,
= Orkm1+ 01k + by — 01k + 02k 1 + Ok, + By — O2h,

= Qlkm—l + ];:m + ‘92hm—1 + Bm
Avec un raisonnement analogue, on trouve

pnflm = anflf = elkmfl + ]%m + 02hm71 + Bm (3530)
>m

Finalement, on trouve

?nm_Pn—lmZO)
2mcas:n>1 et m=n—1,ona

_npt =), e —0),

an - Y
A4 np 0 A4 np 0
et
. ny(1 — 61) nu(1 — 0s)
an = ———"k ———h )
A+ np ot A4n 0
— (= Dp(=0),  (n—1)p(1—6y)
Pn—lm = 0 hO'
A+ (n—1)p A+ (n—1)u
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3.5. Inégalités préliminaires

D’ou
= = np (n—Dp ]
Pom — Pp_tm = - 1—0))k
' {Aﬂw N+ (n ) T Ok
ny (n—Dp ]
- 1—05)h
{Aﬁw A+ (n—1)p S

e+ =Dp) = (n = DA +np)p]
{ A+ )M+ (n = Dp) ](1 01)ko
npA+ (n—Dp) — (n—1)(A+nu)u -
{ A+ np) A+ (n—1)p) ](1 02)ho
_ [n)\li‘f‘n,u?(n—l) (”_1)/\,“—71(71—1)#}
A+ nu)( A+ (n—1)p)
N [n)\u—knu (n—1)— (n—l)/\u—n (n— 1)p2
A +np)A+ (n—=1)p
_ {n)\u‘f'nQu?_n,u —n)\u—i—/\,u—nlu _f_nu} L 6k,
A+ np)(A+ (n— 1)) 1
n>\u+n2,u2_nlu2_n>\u—l—)\,u—nu +np -
i [ A+ nu) A+ (n—1)p) ] (L —02)ho
_ Ap(l —6,) Au(1 — 65)
M)A+ (=D )ko—i_(/\—i—nu)(/\—l—(n—l)u) 0> 0.

(1 —09)h

(1 91)
(

%

3mcas:n>1, m>n—1

avec,

nm )\ + n m—n—1 )\ + n m—n )\ + n m—n /\ + n m—n—+1
)\(92 )\(1 — 92) nu@z nu(l — 92)
—hm—n—l —hm—n hm—n N . m-—m+1
A+ np A+ np A+ np A+ np
= )\01 = )\(1 — 91) = n,u91 = n,u(l — 01) =
an = nl — kmfnf —kmfn —kmfn N _ hm-n
;pe A+ np L A+ np +)\—|—nu A4 np i
ANy — A1 —0y)— 0y — 1—05)—
2 h/mfnfl + uhmfn nA m—n Mh’mfrwrl
A4 np A+ np A4 np A+ np
A0 - A1 —=06,)- 0, - 1—064)-
- ! [km—n—l + km—n} + M m—n AL km—n M m—n—+1
A+ np A+ np A+ np A+ np
)\92 - /\(]. — ‘92)— n,u92 - nu(l — 02)—
hmfnf hmfn N, 'm-—n hmfn N . "'m-n
)\—l—n,u[ L ]+ A+ np +)\—|—n,u A+ np i
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3.5. Inégalités préliminaires

En suite
A iejw frn—n-1 + ni(i_nz%m"“ * AATL:? For—n
- %km_”_l %;Zl)%m‘”* ! A;:L—n:zl [Fm—n + Fm—nt1]
A j—ejw fon—n-1 %_n;;mﬁm"“ )\)\—:_—% [ —
_ %km_n_l + )‘/\++—%km_n + kppng1 + %hm_n_l + )‘)\tr—%hm_n S
D’ou,
P = ;i iew kmn1+);\i7;’; 6 Ko —n+Fm—ni1+ : igjw hmn1+—)‘)\++n: 52 Pm—n+Pom—ns.
(3.5.31)
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et
_ _ A\, A+ npby =
an - Pn— m = m—n— —km—n km—n
! A+ nu Lt A+ np + i
\ + (n _ 1) [ m—n \ + (n _ 1) [ m—n-+1 m—n-+2
A0y A+ npbdy -
hm—n— —hm—n hm—n
+)\ +np L A+ np + i
\ + (TL _ 1) [ m—n A + (n _ 1) 1 m—n-+1 m—n-+2
M0y A+ npbd, 7
= —km—n— —km—n km—n km—n
Nt np 1+ N+ + +1+ +2
D R e s
\ + (TL _ 1) [ m—n \ + (n _ 1) [ m—n-+1 m—n-+2
A0y A+ npbdy T
hm—n— —hm—n hm—n hm—n
Nt np 1+ Nt g + +1+ +2
\ + (n _ 1) [ m—n \ + (n _ 1) 1 m—n-+1 m—n-+2
. )\91 A+ nu91 B )\91 L
T A+ ! A A+n—=1pu] ™"
(n—Dp(l —61)
km n
* [ A+ (n—1)p i
PV [)\ + nuby Aby ]
hm n—1 T - hm*n
A+n Anp A+(n—1)p
(n — 1 1 — 92
A+ (n—1)u fon—nt1;
Finalement,
= — )\91 (7’L - 1)#(1 — 91):|
an - Pn— m —km—n— + km—n
' A+ np ' { At (n—1)p o

{)\2(1 —01) + Mu(n—1)+n(n — 1),u291} .
(A +np) A+ (n = 1) ) m
N\ (n —p(l —0)
D) + nuhm_n_l [ +(n—=1)u } mont
[)\2(1 —0y) + Au(n—1) +n(n—1)u 2(92
Ot O F (0= 1)

Ainsi, I'inégalité (3.5.29) est vérifiée pour tout n et m.

En conclusion, 'opérateur T est monotone par rapport a 'ordre 7 <, 7. m
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Théoréme 3.5.2 L’opérateur de transition T est monotone, par rapport a l’ordre convezxe.
C’est-a-dire, pour deux distributions quelconque p™) et p@ . Uinégalité pt <, p? implique

la suivante: TpM) <, Tp®.

Preuve. L’opérateur est monotone par rapport a I’ordre convexe si et seulement si :

2P < Prtm + Pt ims Yn, m, (3.5.32)
ou,
—+00
= = )\91 = )\(1 — 91): nu@l = 7”L,LL(1 — 01)2
an = Pn = km—n— —km—n km—n —km—n
mzze o A4 np Lt A4 np +)\+nu A4 np i
)\Qg = )\(1 — 92): i TL/JQQ = TL/,L(l — 02):
)\ i n m—n—1 )\ + nyL m—n )\ i n m—n )\ + nyL m—n+1
. )\91 — = )\(1 — 91) + nu@lz nu(l — 91) = —
- \ + n |:k:m—n—1 + km—n] + A + nu km—n + \ + n [km—n - km—n]
)\02 — = )\(]_ — 02) + nu92= TLM(]_ — 02) = -
\ i ny |:h/mfn71 + hmfn] + \ + n hmfn + W [hmfn - hmfn:|
- )\(91 E I /\91 + )\(1 — 91) + TL/Jﬂl + n,u(l — 91) z _ n,u(l — 91)E
- )\ + n m—n—1 )\ + n m—n )\ + ny m—n
)\82 E 4 /\92 + )\(1 — 92) + n/wg + n,u(l — 02) ﬁ . TL,U,(l — 92)5
)\ + n m—n—1 )\ + n m—n )\ + n m—n
. )\61 - n,u(l — 61)— = )\92 - nu(l — 92)— =
- )\ + n kmfnfl - )\ + ni kmfn + kmfn + )\ + n hmfnfl - )\ + ny hmfn + hmfna
= A0, — (n—1)p(l—60,)— =
n—1lm — N . 7 1N ‘vm-n — km—n + km—n
" A (n—1)p A (n—1)p o o
)\02 - (n — 1)#(1 — 92)— =
—hmfn - hmfn hmfn
+)\—|—(n—1)u A+ (n—1p t i
— Ny (n+ D)p(1—6,)- —
Pn m N /-, 4N vm—m—-2 T km—n— + km—n—
o A+ D ™" N+ (n+ Dp ' '

My (n 4+ Dp(l —0s) - =
—hm—n— - hm—n— hm—n—
Py 2 A+ (n+1)p vt !
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et
Proin+ Pon =8P = 1R, - UL R
B )ii%ugmnl %;jl)%mn a 2zmin
Ny - =
ey A o 1<) - >62)h’“ e
En suite
= T + ﬁ_m‘” B (nA_+1(n — Dy Fm n = Fm]
+ [Em,n,l  Fopm + Z,H} ﬁ Fnns + Emn1]
_ (n)\++12:;(i 1—) 51) it + Fomon] — % .
- fienlﬂ [Bm—n—1+ Km—n] + %;jl)%m_n
ot + ﬁ_m” B (n)\_-Fl(n —1u [_m n = b
+ [Em_n_l T T+ ﬁm_n} % [ —
_ (n)\++127/;b(i 1-) 22) st + Fomn] — R
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Finalement, on obtient

Pn— m Pn m 2an = —km—n—
1m T £t 2+ O+ (n—1)5)

A+ (n+1)p
+ [ N2(1=61) + (n = 6) A+ n(n + 1)M291] k
I A+ nu) A+ (n+1) p) m

. 2p ]E )
(At A+ (=1 p) A+ (n+1Dp) | ™"
N A0; h N (n—1) pu(l —03)
A+ Dp " A (n=T)p) "
[P0 0) + (1= 0)\ps -+ 1)u292} h
SIS CER v
+ 2 }Em_nzo.
LA +np) A+ (n=1)p) A+ (n+1)p)

m—n—1

Donc

?n—lm _’_?n-i-lm - 2§nm Z 07 vn Z 07m Z n— 1.

Alors, 'opérateur de transition 7 est monotone par rapport & 'ordre convexe. ®
Maintenant, on considére ¥; et ¥; deux modeles d’attentes M/G/1 avec rappels

Bernoulli feedback et clients négatifs ayant les paramétres suivants : )\(1), ), le), 051),

s, GO et A® 4@ 9P 9P 5@ GO respectivement. Notons par 71, 73 les
opérateurs de transition associés aux chaines de Markov induite de chaque systéeme.
Les deux théorémes suivants donnent les conditions de comparabilité de ces opérateurs

par rapport aux ordres partiels : stochastique et convexe.

Théoréme 3.5.3 Si AD < \@ 0 > ;@ o) < @ gl < ¢& 50 > 52 ¢

GO (u) <4 GP(u) alors 7V <, 73| c’est-a-dire pour une distribution quelconque p, on

a7Wp <, 7.

Preuve. D’aprés le Théoréme 2.4.2, nous devons vérifier les inégalités suivantes pour
I’ordre stochastique,

VOo<n<m. (3.5.33)
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3.5. Inégalités préliminaires

Ce qui revient a montrer :

1 1
AV o (=6 ) L
/\(1) + nu(l) m—n—1 /\(1) T TL/J,(l) m—n m—n
A0 oy -6 ) + W
1) 1) m-n-l (1) 1 m—n m—n
AW+ np® A @)
2 2
o A e @0 -07) 0 2o
T @ ppu@ T \@ ) T e
AP @ (1 — @ _
X e e U8 e (3.5.34)

A® 4 np@

D’apres le Lemme 3.5.1, on a :

{EWY < (KD}, Ym>o. (3.5.35)
D’autre part,
D@ HOREC)
s (1) (2) (1) (2)
si AV <A et 't > p'® alors o) < e) ou @ > @ (3.5.36)

En outre, du fait que la fonction z — est croissante par rapport a z, I'inégalité

suivante a lieu :

A A2
< (3.5.37)
AD Lonp® 7A@ 4@
De plus, 9&1) < 952) et 951) < 9&2), donc
1)) 2)p2 1)) (2)p(2)
IA o1 < j o1 et IA 2 < j b2 : (3.5.38)
AW L np@® 7A@ 4@ AW L np@® =A@ 4@
De méme, la fonction : n est croissante alors :
x
(1) ©)
e e (3.5.39)

>
A Lop® 7A@ @)

De plus,

051) < 952) et 051) < 052) implique que (1 — 931)) > <1 — 09) et <1 — 05”) > (1 — 09) ,
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donc
nu) (1 _ 9§1)> < e (1 _ 9§2>) e <1 _ géU) < nu® <1 _ 9g2))
A foppm o~ A3 4@ A foppm ~ A3 4 nu®
(3.5.40)
Des inégalités (3.5.38), (3.5.40) et (3.5.35) on obtient :
_) AW (1 — oM _
Prm = ik, "“(l)( L) g (3.5.41)
AY +np®) A+ np®)
1
M0 =6 g0
)\(1) + n,u(l) m—n—1 )\(1) + n,u(l) m—n m—n
_ )\(2)9g2) ) B nu® (1 — 952))]{(1) . E(l)
T A pgu@ T \B ) T T
N >\(2)9g2) ) B np® (1 — 9&2)) N E(l)
)\(2) + TL,U(Q) m—n—1 )\(2) + nu@) m—n m—n
_ A ) A2 (1 - 6) )
PASUNEPNE) meneh @ np® "
)\(2)9§2) —) )\(2)(1 _ 952))_(1)

PASUNEPNE) e @ np® "

nu 05—y (1 - 65) )
)\(2) + n[,[/(z) m—n A(2) + nﬂ/(2) m—n+1
nu®08) —ay (1 - 952))5(1> 52

)\(2) + Tl,LL(2) m—n )\(2) + Tl,LL(Q) m—n-+1 S an

_|_

_|_

Par conséquent, si G (u) <, G@(u) alors I'inégalité (3.5.33) est vérifice. m

Théoréme 3.5.4 i \V < \@ O > ;@) (951) < 952), «951) < 9&2), dM > 5@ o

GO (u) <, GA(u) alors ™ <, 73| c’est-a-dire que pour une distribution quelconque p

ona TWp <, 7@p.

Preuve. D’aprés le Théoréme 2.4.2; nous devons vérifier les inégalités suivantes pour

I’ordre convexe,
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3.6. Inégalités stochastiques des distributions stationnaires du nombre de clients dans le

systéme
C’est-a-dire :
A(l)egl) _(1) n/l(l)(]_ _ egl))_(l) :(1)
6 m—n—1 " ") K—n + K
AW+ nu® AW 4 M
)‘(1)951) —(1) nu(l)(l — 031))_(1) =(1)
+/\(1) + (1) m—n—1 " )\(1) (1) m—n + hm—n
nuy +np
)‘(2)99 —(2) nu(z)(l - (9§2))_(2) =(2)
S k'mfnfl - kmfn -+ kmfn
A@ 4@ A § @)
A@p@ @ (1 — g@_ —2)
g 1 W(z)( 2 )7 R (3.5.42)
A+ nu®@ PAEEC)
En effet, d’apres le Lemme 3.5.3, on a :
(KDY <, (k@1 Vm > 0. (3.5.43)

D’apres les inégalités (3.5.37) et (3.5.40), on obtient le résultat final suivant :

AV npt (1 — 99%(1) 7V
(1)— m—n—1 " 1) m—n + m—n
AV o (1 -0 L0
(1) 1 m—n—1 (1) 1 m—n m—n
2D 1) AD )
MO e @ 0%) ) 2O
)\(2) ‘I’ nlu(2) m—n—1 )\(2) + ’]’L/J,(2) m—n m—-n"*
N A0 o) a1 - 6) ) L7
)\(2) + n,u(2) m—n—1 )\(2) + TLI[L(Z) m—n m—mn"

D’ou l'operateur 7 est monotone par rapport a l'ordre convexe. m

3.6 Inégalités stochastiques des distributions station-
naires du nombre de clients dans le systéme

Les deux Théoréemes suivants donnent les conditions de comparabilité des distributions
stationnaires du nombre de clients, pour deux systémes de files d’attente M/G/1 avec rap-
pels Bernoulli feedback et clients négatifs, par rapport aux ordres partiels : stochastique

et convexe.
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3.6. Inégalités stochastiques des distributions stationnaires du nombre de clients dans le
systéme

Théoréme 3.6.1 On considére ¥, 3y deux systémes de files d’attente M/G/1 avec rap-
pels Bernoulli feedback et clients négatifs, ayant les paramétres NV, ), 951),021), 5
GO et AO 0 651),(9&1), W GO respectivement, et soient ﬂgl), 7r§2), les distributions
stationnaires du nombre de clients dans chaque systéme, alors si les inégalités suivantes
lieu

AW <A > @ g < 0P 0 <0 et GO <, GO

on a aussi L inégalités suivante sur la distribution stationnaire

{Wﬁl)} <w {WZ@)}, ot w=st (ou v).

Preuve. D’aprés le Théoréme 3.5.4, si A < A3, 1) > ;@ gl < 9@ gb) < (2
et G <, G@ implique 7V <, 7?), ¢’est-a-dire, pour une distribution quelconque p on
a I'inégalité suivante :

Wy <, 7@, (3.6.1)

Par hypothése, on a G? <,, G® alors d’aprés le Théoréme 3.5.2 (resp. le Théoréme
3.5.4), Vopérateur 7 associé & la chaine de Markov incluse, du deuxiéme systéme, est

monotone. C’est-a-dire, pour deux distributions quelconques pg ), p2 ) telle que p( ) <w

ps,

on a

r@p® <, 7@p. (3.6.2)
Cependant, de 'inégalité (3.6.1), on obtient
TWpM) <, 7@ pM), (3.6.3)

Il existe une probabilité p(1 ) telle qu’on ait 'inégalité suivante

FOp0) < 7)) (3.6.4)
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3.6. Inégalités stochastiques des distributions stationnaires du nombre de clients dans le
systéme

En combinant les inégalités (3.6.3) et (3.6.4), on obtient le résultat suivant
A0 < ) (3.6.5)

pour deux distributions quelconques p», p().

L’inégalité (3.6.5), peut étre réécrite de la maniére suivante

rOp! = Pz =i) = P(z" =)

< WP(ZP =i)= Pz} = i) = 7®p{?,
quand [ — oo, on a {7@(1)} <w {WZ(Q)} ,pour i € N. m

Théoréme 3.6.2 Si pour le modéle M/G/1 avec rappels Bernoulli feedback et clients né-
gatifs, la distribution de temps de service est NBUE (New Better than Used Expectation),
(respectivement NWUE-New Worse than Used in Expectation), alors la distribution sta-
tionnaire du nombre de clients dans ce systéme est inférieure (respectivement supérieure),
par rapport & l'ordre convexe, a la distribution stationnaire du nombre de clients dans le

systéme M/M/1 avec rappels Bernoulli feedback et clients négatifs.

Preuve. Considérons un systéme de files d’attente M/M/1 avec rappels Bernoulli
feedback et clients négatifs, du serveur avec les mémes parameétres : taux d’arrivée A,
taux de rappels p, la probabilité de rejoindre ’orbite 6, temps moyen de service 3, que le
systéeme M/G/1 avec rappels Bernoulli feedback et clients négatifs, mais avec un temps
de service exponentiellement distribué avec des taux 6 = i

1—e B, si u >0,
G*(u) = (3.6.6)

0, si u < 0.

D’apreés la proposition 2.4.1, si G(u) est NBUE (respectivement NWUE), alors

G(u) <, G*(u). (3.6.7)

60



3.7. Application numérique

Et comme G <, G? alors d’aprés le Théoréme 3.6.1, on déduit que la distribution
stationnaire du nombre de clients dans le systéme M/M/1 avec rappels Bernoulli feedback
et clients négatifs, est inférieure (respectivement supérieure) a la distribution stationnaire
du nombre de clients dans le systéme M/M/1 avec rappels Bernoulli feedback et clients

négatifs. m

3.7 Application numérique

Dans le but de donnée un sens pratique et d’illustrer ’applicabilité des résultats obtenu
dans la section précédent, nous avons opté pour la technique de simulation & événement
discrets. En effet, nous avons élaboré un simulateur, sous environnement Matlab, basé sur
la simulation a événements discrets, qui reproduira le comportement du modele d’attente
M/G/1 avec rappels Bernoulli feedback et clients négatifs, afin d’estimer ses probabilités
stationnaires afin de réaliser la comparaison du Théoréme 3.6.2 . Pour cela, on a choisi
une loi de probabilité¢ de type NBUE (une distribution d’Erlang d’ordre k notée Ej(\))
et une autre de type NWUE (une distribution gamma de parameétres a et b notée I'(a, b)
avec 0 < a < 1) pour les temps de service.

De plus, afin d’analyser I'influence de taux d’arrivées des clients négatifs §, sur la
comparaison en question, et ce la dans le but d’avoir une tendance générale des résultats,
nous avons fixé le taux des arrivées des clients positifs A = 0.5, la probabilité de quitter le
systéme 0, = 0.4, le client Interrompu rejoindre 'orbite 65 = 0.6 et nous avons considéré
trois situations de variations de ¢. Pour un temps de simulation t,,,, = 200 unités de
temps et n = 30 (nombre de réplication). Prenant en considération les différentes lois

citées dans le tableau suivant :
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3.7. Application numérique

& N Ng
Loi E,{0.4) 0.1 | 364714 | 35.6905
NBUE 0.2 | 34.1880 | 33.4765
0.4 | 28.5069 27.9250
Loi exp | EXP {0.2) | 0.1 | 35.0514 | 34.3619
0.2 | 30.7560 | 30.1288
04 | 23.7252 23.3224
Loi r{0.5, 10) | 0.1 | 33.6244 | 32.8351
NWUE 0.2 | 28.4042 27.6962
0.4 | 18.6257 18.1475

Table : Différentes situations prises en considération lors de simulation

Et les graphes suivants représentent les trois situations de comparaison

Figure 3.1. Nombre de clients dans le systéeme.
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3.7. Application numérique

Figure 3.2. Nombre de clients dans le systeme.

—E,04
T ExpD)
—— {510}

Figure 3.3. Nombre de clients dans le systéme.

e Les bornes stochastiques données dans le Théoréme 3.5.2, dépondent de taux d’arrivées

des clients négatifs § (voir les Figure 3.1, 3.2 et 3.3).
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3.8. Conclusion

-D’apres les Figures, on remarque que :

e Si le taux d’arrivées des clients négatifs est assez petite alors le systeme M/G/1
avec rappels Bernoulli feedback et clients négatifs se comporte de la méme maniére qu’un
systéme M/M/1 avec rappels Bernoulli feedback et clients négatifs (voir la Figures 3.1).

e Si le taux d’arrivées des clients négatifs ¢ assez grande alors les caractéristiques du
systéeme M/G/1 avec rappels Bernoulli feedback et clients négatifs s’éloignent de celles du
systéme M/M/1 avec rappels Bernoulli feedback et clients négatifs (voir les Figures 3.2
et 3.3).

e Des que le taux d’arrivées des clients négatifs 0 augmente dans le systéme alors le
nombre moyen de clients positifs dans le systéme N et le nombre moyen de clients positifs
dans l'orbite N, diminue.

D’une maniére générale, les résultats théoriques obtenus dans le Théoreme 3.5.2; sont
confirmés par les résultats de simulation (une bonne concordance entre les résultats ana-
lytiques et ceux issus de la simulation). De plus, si le taux d’arrivées des clients négatifs §
sont faibles alors les bornes stochastiques en question sont une bonne approximation pour
les probabilités stationnaires du modéle considéré dans notre étude et ce quelque soit la
distribution des temps de service (NBUE ou NWUE). Par conséquent, les performances
d’un tel systéme (nombre moyen de clients dans le systéme, le temps d’attente moyen,...)
peuvent étre estimés par celles du systéeme M/M/1 avec rappels Bernoulli feedback et

clients négatifs.

3.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons trouvé des conditions, sur les paramétres des deux systemes,
sous lesquelles les probabilités du nombre de clients arrivant durant le service d’'un client

dans deux systeémes d’attente M/G/1 avec rappels Bernoulli feedback et clients négatifs,
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3.9. Cas particulier : § = 0 (sans clients négatifs)

et on a montré la monotonie de I'opérateur de transition de la chaine Markov induite par
rapport aux ordres stochastique et convexe. De plus nous avons obtenu que la distribution
stationnaire du nombre de clients dans un systéeme M/G/1 avec rappels Bernoulli feedback
et clients négatifs, du serveur soit majorée (respectivement minorée) par la distribution
stationnaire du nombre de clients dans un systéme M/M/1 avec rappels Bernoulli feed-
back et clients négatifs si la distribution de temps de service est NBUE (respectivement

NWUE).

3.9 Cas particulier : § =0 (sans clients négatifs)

Dans ce travail, nous considérons § = 0 et on a abouties a le travail de Boualem et al [33],
et on a fait I’étude sur des inégalités stochastiques pour le modele d’attente M/G/1 avec
rappels et Bernoulli feedback.

Les systémes d’attente avec rappels et Bernoulli feedback. Ce type de systémes différe
des systéemes classiques par l'existence de deux parameétres supplémentaires : rappels
et feedback. La notion de feedback introduite en général pour exploiter des situations
d’attente ou tous les clients demandent le principal service et seulement quelques uns

parmi eux ont besoin de demander un autre service.

3.10 Description du modéle

Considérons un systéme de files d’attente M/G/1 avec rappels et Bernoulli feedback. Les
clients primaires arrivent de I’extérieur au systeme selon un processus de Poisson de taux
A > 0. Larrivée d’un client regoit un serveur immédiat si le serveur est inactif, sinon il
quitte la zone du service pour rejoindre un groupe de clients bloqués appelé orbite. Apres

un certain temps aléatoire, il renouvelle sa tentative d’entrer en service, jusqu’a ce qu’il
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3.10. Description du modéle

le trouve disponible. Apreés que le client est complétement servi, le client doit décider,
soit de rejoindre 1'orbite pour un autre service avec une probabilité ¢; (0 < 6; < 1) ou
de quitter le systéme définitivement avec une probabilité complémentaire f; = (1 — 6;).
Les intervalles de temps inter-rappels suivent une distribution exponentielle de taux npu
(n € N) Comme cette politique de rappel dépend du nombre de clients dans 'orbite, on
I’appelle politique de rappel classique. La durée de service est de loi générale, de fonction
de distribution G(z), de transformée de Laplace G/(s) et des deux premiers moments finis
pet B, respectivement. Toutes les variables aléatoires introduites sont mutuellement
indépendantes.

L’état du systéeme a l'instant ¢ peut étre décrit par le processus
X(t) = (C(t), No(t), (1), t >0),

ou C(t) est la fonction de l'indicateur de 'état du serveur : C(t) est égal a 0 ou 1
selon que le serveur est libre ou occupé a l'instant ¢.
N,(t) : le nombre de clients en orbite a l'instant ¢.

Si C(t) = 1, ((t) représente le temps de service écoulé du client en service a I'instant

Le schéma général d’un tel systéme d’attente est donné par la Figure 3.4

Orbite
B
Rappels
18,
»  Serveur >
Arrivées Départs

Figure 3.4. Schéma d’un Systéme M/G/1 avec rappels et Bernoulli feedback.
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3.11. Chaine de Markov induite

3.11 Chaine de Markov induite

Soit {t,, n € N} une suite d’instants de la fin d’un service. La suite de variables aléa-
toires Y,, = {¢, = N,o(t,}); n € N} forme une chaine de Markov induite, dont 1’équation
fondamentale est :
Unt1 = Qn — Og,, + D1 + 1, (3.11.1)
ou,
o A, .1 : représente le nombre de clients qui arrivent pendant un temps de service qui
se termine a l'instant ¢, ;. Sa distribution est donnée par :

+o0 )™
km = P(Api1 =m) = / %e‘A“dG(u), m >0, (3.11.2)
0 .

avec la fonction génératrice

K(z) = kp2™ = /0 m e MO AG (W) = GAL —u)),  m >0,

® 0, est la variable de Bernoulli définie par :

1, si le (n + 1)°™¢ client provient de l’orbite,

qn —
0, sinon.

La distribution de d,, dans le cas des rappels classiques est donné par Boualem et al.

[31] :
P, = 1/gy = k) = — 1 P(5,, =0/, = k) = . (3.11.3)
A+ Ep A Ep
e La variable aléatoire 1 est définie par :
B 1, si le client servi décide de rejoindre 'orbite,
" 0, si le client servi décide de quitter le systéme.

En outre,
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3.12. Inégalités préliminaires

Théoréme 3.11.1 La chaine de Markov induite {q,, n > 1} est ergodique si et seulement

st p=A3;+6; <1

Preuve. voir (Boualem et al [32]). m

3.12 Inégalités préliminaires

Les lemmes suivants donnent les conditions, sur les parametres des deux systémes, sous
lesquelles les probabilités du nombre de clients arrivant durant le service d’un client dans
deux systémes d’attente M/G/1 avec rappels et Bernoulli feedback {k;ffl), 1=1,2 etmeN }
sont comparables suivant les ordres partiels : stochastique, convexe et en transformée de

Laplace.

Lemme 3.12.1 Soient ¥ et ¥y deux systémes d’attente M/G/1 avec rappels et Bernoulli
feedback,

si AV <A et ¢ <, GP alors {kPD} <y {KP},
ou,

) 400 (@), \m
KD = P(X =m) :/ (G

0 m!

exp {—/\(i)u} dGD(w), i=1,2, m>0.

Preuve. Supposons que A < A2 et g <4 G?

Par définition de [’ordre stochastique <, on a pour une loi discréte, les équivalences

sutvantes :
-1 +o0 +o0 —(o
(0} <o {2} = B =D < =)
= Z/ ( 'u) exp{—/\(l)u} dGWY (u),
“— Jo n!

0o £00 (1), \n
= /+ Z (D) exp {—A(l)u} dGM (u),
0

n!

n=m
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3.12. Inégalités préliminaires

400 t00 ()\(Z)U)n

< /0 Z T exp {—)\(2)u} dG? (u). (3.12.1)

n=m

Pour prouwver l'inégalité numérique (3.12.1), on considére la fonction

+o0

-y

n=m

’IL

exp{ Au} . (3.12.2)

En prenant sa dérivée par rapport a u, on obtient l’expression positive suivante :

W = Z {)\Eiu—)nl) exp{—Au} — )\(/\ )n exp{— )\u}]

2“) el Au}) 2(%?” exp{—)\u})

- ()\ exp{—Au}> —~ g (A(A:!)n exp{—Au})
)

Il
/_\
>~
/\A

(( “ m) exp {—Au}
%exp{—)\u} >0, VYu>0.

donc f(u, \) est une fonction croissante en u.

La dérivée par rapport a \ :

(Au)"
n

Ofm(u, ) *i{ (Au)"‘lep{ b —

B Yt —1)!
u)"”

_ io (uEn >eXp{ Au})—uZ(

exp{—)\u}}

n=m

" exp{— )\u})

n=m+1
)™ 1
—I—uﬁ exp{—Au}
m—1
u% exp{—Au} >0, Yu>0.

On remarque que la dérivée est positive pour toutes les valeurs positives que peut pren-
dre le paramétre \. Alors, la fonction f,,(u,\) est croissante par rapport auz valeurs du

paramétre \.
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3.12. Inégalités préliminaires

Comme f,,(u,\) est une fonction croissante en u et G <, GO alors a laide du
théoréeme 2.2.1, donné dans le chapitre 2, ['inéqgalité suivante est vérifiée :
—+00 “+oo
Fon (1w, X\D)dGWD () < Fon (1, XID)AGP (w). (3.12.3)

0 0

D’autre part, puisque la fonction f,(u, \) est monotone par rapport a \ et que AL
)\(2), on a
+oo +00

Fon (0, XY dGP () < Fn (1, X®)dGP (w). (3.12.4)

0 0

Par conséquent, des inégalités (3.12.3) et (3.12.4), inégalité (3.12.1) est vérifiée par

transitivité. m

Lemme 3.12.2 Soient ¥ et 3y deux systémes d’attente M/G/1 avec rappels et Bernoulli
feedback,
si A <A et GV <, GP alors {k%)} <v {kfﬁ)}

Preuve. Par définition de 'ordre convexe <, on a :

=(1 2
(kDY < v{kﬁ,?}:»kfn) Zk()<2k(2) @
+oo +oo (I)U)Z
_ ¢y 1
— / nmen 7 eXp{ A u}dG (u),
+o0 +°° +°° (2)u)e
2 2
< / 2 mg , 7 exp{ A u}dG (u),
+oo £
_ / S Fulu, AD)AGD (u),
0 n=m
+o0 +0
/ D Falu, A)dGP (u), (3.12.5)
0 n=m
avec
+00 i
i AWy)t i
Fulu, Ay = Z % exp {—/\( )u} . (3.12.6)

l=n
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3.12. Inégalités préliminaires

Les fonctions f,,(u,\) sont croissantes par rapport a A, alors la fonction définie par :
+oo
fn(u, X)) = Z fu(u, \) Test aussi.
n=m
D’autre part, on a :

2 —

A Fnln ) = AL g ()

ouz’™
= )\ <%> exp{—Au} > 0.

Par conséquent, f,,(u,\) est croissantes et convexe par rapport & la variable u.
D’apres le théoreme 2.2.4, donné dans le chapitre 2, on obtient I’inégalité suivante :
+oo +oo
Fon (1w, X\ID)dGW () < Fon (1, A AGP (). (3.12.7)

0 0

Et on obtient, grace a la monotonie de la fonction f,,(u, \) par rapport a A que :

+oo +oo
Fon (0, X\ dGP (u) < Fon (1, X@) G (w). (3.12.8)
0 0

Finalement, l'inégalité (3.12.5) est vérifier par transitivité des inégalités (3.12.7) et

(3.12.8). m

Lemme 3.12.3 Soient ¥ et X9 deux systémes d’attente M/G/1 avec rappels et Bernoulli
feedback,

si A <A@ et ¢ <, GO alors {KP} <p {2}

Preuve. Pour prouver que l'inégalité {k‘%)} <r {k‘g)} a lieu, il suffit d’établir

I'inégalité suivante, pour les fonctions génératrices correspondantes
k(l)(z) > k(Q)(Z),
ce qui est équivalent & montrer que

GOOD(L - 2)) > GOAO(1 - 2)),
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3.12. Inégalités préliminaires

c’est-a- dire, montrer I’équivalence suivante :
(DY < (k@) = GOOD(1 - 2)) > GO (1 - 2)). (3.12.9)
Par définition on a :
+o0
k(z) = Z k2™
m=0
—+o00 “+00
2

- /O+oo = (Qw2) exp {—Au} dG(u)

m!

(/\nlgm exp {—Au} 2™dG(u)

m=0

= /0 h exp {—Au(l — 2)} dG(u) = é(/\(l —2)).

De plus,

G <, G® = GV (s) > GP(s), Vs>0.

En particulier, pour s = A\)(1 — z), on obtient
GOAY = 2)) > GV - 2)). (3.12.10)

Puisque toute transformée de Laplace est une fonction décroissante, les inégalités 2 <

)\(2), impliquent I'inégalité suivante :
GOV —2)) >GNP (1 - 2)). (3.12.11)

Par conséquent, 'inégalité (3.12.9) découle des inégalités (3.12.10) et (3.12.11). m

3.12.1 Monotonie de la chaine de Markov induite

Les probabilités de transition en un pas de la chaine de Markov induite pour le systéme

M/G/1 avec rappels et Bernoulli feedback sont données par la formule suivante :
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3.12. Inégalités préliminaires

Oy 1+ (1 — 01)kpm, si n=0etm >0,
Mko, sin>letm=n-—1,
A+ np
A0 AM1—26
an = . kmfnfl + (—kafn
’ A4 np A+ np
0 1-4
idais Km—n M m—nt1s sin>letm>n-—1,
A+ np A+ np
0, sinon.
\
(3.12.12)

3.12.2 Monotonie de 'opérateur de transition

Les deux théorémes suivants donnent la condition sous laquelle 'opérateur de transition

T est monotone par rapport aux ordres stochastique et convexe.

Théoréme 3.12.1 L’opérateur de transition T est monotone par rapport a l’ordre sto-
chastique. C’est-a-dire, pour deuz distributions quelconques p™) et p ., linégalité p™) <,
2)

p@ impliqgue TP <, Tp®.

Preuve. Un opérateur est monotone par rapport a l’ordre stochastique si et seulement
si on a l'inégalité suivante :

Prim < Py, Vn,m. (3.12.13)

1 cas: n=0 et m>0

Dans ce cas, on a

P = O1km1 + (1 — 01k, (3.12.14)
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3.12. Inégalités préliminaires

et

et

!

nm an( - Zelkﬁ—l + (1 - el)kZ

>m >m

- Hlkm,l + (1 - 91>km

= O (s + T | + (1= 00)Fo

- elkm—l + Ema
Poim =Y Pnote = Orkm_1 + k. (3.12.15)
>m

Finalement, on trouve

2¢mecas : n>1 et m=n—1.

On a

et

D’ou

an k’
A+ np 0
- np(l —61)
an_ k?
A+ nu 0
P _ (n=1Dp(l - 6)
ny (n—Dp ]
— 1—61)k
Nt Xk (a0

(np(A+ (n—1Dp) — (n = DA+ np)p
T | 0k
[nAp +np(n —1) — (n — DA — n(n — 1)p?
(A+np)(A+ (n=1)p)
= np? —n\p+ A — n?p? + np?
(A +np)(A+ (n—1)p)
Ap(l —61)
(A +np)(A+ (n—1)p)

Ja-ot

[nAp + n?

} (1= 61)ko

ko > 0.
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3mecas : n>1, m>n— 1.

A0, A1 —06y) njby nu(l —6;)
nm — km n-1+ —~——FRm-n —km n —km—n+17
A+n A+ nu A+ nu A+ np
et
_ _ 1-6,)- _ 1—6,)-
Pom = anf = )\—elkm—n—l M m—n nluel m—n Mkm—n-&-l
= A+ A+ np A4 np A4 np
)\91 = )\(1 — 91) = n,u91 = n,u(l — 61) -
= —n— — kot vkt "k
)\+nu[kmnl+km ]+ A+ np +)\—|—nu A+ np i
A0, nu(l —6y) - A0+ A1 — 61) + nub,
= m—n—1 1T —~—————RKm-n+1 km—n
A+ np A+ np A+ np
= )\91 m—n—1 + nu(l - 91) _m—n—l-l + >\ + nluel ]_fm—n
A+ np A+ np A+ np
)\01 nu(l — 91)— )\—i-n,u«91 -
= —n— —kmfn N kmfn kmfn
>\+nukmnl+ A+ npu sl A+ npu | * 1]
A0y A+ npb, -
= m—n— —km—n km—n .
A+ np L A4 np + i
D’ou,
_ A0, A+ npby .
Pom = g A it 3.12.16
A+ np L A+ np i +1 ( )
et
= )\01 A+ (n— 1) u@l -
Pyim=—F—"Fn-n+ Em—n+1 + Em—nia.
! A+ (n—1)p A+ (n—1)u i 2
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Finalement, on obtient :

Pan = Pacim = Tt + A;—%lkm_n Fni
A0 A+ (n—1)pb; _
A4+ =D """ A+ —1p Fon—n-2
= f‘f;m km—n_1+ —A)\th:jl Eun + Kmni1 + Em_nio
s A (n—1) by ]
A4+ =D ™" A+ m—1p " Fin—n-2
0, [A + b, A0, }
= km—n—1 - km—n
A+ np A A+(n—1)p
LIS P
A+ (n—1)u
_ A k N [)\2(1 —01) + Mu(n — 1) +n(n — 1)/1291} "
Anp " A+nu)(A+(n—1)p) e
(n — Dp(l = 61)
i { At (n—1)pu } oo 20

Ainsi, I'inégalité (3.12.13) est vérifiée pour tout n et m.

7

En conclusion, 'opérateur 7 est monotone par rapport a 'ordre 7 <, ”. m

Théoréme 3.12.2 L’opérateur de transition T est monotone, par rapport a l’ordre con-
veze. C’est-a-dire, pour deux distributions quelconque pV et p®, Uinégalité p <, p®

implique la suivante : Tp) <, 7p?.

Preuve. L’opérateur est monotone par rapport a I’ordre convexe si et seulement si :

2P < Prtm + Py ims Yn,m. (3.12.17)
O,
“+o0o
= = )\01 = )\(1 — 61): nu@l = n,u(l — (91)2
an = Pn - kmfnf N . Mhm-n 3 Mm-n —kmfn
mZ:z ¢ A4 np L A4 np A4 np A4 np i
\ + nyL m—n—1 m—n \ + n m—n \ + n m—n m—n
_ )\81 E 4 /\01 + /\(1 — 01) + n/wl + n,u(l — 01) E . TL,U,(l — Hl)E
)\ + n m—n—1 )\ + ny m—n )\ + n m—n
Ny — nu(l—61)- =
= Emn-1— —~—"km-n kmfnv
A4 np ! A4 np *
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m—-n

= A0, — (n—1Dp(l—60,)— =
n—1lm =— ~ 5, 1~ km—n + km—n )
b A+ (n—1)p A+ (n—1p +1 -

et

A0 — Dp(l —07)-— =
—1 m—n—2 (n i >N( 1) km—n—l + km—n—l'
A (n+1)p A+ (n+1)p

=l

n+lm —
On a,

= = = A0y — (n—1)p(l—60,)— =
Pn— m Pn m 2an = —km—n - km—n + km—n
o ¥ B At (n— D P
)\‘91 — (n + 1),u(1 — (91)— =
N . 1y, vm—n-2 T kmfnf + kmfnf
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Alors l'opérateur de transition 7 est monotone par rapport & 'ordre convexe. m

Maintenant, on considére 3; et 3; deux modeles d’attente M/G/1 avec rappels et
Bernoulli feedback ayant les parameétres suivants : A, p®), 051), GO (u) et A@, u®,
952), G®@(u) respectivement. Notons par 71, 7(?) les opérateurs de transition associés
aux chaines de Markov induite de chaque systéme.

Les deux Théoremes suivants donnent les conditions de comparabilité de ces opérateurs

par rapport aux ordres partiels : stochastique et convexe.

Théoréme 3.12.3 Soient ¥y et ¥y deuzx systémes d’attente M/G/1 avec rappels et
Bernoulli feedback,
si AV < @ 0 > ) 9%1) < 6&2), GY(u) <4 G (u) alors T <, 73,

¢’est-a-dire pour une distribution quelconque p on a TWp <y, 7@p.

Preuve. D’apres le Théoréeme 2.4.2, nous devons vérifier les inégalités suivantes pour

I’ordre stochastique,

i <P VO0<n<m. (3.12.18)
Ce qui revient a montrer :
A o (1= 67)0  o
1) (1) m—-n—1 " 1) (1) men T Fm—n
A+ np A+ np
A\2p @1 — p? _
<k - W(z)< ORI O (3.12.19)
A+ np@) A+ np@)
D’aprés le Lemme 3.12.1, on a :
{k0} <o {KDY, Vm > 0. (3.12.20)
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D’autre part,

AL A

si AD <A@ et p® > 1@ alors < ou ) > p? (3.12.21)
= po=n L0 =@ O m = e e

est croissante par rapport a z, I'inégalité

En outre, du fait que la fonction z —

suivante a lieu :
AW A®

< 3.12.22
AD Lonp® 7A@ 4@ ( )

De plus, 0&1) < 9%2), donc

1 2
)\(1)95 ) >\(2)3§ )

ALY Lonp® 7A@ @) (3.12.23)

De méme, la fonction : est croissante alors :

+x

o
AV Lonp® 7A@ 4@

(3.12.24)

De plus, 499) < 952) implique que (1 — 0%1)) > <1 — 69). Donc

W) )
B AD = 2D L (3.12.25)

Des inégalités, (3.12.23), (3.12.25) et (3.12.20) on obtient :

_ ALY M1 — M _
Pom = kD, - ”“(1)( L) L0 (3.12.26)
A+ np®) A+ np)
/\(2)99) ) nM(2)<1 _ 9&2)) W —)
(2) (2) m—-n—1 " (2) (2) km—n + kmfn
A+ np A+ np
_ AP AP (1 —0) )
\C) (2) m—n—1 (2) (2) &
L0 ey @ =07 )
A2 fopp@ A® 4o

IA

2)

nm:

<P
Par conséquent, I'inégalité (3.12.18) est vérifice, Vn >0, m > 0. m

Théoréme 3.12.4 5i AV < A®@ 0 > @ g < 9@ op GO(y) <, GD(u) alors

M <, 7@ ¢’est-a-dire que pour une distribution quelconque p on a TMp <, 7@p.
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Preuve. D’aprés le Théoréme 2.4.2, nous devons vérifier les inégalités suivantes pour

I’ordre convexe,

A V0 <n <m. (3.12.27)
C’est-a-dire :
Aoy (-6 L
(1) (1) m-n-1 (1) (1) ‘m-n m—n
A+ np A+ np
A@pD - _ @(1 -9y —2)
L (L= 0 )pe k. (3.12.28)

SN0 Fnp@ T @ e

En effet, d’apres le Lemme 3.12.2, on a :
{0V} <, {kP}, vm > 0. (3.12.29)

D’apres les inégalités (3.12.22) et (3.12.25), on obtient le résultat final suivant :

?(1) B )\(1)951) 70 B nuM (1 — 051))E(1) +z(1)
nm ~ /\(1) +nu(1) m—n—1 /\(1) —f-n/,L(l) m—n m—n
A@9P ) @1 -0 _n =@ =o
< —1k - km—n + km—n - an

> /\(2)"‘”#(2) m-n—1 " A(2)+nu(2)

D’ou l'opérateur 7 est monotone par rapport a ’ordre convexe. m
3.13 Inégalités stochastiques des distributions station-

naires du nombre de clients dans le systéme

Les deux Théorémes suivants donnent les conditions de comparabilité des distributions
stationnaires du nombre de clients, pour deux systémes de files d’attente M/G/1 avec

rappels et Bernoulli feedback, par rapport aux ordres partiels : stochastique et convexe.

Théoréme 3.13.1 On considére ¥y, Yo deux systéme de files d’attente M/G/1 avec rap-

pels et Bernoulli feedback, ayant les parametres NV, (@), 651), GO (u) et A?, u®, 652),

80
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(1)

G (u) respectivement, et soient m; ", 7T§2), les distributions stationnaires du mombre de

clients dans chaque systéme, alors si les inégalités suivante sont lieu

AD <A@ =@ < 6P ¢ <, G,

on a aussi les inégalités suivantes sur les distribution stationnaires

{7?7(;1)} <w {79(-2)}, ot w=st (ou v).

Preuve. D’apreés le Théoreme 3.12.4, les inégalités si AV < X@ | (1) > ;) 051) < 052)
et GV (u) <, G (u) implique 71 <, 7?), c’est-a-dire, pour une distribution quelconque
p on a l'inégalité suivante :

7Wp <, 7@p. (3.13.1)

Par hypothése, on a G? <,, G alors d’aprés le Théoréme 3.12.2, (resp. le Théoréme

2) associé a la chaine de Markov incluse, du deuxiéme systéme, est

monotone. C’est-a-dire, pour deux distributions quelconques pf), pg) telle que p§2) <w

2
Py,

3.12.4), Popérateur 7

on a

T@p? <, 7@p. (3.13.2)
Cependant, de l'inégalité (3.13.1), on obtient
FOp0 < @0, (3.13.3)

Il existe une probabilité p(12) telle qu’on ait 'inégalité suivante

AP0 < @O (3.13.4)
En combinant les inégalités (3.13.2) et (3.13.4), on obtient le résultat suivant

O < 722 (3.13.5)
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pour deux distributions quelconques p™"), p().

L’inégalité (3.13.5), peut étre réécrite de la maniére suivante
T(l)pgl) = P<Zl(1) =1) = P(Zl(l) = 1)
< WP(Z =i) = P(Z} = i) = 7®p{?,
quand [ — oo, on a {7?1(-1)} <w {WZ@)} ,pourz € N. m

Théoréme 3.13.2 Si pour le modéle M/G/1 avec rappels et Bernoulli feedback, la distrib-
ution de temps de service est NBUE (New Better than Used Ezpectation), (respectivement
NWUE-New Worse than Used in Expectation), et si de plus GV <, G® alors la distri-
bution stationnaire du nombre de clients dans ce systéme est inférieure (respectivement
supérieure), par rapport & l'ordre convexe, & la distribution stationnaire du nombre de

clients dans le systéme M/M/1 avec rappels et Bernoulli feedback.

Preuve. Considérons un systéme de files d’attente M/M/1 avec rappels et Bernoulli
feedback, du serveur avec les mémes paramétres : taux d’arrivée A, taux de rappels u, la
probabilité de rejoindre l'orbite 6, temps moyen de service 3, que le systéeme M/G/1 avec
rappels et Bernoulli feedback, mais avec un temps de service exponentiellement distribué

avec des taux 6 = —.
1

1—e B, si u>0,
G (u) = (3.13.6)

0, si u < 0.
D’apreés la proposition 2.5.1, si G(u) est NBUE (respectivement NWUE), alors

G(u) <, G*(u). (3.13.7)

Et comme G <, G® alors d’aprés le théoréme 3.13.2, on déduit que la distribution
stationnaire du nombre de clients dans le systéme M/M/1 avec rappels et Bernoulli feed-
back, est inférieure (respectivement supérieure) a la distribution stationnaire du nombre

de clients dans le systéme avec rappels et Bernoulli feedback. =
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3.14 Conclusion

Les résultats obtenus pour le cas § = 0, coincident avec ceux obtenus par Boualem et al.
(2012) [32]. II est a noter que le modele étudié dans ce mémoire est une extension du

modele M/G/1 avec rappels et feedback.
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Conclusion générale

Le phénomeéne de répétition de demandes du service est étudié par la théorie de files
d’attente avec rappels dont nous avons actualisé une synthese des résultats connus. Nous
nous sommes intéressés aux modeles avec rappels Bernoulli feedback et clients négatifs.

Nous avons aussi étudié quelques problemes de comparabilité pour ’analyse du sys-
téme M/G/1 avec rappels Bernoulli feedback et clients négatifs, en utilisant la méthode
de comparaison stochastique. L’avantage de ce type de méthodes d’approximation réside
dans le fait que des résultats explicites puissent étre obtenus pour des situations relative-
ment complexes otl les méthodes numériques et les expériences de simulation constituaient
souvent la seule alternative.

Ceci nous a permis d’obtenir les conditions qui assurent la monotonie de 'opérateur
de transition associé a la chaine de Markov induite.

Nous avons aussi établi des conditions sous lesquelles les opérateurs de transition
ainsi que les distributions stationnaires de deux chaines de Markov incluses associées
a deux systéemes M/G/1 avec rappels Bernoulli feedback et clients négatifs, ayant la
méme structure mais avec des parameétres différents, sont comparables au sens des ordres
stochastique et convexe.

Finalement, si 6 = 0, on retrouve les méme résultats obtenu par Boualem et al. (2012),
pour le modele M/G/1 avec rappels et feedback.

De plus, on a confirmé les résultats théoriques obtenus par une application numérique.
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Annexe A

Systéme de files d’attente

Introduction

La théorie des files d’attente et des réseaux de files d’attente est I’'un des outils analy-
tiques les plus puissants pour la modélisation de systémes logistiques et de communica-
tions. En quelques mots, cette théorie a pour objet ’étude des systéemes ot des entités,
appelées clients, cherchent & accéder a des ressources, généralement limitées, afin d’obtenir
un service.

La demande concurrente d’une méme ressource par plusieurs clients engendre des délais
dans la réalisation des services et la formation de files de clients désirant accéder a une
ressource indisponible. L’analyse théorique de tels systémes permet d’établir a I’avance les
performances de I’ensemble, d’identifier les éléments critiques ou, encore, d’appréhender
les effets d'une modification des conditions de fonctionnement.

Les systémes de files d’attentes ont été trés étudiés et une abondante littérature couvre

ce sujet (Voir [49, 55]).
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3.15 Analyse mathématique d’un systéme d’attente

[’étude mathématique d’un systéme de files d’attente se fait généralement par I'introduction
d’un processus stochastique, défini de fagon appropriée. On s’intéresse principalement au
nombre de clients X () se trouvant dans le systéme a 'instant ¢ (¢t > 0).

En fonction des quantités qui définissent le systéme, on cherche a déterminer:

e Les probabilités d’état P, (t) = P(X(t) = n), qui définissent le régime transitoire du
processus stochastique {X (¢),¢ > 0}. Il est évident que les fonctions P, (t) dépendent de
I’état initial ou de la distribution initiale du processus.

e Le régime stationnaire du processus stochastique est défini par :

T, = lim P,(t) = P(X(+00) =n)=P(X =n), n=0,1,2,...,

{mn}n>0 est appelée distribution stationnaire du processus { X (t),t > 0}.
Le calcul explicite du régime transitoire s’avére généralement pénible, voire impossi-
ble, pour la plupart des modeles donnés. On se contente donc de déterminer le régime

stationnaire.

3.16 Notation de Kendall-Lee

Un modele d’attente est totalement décrit selon la notation de Kendall-Lee [46]. Dans sa

version étendue, un modeéle est spécifié par une suite de six symboles:
A/B/s/N/M/D

La signification de chacun de ces symboles est :
e A : nature du processus des arrivées,

e B : nature du processus de service,
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e s : nombre de serveurs,

e N : capacité d’accueil de la file d’attente,

e M : taille de la population,

e D : discipline de la file.

Dans la description des processus d’arrivée et de service, les symboles les plus courants
sont :

e )M : loi Exponentielle (Memoryless),

e [/ : loi d’Erlang,

e [' : loi Gamma,

e D : loi Déterministe (temps d’inter-arrivées ou de service constant),

e GG : loi Générale (quelconque).

La forme abrégée est : A/B/s signifie que N et M sont infinis.

3.17 Les différentes disciplines de service

La discipline de service décrit ’ordre avec lequel les arrivées dans le systéme vont accéder
au service. Ces disciplines sont :

FIFO (First In First Out) : Le premier arrivée est le premier servi,

LIFO (Last In First Out) : Le dernier arrivé sera le premier servi,

Random (aléatoire) : Les clients accédent au serveur de maniére aléatoire, indépen-
damment de 'ordre des arrivées,

Priorité relative : Un client accéde au service selon sa priorité. La file est gérée par
ordre de priorité de la plus forte a la plus faible,

Priorité absolue : Le service d’un client est interrompu lorsqu’un client de priorité
supérieur se présent devant la file d’attente. Le client dont ce service est interrompu est

remis en téte de la file.
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3.18 Mesures de performance d’une file d’attente

L’étude d’une file d’attente (ou d’un réseau de files d’attente) a pour but de calculer ou
d’estimer ses performances dans des conditions de fonctionnement données. Ce calcul
se fait le plus souvent pour le régime stationnaire uniquement et les mesures les plus

fréequemment utilisées sont :

=

e N = E(X) : nombre moyen de clients dans le systéme,

e () : nombre moyen de clients dans la file d’attente,

e T : temps moyen de séjour d’'un client dans le systéme,
e IV : temps moyen d’attente d’un client dans la file,

e U : taux d’utilisation de chaque serveur,

e S :le temps moyen de service,

e A : le temps moyen entre deux arrivées.

Ces valeurs ne sont pas indépendantes les unes des autres, mais sont liées par les

relations suivante :

=

e N = \T (Formule de Little), ou A représente le taux des arrivées,

Q=T
el SN ) .
o I'=W + —, ou u représente le taux de service,
1

e N = Q + p, oil p représente la charge du systéme.

De maniére générale, une file est stable si et seulement si le nombre moyen d’arrivées
de clients par unité de temps, noté A, est inférieur au nombre moyen de clients pouvant
étre servis par unité de temps. Si chaque serveur peut traiter u clients par unité de temps

et si le nombre de serveurs est m, une file est stable si et seulement si
A< mpu<=p=XAmu<1,

ol, p est appelé intensité du trafic.
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3.19 Processus stochastique

Un processus stochastique { X (¢) }ier, est une fonction du temps dont la valeur a chaque
instant dépond de l'issue d’une expérience aléatoire. Un processus stochastique peut
étre donc considéré comme une famille de variables généralement non indépendantes.
L’ensemble de temps 7" peut étre discret ou continu. Ainsi, X (¢) définit I’état du processus
a un instant donné t. L’ensemble noté E des valeurs que peut prendre le processus a chaque
instant est appelé espace d’état et de méme T', peut étre discret (fini ou infini) ou continu.
En fonction des valeurs possibles de T', et de E, on classifie les processus stochastique, de
la facon suivante :

1. Processus a temps discret et & espace d’état discret.

2. Processus a temps continu et a espace d’état discret.

3. Processus a temps discret et & espace d’état continu.

4. Processus a temps continu et a espace d’état continu.

3.19.1 Chaines de Markov

Une chaine de Markov est une classe de processus aléatoire a temps discret qui permet une
description mathématique de nombreux phénomeéne aléatoires rencontrée dons la pratique

5, 52]

Définition 3.19.1 Un processus stochastique X = (X,, n = 0, 1,...) dont l’espace des
états E est fini ou infini dénombrable est une chaine de Markov si pour tout k = 0,n — 1,

ir €E, (i,j) € EXE, ona:
Pij(n) = P[Xp41 = J/ X =4, Xn1 = in—1, ..., Xo = io)

= P [Xni1 = j/ X, =1, (3.19.1)
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Le nombre réel P;j(n) est appelé, pour tout n € N, probabilité de transition de la chaine

X a linstant n de l’état © vers [’état j.

Remarque 3.19.1 (i) : L’équation (3.19.1) est appelée propriété de Markov. Elle signifie
que le futur est indépendant du passé et ne dépend donc que du présent.

(13) : Si X est une chaine de Markov a espace des états E telle que
PoXos1 = j/Xn =i = P[X, = j/Xo=i], n 20, (i, j) € E x E,

alors, la chaine X est dite homogéne dans le temps ou stationnaire.
+o0o
(¢73) : On vérifie que ¥(i,j) € EX E : P; > 0 et Y, pij = 1. Alors, la matrice
j=0

P = (Py)ijer est dite matrice de transition o une seul étape de la chaine de Markov

homogéne X.

Définition 3.19.2 Soit £ = (&, © € N) une suite de variable aléatoire o valeurs dans

()

Uespace continu S C R. Si pour tout x € S, n > 1, yp € S avec k =0,n, on a :

PT<€n < m/50 = 90581 = Y1581 = Yn—1 )

= PT‘(Sn < x/fn,l = UYn—1 ), Vn € N*,

alors, & = {&,;} forment une chaine de Markov o espace d’états continu S.

3.19.2 Processus de Poisson

Supposons que certains événements se répartissent de maniére aléatoire dans le temps.

Désignons par N(t) le nombre d’événements survenus dans Uintervalle [0,¢]. On dit
que le processus stochastique {N(t),t > 0} est un processus de Poisson du parameétre
A >0, si

1. Le processus {N(t),t > 0} est homogene dans le temps,

PN(t+s)— N(s) = k) = P,(N(t) = k) = P(t), Vs > 0, Vt > 0, k € N,
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2. Le processus {N(t),t > 0} est & accroissement indépendant,
Fr(N(t+s) = N(s) = k; N(s) = j) = B(N(t+5) = N(s) = k) P.(N(s) = j) = Pe(t) F;(s).

3. De plus, on a

o(At), k> 2,
Py(At) = § AAt 4 o(At), k=1,
1— MAt+o(At), k=0.

Si le processus de comptage {N(t),t > 0} satisfait aux condition citées ci- dessus,
alors :

At)*
PN(t) = k] = %e_/\t, Vt>0, keN.

3.20 Modéles markoviennes

Ils caractérisent les systémes dans lesquels les deux quantités stochastiques principales,
qui sont le temps des inter-arrivées et la durée de service, sont des variables aléatoires
indépendantes exponentiellement distribuées (modele M/M/1). La propriété d’absence
de mémoire de la loi exponentielle facilite I’étude de ces modeles. L’étude mathématique
de tels systémes se fait par l'introduction d’un processus stochastique approprié. Ce
processus est souvent le processus {N(¢),¢ > 0} défini comme étant le nombre de clients
dans le systéme a l'instant ¢. L’évolution temporelle du processus markovien { N(¢),¢ > 0}

est complétement définie grace a la propriété d’absence de mémoire.

3.20.1 Systéme d’attente M/M/1

C’est le modele de files d’attente le plus simple. I permet en effet d’illustrer les concepts

fondamentaux liés & 'attente devant un serveur. Le flot des arrivées est poissonnien de
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taux A et le temps qu’occupe le serveur pour satisfaire un client est une loi exponentielle
du parametre p.

On décrit ce systéme par le processus stochastique markovien homogene { X (¢),¢ > 0},
ot X (t) modélise le nombre de clients dans le systéme a l'instant t.

Régime transitoire

Soit X (t) le nombre de clients présents dans le systéme a l'instant ¢ (¢ > 0). Gréce
aux propriétés fondamentales du processus de Poisson et de la loi exponentielle, X () est
un processus markovien homogéne.

Les probabilités d’états P, (t) = P[X(t) = n] peuvent étre calculées par les équations

différentielles de Kolmogorov ci-dessous, connaissant les conditions initiales du processus.

Py(t) = =APy(t) + pPi(t), (3.20.1)

B(t)

O W) Palt) + AP 1 (8) + P (1),

La résolution de ces équation différentielle (recherche des P, (t)) est difficile. De ce
fait, on ne s’intéressera qu’au calcul des probabilités limites.

Régime stationnaire

Lorsque t — 400 dans le systéme d’équation, précédent (3.20.1), on peut montrer que

lim p,(t) = m,,

t——+o00

existent et sont indépendantes de I’état initial du processus et que :

lim p/,(t) =0, n=0,1,2,...

t—+o00
. . . A L 92 * iz
Ceci est vrai seulement si p = — < 1 (condition d’érgodicité).

On obtient alors, le systéme d’équation linéaire homogéne suivant :

Ao = i, (3.20.2)

A+ )Ty = AMpg + pmp. n=1,2, ...
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Sous la condition supplémentaire de normalisation

+o00
2 =1
n=0
la résolution du systéme (3.20.2) par récurrence conduit a

Q0 ::1__p7
" (3.20.3)

T = mop"... n=12 ..

A
avec p = —.
1

On remarque que les probabilités limites ne dépondent de \ et de p qu’a travers leur
A
rapport (p = —).
i
Caractéristique du systéme
L’une des importantes caractéristiques des systémes de files d’attente est bien le nom-
bre moyen de clients dans le systéme. Pour le systéme M/M/1, cette caractéristique est
donnée par
e Le nombre moyen de clients dans le systéme est :

N=EX)=) nm,=(1—p) ) np"

n>0 n>0
D’ou
~_ P
N=—. 3.20.4
i (3.20.4)
e Le nombre moyen de clients dans la file :
2

Q=) (n—1m, = 1’)_ > (3.20.5)
n>0

e Le temps moyen de séjour dans le systéme :

p

T= o) (3.20.6)
e Le nombre moyen d’attente dans la file :
Wwo (3.20.7)
Al = p)
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3.21. Modéles non markoviennes

3.21 Modéles non markoviennes

En I’absence de I’exponentialité ou plutot lorsque I’on s’écarte de I’hypothese d’exponentialité
de I'une des deux quantités stochastiques: le temps des inter-arrivées et la durée de ser-
vice, ou en prenant en compte certaines spécificités des problémes par introduction de
parameétres supplémentaires, on aboutit & un modeéle non markovien. La combinaison de
tous ces facteurs rend 1’étude mathématique du modeéle trés délicate, On essaye alors de
se ramener & un processus de Markov judicieusement choisi & 1’aide de 'une des méthodes

d’analyses suivantes [4, 1] :

3.21.1 Systéme d’attente M/G/1

Le flot des arrivées dans le systéme M/G/1 & la fin de service du n’*™ client.
Notons par G(s) la distribution de la durée de service et par A le parameétre de la
distribution exponentielle régissant la durée entre deux arrivées consécutives.

Le processus {X,,, n > 0} est une chaine de Markov, d’opérateur de transition P =

(pij)i,jzm
ou :
Dij, Si 7’ = 07
Py = ! (3.21.1)
Pj—i+1, si 7 Z 1.
avec,

—As A k
pkz/%dG(S), k=0,1,2,..

ieme

En effet, si A,, est le nombre de clients qui entrent dans le systéme pendant le n

service, on a :

Xn+1 = Xn - 5n + An+17 avec 5n =
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3.21. Modéles non markoviennes

Ceci montre que X, 1 ne dépond que de X, et de A, 1, et non pas de X,,_1, X,,_o,....
Ce qui signifie que la suite {X(¢), ¢ > 0} est markovienne, ou X(¢) est le nombre de
clients dans le systeme a l'instant ¢.

Régime stationnaire

Le régime stationnaire du systéme existe et est identique a 1’état stationnaire de la
chaine de Markov induite X,, , si p = i < 1. Il ne sera généralement pas possible de
trouver la distribution stationnaire = = (mg, 71, ...). Cependant, nous pouvons calculer la

fonction génératrice correspondante II(z) (voir [48]) :

(1- )1 2)
G*(AN—Xz2) — 2’

II(z) = G*(A — A2) (3.21.2)

ou GG* représente la transformée de Laplace de la densité de probabilité du temps de
service, et z est un nombre complexe vérifiant |z| < 1. La formule (3.21.2) est appelée
formule de pollaczek-Khintchine [55].

Caractéristique du systéme

On note A le taux d’arrivée des clients. Cela signifie que ’espérance de la durée de

1
service est E(Y) = —.

1
L’intensité du trafic s’exprime de la maniére suivante :

_A_BY)
P u T B

ou X est la loi des inter-arrivées et Y est la loi de service.

e Le nombre moyen de clients dans le systéme :

Cette quantité peut étre déterminée, en régime stationnaire, en utilisant la relation :
E(X) = lmII'(z2).

Z—)l

Néanmoins, ce calcul s’avére compliqué.
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Par contre, elle peut étre obtenue aisément en utilisant la relation (?7).

2 2
- = p°+ AV (Y)
N=EX,)=p+ 2"/ 3.21.3
Ou V(Y) est la variance de la variable aléatoire Y.
e Le nombre moyen de clients dans la file est :
2 | 12
—  pEXNV(Y)
o=HL"2"V ) 3.21.4
2(1-p) ( )
En utilisant la formule de Little, on obtient :
e Le temps moyen de séjour dans le systéme :
= 1 V(Y)+1/u?
T==+A\ (M> . (3.21.5)
Il 2(1=p)

e Le temps moyen d’attente dans la file :

(VYY) +1p
—\ <—2(1 — ) . (3.21.6)
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