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Introduction générale

Les fonctions périodiques sont des fonctions, lorsqu’elles sont appliquées & une variable,
donnent la méme valeur si on ajoute & cette variable une certaine quantité fixe, appelée
période. Ainsi la périodicité permet de réduire les intervalles d’études de ces fonctions.

Soit f une fonction périodique de la variable réelle t. Si T est la période élémentaire,

ona: f(t+T)= f(t), Vt € R et plus généralement,
f(t+nT) = f(t), Vt e R, Vn € Z.

Les nombres nT' constituent les périodes de f. Dans tout intervalle [a,a + T, il y a
un point d’abscisse multiple de 7', ¢’est-a-dire une période nT.

La somme de deux fonctions périodiques dont le rapport de leurs périodes est irra-
tionnel n’est pas périodique. Cette propriété a conduit H. Bohr & introduire les fonctions
presque périodiques, au début des années vingt (1925). Les fonctions presque périodiques
ont des propriétés voisines de celles des fonctions périodiques, en fait on a une périodicité
approximative dans le sens que pour tout x réel, I'écart f(z +T) — f(x) peut étre rendu
de plus en plus petit. C’est-a-dire, une fonction donnée f : R — X est presque périodique

si ensemble

B f) = {T € R, swp |f(r-+7) — f(2)] < }

est relativement dense dans R. Autrement dit, il existe un nombre réel ¢ > 0 tel que
chaque intervalle de longueur ¢ contient au moins un élément de E(e, f).
La théorie des fonctions presque périodiques se développe avec vigueur depuis quatre

vingt années environ; trés exactement les premiers résultats de celle-ci ont été publiés
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dans les deux articles du pionnier de cette classe de fonctions H. Bohr [6], apparus dans
la revue " Acta-Mathematica”, en 1925-1926. Jouant un role important dans ’étude des
équations différentielles, elle a été développée aprés par d’autres auteurs, notamment par
Bochner [5] qui vers 1933 a donné deux autres versions de la définition des fonctions
presque périodiques, équivalentes a celle donnée par H. Bohr, mais plus maniable.

L’existence et I'unicité des solutions presque périodiques sont d’une grande importance
dans I’étude qualitative des équations différentielles & cause de leurs applications dans
plusieurs domaines, comme la biologie mathématique, la physique, la théorie de controle
et d’autre domaines.

Ce mémoire est composé de deux chapitres :

Le premier chapitre a pour objectif de donner une collection de résultats classiques
sur les différentes définitions des fonctions presque périodiques qui sont équivalentes, on
a débuté ce chapitre par la donnée des différentes définitions des fonctions presque péri-
odiques :

Celle de Bohr qui est une généralisation de la périodicité.

Le critere d’approximation par lequel une fonction presque périodique est limite uni-
forme d’une suite de polynémes trigonométriques généralisées et la définition de Bochner
qui caractérise la presque périodicité d’une fonction en utilisant sa normalité.

Nous avons présenté également dans ce chapitre la presque périodicité des fonctions
a parameétres qui sont indispensables pour 1’étude des solutions presque périodiques des
équations différentielles ordinaires non linéaires.

Les éléments fondamentaux concernant les séries de Fourier associées aux fonctions
presque périodiques sont données a la fin de ce chapitre.

Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons des résultats d’existence et d’unicité des

solutions presque périodiques des systemes différentiels ordinaires linéaires non homogénes

y=Ay+f

ol A est une matrice carrée d’ordre n a coefficients constants et f = (f;),_1, est une
fonction presque périodique au sens de Bohr.

Enfin, nous avons achevé ce mémoire par une conclusion et quelques perspectives.



CHAPITRE

Les fonctions presque

périodiques

Ce chapitre a pour objectif de présenter la notion des fonctions presque périodiques, leurs

principales propriétés et de donner certains résultats sur ce type de fonctions.

1.1 Les différentes définitions des fonctions presque
périodiques
Il existe trois différentes définitions des fonctions presque périodiques :

1. Critére de Bohr en utilisant les ensembles relativement denses.

2. Critére d’approximation en utilisant la fermeture de I’ensemble des polynémes

trigonométriques relativement a la convergence de la norme uniforme.

3. Critére de Bochner en utilisant la compacité de ’ensemble des translatés.

Tout au long de ce chapitre X désignera un espace de Banach, et |||y sa norme.

1.1.1 Critére de Bohr

Définition 1.1.1 Un ensemble E C R est dit relativement dense, s’il existe un nombre
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positif £ tel que tout intervalle de longueur ¢ contient au moins un élément de E.

Autrement dit,

3¢ > 0, tel que [a,a+ )N E #0, Va € R.

Le nombre { est appelé longueur d’inclusion de la partie E.

Exemple 1.1.1 .

1. L’ensemble Z est relativement dense dans R. Puisque tout intervalle de longueur 2

contient un élément de 7.

2. Pour tout réel T, l'ensemble {nT', n € Z} est relativement dense dans R.

3. L’ensemble N n’est pas relativement dense puisque pour tout £ > 0, il existe un

o = —2/( tel que
[—2¢, 204+ (NN = 0.

A présent, nous pouvons énoncer la définition de la presque périodicité de Bohr.

Définition 1.1.2 Soit f : R — X une fonction continue.

On dit que f est presque périodique au sens de Bohr si pour tout € > 0 [’ensemble

E{e, f} est relativement dense dans R, ot

E{s,f}z{TeR, Supllf(x+T)—f(fv)||x§€}

z€eR
Autrement dit,

Ve > 0, il existe . > 0 tel que tout intervalle [a,a + (] contient un nombre T' satis-

faisant

sup|[[f(z+T) = f(z)[x <e.

z€eR
Un nombre T qui appartient o E {e, f} est appelé e-presque période ou c-nombre

de translation de la fonction f.

Notation 1.1.1 Notons par AP(R,X) l’espace de toutes les fonctions presque périodiques,

au sens de Bohr, définies sur R et a valeurs dans X.
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Remarque 1.1.1 La définition précédente est une extension naturelle de la définition de

Bohr des fonctions presque périodiques & valeurs dans C.
Exemple 1.1.2 .

1. Toute somme finie de fonctions périodiques & périodes aléatoires dont les rapports
sont des nombres irrationnels, n’est pas périodique.

Considérons la fonction f définie par
f(x) = exp(iz) + exp(iv2x).

Elle s’écrit comme somme de deux fonctions périodiques, 1’'une de période 27, 'autre
est de période V2.

Raisonnons par ’absurde, supposons qu’il existe 7 # 0 tel que pour tout réel x, on ait
flz+7) = f(2),
c’est-a-dire
exp(iz) exp(iT) + exp(iv/2z) exp(iv27) = exp(iz) + exp(iv/2z).
Ce qui implique que
exp(iz)(exp(iT) — 1) + exp(iv/2z) (exp(iv/27) — 1) = 0.
En dérivant par rapport & x on obtient
iexp(iz)(exp(it) — 1) + V2i exp(iv/2z) (exp(iv271) — 1) = 0.

Pour z =0 on a

exp(it) — 1+ v2(exp(iv2r) — 1) = 0.

C’est-a-dire que

exp(it) = exp(ivV27) = 1.

Dongc, il existe ki, ko € Z tel que 7 = 2k et 7 = v/2kom, comme 7 # 0, on obtient

ks
\/i_k—l.
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Ce qui est absurde.

Donc f n’est pas une fonction périodique.

2f 2k

i - J W‘Uw o R V\-d‘ﬁo

Représentation graphique de Re f et de Im f.

2. Une fonction périodique continue est presque périodique.

En effet, soit f une fonction périodique, alors il existe T > 0, tel que
fle+T) = f(z).
D’ou
flz+T)— f(z)=0.
Ce qui est équivalent &
1f(z+T) = fz)llx =0.

Comme f est continue, alors Ve > 0, il existe § > 0, |(x +T) — x| = |T'| < §, implique

que

If (x4 T) = f(x)|x <e.

Donc Ve > 0, il existe § > 0; VI € |=4, 0] :

Sup [f(x+T)— f(z)llx <e.

|—0,4[ est un intervalle de longueur 20, c’est-a-dire que ’ensemble E(e, f) rencontre

tout intervalle de longueur 20.
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3. La fonction

f: R —- R

r +— sinz+sinyv2z

est presque périodique. Mais elle n’est pas périodique, car on a

[fx+T) = flz)] =

<

|sin(z 4+ T") + sin (\/5(3: + T)) — sinz — sin v/2z|

| sin x cos T + sin T cos = + sin V2x cos V2T + sin V2T cos v2x — sin «
— sin V2z|

| sin v/2z (cos V2T — 1) +sinz (cosT — 1) +sinT cos x

+sin V2T cos v/ 2z|

11— cos V2T | + |1 — cos T| + | sin T| + | sin v/2T|.

Car |cosz| < 1et |sinz| <1, Vo € R.

D’apres le théoréme de Gottschalk (2.5.2), on a pour € et ¢ positifs, il existe deux

entiers m, n tels que

|mz — an| < §, Vr,a € R

pourle,a:\/ﬁet5:ﬁ>00naura

‘m—\/in‘ < <
4

pour T = 2nm, on obtient

sinT = sin(2nm) = 0 et cos(T") = cos(2nm) =1

d’ou

et on a aussi

Posons

[fl@+T) - f(z)] < (1 _Cosmy v

sin \/ET‘
V2T = V2(2nm) = (V2n)2x.

\/§n—m=a
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ce qui implique que v/2n = m + a, on obtient

‘ﬁn—m‘ < £
47
d’ou
la| < £
— 47

ce qui est équivalent &

V2T = (m + a)2r.

On a
cosV2T = cos(2mm + 2ma)
= ¢oSs2mm cos 2ma — sin 2wm sin 27a
= cos2ar.
On a

sin V2T = sin (2nm + 27a) .
= sin2mwm cos 2wa + sin 27wa cos 2mm.

= sin2ma.
Ce qui est équivalent a dire que

|f(x+T)— f(x)] < |1 —cos2mal + |sin27al .

Comme
lsinf| < |0], V0
et
|1 —cosf| < |0, VO
alors,
flx+T)— f(z)] <2|a| 7+ 2|a| ™= 47 |a]

et comme

la] < —

— A7
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alors,

[f(x+T) = fz)| <e.

n resque périodique mais n ériodiqu r
Donc f est presque périodique mais n’est pas périodique car,

fle+T) # f().

Du point de vue géométrique, on observe la presque périodicité de cette fonction a

partir de I’allure de sa courbe représentative donnée par la figurel.1.

t } t t t
! JIO5 IC 0 30I1 D0 ) OJ 00

o -+
O
o
[y

b— ¢ } ¢
-5000 v 00 -3000

2+

figurel.1 (figure de la fonction f)

4. On peut vérifier la presque périodicité de la fonction

f: R — R

T COSQL‘+COS\/§:1:

de la méme maniére que pour la fonction précédente.
Proposition 1.1.1 Si f € AP(R,X), alors f est bornée et uniformément continue.

Preuve.
i La bornitude de f.

Supposons que f est une fonction presque périodique.
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Alors Ve > 0, il existe £. > 0 tel que tout intervalle o, o + ¢.] contient un nombre T’

vérifiant

sup [f(z+T) = f@)lx <e

Comme par hypothése f est continue sur R, alors elle atteint ses bornes sur tout

compact de R. En particulier, il existe M > 0, tel que

sup |[|f(x)[lx < M.
z€[0,4¢]

On prend ¢ =1 et T' € [—x, —z + {;] une e-presque période, alors
Ve eR, [[flz+T) - fla)llx <1,
il vient que pour tout x € R,

If@)lx = (@) = flz+T)+ flz+ Tl

< @) = flz+D)llx + 1f (= +T)llx
< M+1.

Donc f est bornée.
ii La continuité uniforme de f.
Soit € > 0, et ¢ = /. la longueur d’inclusion associée & f.
Comme f est uniformément continue sur [—1,1 4+ ¢], alors il existe §. > 0, tel que
Ve,y e [=1L1+4], |e—yl <de=[f(2) = fW)lx <e
D’autre part, si T € [—x, —z + {] avec T' une e-presque période, on a
[f(z+T) = flo)llx <e.

Par conséquent, pour tout z,y € R, avec |z — y| < J., on aura

If(@) = FWllx = If@)+flz+T)=fle+T)=fly+T)+ fly+T) - fW)lx
1f(2) = fle+Dllx + 1f(@+T) = fly+Dllx + 1/ () — fly+Tllx

< e+et+e=3=¢, avece > 0.

IN

Donc f est uniformément continue sur R.

10
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Exemple 1.1.3 Pour tout x € R, la fonction x — sin aa?® n’est pas presque périodique,
car elle n’est pas uniformément continue.

Montrons que pour tout € > 0, il existe n > 0 (ne dépend pas de €), Vx,y € R tel que
lt —y| <mn, ona

|f(z) = f(y)| <e.
On a

F(@) = f@)| = [sin (a2®) —sin (ay?)]
’2 sin (%(332 - y2)) cos (%(xQ + y2))‘

laf [z? — 37|

IA

A

ol [z =yl [z + y]

IN

<,

St
€

v =yl <
ol [z + 9]

1l suffit de prendre n = qui dépend de x et y, donc la fonction x +— sin ax?® n'est

_ e
|eef|z+yl

pas uniformément continue, d’ou elle n’est pas presque périodique.

-06 T

-0.8 T

-1.0—

11
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Le graphe de la fonction f

Propriétés de I’ensemble des nombres de translation

Proposition 1.1.2 Tout ensemble qui contient un ensemble relativement dense est rela-

tivement dense.

Preuve. Soient F; et F5 deux ensembles tels que F; est un ensemble relativement

dense et

E, C Es CR.

Montrons que FE5 est relativement dense dans R.

Montrons qu’il existe /5 > 0 tel que
Va € R, z € [a,a+ la] N Ey # 0.
E étant un ensemble relativement dense, il existe ¢; > 0 et x € F; tels que
z € a,a+ ], Va € R.

Ce qui implique que = € [a,a + (1] et = € Ej.
Comme E; C Es, alors = € [a,a + (1] et © € Ej.
D’ou

x € [a,a+ (] N By, Va € R.

Il suffit de prendre /5 = ¢; > 0 pour avoir
x € [a,a+ ls) N By, Va € R.
Donc Es est relativement dense dans R. m
Proposition 1.1.3 Pour tout € > 0, si f € AP(R,X), alors

E{e, f} D E{e f}, Ve > e.

12
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Preuve. On a
Bles) = {T € R swplly o+ 1)~ @)l <<

Comme &’ > &, on obtient

sup If (2 +T) = f@)llx <e <€

Ce qui donne,

E{e, f} D E{e, [}, V' > e

Proposition 1.1.4 Pour tout € > 0, E{e, f} est fermé.

Preuve. Soit (7),)nen une suite d’éléments de E {e, f} qui converge vers T" dans R.
Montrons que T' € E{e, f}.
(Th)nen C E{e, f} Cest-a-dire T,, € R, Vn € N et
sup |[f(@ +T0) = f(@)ll < e.
Par passage a la limite et grace a la continuité de f, on obtient

sup
z€R

flz+ LimT,) — f@:)HX <e,

n—oo

ce qui est équivalent a

sup|[[f(z+T) = f(z)lx <e.

zeR

DouT € E{e, f}.

Par conséquent F {e, f} est fermé. m
Proposition 1.1.5 Pour tout ¢ > 0, E(e, f,) = E(e, f) ou
falz) = f(x + @), Va € R.

C’est-a-dire, espace des fonctions presque périodiques AP(R,X) est stable par transla-

tion.

13
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Preuve. Supposons que T € E {e, f,} et montrons que T € E {e, f}.
Soit T' € E{e, fo}, ce qui implique que

sup || fo(z +T) = fa(2)]x < e

rzeR

Posons © = z + «, on obtient

f@+T)=f(z) = fe+a+T)=flz+a)
= falz +T) = fa(2).

On a

sup [|[f(z +T) = f(@)lx = suwpllfalz+T) = fal2)|lx

z€R z€R
E.

IN

Ce qui veut dire que 7" € Elg, f).

Donc

Efe, fa} C E{e, f}. (1.1.1)

Maintenant supposons que 1" € E {e, f} et montrons que T' € E {¢, f,}.
Soit T' € E{e, f}, ce qui est équivalent a dire que

sup[[f(z +T) = f(z)lx <e.

z€R

folz +T) = folz) = flz +a+T) = f(z + ),

on pose, y = x + «, on obtient

Jalz +T) = folz) = fly +T) = f(y)

sup [[fa(z +T) = fa(0)llx = sup|lfly+T) = fW)lx

z€R yER
€.

IN

ce qui veut dire que T' € E(e, f.).

14
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Donc,
Ele, f} C E{e, fu}. (1.1.2)

Donc (1.1.1) et (1.1.2) impliquent que Ve > 0,
E(e, fa) = E(e, f).
|
Proposition 1.1.6 Soient fi, fo € AP(R,R), alors pour tout € > 0 [’ensemble
E{e, fi} x E{e, f2}
est relativement dense.
Preuve. Voir [3] =
Proposition 1.1.7 Soit f € AP(R,R) et f # 0, alors il existe M > 0 tel que
B { = Jlf} S B f}.
Preuve. Soit T € E{¢, f} c’est a dire T' € R tel que

sup |f(z+T) — f(z)] <e.

zeR
On a
‘ 1 1 fa:—l—T f(z)
fle+T)  f(z) fl+T)f(x)
€
<
— 2|/ (=)
il suffit de prendre M = 2|f(z)|, et on aura
1 €
_ < =
‘f(iHT) flx)] = M
Donc
Tek !
<o {37}
n

Nous allons maintenant présenter la propriété d’approximation des fonctions presque

périodiques au sens de Bohr par des polynémes trigonométriques généralisés.

15
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1.1.2 Critére d’approximation

Définition 1.1.3 On appelle polynéme trigonométrique généralisé, toute combinai-
son de la forme

n

Zak exp(i\gr) avec, a € X, A\, € R et n € N.
k=1

On note par A l’ensemble de ces polynomes.

Proposition 1.1.8 L’ensemble des polynomes trigonométriques généralisé A C AP(R, X).

Preuve. 1l est clair que les fonctions = +— exp(i\yz), Yk = 1.n sont continues et
périodiques, alors elles sont presque périodiques.
Comme la somme des fonctions presque périodiques est toujours presque périodiques,

n

alors z — Z ar exp(iAgz) est presque périodique.

k=1
Donc A C AP(R,X). =

Définition 1.1.4 On dit qu’une fonction f : R — X, continue, posséde la propriété
d’approximation polynémiale, si pour tout e > 0, il existe un polyndéme trigonométrique
P. € A tel que

Sup 1f(z) = Pe(2)[lx <e.

Théoréme 1.1.1 Une fonction f € AP(R,X) si et seulement si, elle posséde la propriété

d’approximation polynémaiale.

Preuve. La démonstration de ce théoréme est longue et technique, le lecteur intéressé
pourra se rapporter a [11]. =

[e.o]

Proposition 1.1.9 La série uniformément convergente Z anexp(iN,x), A, € R est
n=1
presque périodique.
Preuve. Chaque terme de la série est une fonction presque périodique, alors la somme

de n premiers termes S, (z) est presque périodique. Par conséquent, la somme S(x) de la

série est aussi presque périodique, (limite uniforme de S, (x)). =
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1.1. Les diftérentes définitions des fonctions presque périodiques

1.1.3 Critére de Bochner

La définition des fonctions presque périodiques au sens de Bohr est parfois peu maniable.
Il est important de chercher des propriétés moins intuitives, mais plus utilisables, des
fonctions presque périodiques, qui puissent en constituer une nouvelle définition basée sur
une propriété topologique des fonctions translatées.

On note par Cy(R, X), 'ensemble des fonctions continues et bornées muni de la norme

de la convergence uniforme, qui est un espace de Banach.

Définition 1.1.5 Une fonction f de R dans X, continue est dite normale ou presque

périodique au sens de Bochner si [’ensemble de ses translatés

{fa, € R}

est relativement compact dans Cy(R, X).
Ou
folz) = f(x + @), Vo € R.
Autrement dit, pour toute suite bornée de nombres réels {hy}, oy, on peut extraire
une sous suite {hn, },oy telle que la suite de fonctions (f(x + hy,))ren soit uniformément

convergente.

Le théoréeme suivant affirme que la presque périodicité de Bohr et celle de Bochner

sont équivalentes.

Théoréme 1.1.2 Soit f : R — X une fonction continue.

Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

1. f est normale.

2. f est presque périodique au sens de Bohr.

Preuve. La nécessité
Raisonnons par contraposition, on suppose que f ¢ AP(R, X) et montrons que f n’est

pas normale.
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1.1. Les diftérentes définitions des fonctions presque périodiques

Soit f ¢ AP(R,X), c’est a dire il existe g9 > 0 tel que V¢ > 0, il existe un intervalle
de longueur ¢ qui ne contient aucun €p-nombre de translation.
Pour montrer que f n’est pas normale, il suffit de construire une suite (u,),en telle

que

\4) 7é j, |Ul — Uj| ¢ E(Efo, f), (113)
ou E(gg, f) 'ensemble des eg-nombre de translation associé a la fonction f.
En effet pour une telle suite, on aura :

sup £ + =) = £(&) > <o

soit encore,

sup 1f (@ +ui) — flz+uy)llx > o
Te

ce qui montre que l'on ne peut pas extraire une sous-suite convergente de la suite

(foan I

Donc f ne serait pas normale.
Pour construire la suite (u,)nen, on procéde comme suit :

Soit uy # 0, il existe un intervalle [ay, b;], tel que
(bl — CL1> > 2 |U1|

qui ne contient aucun 7 (go-translation), car f n’est pas presque périodique.

On pose,

Ug = %(al + by).
Alors,

us — uy € [ag, by
car,

bl — a1 — 2u1

Ug — UL — A = #>0
et
by — 2
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1.1. Les diftérentes définitions des fonctions presque périodiques

Donc (us — u1) ne peut pas étre un e-nombre de translation, c’est a dire
sup [| f (2 4wz — ur) = f(2)]lx > &
z€eR

Il existe un autre intervalle [as, bs], tel que
by — az > 2 (|ur| + [uzl)

qui ne contient aucun e-nombre de translation.
On pose,

1
Uz = 5((12 + by)

comme (uz — uy) et (us — ug) € [ag, bo], et ne peuvent pas étre des e-nombres de
translation, donc nous avons

sup [|f (@ + uz — ur) = f@)lly > et sup [ (@ + us — ) = f(2)]lx > &

z€R xe
En répétant la méme procédure, a ordre n, il va exister un autre intervalle [a,,, b,],
tel que
by — an > 2 (Jug] + |ug| + ... + |un))

qui ne contient aucun e-nombre de translation.
On pose,

1
Up+1 = §(an + bn)a

on aura

Vi<n+1, w1 — u; € [ag, by

donc les (u, 11— u;), pour i < n+ 1, ne peuvent pas étre des e-nombres de translation.
Finalement, on a construit la suite (u,)nen qui vérifie (1.1.3).
La suffisance
Supposons que f € AP(R,X) et montrons que f est normale.
Soient S = (.5,), une suite d’ensembles dense dans R et ( f,, ), une suite de translation
de f.
Jun(8) = flun +1).
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1.1. Les diftérentes définitions des fonctions presque périodiques

On procede au choix d’une sous suite de (f,, ), convergente.

(fuy,, )n une sous suite de (f,, ), convergente dans Sy, (fu,,)n une sous suite de (fy, , )n
convergente dans S,, ainsi de suite pour les autres termes, (f,, ), une sous suite de
(fui_1y. Jn convergente dans S;.

On forme la suite diagonale (f,, , ), qui converge dans S.

Maintenant, on s’intéresse a la convergence uniforme de la suite (f,,, , )n, qui sera notée
(fon)n-

Soit € > 0, £ = . > 0 longueur d’intervalles qui contiennent des e-nombres translation
correspondant & la presque périodicité de f, et 0 correspond a la continuité uniforme de
la fonction f, on décompose 'intervalle [0, ¢] en des sous-intervalles de longueur inférieure
a 0 et dans chacun, on choisit un point de S.

Soit Sy 'ensembles des points choisis
So = {ri,ra, ..., 7}
La suite (f,, ), est uniformément convergente, donc il existe N, Ym,n > N, on a
[ fon(ri) = fon(ri)llx <&, i=1,2,...,p

Vt € R, il existe un 7 (e-nombre translation) dans l'intervalle [—t, —t + {] .
ouT+te|0,/], et soit r; € Sy tel que |7+t — 1| < 0.

Pour m,n > N_.on a

[fon () = fon (Dllx = [[f(on + 1) = f(om +1)lx

< [fon+8) = flon + 7+ ) + [ fn +7 1) = fri +on)llx
FLf(ri o) = FOri 4 vm)llx + (1 (i 4+ vm) = f(om + 7+ 1)lx
Flf(om +7+8) = flom + D)%

< Be=¢.

Donc la sous-suite ( f,, )n de (fu, )n est uniformément convergente, ce qui nous confirme

la normalité de la fonction f. m

Proposition 1.1.10 L’espace AP(R,X) muni de la norme de la convergence uniforme

est un espace de Banach.
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1.2. Propriétés des fonctions presque périodiques

Preuve. Comme l'espace AP(R,X) est un sous espace fermé de 'espace des fonc-
tions continues bornées Cy(R, X) qui est un espace de Banach muni de la norme de la

convergence uniforme, alors AP(R, X) est un espace de Banach pour cette norme. m

1.2 Propriétés des fonctions presque périodiques

Proposition 1.2.1 Si f € AP(R,C), alors ||f|,, € AP(R,C).

Preuve. On a f une fonction presque périodique, c’est a dire Ve > 0, il existe ¢. > 0

tel que tout intervalle [a, & 4 .| contient un nombre 7" vérifiant

E(a,f):{Te]R, sup|f(x+T)—f(x)\§a}

z€R
est relativement dense dans R.

De plus, f est continue, d’ou Ve > 0,

[f(e+T) - f(z)] <e.

La presque périodicité découle du fait que

1f(z+T) = [f@)ll < |f(z+T) = [ (2)]

d’ou

s2£||f(x+:/’)| —f@)l] <=

Donc || f||, € AP(R,C). m
Proposition 1.2.2 Si f,.g € AP(R,R) et g est uniformément continue, alors
(go f) € AP(R,X).
Preuve. Voir [1]. =

Proposition 1.2.3 Soit f € AP(R,R) avec f # 0, alors f* l’est aussi.
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1.2. Propriétés des fonctions presque périodiques

Preuve. Soit f € AP(R,R) c’est a dire Ve > 0, il existe ¢. > 0 tel que tout intervalle

de longueur /. contient un nombre 7T satisfaisant

VeeR, |[flx+T)— f(x)] < @)

On a

[Pa+T) = f2@)| = [(f@+T) = f@) (fl@+T)— f(2))|

< 2|f(@)||f(z+T) = f(z)]
< Wﬂf@ﬂ
< e

Donc f? est presque périodique.
Proposition 1.2.4 L’espace AP(R,X) a une structure d’espace vectoriel, c’est a dire :
1. Si f € AP(R,X), alors af € AP(R,X) pour tout réel a.
2. Si f,g € AP(R,X), alors f + g € AP(R,X).
Preuve.

1. Soit f une fonction presque périodique, montrons que af est presque périodique.

On a f est presque périodique c’est a dire Ve > 0, il existe /. > 0 tel que tout

intervalle de longueur /. contient un nombre 7' satisfaisant
VeeR, |f(z+T)—fl@)lx <e
On aVz € R, Va € R,

lef(z+T) —af(@)lx = lalllflz+T) = f@)lx

< lale=¢€.
D’ou Ve’ > 0, il existe £ = ¢, > 0, Vo € R,

laf(z+T) —af(x)ly <<

Donc af € AP(R,X).
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1.2. Propriétés des fonctions presque périodiques

2. Soit f,g € AP(R,X) c’est a dire Ve > 0, il existe deux polynémes trigonométriques
P et () tels que

sup () ~ P()] < < et sup lg(x) ~ Qs < =

Avec l'inégalité triangulaire, nous avons pour tout x € R

I(f+9) = (P+QI < [If=Pl+lg—Ql

< 2e.

Qui nous confirme la presque périodicité de la fonction f + g.

Proposition 1.2.5 Si f,g € AP(R,R) avec f,g # 0, alors
1. fg € AP(R,R).
2. Siinf,er |f(z)] =m > 0, alors (%) € AP(R,R).
3. Siinf,cgr |g(z)| > 0, alors <§> € AP(R,R).

Preuve.

1. Soient f et g deux fonctions presque périodiques, alors d’aprés 1 et 2 on a
f+ g et f— g sont aussi presque périodique, de méme pour leurs carré.

La fonction f.g peut étre donnée par

(f(@) +g(x)* = 7 (f(2) — g(2))".

A~ =

f(z).9(x) =
Ce qui donne le résultat.
2. Soit f une fonction presque périodique. et inﬂg |f(x)] =m > 0, montrons que
BAS

1

7 est presque périodique.

23



1.2. Propriétés des fonctions presque périodiques

f est presque périodique c’est a dire Ve > 0, il existe /. > 0 tel que tout intervalle
de longueur /. contient un nombre 7" satisfaisant

sup|[f(z +T) = f(z)] <.

re

On aura donc

_|ferT) - f@)| o e
flx+T).f(x) | — m?

‘f(fviT)

De plus, on a {ﬁ, %} contient F {¢, f}, donc cet ensemble est relativement dense,
d’ou

(%) € AP(R,R).

3. Soient f; et fo € AP(R,R) et in{§ | f2(z)| > 0, montrons % € AP(R,R).
xe
f1, f2 sont deux fonctions presque périodiques, alors - 7, est aussi presque périodique.

Comme = f1.+ o alors elle est presque périodique.

Proposition 1.2.6 Si une suite (f,) de fonctions presque périodique converge unifor-

neN

mément dans R vers une fonction f, alors f est aussi presque périodique.

Preuve. On a (f,), oy converge uniformément dans R vers f, alors, pour un € donné,
il existe ng € N, tel que Vn > ng, || frs — flloo < €

En particulier, il existe une fonction f,, tels que

o () = F(2)]ly < g vz € R.

Soit maintenant un nombre 7' de E {£, f,, }. Alors

Ifx+T) = f@)llx < [f@+T) = fag(z +T)llx + [ o (@ +T) = fop (@)l +
+ o () = f(2)Ix

€
< 3.z =
= 3 €

Ce qui montre que E {£, f,,} C E{e, f}.
Donc f € AP(R,X). m

24



1.2. Propriétés des fonctions presque périodiques

Proposition 1.2.7 Si f est une fonction presque périodique, alors

Im f = {f(z), z € R}
est relativement compact, c’est-a-dire Im f est compact.

Preuve. Supposons que f est une fonction presque périodique et montrons que Im f
est relativement compact.

C’est & dire montrons que pour toute suite de Im f, on peut extraire une sous suite
convergente dans Im f.

Comme X est un espace de Banach, alors la compacité relative coincide avec la pré-
compacité. Donc il suffit de montrer que pour tout € > 0, il existe un nombre fini de
boules de rayon ¢ dans X telles que leurs réunion couvre ’ensemble { f(z), = € R}.

Soit € > 0 et £ > 0 la longueur d’inclusion associée a f.

Comme f est continue sur [0, ], on en déduit que ’ensemble {f(x), = € [0,/]} est un
compact dans X.

C’est-a-dire

{f(2), @ € [0,4]} = | B(xy,2)-

p=1

Prenons 1, xa, ..., z,, les centres des boules qui couvrent {f(x), = € [0,¢]}.
Soit € R et 7 un e—nombre de translation dans l'intervalle [—x, —x + /]

Comme x + 7 € [0, /], alors il existe un entier p € {1,...,n} tel que
f(x +7) € B(z,,¢).

C’est & dire

[f(z+7) =2y <e

On a
[f(x) —aplly = [f(@) = fla+7)+ fla+7) -zl
< f@+7) = f@)lx+ [z +7) — 2k
< e4+e=2
< ¢.
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1.2. Propriétés des fonctions presque périodiques

Par conséquent,

Im f = {f(x), z € R} = | ] B(ap,e).

p=1

Proposition 1.2.8 Soit f € AP(R,X), si g € LY(R), alors (f x g) € AP(R,X).

Preuve. Soit f € AP(R,X) donc f est continue et comme g € L'(R), alors la fonction
(f * g) est continue.

On a pour tout y € R,
I+ < Nl Mgl ey -

On suppose que g # 0 car si [[g]| 1) = 0 alors fx g =0 et donc (f * g) € AP(R,X).
Ona f € AP(R,X) c’est a dire Ve > 0, il existe £. > 0 tel que tout intervalle [a, o + /]

contient un nombre 7 vérifiant

£

[f(z+7) = f@)lx < 57—
HgHLl(R)

Posonsz =y —teR

€
Ix < -
% ”gHLl(R)

[fly—t+7)—fly—1)

On obtient,

Frg)atm) - (Fra)w) = [g@)fly+r—2)— / 9() f(y — )z

R

(fly+7—2) = fly—2)) 9(x)dz,
alors,

I+ g)(z +7) = (f *9) ()l

1y +7—2) = fly—2)llx 9]l 2 gy

3

m HgHLl(R)

€.

IN
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1.3. Dérivation des fonctions presque périodiques

1.3 Dérivation des fonctions presque périodiques

Lorsqu’une fonction périodique est dérivable, sa dérivée est automatiquement périodique.
Pour les fonctions presque périodiques, ceci n’est pas vrai, puisque rien n’assure que la
dérivée soit uniformément continue, ce qui est nécessaire pour la presque périodicité.

En fait un résultat remarquable assure que cette condition est suffisante.

Théoréme 1.3.1 Soit f : R — X une fonction presque périodique et dérivable.

Si la dérivée f' est uniformément continue, alors elle est presque périodique.

Preuve. On cherche & écrire f* comme une limite uniforme d’une suite de fonctions

presque périodiques. On sait que pour tout réel x, on a

PR (RO ()

h—0 h ’

_ 1
pour i = -, on a

n—-+oo n

o) = tim o (o4 1) - 10)
o o) = (fGo+ )= 7o)

il est clair que (fy), e C AP(R,X) et

f'(x) = tim f.(z).

n—-4o0o

Montrons que,

n—-+00

i (sup 170~ (o)l ) .
On a,

I1£@) = fu@l = £ =n [ Fio

X

IN

w+%
n/Hﬂ@—f@kﬁ

IN

Sup |1f'(x) = f'(®)llx-

te [$,1+%]
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1.3. Dérivation des fonctions presque périodiques

Pour tout € > 0, la continuité uniforme de f’ assure 'existence d'un 0 tel que si

|lu —v| < alors,
1f () = f(0)llx <€

d’ou il existe un ng tel que pour n > ng, on a % <detVreR

1/(z) = fa(2)]lx < e

D’ot la convergence uniforme de la suite (f,), oy vers f'sur R. m

Remarque 1.3.1 Une question naturelle concernant la régqularité des fonctions presque
périodiques est la suivante :

Une fonction presque périodique atteint-elle son maximum ?

On sait que c’est le cas pour les fonctions périodiques continues. Mais il n’en est pas

de méme pour les fonctions presque périodiques.

Exemple 1.3.1 On considére la fonction f définie sur R par

f(z) =sinx — % sin (ﬁx)

qui est une fonction presque périodique, mais n’atteint pas son mazximum.

En effet, f est une fonction presque périodique en tant que polynome trigonométrique.

Si cette fonction atteint son maximum global en un point xq, alors xg serait aussi
mazimum local.

Comme [ est dérivable, ceci entraine que la dérivée de f s’annule en xy, ce qui est

1mpossible.
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1.3. Dérivation des fonctions presque périodiques

m ﬂ Y14t ’\

ﬂ 1.2 T
10T ﬂ h
0.8 T
0.6 T
D.4 T
D.2 7

40 20 d \ |1 it 0 0 20 40

-0. X
44T
-dé +

Représentation graphique de la fonction f.

En effet, on a
f'(z) = cosx — cos(V/2z)

donc les points critiques sont contenus dans [’ensemble
E = {:U € R tel que cosx = cos(ﬁx)} .

Dire que cosx = cosy signifie que v —y € 217 ou x + y € 277.
Donc dire que x € E est équivalent o dire que x(1 —+/2) € 277 ou x(1 + \/2) € 2rZ.
Donc on peut écrire

2 2
E=—" 717U —" 77 =2(1 + V2)7Z U 2(1 — V/2)7Z.
1—+v2 142 ( ) ( )

Nous avons pour tout n € 7,
f (2 (1 — \/5) 7T77,) = sin (2 <1 — \/5) 7T7”L) — %sin <2\/§ (1 — \/5) 7m>

1
= sin <27rn — 2\/§7m> — —ssin (2\/§7m — 47m)
V2

= —gin <2\/§7m> — % sin (2\/§7m>

= — (1 + %) sin <2\/§7m> .
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1.3. Dérivation des fonctions presque périodiques

Donc pour tous entiers relatifs n et m on a,

f (2 (1 — \/5) Wn) = — (1 + %) sin (2\/§7Tn + 27Tm>

1
= — |1+ —]sin (27r (nﬂ—km))
(%)
L’ensemble Z + /27 muni de Uaddition forme un sous-groupe additif de (R, +), il ne

peut étre discret car /2 ¢ Q, il est donc dense.

Par conséquent, on peut trouver une suite ((an,by)),cn C 72 telle que

1
lim a,, + \/§bn = T

n—oo

On a donc que

F(2(0-vE) o) = = (14 ) sin (2 (a0 vEB)).

Donc en passant a la limite, on obtient

Tim f (2 (1 _ \/§> mn) E— <1 n %) sin (271’ <_T1))

Comme on a

1
]f(x)|§1+—2, Yz € R

V2

ceci montre bien que la borne supérieure de f sur R est 1+ %
Maintenant montrons que celui-ci n’est jamais atteint.
Supposons qu’il le soit en un point xg.

On a

1
sin rg — — sin \/§xo> =1+
V2 (

Sl

d’ot
1
sinzg —1=—= (1—sin<\/§x ))
0 \/5 0
Le membre de gauche est négatif tandis que le membre de droite est positif donc les

deuz termes sont nuls.

Par conséquent, xg € 5 + 277 et V2 € 5 +27Z.
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1.4. Fonctions presque périodiques a paramétres

Il existe (ky, ko) € Z* tel que

To = g +27T]€1 et \/5513'0 :g—{—Qﬂ'kQ

Comme xg # 0, on a
\/5_%4—27{']%’2 1—|—4]€2

T4 2mky 144k

ce qui contredit le fait que /2 est irrationnel.

1.4 Fonctions presque périodiques a parameétres
Pour étudier la presque périodicité des solutions des équations différentielles de type
T = f(t,x) (1.4.1)

Il est indispensable d’imposer la presque périodicité de la fonction f uniformément par
rapport & x dans les compacts, sinon la fonction composée f(t,z(t)) ou x est une solution
de I’équation (1.4.1) ne pourrait étre presque périodique.

Par exemple la fonction f(¢,x) = sin(tz) est presque périodique pour chaque z par
contre la fonction composée

f(t,sint) = sin(¢sint)

n’est pas presque périodique. Pour plus de détail sur cet exemple, voir [13] page 14.

Définition 1.4.1 On dit qu’une fonction continue f est presque périodique en t et uni-
formément en x € B, avec B un sous ensemble borné de X.
Si pour tout € > 0, il existe £, > 0 tel que tout intervalle de longueur (. contient un

nombre T vérifiant
[f(t+7,2) = f(t,z)| <e, VEER, Vo € B.

Théoréme 1.4.1 Soit
f: RxX — X

(t,x) +— f(t,x)

une fonction presque périodique en t € R et uniformément en x € B avec BC X.
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1.4. Fonctions presque périodiques a paramétres

On suppose que f est Lipschitzienne en x € X et uniformément ent € R, c’est-a-dire

il existe £ > 0 tel que
Hf(tax) - f(tay)H < g“'r_yua vxay eXetteR

Si g : R — X est une fonction presque périodique, alors la fonction
': R — X
t = I(t) = f(t g(t))
est aussi une fonction presque périodique.

Preuve. On a g € AP(R, X) c’est-a-dire Ve > 0, il existe /. > 0 tel que tout intervalle

[a,a+ L], a € R, contient un nombre T vérifiant

lg(z +T) — g(2)lx < % vt € R. (1.4.2)
On a,
[Tt +7) =L@ = IfEt+7.9(+7)) = f(tgt)llx

IA

1fE+7, g +7) = F(E+ 7,90 + [t +7,9(8) = F({E,9(1) |l

< Llgt+7) —g@Ollx + I1fE+7,9(0) = fE9(1)lx-

Comme f est presque périodique, alors Ve > 0, il existe £. > 0 tel que tout intervalle

de longueur /., contient un nombre 7 vérifiant

™

sup 1F ¢t +7,9() = f{t. 9)lx < 5. (1.4.3)

En combinant les inégalités (1.4.2) et (1.4.3), on obtient

Sup IT(t+7)—-T@)] = Sup [fE+7,9(+7)) = f(t,g@®)| <e.

Par conséquent I' : ¢ — f(¢,g(t)) est presque périodique. =

Théoréme 1.4.2 Soit
T RxX =X
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1.4. Fonctions presque périodiques a paramétres

une fonction presque périodique en t et uniformément en x.
Supposons que u — f(t,u) est une fonction uniformément continue sur B' C X (ou
B’ est un sous ensemble bornée de X), uniformément pour t € R.

Sig e AP(R,X), alors T : R — X définie par
P() =T (,()) € AP(R,X)

Preuve. Supposons que g € AP(R, X) c’est-a-dire que Ve > 0, il existe £. > 0 tel que

tout intervalle de [a,a + /] contient un nombre 7" vérifiant
lg(t+T)—g(t)] <e, VteR. (1.4.4)

Comme g € AP(R,X), alors g est bornée. Soit maintenant B’ un sous ensemble borné
de X tel que ¢(t) € B, Vt € R.
On a

1fE+7,9(+7) = F(L gk < [fE+79(+7) = F(E+7,90)x
FfE+7,9(8) = fE,9(0))llx -

En utilisant I'inégalité (1.4.4) et la continuité uniforme de F, on obtient

€
sup If(t+ 7,9+ 7)) = Ft g < 5 (1.4.5)
S
de méme, en utilisant la presque périodicité de f, on obtient
€
sup /(¢ +7.9(0) = F(t.90)] < 5 (14.6)
€

en combinant les inégalités (1.4.5) et (1.4.6), on obtient

Sup [[f(t +7,9(t +7)) = f{t: 9@l < &,

Donc
[(t) =T(tg(t) € AP(R,X).
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1.5. Séries de Fourier des fonctions presque périodiques

1.5 Séries de Fourier des fonctions presque périodiques

Nous allons a présent introduire la notion de série de Fourier d’une fonction presque
périodique, on veut associer & une fonction presque périodique une série de la forme :
+0o0

ZC’k exp(iA,x), avec A\, € R et Cf € X.
k=0

On cherche a obtenir les coefficients ', et A\,. Pour cela, il est nécessaire de définir la

valeur moyenne d’une telle fonction.

1.5.1 Valeur moyenne d’une fonction presque périodique

Définition 1.5.1 Soit f € AP(R,X) et localement intégrable.
On définit la valeur moyenne supérieure et la valeur moyenne inférieure qu’on
note respectivement, M(f) et M(f) comme suit :
T

_ |
M(f —jlglgoﬁ/f )dx etM(f):Tli_IEOﬁ f(z)dz

-T
Lorsque ces deux valeurs sont égales, on obtient la valeur moyenne de f, notée M(f)

tel que

=T / T
1l faut cependant vérifier qu’un tel nombre existe.

a+T
Théoréme 1.5.1 Pour toute fonction f € AP(R,X), le nombre : Ylirn 7 [ f(z)dz existe

indépendamment de a € R et vaut M(f).

Preuve. En premier lieu, montrons le résultat pour un polynoéme trigonométrique.

Soit P un polynoéme trigonométrique de la forme

Z cr exp(iAgx), avec Ay # 0, et ¢ € X.
k=1
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1.5. Séries de Fourier des fonctions presque périodiques

On a alors,
a+T n a+T
/ P(z)dx = Z Ck / exp(i\gz)dx
« k=1 «
B 2”: . exp(idg(a+T)) — exp(iAp)
=l i
d’ou
a+T n
! / P(x)dx| < Zc 2 0
— —
T = M T [ A| 700

o k=1

indépendamment de o € R.
Remarque : Si le polyndéme trigonométrique P contient un exposant nul, alors P est

de la forme
a+T

co + Z crexp(iAgx) et %&m P(z)dz = c.
k=1 s

Soit & présent f € AP(R,X), d’aprés le théoréme d’approximation 1.1.1, on a

pour € > 0, il existe un polynéme trigonométrique S tel que

€
-5 <=
17 =Sl <
Pour tout Ty, 75 € R, on a
1 a+Ty 1 a+Ts 1 a+T,
_ R < ||= _
i [ 1w [t < |5 [ (- S
@ « X [ X
a+T a+Ts
+ 1 S(:z:)dm—i S(x)dx
Ty T
« e} X
1 a+Ts
iz [ (@) - s
2
a X
a+Th a+Ts
< Sy i/S()d 1 s@ya|| +
< 3 T x)dx T x)dx
« [e} X
N
3
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1.5. Séries de Fourier des fonctions presque périodiques

On peut trouver ng € N* tel que T} > ng et T3 > ng, ce qui nous donne

a+Th a+Ts

1 1 €

— - — < —

T / S(x)dx B / S(x)dz|| < 3
o' «@ X

1 a+Ty a+Ts>
— Yz — — <e
T /f( ! /f =

La complétude de X assure l’existence de la limite.

ce qui entraine que

Il reste & montrer que la limite ne dépend pas de a.

Donnons o € R et T' > 0, en utilisant la relation de CHASLES, on obtient

a+T a+T
/f daz—/()d = /f dw—/f
’ 2|04]M
< T

Ce qui donne le résultat attendu lorsque 7' — oco. =

Remarque 1.5.1 La valeur moyenne d’une fonction f € AP(R,X) existe et vaut

0
M(f) = Jim /f ryde = lim [ f(2)dr
Gy
a+T
= Tlglgoﬁ/f Ydx, Yo € R.

a—

En général, on prend o = 0, c’est-a-dire

M) %Eﬂoﬁ/f

Voici quelques propriétés dont bénéficie la valeur moyenne :

Proposition 1.5.1 Soit f,g € AP(R,X) et ¢ € C, alors on a

M(cf) = eM(f).
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1.5. Séries de Fourier des fonctions presque périodiques

2. Si f >0, alors M(f) > 0.
3. M(f +g) = M(f) + M(g).

4. St (fu)nen est une suite de fonctions presque périodiques qui converge uniformément

sur R wvers une fonction f, alors

lim M(f,) = M(f).

n—oo

Preuve. 1, 2 et 3 découlent directement des propriétés de 'intégrale.
4. Soit (f,)nen une suite de fonctions presque périodiques qui converge uniformément

sur R vers une fonction f, alors

T
1
0 < M) = MU = | fim 7 [ (ale) = Fla)ds
0 X
< Jim / I ful@) = £(&) 1 do
Alors,
Jm V() = M) < B | i / 150 = £ d

< lim —/hm | fu(x) = f(2)]/x do

T—oo'l

<

car (f,)nen converge uniformément vers f sur R.

Donc

lim M(f,) = M(f).

n—o0

Remarques 1.5.2 .

1. L’application qui & une fonction presque périodique associe sa valeur moyenne est

une forme linéaire continue.

37



1.5. Séries de Fourier des fonctions presque périodiques

2. La majoration de l'intégrale définissant la valeur moyenne montre que pour toute

fonction f € AP(R,X), on a
IM(Hllx < 1%

3. Si f e AP(R,C), alors

ou f est le conjugué de f.

1.5.2 Convergence en moyenne des suites de fonctions presque
périodiques

Définition 1.5.2 On dit qu’une suite (f,,)n>1 converge en moyenne quadratique si¥e > 0,

il existe no(e) > 0 tel que

M| far = fuallz) < &, ¥na,na > no.

Définition 1.5.3 Une famille F' = {f.} de fonctions presque périodiques est dite

acl
homogéne lorsque,
1. F' est equi-continue.

2. Pour tout € > 0, [’ensemble

m E(e, fa)

ael

est relativement dense dans R.

Remarque 1.5.3 1l est clair que toute suite de fonctions uniformément convergente est

convergente en moyenne quadratique. Ceci découle de l'inégalité

M (1far = Frollzt) < [ fax — FruallZ -

L’inverse est en général fauz, cependant, une suite de fonctions AP(R, X') homogéne (con-

sidérée comme famille) convergeant en moyenne quadratique, lest aussi uniformément.

Voir [11].
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1.5. Séries de Fourier des fonctions presque périodiques

1.5.3 Séries de Fourier associée a une fonction presque péri-
odique

Nous présentons ici les éléments fondamentaux concernant les séries de Fourier des

fonctions presque périodiques.

Définition 1.5.4 Soit f € AP(R,X), on définit le coefficient de Fourier-Bohr de f par

a(A) = M(f(x)exp(—ilzr) = ETwﬁ/f x) exp(—iAx)dz.

Le nombre réel \ est appelé exposant de Fourier de la fonction f.

Remarque 1.5.4 Pour toute fonction f presque périodique et pour tout nombre réel X,

la fonction x — f(x)exp(—il\x) est aussi presque périodique.
Définition 1.5.5 Soit f € AP(R,X), on définit le spectre de la fonction f par
or={NeR, a(\) #0}.

Définition 1.5.6 Soit f € AP(R,X), la série de Fourier associée & la fonction f est

définie par
“+o0o

fx) ~ Z a(\,) exp(iA, ).

n=1
Proposition 1.5.2 Si la série de Fourier d’une fonction presque périodique f converge

uniformément sur R vers une somme alors f coincide avec cette somme.

Preuve. Posons

—+00 n

g(x) = Z a(Ag) exp(idgx) et go(z) = )  a(A\) exp(i\gz).
k=0 k=0

Avec les )\, deux a deux distincts.

Par hypotheéses la suite g,, converge uniformément sur R vers g.
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1.5. Séries de Fourier des fonctions presque périodiques

Si A ¢ {\,,n € N*} alors on a grace a la convergence uniforme

M(g(@)exp(~ire)) = lim M(gn(x) exp(—irz))

= lim a(Ag) M (exp(idgx) exp(—ilx))

n—+o00 —
— nErEOOk a()\k)(TErfoof/exp(i()\k — A)z)dx)
-0 o
et on obtient,
. R 1 fexp(ilh — NT) — 1
= 0.
Et si A = A, alors
M(g(z) exp(—irr)) = lim M(g,(z)exp(—ilz))
n+ko
= liril Z a(Ag) M (exp(idgx) exp(—ilx))
k=1
ko—1
= lilil a(Ag) M (exp(idpx) exp(—iAx))
k=1
n+ko
+ lim a(Ag) M (exp(id,x) exp(—ilx))
n—-4oo kot 1
+M(a(A) exp(idg, ) exp(—idg,T))
= G()\ko).

Ce qui montre que f et g ont la méme série de Fourier.

Le théoreme d’unicité permet de conclure le résultat. m
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CHAPITRE

Sur la presque périodicité
des solutions des
équations différentielles

ordinaires

Parmi les nombreuses raisons pour lesquelles Bohr a introduit le concept d’une fonction
presque périodique, nous pouvons citer la description des propriétés des solutions des
équations différentielles.

La presque périodicité des solutions des équations différentielles a été longuement
étudiée depuis le tout début du vingtiéme siecle.

Les ouvrages classique de [10], [1] et [17], etc donnent une belle présentation des
méthodes et des résultats sur ce sujet.

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés a l’existence des solutions presque
périodiques d’'un systéme différentiel linéaire & coefficients constants du premier ordre

dont le second membre est presque périodique.
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2.1. Primitives des fonctions presque périodiques

2.1 Primitives des fonctions presque périodiques

Puisque les primitives de fonctions interviennent naturellement dans la théorie des équa-
tions différentielles (par exemple dans le cadre de la méthode de variation de la constante),
il est naturel de regarder le comportement des primitives vis-a-vis de la presque périodic-

ité.

Théoréme 2.1.1 Soit f € AP(R,C) et F' une primitive de f.
F € AP(R,C) si et seulement si elle est bornée sur R.

Preuve. La nécessité

Il est clair que si F' € AP(R,C), alors F' est bornée.

La suffisance

Supposons que F' est bornée et montrons que F' € AP(R,C).

On peut se restreindre au cas ou f est a valeurs réelles car si

f=h+if

ou f; et fy sont a valeurs réelles alors,

F(z) = /fl dt+1/f2

= Fi(z) +iF(x )

F € AP(R,C) si et seulement si Fy, F» € AP(R,R)
Supposons que F' est bornée, notons par,
= ;gﬂgF(x) et M = iléﬂgF(z)
On suppose que m # M, sinon F' serait constante donc presque périodique.
Donnons-nous un € > 0. Par définition de la borne inférieure et de la borne supérieure,

il existe deux réels x; et x5 tels que

Flzy) <m+ % ot Flzs) > M — %
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2.1. Primitives des fonctions presque périodiques

On pose d = |z1 — x| .

Puisque f est presque périodique, alors il existe ¢; > 0 tel que tout intervalle de

£

longueur ¢; contient un 6d

-nombre de translation pour f.

On montre ensuite qu’en posant ¢ = {1 + d, tout =-nombre de translation pour f est
20

un e-nombre de translation pour F'.

Dans un premier temps, on montre que tout intervalle de longueur ¢ contient deux

points y; et ys tels que

En effet, posons £ = min {z, z2}. Soit 7 un

€
F(yl) < m+§

et

19
F(yg) > M—§

£

&-nombre de translation pour f tel que

E4 7 € |a,a+ ], ot «a est un réel quelconque.

On pose, y; = o1 + 7 et yo = x5 + 7 de sorte que y1,ys € [, a + £]. Nous avons alors

F(ya) — F(y1)

D’ou 'on déduit que

Comme on a,

(AVARNY,

Fys) — M > F(y) —m — =

/f(t)dt+F(a:2) — F(zy) —/f(t)dt
Plas) = Flan)+ [ s [ far

19

19 9 19

M- _m_=_Z

6 "6 6
M—m—é.
2

5.

F(ys) —M <0et F(y,) —m >0
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2.1. Primitives des fonctions presque périodiques

alors,

£ £
m+§>F(y1) et F(yg)—M>—§.

Prenons a présent n € E(e, F'), fixons un réel x, on peut trouver y; € [z, x + £] tel que

£
F(y1)<m—§.

Il vient alors que

T+ y1+n

Flz+n) - Fz) = Fln+n) - F(n) /f dt—/ F(t)dt

Y1

z+n y1+n
— Py +n) - Fy) /f dt+/f dt—/f
y1+77

= F(y+n)— F(y) /f ﬁ—>/ ft)dt
= F(y +1) - F(y) /f dt—/ft+77

> —<m+§>~|—m— /(f(u+77)—f(u))du

xT

3 €
> - (=

2 20
= —&.

Donc,

[F(z+n) — Fx)] <e.

d’oul le résultat. m

Remarque 2.1.1 Le résultat du théoréme précédent n’est pas wvalable dans le cas des

fonctions a valeurs dans un espace de Banach quelconque.

Théoréme 2.1.2 Soit f € AP(R,X) et ' une primitive de f. L'une des conditions

sutvantes assure que les primitives sotent presque périodiques.

1. L’image de F' est relativement compact.
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2.2. Equations différentielles linéaires ordinaires

2. F est bornée et X est uniformément convexe.

Preuve. Voir [1]. =

2.2 Equations différentielles linéaires ordinaires

Dans cette section on s’intéresse a ’existence de solutions presque périodiques d’un sys-

téme différentiel linéaire ordinaire

y=Ay+f
ou

f = (fl> = <f17 "'7fn)t

telles que les composantes f; € AP(R,C), A = (a;j)1<ij<n €st une matrice carré a
coefficients complexes et y = (y1, ..., y, )" une fonction inconnue.

Le systéme précédent peut s’écrire sous la forme suivante

dy; ,
di = ayy;+ filz), i €{1,...n} (2.2.1)
j=1

Définition 2.2.1 Une solution du systéme (2.2.1) est dite presque périodiques (resp.

bornée) si toutes ses composantes sont presque périodiques (resp. bornées).

2.3 Solutions presque périodiques d’une équation dif-

férentielle scalaire
Théoréme 2.3.1 Si f € AP(R,C) alors toute solution bornée de l’équation différentielle
v =Xy + f (2.3.1)

ol A est un nombre complexe quelconque, est presque périodique.
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2.3. Solutions presque périodiques d’une équation différentielle scalaire

Preuve. En résolvant I’équation homogéne
y =y =0,
on trouve que les solutions sont sous la forme
y(x) = Cexp(Ax), C € C.

Pour chercher une solution particuliére de ’équation non homogeéne, nous supposons
que C' est une fonction de classe C'(R), et appliquons la méthode de la variation de la
constante.

Posons

y(z) = Clx) exp(ra).
On dérive y et on le remplace dans I’équation (2.3.1), on obtient
C'(z) exp(Az) + AC(x) exp(Az) = AC(x) exp(Az) + f(z),

c’est-a-dire que,
C'(x) = f(x) exp(—Aa).

On intégre par rapport a x, on trouve

xT

Cla) = / exp(—As) f(s)ds + K, K € C.
0
On en déduit que la solution générale de (2.3.1) est donnée par

T

y(x) =exp(Az) | K + /exp(—)\s)f(s)ds

Pour étudier la bornitude de ces solutions, on va distinguer trois cas :

On pose A = a + ib, ou a,b € R.

Premier cas : a >0

Comme xkgloo lexp A\x)| = ac1—1>1:iI-100 exp(az) = +oo, alors pour que la solution y soit

bornée au voisinage de (400), on doit avoir

x

lim (K + /exp(—)\s)f(s)ds) = 0.

T—+00
0
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2.3. Solutions presque périodiques d’une équation différentielle scalaire

C’est-a-dire que,
+oo

K = —/ exp(—As) f(s)ds.
0
Par hypothese f € AP(R,C), alors d’aprés les propriétés des fonctions presque péri-

odiques, f est bornée.

Notons M = sup |f(x)|, alors
z€R

0 < |exp(—=As)f(s)| < M exp(—as) |exp(—ibs)| < M exp(—as).
+o0
C’est-a-dire que, l'intégrale | — / exp(—As)f(s)ds| existe et finie.

0
La solution y s’écrit alors

y(x) —exp()\a:)(—/ exp(—)\s)f(s)ds+/eXp(—>\3)f(s)ds.

D’apres la relation de Chasles, on obtient

+o0

y(x) = —exp()\m)/ exp(—As) f(s)ds.

T

D’ou
—+o00

y(z) = — / exp(=A(s — ))f(s)ds.

xT

On fait le changement de variable en posant u = s — x, on obtient

“+00

y(x) = —/ exp(—Au) f(u + x)du.

0

Il est clair que y est bornée, en effet puisque f est bornée on a
lexp(—Au) f(u + x)| < M |exp(—ibu)| exp(—au) < M exp(—au).

D’ou
+oo +oo

_ / exp(—u) f(u + x)du| < M / exp(—au)du

0

s
=
I

VAN
SE
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2.3. Solutions presque périodiques d’une équation différentielle scalaire

Maintenant on vérifie que la solution de I’équation (2.3.1) est bien presque périodique.
Comme la fonction f est presque périodique, alors Ve > 0, il existe £,. > 0 tel que

tout intervalle de longueur ¢,. contient au moins un nombre positif 1" satisfaisant

sup [f(x +T') — f(x)] < ae,Va € R.

zeR
Alors Vo € R, on a
+oo
pla+7) = yla)] = | [ esp(-du) [f(u+2+T) ~ fu+a))du
e
< /exp(—au) Iflu+x+T)— flu+x)|du
0 n
< sgg lf(x+T)— f(x)] / exp(—au)du
0
< swplf(@+T) = 1@l
1
< ae-—
a
< e

Ce qui montre que la solution y est une fonction presque périodique.
Deuxiéme cas : a< 0

On proceéde de la méme maniére, cette fois-ci en considérant le fait que

lim |exp(Az)| = lim exp(az) = +oo.

Tr——00 T——00
Troisiéme cas : a=0

On a donc que A = bi avec b € R, alors la solution y est de la forme

T

y(x) = exp(ibz) (K + /exp(—ibs)f(s))ds.

Si on suppose que y est bornée alors on aura nécessairement

xT

. / exp(—ibs) f(s)ds

0
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2.4. Solutions presque périodiques d’un systéme d’équations différentielles

est aussi bornée.
Puisque
s — exp(—ibs) f(s)
est presque périodique en tant que produit de deux fonctions presque périodiques, on

en déduit que
T /exp(—ibs)f(s)ds
0

est une primitive d’une fonction presque périodique.

Ceci entraine que
T /exp(—ibs)f(s)ds
0

est presque périodique, donc y 1’est aussi.

Ce qui achéve la démonstration. m

Théoréme 2.3.2 Soit n € N et A = (ai;)1<ij<n € Myn(C), il existe une matrice P €
M, (C) inversible, T € M, (C) triangulaire supérieure contenant les valeurs propres de

A sur sa diagonale telles que

A=P'TP

Preuve. Toute matrice carrée est triangularisable dans M,,(C). Voir [§8]. =

2.4 Solutions presque périodiques d’un systéme d’équations
différentielles

Théoréme 2.4.1 Si les fonctions f;, + = 1,2, ...,n, sont presque périodiques, alors toute

solution bornée sur R du systéme 2.2.1 est presque périodique.

Preuve. D’abord, montrons que le résultat est vrai pour les matrices triangulaires

supérieures, pour cela on se donne une solution bornée y du systéme

dy; - .
= Dty + filw)i € {1,...,n}
Jj=1
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2.4. Solutions presque périodiques d’un systéme d’équations différentielles

ot T = (t;j)1<i<n est une matrice telle que t;; € C avec t;; = 0 si i > j et les fonctions
1<5<n
fi sont a valeurs complexes.
On peut faire une récurrence sur ’ordre de la matrice 7', le théoréme précédent assure
le résultat pour une matrice d’ordre 1, alors supposons le vrai pour les matrices de taille

n, et montrons le pour les matrices de taille (n + 1), c’est-a-dire montrons que le résultat

est vrai pour le systéeme

dyi n+1 .
j=1

On considére y = (y1, ..., Yn+1)" une solution bornée de (2.4.1). La derniére équation

est
dyn-41
dz

Et le théoréme précédent assure que y,.1 est presque périodique. On applique main-

= tnt1n+1Ynt1(2) + fri1(x).

tenant I’hypothése de récurrence pour i,j € {1,...,n}, donc le résultat est vrai pour les
matrices de taille n + 1, et par conséquent il est vrai pour les matrices de taille n. Ce qui
acheve la démonstration du théoréme pour les matrices triangulaires supérieures.
Revenons maintenant au cas général, d’aprés le Théoréme 2.3.1 il existe une matrice
P e M, (C) inversible, T' € M,,(C) triangulaire supérieure contenant les valeurs propres

de A sur sa diagonale telles que

A=P'TP

Soit y une solution bornée de 2.2.1, alors on a en multipliant a gauche par P que

P
LY _rpyypy
dx

ouy = (y1,..,yn) et f = (f1,..., fn)', on pose z = Py et g = Pf, on aura

dz
— =T .
e zZ+9

Les composantes de g sont toutes presque périodiques en tant que combinaisons
linéaires & coefficients constants de fonctions presque périodiques.
Puisque y est bornée alors z = Py est bornée, et d’apres le théoréeme précédent z est

presque périodique.
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2.5. Applications

Les composantes du vecteur y étant des combinaisons linéaires & coefficients constants
de composantes de z, on en déduit alors que les composantes de y sont presque périodiques,

et par conséquent la solution y est presque périodique. m

Remarque 2.4.1 Ce théoréme ne garantit pas l’existence d’une solution bornée, alors la
question qui se pose est : quelles conditions sur la matrice A doit-on imposer pour avoir

une solution bornée 7 C’est le théoréme suivant qui répond a la question.

Théoréme 2.4.2 Si pour tout i € {1,...,n} la fonction f; est presque périodique et si
A ne posséde aucune valeur propre a partie réelle nulle alors le systéme 2.2.1 admet une

unique solution bornée presque périodique.

Preuve. On a vu dans la démonstration du théoréme (2.4.1) que le systéme
Y'=AY + f
se ramene a un systeme
Z7'=TZ +g.
Chaque équation de ce systéme est de la forme
2= Nz + gi.

Puisque, par hypothése la matrice A ne posséde aucune valeur propre & partie réelle
nulle, alors deux cas peuvent se présenter. (Re \; < 0, ou Re \; > 0).

D’apres le théoréeme (2.3.1), les z; sont déterminés de maniére unique, car la constante
qui résulte de la résolution de I’équation a été fixée de sorte que la solution soit bornée.

Ainsi si on imite la preuve du théoréme (2.4.1) par récurrence sur l'ordre de la matrice
A, on trouve que chaque y; est bornée.

Alors 'unique solution Y est presque périodique. m

2.5 Applications

Soit le systéme différentiel suivant

y1(t) = y1(t) + 8ya(t) + exp(it)

(2.5.1)
Ga(t) = 2u1(t) + y2(t) + exp(iv/2t)
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2.5. Applications

Il est clair que les deux fonctions ¢ —— exp(it) et t —— exp(iv/2t) sont presque

périodiques. Le systéme (2.5.1) s’écrit aussi sous la forme matricielle

Y(t) = AY () + f(2),

1 8 exp(it t
A= et f(t) = plit) ) o Y(t) = n(?)
2 1 exp(iv/2t) ya(t)
On résout d’abord le systéme homogene associé

Y (t) = AY (¢).
Les valeurs propres de A sont —3 associé au vecteur propre U = - , et 5 associé
1
2
au vecteur propre V = ,
1
-2 2 ) )
ou P = est la matrice de passage de la base canonique de R? vers la base
1 1
formée des vecteurs propres.
-3 0
Ona A= PDP ! avec D=
0 5

Posons

X(t) =P 'Y (1),

c’est-a-dire que

Y(t) = PX(1).

On voit que Y (¢) est solution du systéme homogene si et seulement si

. -3 0
X(t)=DX(t) = X (1).
0 5
En effet, on a
Y(t) = AY(t)= (PDP™') PX(t) (2.5.2)

— PDX(1).
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2.5. Applications

Comime

Y(t) = PX(t),

alors,

Y (t) = PX(t). (2.5.3)

Les égalités (2.5.2) et (2.5.3) impliquent que

X(t) = DX(1),
ou encore
aexp(—3t
X(r) = p(=31)
bexp(5t)
Avec a,b € R. Donc
aexp(—3t)
Y(t)=PX(t)=P = aexp(—3t)U + bexp(5t)V.
bexp(5t)

On cherche maintenant une solution du systéme non homogene (2.5.1) sous la forme
Y (t) = a(t) exp(—=3t)U + b(t) exp(5t)V.
avec a,b € C'(R), on a alors, en appliquant la méthode de la variation de la constante
Y (t) = a'(t) exp(—=3t)U + V' (t) exp(5t)V — 3a(t) exp(—3t)U + 5b(t) exp(5t)V.
Puisque

Ay () = [ S eI FA00 exp(G) ) o T 4 b exp(50)V
—3a(t) exp(—3t) + 5b(t) exp(5t)

alors,

Y (t) = a'(t) exp(—=3t)U + V' (t) exp(5t)V + AY (t).

Donc Y est solution de (2.5.1) si et seulement si

a'(t) exp(=3t)U + ' (t) exp(5t)V = f(t).
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2.5. Applications

Ce qui est équivalent au systéeme

—2a/(t) exp(—3t) + 20 (t) exp(5t) = exp(it) .
a'(t) exp(—3t) + b'(t) exp(5t) = exp(iv/2t)

On résout ce systéme et on trouve a'(t) et b/(t), puis en intégrant, on trouve

(I(t) _ exp(V/2i+3)t exp(i+3)t T

2(v/2i+3) 4(i43)
_ exp(i—b)t exp(v/2i—5)t
b(t) = f(iff,) + ;( Vi e

ol ¢1, ¢y € R. Finalement la solution du systéme est

2(v2i+3)  A(i+3)
N (exp(i —5)t N exp(v/2i — 5)t

Yit) = (exp(ﬂi +3)t  exp(i+ 3)t n 01) exp(—3)U

1(i—5) 2(v2i —5) + 02) exp(5t)V

ol encore

D S ; 1 1 .
Y(t) = (72— 72m) o0(v2it) + (s — wbey) (i)
(2(\/§i+3) + 2(\/51-,5)) exp(v/2it) + (m - m) exp(it)

ﬁ exp(v/2it) + 16+2Z exp(it)

1;+;\ff’ exp(v/2it) + 55 exp(it)

La solution Y'(¢) du systéme (2.5.1) est bornée car ses composantes y;(t) et y2(t) sont
bornées.

En effet,

i (t)] = exp(v/2it) +

‘ -8

exp(at
17+2\/_z p(it)

6+ 2

< \/ﬁ ‘exp(\/iit)) + \/ﬁ lexp(it)]
8 2
- _.I_ -

< — M.
= V297 V65 !
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2.5. Applications

et
1—+/2i 1 .
ly2(t)| = T2V exp(V/2it) + mexp(m
V3 1 .
< m\expmt)( /e exnit)]|

297 4465

Alors d’apres le théoreme (2.4.1) la solution du systéme (2.5.1) est presque périodique.
D’autre part, comme la matrice A ne posséde aucune valeur propre & partie réelle nulle,
alors d’aprés le théoréme (2.4.2) cette solution est I'unique solution bornée et presque

périodique.

95



Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié les différentes définitions des fonctions presque péri-
odiques & valeurs dans un espace de Banach. Ainsi que leurs propriétés fondamentales.

Une attention particuliere a été accordée & la presque périodicité des solutions du
systéme différentiel

Y =AY + f

ou f € AP(R,X) et A une matrice & coefficients constants.

Nous avons aussi construit un exemple illustratif des théorémes démontrés.

Pour conclure, nous donnons quelques suggestions et développements possibles en vue
d’améliorer et d’étendre notre étude. Ces développements concernent essentiellement les

points suivants :

1. Etude des solutions presque périodiques des équations différentielles non linéaires.

2. Des études récentes sont effectuées sur les solutions presque périodiques au sens de
Stepanov et au sens de Besicovitch des équations différentielles ordinaires. 1l
serait donc intéressant de regarder de pres cette périodicité définie dans le cadre des
espaces de Lebesgue, qui considére des fonctions qui ne sont pas nécessairement

continues.

Finalement, nous estimons que la théorie des fonctions presque périodiques est un
domaine trés intéressant et trouve beaucoup d’applications et comme il est d’actualité

beaucoup de questions sont encore posées.
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Annexe

Suite de Cauchy

Définition 2.5.1 Soit E un espace vectoriel normé, on dit que la suite (x,), est de

Cauchy si Ve > 0, il existe n € N, Vp,q € N tels que p > qg>n on a
|2y — z4llg < &
Espace complet

Définition 2.5.2 On dit que E est un espace complet si toute suite de Cauchy de E est

convergente dans .
Espace de Banach
Définition 2.5.3 Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet.

Soit X un espace de Banach muni de sa norme ||.||y .

Espace pré-compact

Définition 2.5.4 On dit que A C X est un espace pré-compact si pour tout € > 0, il existe
un nombre fini de boules de rayon ¢ dans X telles que leur réunion couvre l’ensemble A.

C’est o dire que

Recouvrement d’ouverts
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Annexe

Définition 2.5.5 On dit qu’une famille d’ouverts (0;);cr de X constitue un recouvrement

d’ouvert de X si

1€l

Espace compact

Définition 2.5.6 On dit que l’espace de Banach X est compacte si de tout recouvre-
ment ouvert, on peut extraire un sous recouvrement fini, c’est a dire ¥(0;);e; une famille

d’ouverts de X(ie : X = (Ub;)ier),il existe Iy C I (Iofinie) tel que
X = (Ub:)ier,-
La densité

Définition 2.5.7 On dit qu’une partie A de X est dense dans X si pour tout élément x

de X, il existe une suite (x,,), d’éléments de A telle que
lim z, = =x.
n—-+0o00
Exemple 2.5.1 Pour X =R, dire que la partie A est dense dans R équivaut a dire
V(z,y) €ER? : z <y, Ja€ A tel que z < a <y.

Proposition 2.5.1 .

1. Pour tout réel 0, 7.+ 07 est dense dans R si et seulement si, 0 € R\ Q.

2. L’ensemble Z + 07 ={x + 0z, Yx € Z} est un sous groupe additif de R.
Ensemble borné
Définition 2.5.8 On dit que X est borné, s’il existe C' > 0 tel que ¢y < C, Vo € X.

La continuité
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Annexe

Définition 2.5.9 Une fonction f : R — X est continue si f est continue en tout point
r € R.

f est continue en x si

limf(z 4+ h) = f(x).

h—0
C’est-a-dire

lim [[£(z 4 h) — f(z) = 0.
La continuité uniforme

Définition 2.5.10 On dit qu’une fonction f : R — X est uniformément continue sur R

st Ve > 0, il existe n > 0 tel que Vx,y € R on a

[z —yl <n=|If(x) - fW)x <e
Fonctions Lipschitziennes

Définition 2.5.11 Soient f : R — X une fonction, on dit que f est Lipschitzienne de

rapport k s’il existe un réel k tel que

1f (@) = FWllx <kl —yl, Yo,y € R

Remarque 2.5.1 Si k €]0,1], on dit que f est contractante.

Théoréme 2.5.1 (HEINE)

Toute fonction continue sur un intervalle fermé borné est uniformément continue.
Fonction dérivable

Définition 2.5.12 On dit qu’une fonction f définie sur R est dérivable au point xq si la

limite suivante existe et finie

oo 1@) = flawo)

r—T0 X — Tg

=/(=f'(x).

L’espace L'(R)
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Annexe

Définition 2.5.13 Soit f : R — X wune fonction continue sur R, alors f € L'(R) si et

seulement si

J15@ldo < +oc.
R

Produit de convolution

Définition 2.5.14 On dit que [ et g sont convolables si, pour presque tout x € R, la

fonction
y— flz—y)g(y)

est intégrable sur R.
Si f et g sont convolables, on définit le produit de convolution (ou la convolée) de f

et g par

(fg)(x) = /f(fr —y)g(y)dy
R
qui vérifie la propriété suivante :

fxg=gx*f.

Proposition 2.5.2 Soit f € L'(R) et g € L'(R), alors le produit de convolution f * g

est intégrable et

1 * 9l )y < Nl 19l 2y -
Fonctions bornées
Définition 2.5.15 On dit qu’une fonction f : R — X est bornée s’il existe M > 0 tel que
[f(@)llx < M, Vo € R.
Borne supérieure

Définition 2.5.16 Soit U C R un ensemble majoré avec U # (). On dit que M est la

borne supérieure de U si et seulement st Ve > 0, il existe xg € U tel que

M—c<zg< M.
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Annexe

Borne inférieure

Définition 2.5.17 Soit U C R un ensemble minoré avec U # 0. On dit que m est la

borne inférieure de U si et seulement si Ve > 0, il existe xg € U tel que
m < xg < m+e.
Convergence uniforme

Définition 2.5.18 On dit que (f,)nen converge uniformément vers f sur R, si pour tout

e >0, 1l existe N = N, tel que pour tout x € R et pour tout n > N on a

[fn(2) = f(2)llx < e

Théoréme 2.5.2 (GOTTSCHALK)
Quels que soient les nombres réels t, aq, ..., ax, non nuls et § > 0, il existe un ensemble
relativement dense D de nombres entiers tel que n € D entraine [’existence des entiers

ma, ..., my pour lesquels on a :
|nt —mya;| <9, Vi=1..k (2.5.4)

Définition 2.5.19 [’application

M: X — R,
z

définie une norme si elle vérifie les conditions suivantes :
L |z =0 <=z =0.
2. || Az|| = |A| ||z]| , pout tout réel A.
3. Vo,y € X, |l +y|| < ||z|| + |ly||. (Inégalité triangulaire)

Définition 2.5.20 [’application

d: XxX — R,
(z,y) +— d(z,y)

est une distance si elle vérifie les conditions suivantes :
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Annexe

1. Ve,y e X, d(z,y) =0 <=z =y.

2. Vz,y € X, d(z,y) = d(y,x). (la symétrie)

3. Va,y,z € X, d(x,y) < d(z,z) +d(z,v). (Inégalité triangulaire)
La compacité relative

Définition 2.5.21 Un ensemble A C X est dit relativement compact si son adhérence
est compact dans X, c’est a dire si pour toute suite borné dans A, on peut extraire une
sous suite convergente dans A.

Mais dans un espace de Banach la compacité relative coincide avec la précompacité,
c’est a dire que pour tout € > 0, il existe un nombre fini de boules de rayon € dans X, tel

que la réunion couvre A.
La convexité uniforme

Définition 2.5.22 On dit qu’un espace de Banach X est uniformément convexe si

Ve > 0, il existe § > 0 tel que

(yeX, ol <1, [yl <1et Ha:—yH>e)=><

Tty
<1-9).
)
1
Exemple 2.5.2 Pour X = R? La norme ||z||, = (|I1|2 + |x2|2) * est uniformément con-

vexe tandis que la norme
lzlly = |21l + |22
n’est pas uniformément conveze.

On peut s’en convaincre en regardant les images des boules unités :

s
Boule unité de E pour la norme ||.||, Boule unité de E pour la norme |||
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Relation de CHASLES

Définition 2.5.23 Soient a, b, ¢ trois nombres réels tels que a < b < ¢, supposons que f
est intégrable au sens de Riemann sur chacun des intervalles [a,b] [b, c] et [a,c].

Dans ce cas on a
C

/f<t>dt = /bf(t)dt + /cf(t)dt.

a a

Ensemble fermé

Définition 2.5.24 On dit que A C X est un fermé si ¥ (x,), .y C A tel que x,, converge

vers x alors x € A.
Matrice triangulaire supérieure

Définition 2.5.25 Les matrices triangulaires supérieures sont de la forme :

a1 Q12 aiz ... dip
0 Q92 Q23 ... (QA2p
0 0 ass ... Qaszp
0 0 0 .. ap

elles sont caractérisées par : pour tout i > j, a;; = 0.

Le cas des matrices triangulaires inférieures se traitant de la méme maniére.

Définition 2.5.26 Une matrice M € M,, est dite inversible si et seulement s’il existe N
tel que
MN=NM-=1

ot I est la matrice identité. On note alors

N=M"
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