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Introduction

Ces derniéres années ont vu un regain d’intérét pour ’étude des systémes hamil-

toniens. Certes, voici bien longtemps que les merveilleuses équations

%_Tk@’x’p)
%_g_ﬂ(t 2,p)
dt N 8xk P

a la symétrie subtilement brisée par la présence du signe moins, ces équations avaient
acquis au fil des années un parfum un peu suranné, fleurant bon le XIX"¢ siécle et le
déterminisme, et ce n’est que dans quelques domaines trés spécialisés, comme la mé-
canique céleste, que l'on avait encore 'occasion de les utiliser dans quelques calculs de
perturbation.

Les systémes hamiltoniens sont les équations différentielles qui décrivent les mouve-
ments d’un objet dont I’énergie est conservée (mécanique conservative c’est a dire I’énergie
se conserve au cours du mouvement ).

Notre travail consiste en premier lieu & présenter ces systémes hamiltoniens en donnant
deux exemples et on regardera de plus quelques définitions de base (fonctions convexes,
points critiques...).

En second lieu, on s’intéressera aux solutions périodiques de ces systémes. La recherche
de solutions se fait en utilisant le principe dual de moindre action ou d’une méthode
générale.

Notre travail est structuré en trois chapitres. Dans le premiers chapitre nous rappelons
les résultats essentiels sur 'analyse convexe indispensables pour la suite du travail. Dans
le seconde chapitre nous présentons le principe de moindre action. Le troisiéme et dernier

chapitre sera consacré a 1’étude des solutions périodiques des systemes hamiltoniens.



CHAPITRE

notions de base

Dans ce chapitre introductif nous présentons une classe importante de systémes dif-
férentiels appelés systémes hamiltoniens. Nous nous intéressons aussi a quelques rappels

d’analyse convexe.

1.1 les systémes hamiltoniens

Les systémes hamiltoniens sont des systémes différentiels ordinaires de dimension 2n qui

s’écrivent sous la forme dite hamiltonienne :

(P) i =98 (x,p)
p= _%_I; (l’,p)

ou H est une fonction de R" x R" dans R appelée hamiltonien du systéme. On sait

que si (z,p) est solution de (P), alors

H (x(t),p (1))

est constant. On s’intéresse également aux oscillations forcées d’un tel systéme, c’est a

dire aux solutions du probléme aux limites :

T = ‘g—g (t,z,p)
() p=—2 (t,2,p) (1.1.1)

z(0) =z (T),p(0) =p(T)
ol H est une fonction de R x R™ x R™ dans R.

Dans le cas particulier ou le hamiltonien H est de la forme :



1.1. les systémes hamiltoniens

p2

les équations (P) deviennent

Z+VU(t,z) =0
z(0)=2x(T),2(0)=a(T)

Commengons par reformuler (P') posons u = (z,p) € R™ et o (x,p) = (p, —x), avec

ces notations (P') prend la forme :

On supposera H convexe en u alors (PI) devient :

€ oc0H (t,x)
u(0) =u(T)

Ou 0H (t,z) désigne le sous-différentiel en u de la fonction convexe H (t, ).

1.1.1 Exemples de systémes hamiltoniens

Exemple 1.1.1 L’oscillateur harmonique : On appelle ainsi le systeme différentiel
qui décrit, par exemple, 'allongement d’un ressort (sans amortissement )ou un circuit

"RLC" sans résistance (R=0). Dans R? on prend pour hamiltonien la fonction

H (z,p) = %2332—%%2
Dans cet exemple notre hamiltonien H est [’énergie totale. le systéme hamiltonien associée
est alors
&=p
p = —a’x

ce systéme se simplifie alors en

F+a’r=0

Exemple 1.1.2 Le pendule stmple : c’est le systéme mécanique constitué par une bille

attachée a une corde dont l'autre extrémité est fixe. On considére ici que la bille se meut



1.2. Rappels et compléments

dans un plan verticale. Désignons par 6 l’angle fait par la corde du pendule avec la verti-
cale. L’équation différentielle décrivant le mouvement de la bille & = —sinf. L’équation

différentielle est équivalente au systéme :
T=0Dp
p= —sinx

qui est le systéme hamiltonien associée a la fonction

2 2

Hz;—cosxz;—cos@

L’énergie totale du pendule simple.

1.2 Rappels et compléments

1.2.1 Fonctions convexes

Définition 1.2.1 soit X wun espace vectoriel réel, une fonction convexe sur X est une

fonction f de X dans R vérifiant :
V(z,y) € X2 VA€[0,1], fAa+ (1 =Ny <Af(x)+(1=-X)f(y)
avec la convention (—oo) 4+ (+00) = (4+00) le domaine de [ est :
domf={xe X ; f(z) < +oo}

Définition 1.2.2 Soit X un espace vectoriel en dualité séparante avec Y, f une fonction

de X dans R. La conjuguée de f est la fonction f*:Y — RU {400} définie par :

Yyey, f*(y) = Sg§{< z,y>—f(2)}

ot <,> désigne la dualité entre X etY . f* est alors une fonction conveze o (Y, X) semi
continue inférieurement (Rappelons qu’une fonction définie sur un espace topologique a

valeur dans R est semi continue inférieurement si

lim inf (f (z)) = f (2o)

T—T0o

ce qui est équivalent o dire que son épigraphe est fermé ou

épif ={(z,t) € domf xR et f(x) <t})
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Théoréme 1.2.1 Notons 'y (X) l'ensemble des fonctions convezes, o (X,Y) semi con-
tinue inférieurement et propres (ce terme signifie que domf # @ et que f(x) ne vaut

jamais (—o0)) alors : Uapplication

To(X) — To(Y)
fo=r

est bijective et sa réciproque est donnée par :

oY) — To(X)

*

g = g

Proposition 1.2.1 Soit X un espace vectoriel topologique localement convexe séparé et f
une fonction convexe de X dans R, il est équivalent de dire :

i) Il existe un ouvert non vide sur lequel f ne vaut pas constamment (—oo) et est
majoré par une constante finie .

it) f est propre, Uintérieure de son domaine est non vide et f y est continue .
Notons enfin la :

Proposition 1.2.2 Toute fonction convexe, semi continue inférieurement et propre sur
un espace de Banach est continue sur l'intérieure de son domaine. En particulier si f est

conveze, semi continue inférieurement et a valeur dans R elle est partout continue.

1.2.2 Sous différentiel des fonctions convexes

Définition 1.2.3 Soit X un espace vectoriel en dualité séparante avecY et f de X dans

R une fonction convexe. Un élément y € Y est dit sous-gradient de f en x si :
Ve X, f(z) = fx) 2<z—m,y >

L’ensemble des sous-gradients de f en x est appelé le sous -différentiel de f en x est noté

af (x).

Exemple 1.2.1 Si f :R — R est convexe on montre que [ est partout dérivable a droite

et a gauche et que

of (@) = [/, @), f1 )]
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Théoréme 1.2.2 Soit f € Ty (X) il est équivalent de dire :

i)y € Of(x)
i)z € Of (y)

i) f(r)+ f"(y) = <wz,y>
Etudions alors le lien entre différentiabilité et la sous -différentiabilité.

Définition 1.2.4 Soit X un espace vectoriel en dualité séparante avec Y, f une fonction

de X dans R et xg € X. S’il existey €Y tel que

t —
Ve e X, lirn+f<x0+ xt) f (o) =< x,y>
t—0

On dit que f est gateaus -différentiable en o et on note y = f () .

Proposition 1.2.3 Soit f une fonction convexe de X dansR, si fest gateaua-différentiable
en T, [ est sous -différentiable en o et Of (xo) = {[f (z0)}. Réciproquement si f est

finie et continue en xqy et si Of (xo) = {y}, alors f est gateauz-differentiable en xy et

f (x0) = .

Proposition 1.2.4 Soit E un espace normé et f une fonction convexe de E dans R,
alors
Si f est gdteaux -différentiable sur F, elle est Fréchet -différentiable sur E et sa Fréchet

dérivée est égale a sa gdteaux -dérivée et est continue sur E.

1.2.3 Inf-convolution

Définition 1.2.5 Soit X un espace vectoriel, f et g deuz fonctions de X dans RU{+oc},
I’inf-convolution fUg de f et g est la fonction définie par :

Ve e X, (fOg) (x) =inf {f (1) + g (z2) ;21 + 22 = x}
on a alors :

Proposition 1.2.5 Soit X un espace vectoriel topologique localement convexe séparé f

et g deux fonctions de X dans RU {400} alors :

(fQg)" = f"+g"
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on peut tirer de cette proposition un résultat de sous-différentiabilité d’une somme
de fonctions convexes qui nous sera utile, comme il ne semble pas étre classique nous en

donnons la démonstration.

Proposition 1.2.6 Soit X un espace vectoriel topologique localement convexe séparé de
dual Y, f et g deux fonctions dans Ty (X),si f*Og* est exacte pour tout y € Y et est
dans To (Y') alors

Ve e X,0(f +9g)(x) = 9f (x) + g ()

Démonstration.
On a toujours
of (x) +0g(x) CO(f +g) (x)
par simple addition membre & membre de deux inégalités.

Réciproquement soit

yed(f+g) (x)

on a
(f+9) (@) +(f+9)" (y) =<z,y >
or
(fOg) =f"+g"=f+yg
d’ou

(f+9)" = (fOg")" = fOg"
I'inf-convolution étant exacte il vient :
f@)+f () — <z >4+g@) +9 (y2) — < 2,92 >=0

avec 1 + Y2 = y or par définition de la conjuguée on a :
f@)+ () — <@,y >20

g(@)+ 9" (y2) — <,y >>0

d’oul ces deux termes sont nuls et on a bien y = y; + y2 avec y; € Of (z) et yo € Jg (z) .
On utilisera par la suite un autre résultat de sous-différentiabilité ; si X est un espace
normé, f et g deux fonctions convexes semi continue inférieurement et propres telles que

0 € int(domf — domg) alors pour tout

€ X, 0(f+9)(x)=0f () + g (z)



1.2. Rappels et compléments

1.2.4 Intégrandes normales

Définition 1.2.6 Soit (2 un ouvert de R", B un borélien de R une application fde QQx B
dans R est appelée une intégrande normale si

pour presque tout x € Q, f (x,-) est semi continue inférieurement sur B

il existe une fonction borélienne f - QO x B — R telle que pour presque tout v € X, f(x, )
— flo,).

Lintégrande normale est dite positive s’il existe une fonction a : Q — R intégrable telle
que

Ve e Q, f(x,b) >a(zr),Vbe B

Proposition 1.2.7 Si f est une intégrande normale positive de 2 x B dans R, alors la

fonction :
F : L*(QR)—R
— d
u /Qf (x,u(x))dx

1 < a < +oo est semi continue inférieurement, de plus si pour presque tout x € Q. f (z,-)

. : . . 1 1
est convexe alors F' est o (LO‘, LB) semi continue inférieurement ot — +— =1
a

B

Proposition 1.2.8 Soit f est une intégrande normale positive de Q x B dans R, et F
définie comme ci-dessus. Supposons qu’il existe ug € L™ (Q,RP) telle que F (ug) < +o0

alors

Vo € LP (Q,RP), F* (v) = / [ (z,v(z))dx
Q

la conjuguée étant prise par rapport a la deuxiéme variable.

Proposition 1.2.9 Soit f une intégrande normale positive et convexe telle qu’il existe ug

€ L™ (Q,RP) vérifiant F (ug) < +oo alors
Vu € L* (Q,RP),0f (u) = {v € LP (UL R?);v (2) € Of (z,u(x)) pp}

Démonstration.
Soit v € LP (Q,RP) tel que
v(z) € 0f (z,u(x))pp
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alors pour tout w € L* (2, R?) on a

fla,w (@) = f(z,u(r) 2<v(z),w (@) —u(z) > pp

d’ou en intégrant

F(w)—F(u) ><v,w—u>

d’ott v € Of (u) . Réciproquement soit v € Jf (u) on a :
F(u)+ F* (v) =< u,v >

[ ma@)+ £ @ @) - <u@).o@ > =0
Q
Or la fonction sous le signe [ est positive, son intégrale étant nulle elle est nulle presque

partout et on a bien v (z) € df (z,u(x))pp. m

1.2.5 Points critiques

Définition 1.2.7 Soit E un espace normé, G une fonction convexe de E dans RU{+oc},

H une fonction Fréchet-différentiable de £ dans R. On appelle point critique de la fonction
F=G+H

tout élément x € E tel que

0€dG (z)+ H ().

Proposition 1.2.10 Si xy est un minimum local de F', c’est alors un point critique de

F.

Démonstration.
Soit 1 le rayon d’une boule centrée en xy sur laquelle F' atteint son minimum en zy. G
étant convexe on a :

G (o + X (x — x0)) — G (o)
A

Ve e E,VA € [0,1], G(z) — G (x9) >
choisissons \ assez petit pour que A ||z — zo|| < r on a alors :

G(zo+ Az —120)) — G(x0) > — (H (20 + AT — 20)) — H (0))
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—(H (xg + X (z — x0)) — H (x0))
A
/ o (A)

> < -H (mo),x—xo>+T

G(z) — G(xg) >

en faisant tendre \ vers 07 on a —H' (zq) € dG ((0)) d’ott le résultat. m

Proposition 1.2.11 Soit E un espace normé, K une fonction gateauz -différentiable de
E dans R. Soit f : E — RU {400} une fonction convexe semi continue inférieurement

propre telle que domf soit dense dans E, on pose :
B={xeE f(x)<c},ouceR
Supposons que K atteigne son minimum sur B en Z alors : K' (Z) € R\Of (z).

Démonstration.

Si K' () = 0 le résultat est démontré. On suppose donc que K () # 0. Posons
0= {xEE : <K/(a_:),x—f>40}
c’est un demi -espace ouvert de E posons A = Q X |—o0, ¢[

épif ={(x,a) : x €domf, f(z) <a}

A est convexe ouvert de ' X R et épif est un convexe fermé de £ x R. Ona QN B = ¢

en effet si z € QN B alors [z, Z] est inclut dans B, posons alors pour ¢ € [0, 1]
gt)=K({tz+(1—1)%) onag (0)=<K (z),2—Z>=<0
ce qui est contradictoire avec le fait que g atteint son minimum en 0. On en déduit que
epifNA=¢o
en effet si
(r,a) € Aona f(x) = c» «
donc
(z,a) ¢ épif
D’apres le théoréme de Hahn-Banach (deuxiéme forme géométrique) on peut séparer A et

épif par un hyperplan H de ¥ x R. H n’est pas verticale car sinon il existerait £ et Fs

10
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ouverts disjoints de F tels que domf C E; et A C Ey xR ce qui contredit le fait que dom f
soit dense dans E. Remarquons alors que (Z,c) € AN épif donc H passe par(z,c) donc
H est le graphe d’une fonction affine de la forme < z*, 2 — = > +c ot * € E. De part sa

définition A est en dessous de H donc
Ve € Q,a <<z, x —T > +c, Va<c¢

d’ott  est contenu dans le demi espace définit par < z*,2 — & >> 0 donc z* = AK' (Z)

avec A < 0 par ailleurs épif est au dessus de H donc :
Ve € domf, f(x) >< x*, 20— > +f (T)

donc z* € 0f (z) d’ou le résultat. m

Nous démontrons une majoration qui nous sera utile.
Proposition 1.2.12 Soit

E, = L*(0,T\R") a>1

T
F, = {ueEa;/ udt:O}
0

pour u € F on considére u sa primitive de moyenne nulle alors :

2
T\ 3 1 1
foll < (5) 7 bl avee 545 =1
Démonstration.
Définissons
Aa,) Fo — Fg
u — Uu
et
fl(aﬁ) N

U = Awpg (p(0))

est p est la projection de F, dans F,. A(aﬁ) et A(,p) sont des opérateurs linéaires tels
que

Hfl(a,ﬁ)H < [A@all-

11
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T
pour « =2, S =2o0n a HA(Q,Q)H = 5= et pour « = 1,38 = 400 on a HA(LOO)H <1, un
T
~ 11
théoreme de Riesz montre que log HA(Q,B)H est une fonction convexe de (—, B) , or si
o
1 1

—+-=1,ona

a B
d’ol

N 9 . 2
log HA(a,mH < Blog HA(m)H + (1 - B) l0g || Afa,c0)
2

(2)”

. T\B .
vie Fo lull, < (57 ) il

N
®
=

N

on a donc bien :

12



CHAPITRE

Principe dual de moindre

action

Ce deuxiéme chapitre va nous servir & nous fixer les idées sur ce qu’est le principe
dual de moindre action. Le principe de moindre action prend ses racines sur un principe
philosophique d’économie naturelle :"la nature agit toujours par les voies les plus courtes
et les plus simples" il a évolué au cours des siécles par la mathématisation de cette
phrase. Ce principe présente de multiples avantages, comme on le verra. En outre, cette

approche a des applications variées.

2.1 Principe de Maupertuis

Considérons le probleme de calcul des variations :

- s —<U(u2)’u>—|—H(t,u) dt
u(0) =u(T)

Ecrivons I’équation d’Euler-Lagrange associée a ce probleme.

Lt u, i) = % +H(t )
oL o =0 (u)
% (tv u, U) 9
oL o)  OH
% (t,u,u) 92 % (tau)
donc
o (i) = 27 (1)



2.2. Principe dual de moindre action de Clarke-Ekeland

: 0H
u:a%(t,u) et u(0) =u(T)

donc les extrémales de (H) sont des solutions du probléme aux limites :

(=00 (1, u)
(P) u=0o-(tu
u(0) =u(T)

Dans la pratique la recherche d’extrema du probléme (H) résiste a une attaque directe
car le probléme (H) est en générale non borné. Récemment F. Clarke et I. Ekeland ont
introduit une fonctionnelle, d’étude directe plus aisée et dont les extrémales conduisent &
des solutions de (P) . La fonctionnelle ainsi introduite peut étre minimisée ou pourvue de

points critiques décelés grace a diverses méthodes de ’analyse non linéaire.

2.2 Principe dual de moindre action de Clarke-Ekeland

Lorsque le hamiltonien H est une fonction convexe, une formulation -dite dual- a été
introduite par Clarke et Ekeland.
Soit

H : RxR'xR*"—=R

(t,u) +— H(t,u)

vérifiant :

H, : Vt e R, H (t,-) est convexe et |u|li11100H (t,u) = 400,
On remarque donc que H (¢, -) est continue car convexe et a valeurs dans R. De plus cette
fonction atteint son minimum sur R?".

H, : Vu € R* H (-,u) est mesurable.
On pose alors G (t,-) = (H (t,-))" c’est a dire que

Vv € R*™ G (t,v) = sup (u-v— H (t,u)).
u€R?n
H;: H (t,0) et G (t,0) sont intégrables sur [0, 7.

Ceci permet d’affirmer que G et H sont des intégrandes normales positives car

H(t,u) > —G(t,0)
G (t,v) > —H(t,0)



2.2. Principe dual de moindre action de Clarke-Ekeland

1 1
Soient « et § définis par o > 1 et — + B = 1 posons
Q
E, = L“([0,T],R*)

T
F, = {@eEa;/ @dt—O}
0

On définit alors
K : E,—R
. 1 . L
U o= —<o(0),v>= = (o () -v)dt
2 2 Jo
ou v est la primitive de moyenne nulle de ©.

gy, E,—R

T
U o / G (t,0)dt
0

OF,

@

E,—R

, Osive F,
v =

+oosiv ¢ F,

De plus J* : Ez — R est définie par
T
Jx () :/ H (t,a)dt
0
On note également que :
0Jo (0)={u€ Es; uedG(t,v)pp}

Supposons enfin que 'on a :
H,: H(t,u) <clul’+a(s)ouae L0,T] et ¢ = 0 dans le cas on § < +0oo.
fOT H (t,€) dt < +oo pour tout £ € R*" dans le cas ou 3 = +o0.
ou

H, : il existe = 0 tel que pour |¢| < 7 on ait

T
/ G (t,&)dt < +o0
0

On a alors
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2.2. Principe dual de moindre action de Clarke-Ekeland

Théoréme 2.2.1 Sous les hypothéses Hy, Hy, H3, H, ou H4, sl existe a > 1 tel que
la fonction

I :F,—R
définie par I = J, + K, ait un point critique v € F,, alors il eviste ¢ € R?™ tel que
u =0 (v)+ & soit solution de :
U € o0H (t,u)
u(0) =u(T)

Remarque 2.2.1 Le principe dual de moindre action n’est autre que la généralisation de

I’équation d’Fuler -Lagrange du probléme :

Jy

—<G(@2)’U> +G(t,z>)] dt

v(0) =0 (T)

(P)

En effet, si G posséde la régularité voulue et si (P*) admet un extrémum en 0, les condi-

tions nécessaires donnent :
d o(v) 0G, . I
i N S Ay 7 ==
(5 en) =30
d’ow o (v) + & =92 (t,0), posons alors u = o (v) + & on a

oG .
U= (t, 07" (1))

utilisons le théoréme 1-2-2 il vient

u60<8@—}t[(t,u)) et 1w (0) = u (T)

T T
/udt:/ o (0)dt =0
0 0

Démonstration. (du théoréme 2.2.1)

car

1°"point : K est Fréchet-différentiable sur F, et K ' (9) = —o (v). En effet F, est un

1 1
espace de Banach dont le dual s’identifie a F3 ot — + — =1 on a alors :
Q@

B

. 1. 1 1 ;
K(Q'J—i-h):K(b)—|—§<h,—0(v)>+§<J(D),h>+§<a<h),h>

16



2.2. Principe dual de moindre action de Clarke-Ekeland

or

< o(®),h>=o(v)-h

© X

— <o), h>

= —<o(),h>

car

Appliquons deux fois I'inégalité de Holder il vient

. 2 1. 112
‘<a(h),h>‘gTﬁ h

o
d’ou

K<o+h> :K(ij)+<—a(v),h>+o<uh

J

comme on a —o (v) € Fg = (F,) on a bien le résultat.

2°m¢point : le sous-différentiel de .J, dans F, est égale a :
OJo (0) = {1 € Fg; 3 R, — £ € G (t,0)}

ol on introduit la notation 0 pour distinguer les sous-différentiels dans E,, et dans Fi,.
En effet
Sia € Fp vérifie u — € € 0G (t,v) alors
G(t,w) —G(t,0) ><a—&w—0>
d’ou en intégrant :
Jo (W) — Jo (0) >< a4, — 0 >

car on a
<& — 0 >=0, dot i € dJ, (v)

Réciproquement ; soit 4 € 9.J,, (0) alors il est clair que @ € 9 (J, + ) (0), O désig-

nant le sous-différentiel dans F,. Le résultat sera donc démontré si on a
O(Jo+0p,) (V) = 0J, (0) + 0dp, (V)
car 00, (0) est trivialement égale & I'ensemble des fonctions constantes et

0J, (0) = {1 € Eg,u € 0G (t,v) pp}

17



2.2. Principe dual de moindre action de Clarke-Ekeland

Etablissons que

0 (Ju+65.) (0) = DJ, (0) + 95, (0).

Cas de I'hypothése H,

1
On sait que fOTG(t, £)dt < +oo pour [£| <7, soit alors © € E, tel que ||| < T_an
onav=w+& Ouwe Fz et
1 T
= — hdt
=7/
on a
1

S <T alol, <n

D’ou v € dom (0p,) — dom (J,) on a donc
0 € Int (dom (J,) — dom (Jg,))
Ce qui permet de dire que
O(Jo+65,) (D) = 0Jy (D) + 0F, (V)

Cas de I’hypotheése Hy

On a 0% = 6¢ ot C est 'ensemble des fonctions constantes donc

ceR2n

Vu € Eg, (J:0O6},) (4) = mf/ H(t,a+c)d

si f < +o00 on a
T
(72057, @) < clall} + [ a(s)ds
0
donc (Jz[d7, ) est continue (proposition 1-2-1) donc semi continue inférieurement.
Si = +o0, soit ||[if|, < 7 et & . &y, tels que la boule de centre 0 et de rayon r
dans R?" soit contenue dans I’enveloppe convexe de ces vecteurs.

Par convexité on a

(J2067,.) (u) < max (/OTH(t,gi)dt><+oo

1<i<2n+1

donc d’apres la proposition 1-2-1 cette fonction est continue, donc semi continue inférieure-
ment. Il ne reste plus qu’a montrer que I'inf -convolution est exacte pour pouvoir appliquer

la proposition 1.2.6. Pour ceci posons

T
:/‘H@u+@m
0

18



2.2. Principe dual de moindre action de Clarke-Ekeland

f est convexe, partout finie donc continue, il suffit donc de montrer que

lim f(c) =400

|c|]—+o0

pour garantir que f atteint son minimum sur R?". Soit donc ¢, tel que klim lek| = +o0
—+00
on a

H(tu(t) +c) > —G (t,0)

On peut donc appliquer le lemme de Fatou, d’apres H;

hlim H(t,u(t) + ) = 400
—400

on a liminf f (¢;) = +oo d’ou le résultat.
k—+o00

3°m¢ point, soit v€ F,, un point critique de J, + K dans F,.
On a donc —K' () € 0J, (v) donc d’aprés ce qui précede il existe € € R?™ tel que
o) +&€dG(t,0)pp
posons u = o (v) + & il vient
u€edG (t,o~! (1) ,u € 0OH (t,u)
de plus u (0) — u (T) = fOT o (v)dt = 0 ce qui achéve la démonstration. m

Théoréeme 2.2.2 Soit H vérifiant les hypothéses Hy, Hy, Hy et Hy avec = 400. Soit

U une fonction croissante continue de R™ dans R et

B(c) = {bEFl;/OT\I/(watgc}

Soit Jy et K définis au théoréme précédent alors : si v € B (c) réalise le minimum de I =

J1+ K sur B(c), si I (0) < +oo et

/OT\IJ(|1}|)dt§c

il existe £ € R?" tel que u = o (v) + & est solution de :

U € o0H (t,u)
u(0) =u(T)
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2.2. Principe dual de moindre action de Clarke-Ekeland

Démonstration.

On a fo (|9]) dt < ¢ donc fo (|0]) dt + e < ¢ pour ¢ assez petit. Posons

Ft) = (o O+

on a
T
feL (O.TER) V(i) < £ [t <c
0
U étant croissante et continue, on définit une boule fermée B (t) de centre 0 et de rayon
r(t) par
ue B(t) < V(lu) < f(t)

on remarque que B (1) est un voisinage de v (¢) . Posons

G (t,v) sive B(t)

G (t,v) = G (t,v) + dpu) (v) = .
+oo siv ¢ B(t)

G (t,v) est alors convexe, semi continue inférieurement et propre.

posons H (t,-) = (G (t,-))" cest a dire que

H(t,u) = sup (u-v—G(tv))
veEDB(t)
on a H < H donc H (t,-) est convexe continue, de plus H (-, u) est mesurable donc H est

une intégrande normale.

De plus

donc H (t,0) est intégrable.

Montrons alors que | ‘hm H (t,u) = +o0.
u|——+00

Dans le cas contraire il existerait u; € R?" tel que
lim |ug| = +oo et H (t,ux) < h < 400
k—+o00

On aurait donc

Yo e B(t), v < h+ G (t,v)
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2.2. Principe dual de moindre action de Clarke-Ekeland

or on a | ‘lim H (t,u) = 400, on a alors 0 € dom G (t,-) donc G (t,-) est continue donc
uU|—-+00

bornée pour |v| < 7, on aurait donc

Vvl <, Uk'U§h+m0rsionposeU:n‘u_’f‘
Uk

on a donc 7 |ug| < h +m ce qui est impossible car khrf |ug| = +o0.
H veérifie donc les hypotheses H;, Hy, Hy et Hy de théoréeme 2-2-1 avec o = 1. Remar-

quons alors que

v € OH (t,u)
[v] <7 (1)

= H (t,u) = H (t,u) et v € OH (t,u) (2.2.1)

en effet si v € OH (t,u) alors u € G (t,v) donc pour tout w € B (t) on a
G(t,w) — G (t,v) > (uw —v

donc la fonction G (¢, w) — (wv) admet un minimum local en v, comme c’est une fonction

convexe ce minimum est globale donc
u € 0G (t,v) douv € 0H (t,u)

de plus

H(t,u) = uwv—G(tv)
= w — G (t,v)
= H(t,u)
Posons alors
T
Jy () :/ G(t,v)dtpourv € Fiet [ =J, + K
0
Siwe B(c)onal(w)>1(w)>1(0)=1().
Si w ¢ B (c) alors fOT U (Jwl]) dt > c et 'ensemble

S={tel0,T].¥(uw@®)]) = f(t)}

est de mesure non-nulle et donc .J (1) = +oo d’ott I (1) = 400
I atteint donc son minimum sur F; en U, comme on peut appliquer le théoréme 2-2-1
, il existe £ € R*" tel que u = o (v) + £ vérifie
u € OH (t,u)
u(0) = u(T)
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2.2. Principe dual de moindre action de Clarke-Ekeland

Or |u(t)| = |v (t)| = |o~ u (t)] donc |0 (t)| < r (¢) et d’apres (2-2-1)

U € o0H (t,u)
u(0) =u(T)

ce qui achéve la démonstration. m
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CHAPITRE

Solutions périodiques de

systémes hamiltoniens

Dans ce chapitre nous présentons les solutions périodiques de systémes hamiltoniens.
Dans I’étude des orbites périodiques de ces systémes, on peut dégager trois types de
problémes :
Orbites périodiques sur une surface d’énergie donnée.
Vibrations libres ou forcées.

Les solutions périodiques au voisinage d’une solution donnée.

3.1 Cas des hamiltoniens a croissance sous-quadratique

Dans cette section on suppose que le hamiltonien H est majoré par une expression de la
forme

k| oo

—|u|”"+a

S lu

ce qui est le cas par exemple de H (u) = ¢ |u|*,1 < a < 2.

3.1.1 Vibrations forcées

On considére H : R x R*™ — R vérifiant

H, : vVt € R, H (t,-) est convexe

H, : Vu € R*" H (-,u) est mesurable .

H; : h(t) < H(t,u) < §|u|2 + a pour tout (t,u) € R x R?" ou h est intégrable sur
0,7], k= 0 et a > 0.
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3.1. Cas des hamiltoniens & croissance sous-quadratique

On remarque que

Lo . *
G (t,v) > ﬁ‘“’ —aouG(t,-)=(H(t"))

on a donc H (t,0) et G (t,0) sont intégrables sur [0, 7], les hypotheses Hy, Hy, Hs et Hy
avec a = 2 sont vérifiées, on peut appliquer le principe dual de moindre action pour

rechercher des solutions de
u € oc0H (t,u)

u (0) = u(T)
Donnons un exemple d’une classe de hamiltoniens vérifiant les hypotheéses ci-dessus.
Soit
H(t,u)=0oH (u) = (f (1)) u
le systéme prend alors la forme
€ o0H (u) + f(t)
u(0) = u(T)
On suppose que H est convexe, bornée inférieurement et vérifie

lim H (u)

|u|—+o0 |U|

=0

f est mesurable et bornée sur [0,7] .
On a G(t,v) = G(v+of(t)) ot G = H*, on suppose que G (of (t)) est intégrable

sur [0, 7] ce qui permet d’affirmer que

H(t,u) > =G (af (1))

DO | T

k étant fixé on a H (t,u) < = |u|” pour tout ¢ et pour tout |u| > r. Il suffit de poser

k
a:sup{H(t,u)—§|u|2 ; tER,|u§7’|}
et on a Hs. On a alors

2
Théoréeme 3.1.1 Sous les hypothéses Hy,Hy, Hy et siT < %, il existe une solution de

U € o0H (t,u)
u(0) = u(T)
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3.1. Cas des hamiltoniens & croissance sous-quadratique

Démonstration.
By, = L*([0,T],R™)
F, = {Q)GEQ : /szdtzo}
0
On pose
K : F,—R

. . Lt
v|—>§<0(v),v>:§/0 (o (0)-v)dt

J E2—>R
T
U / G (t,0)dt
0
I=J+K

Montrons que [ atteint son minimum sur F5.

k
1 point : ona H (t,u) < 3 |u|”>+a donc en prenant les conjuguées des deux membres

2k
d’ou
J(0) > HUHQ —aT
- 2k
|-|| désignant la norme de L? ([0, 7], R?*") on a aussi
) 1 )
(K@) < 5llo @)l
1
< Slaliol
or
2mint r
v = ch exp W;n car ¢g = / vdt =0
n#0 0
211 2mint
V= Z 7;716” exp W;n
n#0
On a alors

. 47%n?
o] = T ———leal?

T
n#0
47'('2 2
> TWZ|C”|
n#0
42 T
= ol don o < o1
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3.1. Cas des hamiltoniens & croissance sous-quadratique

On a donc

1T .9 L et/ T
il o T (#) > S ) —ar
5 5 |o]]” dou I (0) > 5 a

Remarquons que (% — %) > 0 ce qui montre que

inf I (0) = —co et lim [ (0) =400
vEFS [|o]]—+o0

G étant une intégrande normale positive, J est o (Fy, Fy) semi continue inférieurement
(proposition 1-2:7). Soit alors r > 0 tel que I (v) > I(0) pour ||v|| = r, la boule B de
centre 0 et de rayon r est faiblement compacte dans F5. K est alors faiblement continue

dans B. En effet

Comme

T
JRE
0

on peut supposer que v (0) = 0. Soit ©,, convergeant faiblement vers © dans B,
ona v, (t) = [} vnds
converge simplement vers v (t) = f(f vds
de plus

o, (8)] < T2 ||0,]] < T2r

donc d’apres le théoréme de Lebesgue, v,, converge fortement vers v.

|K (0,) — K (0)] < <o (), v, —v >+ <0 (0,) =0 (D),v>]]

< S (rllon vl + <o (i) =0a(@),v>])

N = Do -

On a donc nl_iglooK (0,) = K (0) donc K est faiblement semi continue inférieurement sur
B. I = J 4+ K est donc faiblement semi continue inférieurement sur le compact faible
B, d’ou I atteint son minimum sur B, comme [ () > [ (0) pour v ¢ B, I atteint son
minimum sur Fs.

D’apreés le théoréme 2-2-1. On sait qu'’il existe alors £ € R?" tel que u = o (v) + £ soit

solution de (P) ce qui achéve la démonstration du théoréme. m
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3.1. Cas des hamiltoniens & croissance sous-quadratique

Etude d’un cas particulier

On suppose que

1
H(t,u) = 5p° + U(t,z) ot u= (v,p)

U étant convexe en z, les équations (P) deviennent

& €=U (t,x)
(N)q 2(0)==(T)
i (0) = & (T)

On suppose que :
) U (t,-) est convexe pour tout ¢ € R.
U (-, z) est mesurable pour tout x € R™.

(2) il existe k =0, a > 0 et h : R — R intégrable sur [0, 7] telle que :

k
h(t) <U(ta) < lef+a
Posons
E=kix, m= k:ip
et
171'2 1
(P)(t,€m) = H (t,2,p) = K - + U (t.kia)

on a

(52 +7T2) +a

Vk
2
2T

h(t) < (P)(t¢&7) SoitT<ﬁ

On peut appliquer le théoréme 3.1.1 et obtenir ainsi une solution de
0 (t, k’ix)

¢(T)
£(0) = &(T)

=

fe—k

N|=

=

i

—

(e

N
I

et donc une solution de (V).
2m

Il serait intéressant de savoir ce qui se passe pour 1" > T

En effet si
k
Ult,z) = §I$\2+f(t):v
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3.1. Cas des hamiltoniens & croissance sous-quadratique

ou f est T-périodique, mesurable et bornée. On a

k 2
Ult,z) < = |£C|2 pour |z| > 1/l
2 k
Posant ~
ko
a =max |0, sup Ult,x)— 5 ||
< 2l
Il vient
¢ k.
U(t,r) < 5]3:\ +a
If @)
t > —
\ U( 7:):) - 2k

2m
On sait donc que si 7" < —= on a une solution T-périodique de :

VEk
I+ kx = f(t)

2
Mais pour T' = ﬁ il se produit le phénomeéne de résonance et on n’a pas de solution

T-périodique.

3.1.2 Vibrations libres

H ne dépend pas du temps, on s’intéresse a la solution de

€ oc0H (u)
u(0) =u(T)

Dans le cas ot H est de classe C'! on sait que H (u (t)) est constant pour toute solution

de
en effet

on a alors le

Lemme 3.1.1 Si H : R? — R est conveze et si la fonction absolument continue H (-)

est solution de i € cOH (u), alors H (u(t)) est constant .

Démonstration.

On a —o (1) € OH (u) donc par définition du sous -différentiel

Hut+7)—Hu@®)><—-0c(@®),ult+71)—u(t) >
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3.1. Cas des hamiltoniens & croissance sous-quadratique

Si w est dérivable en ¢t on a donc

o g L+ 7) = H (u(0)

t—0t+ T

>< —o(a(t)),u(t) >=0

et de méme
L H ()~ H (1)

t—0— T

<0

or H est localement lipschitzienne car convexe donc
[H (u(t) = H (u(s))] < clu(t) —u(s)

comme u (-) est absolument continue il en est donc de méme de H o u. Choisissons alors

t tel que u(-) et H ou soient dérivable en ¢ on obtient

(Hou), (1) =
(Hou),(t) <

Donc (H o u)/ (t) = 0 et ceci presque partout, d’ou le résultat. m

Pour chercher des solutions périodiques de (H) nous supposerons qu'il existe une
position d’équilibre, c’est a dire qu’il existe zo € R*" tel que 0 € OH (), la fonction
H étant convexe cela revient & dire qu’elle atteint son minimum, par translation nous
supposerons ce dernier nul et atteint & l'origine.

H : R?" — R vérifie

H, : H est convexe,Yu € R* 0= H (0) < H (u)

H, : Ilexistev >k >0, n>0,a > 0 tels que

k
Yu € R* H(u)§§|u|2+a
k
Vil < gl < H ()

De part I'hypotheése Hj, la fonction u (¢) = 0 est solution périodique de (H), on dira que

c’est la solution triviale. On a alors le

2r 2
Théoréme 3.1.2 Sous les hypothéses Hy, Hy et siT € 1, %{ il existe une solution
v

T-périodique de (H) non triviale, T étant la plus petite période de cette solution .

La démonstration est une conséquence de trois lemmes suivants.
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3.1. Cas des hamiltoniens & croissance sous-quadratique

Lemme 3.1.2 G = H * vérifie ..

2n v
> -
(HYv € R, G (v) 2% a
| |2

(2)3r = 0 tel que G(v) < % pour |v| <r

k
Démonstration. (1) est une conséquence de H (u) < B lul® + a.

0
(2) H atteint un minimum uniquement & I'origine donc on a 0 € dom (G), ce qui montre
que G est sous différentiable dans un voisinage de 'origine. On a alors G (0) = {0}, en
effet on a toujours 0 € G (0) , réciproquement si v € 9G (0) alors 0 € 9H (u) donc u = 0

car H atteint son minimum en 0 seulement. Pour |v| assez petit on a donc
G (v) =uwv — H (u) avec u € G (v)

or la multiapplication OG est semi continue supérieurement donc il existe r > 0 tel que

pour |v| < r on ait |u| < n pour tout u € G (v), il vient alors

k
G(v) < uv—§|u|2 pour |v| <7r
2
il

<

< 5 bour lu| <r

d’ou le résultat. m

On pose alors

B, = L*([0,T],R*)

T
0

K : FKL—R
1 , L
v —<o(0),v>= (o () -v)dt
2 2 ),
JQ F2_>R

I=0h+K
Pour tout © € F; on a ,
[of* (1 T
I > — — — | —adT
=5 x"3)"



3.1. Cas des hamiltoniens & croissance sous-quadratique

et I atteint son minimum sur F, (méme démonstration que celle du théoréme 3-1-1).
On sait alors d’apres le principe dual de moindre action que u = o (v) + £ est solution

de (H) . Cette solution n’est pas la solution nulle en effet :
Lemme 3.1.3 Soit v € F, réalisant le minimum de I, alors
I'(v)=infI <0

Démonstration.

Posons

onaw € Iy et

5/0 o(w(t)w(t)dt = _T1|7§|

On prend alors || = 7 ou r est défini au lemme précédent

d’ou le résultat.
On a donc v # 0 car I () < 0 et I(0) = 0, ceci montre que u (-) n’est pas la solution

nulle. m
Lemme 3.1.4 T est la plus petite période de u (-).

Démonstration.

T t
Supposons que u et donc ¥ soient —-périodiques avec m > 2. Posons w (t) = mwv <—)
m m

t

vons o (L) ons
K (i) = %/OTU@ <%> v(%) dt

T
5

= m—/mm')-vdt
2 Jo
mK (v)
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3.1. Cas des hamiltoniens & croissance sous-quadratique

Par ailleurs

Iy (i) — /OTG (@ (%))dt
Y
Ja ((1]'))

or Jy (0) > 0 donc J3 (0) < mJy (0) on a alors I (w) < ml (v), comme [ (0) <0 on a
I (w) <1 (0)=inf(I).

Ce qui achéve la démonstration du lemme et du théoréeme. m

3.1.3 Solution périodique de niveau d’énergie fixé

On s’est intéressé jusqu’ici au cas des solutions périodiques de période fixée. On peut
aussi se poser la question de savoir si, h étant fixé, il existe une solution périodique de
(P) telle que H (u) (t) = h. On va voir que 'on peut ramener ce probléme a celui de la

recherche des solutions périodiques de période fixée.

Proposition 3.1.1 Soient H, et Hy deux fonctions de classe C* de R** dans R ayant

une hypersurface de niveau compacte en commun :
S:Hf1<h1):H2
on suppose que VHy et VHy sont non nuls sur S. Alors les systéemes différentiels

(P) :4=0VH,
(PQ) Ju = O'VHQ

ont les mémes trajectoires sur S.

Avant de montrer cette proposition donnons-en deux corollaires

Corollaire 3.1.1 Si (P1) a une solution périodique dans S, il en est de méme de (P).

En effet, une solution périodique correspond a une trajectoire fermée
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3.1. Cas des hamiltoniens & croissance sous-quadratique

Corollaire 3.1.2 Si H : R* — R de classe C" est telle que H™' (h) = S est une sphére
et si VH est non-nul sur S, alors toutes les solutions de (P) de niveau d’énergie h sont

périodiques.

En effet, la spheére est hypersurface de niveau associée & Hy (u) = |u|” et toutes les
solutions de u = 0V H; (u) sont périodiques et il en existe sur toutes les spheéres.
Démonstration. de la proposition
Soit u € S alors VH; (u) et VH; (u) sont des vecteurs normaux a S, donc il existe
A (u) = 0 tel que
VH; (u) = X(u) VHy (u)
remarquons que

|VH, (u)]
|V Hj (u)]

donc A est continue sur S et A(u) > ¢ > 0 pour u € S car S est compact. Soit u; une

A(u) =

solution de (P;) contenue dans S alors
?'Ll (t) = )\Ul (t) O'VHQ (u1 (t)) .

Posons
t
S(t) = / s () ds
0

S est un difféomorphisme de R dans R et si on pose us (s) = uy (t) on a :

’l.Lg (S) = ﬂl (t) %

_un(t)
( (1))
= oV H; (usy(s))

d’ou le résultat m

Donnons alors un théoréme d’existence

Théoréme 3.1.3 Soit H : R*™ — R une fonction de classe Ct. On suppose que S =
H='(h) est la frontiére d’un ensemble convexe compact d’intérieur non vide et que VH (u) #

0 pour tout u € S, alors il existe au moins une solution de (P) contenue dans S.

Démonstration.

Rappelons la définition d’une jauge d’un convexe:
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3.1. Cas des hamiltoniens & croissance sous-quadratique

Soit C un convexe tel que 0 est dans I'intérieure de C' on appelle jauge de C' 'application

Pc : E — R* définie par :
, T
Pc(x):1nf{a>0,—60}.
o

Soit C' le convexe dont S est la frontiére.

Posons
J(u) =1inf{\ | u € AC}
0
J est la jauge de C, J (u) est toujours fini car 0 € C' et on a J (ku) = kJ (u) pour k >0
et

J(u+v) < J(u)+ J(v)

en effet si uw € A\C et v € uC alors u+v € (A + u) C car C est convexe donc :

Ju+v) < Atp
< J(u)+J(v)

de plus J(0) = 0 et si J(u) = 0 alors u = A\u, avec u,, € C' et lim \,u, = 0 donc

n—-—+o00

u = 0. J est donc une norme sur R?*" et S = J~1(1). J est de classe C! sur R*" — {0} .
Posons alors G (u) = |J (u)]% . On a

G
lim (2;) = 400 et lim
ul=0 | ul—oo |u]

G vérifie alors les hypothéses du théoreme 3-1-2, T' étant fixé il existe une solution 7'-
périodique non triviale de 1y = o VG (ug) on a G (uq (t)) = ho > 0.

Posons

on a

G u®) = [h*] G uo () = 1.
Remarquons alors que

VG (\u) = ATVG (u) pour A =0

en effet v
G (\u+tv) — G (M) _ A%G (““;) — G (u)
t t
donc

v

VG (A\u) -v = ATVG (u) - 3
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3.1. Cas des hamiltoniens & croissance sous-quadratique

VG (\u) = A2VG (u) .

On a alors :

i(t) = hy VG (uo (1)
— By RIoVE (u(t))
= aoVG (u(t))
Posons v (t) = u (é) on a v = cVG (v) et v est aT-périodique de plus G (v (t)) = 1

donc v (t) € S, il ne reste plus qu’a appliquer la proposition 3-1-1 et on a le résultat. m

3.1.4 Solution dans un voisinage fixé de 1’origine et de 1’infini

Le théoréme 3-1-2 comporte pour H une condition de croissance a 1’origine et une a I'infini.

Nous allons voir comment se passer de I'une des deux dans certains cas.
Théoréme 3.1.4 Soit H : R*™ — R convexe vérifiant

(1) Vu e R?",0 = H (0) < H (u)

2 2
(2) Jvg = ko = ﬁ, dn > 0 tel que Uo% < H (u) pour |u| <,
ou
U(A) = |i|anH (u)
et

r =sup{|v|;v € 0H (u), |u| < A}
2m 27

Uo7 ]{?0

AlorssiT € }

[, il existe une solution non triviale de période minimale T de
u(t) € 00H (u(t))

vérifiant

u(t)] < A

pour tout ¢ € [0,7]. De plus I’énergie h de la solution vérifie
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3.1. Cas des hamiltoniens & croissance sous-quadratique

Démonstration.

1 point ; La fonction

U(A) = |3|IlfAH (u)

est croissante. En effet soit u € R?*" et ¢t > 0, posons

(
t tell
est telle que —;

f(t) = H (tu)

f est convexe de R™ dans R donc absolument continue sur tout intervalle borné de R*.

Soit alors

v (t) € 0H (t,u)

alors

v(t)-uedf(t)

par ailleurs, H atteignant un minimum nul a l’origine, on a H (u) < v. Pour v € 0H (u) .

Il vient alors

v(@)-tu _ f(1)

t) -u= >
v(t) t =t
La dérivée presque partout f (t) de f vérifie donc
. f t
oy > L9
fo 1
f () t
d’ou en intégrant
) ot
> —pourt >ty >0
flto) =1 PO
Soit alors B > A et w de norme B tels que ¥ (B) = H (w), posons u = A%, d’apres ce
w
qui précede on a
U(B) _ H(Au) _ ¥ (A)
B — A - A

d’ou le résultat.

zéme

point ; posons G = H* et

G () G(v) si o] <r
r\U) =
+oosi |u| =7

et H. = (G,)". On a alors
(3) H, (u) < r|u| pour tout u € R*",
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3.1. Cas des hamiltoniens & croissance sous-quadratique

(4) H, (u) = H (u) pour |u| < A,
(5) 0H, (u) = 0H (u) pour |u| < A.
En effet, G, > dp.ou dp est la fonction indicatrice de la boule fermée de centre 0 et de

rayon r, on donc

3
A

*
Op,

Hy (u) < 7l
D’ou il vient (3). Par ailleurs

H, (u) = sup (uv — G (v))

v|<r

Soit |u| < A et v € OH (u) on a
H(u)=uwv—G(v) < H,(u) car |v] <7

Or G, > G donc H, (u) < H (u) d’ou il vient (4).

Enfin soit |u| < A et v € OH, (u), alors pour tout w € R* on a

H(w)—Hu)>H, (w) -H(u) >v-(w—u)

d’ou
O0H, (u) C 0H (u).
Réciproquement soit |u| < A alors H et H, coincident dans un voisinage de u donc

O0H (u) = 0H, (u).

3"epoint ; H, vérifie alors les hypothéses du théoréme 3-1-2 avec k arbitraire car

HT‘ u
lim (u)

ful—+oo |ul?

=0
Il existe donc une solution de période minimale 7" de

i(t) € cOH, (u(t))

Vérifiant
T 2
h=H, (u(t)) < 5
27
Or
Tr?
— <0 (A) = A
< 0(A) =0, (4)



3.1. Cas des hamiltoniens & croissance sous-quadratique

¢ (Ju(B)]) < Hy (u(t) < ¢, (A)
A

r

A

point), comme ¢, (A) > 0 pour A > 0. on en déduit que ¢, est strictement croissante et

mais la fonction est croissante comme on ’a vu au début de la démonstration(1¢"

donc que |u (t)| < A pour tout ¢t € [0,7]. Comme 0H, (u) C 0H (u) pour |u| < A on a
bien le résultat.
On obtient alors un résultat sur les solutions dans un voisinage fixé de l'infini en

éludant la condition de croissance a l’origine pour le hamiltonien. m
Théoréme 3.1.5 Soit H : R?*™ — R vérifiant

(1) H est convexe et 0 = H (0) < H (u) pour tout u € R?"

2
(2) Fko <vo = % tel que H (u) < g lu|> pour |u| assez grand ou ¢ est défini a
la proposition 3-1-1 et ¥ (A) = sup H (u)
lu|=A
. 2m 2m | o . " .
alors si T' € } T { il existe une solution de période minimale 7" de
0 ko

i(t) € cOH (u(t))

vérifiant |u ()| > A pour tout t € [0,T].
Démonstration.
_ _9(4)
Posons H, (u) = sup (H (u),c|u|) en ¢ = -
1°"point ; on a
(3) Ha(u) = H (u) pour |u| > A.
(4) OH4 (u) = OH (u) pour |u| > A.

En effet soit |u| = B > A on a alors

H(u) > ¢ (B) > B% = c|u| d’ou (3)

Si |u| > A, alors H et H, coincident dans un voisinage de u, d’ot 0H4 (u) = 0H (u), ce
qui démontre (4) .
2°*point ; la fonction

U, (B) = ‘s‘up Hy (u)
u|=B
est strictement croissante, en effet soit B; < By supposons

Uy (By) < Wy (Br)
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3.2. Cas des hamiltoniens a croissance super-quadratique

Définissons u; € R?" par

HA (u) = ‘I/A (Bl)

uy peut étre mis sous la forme B;§ avec |{| = 1, posons uy = Bs¢ et définissons la fonction

g par g (c) = Ha(c€). Soit ¢ € [By, Bs] on a alors
Ha(c§) < (1= A) Ha(Bi§) + AHa (Baf)

pour un certain A € [0,1], donc :

Hy(c§) < (L= X Ha(Bi&) + A4 (By)
< (1= A Ha(Bi§) + AV, (By)
< Ha(Bif)

g(c) < g(Bi)

or la fonction g est convexe, positive et g (0) = 0, c’est donc une fonction croissante,
d’apres ce que 'on vient de voir elle est constante sur [By, By] donc vaut 0 sur [By, Bs] ce
qui est impossible car H,* (0) = {0}, d’ou le résultat.

3°m°point ; H, vérifie alors les hypothéses du théoréme 3.1.3 avec k arbitraire car

A(u)

|1i|mO P = +o00. Il existe donc une fonction u (-) de période minimale 7" vérifiant :
ul=0 |u
u(t) € o0Ha (u(t))
T 2
Hi(u() = h>-2

2m

On a alors
Tc?
Vi€ [0,T]; 94 (Ju(t)]) > Ha(u(t)) > 5 U (A) =T, (A)

Donc d’aprés ce qui précede |u(t)|] = A pour tout t € [0,7] on a donc d’apres (4)

U (t) € 00H (u(t)) ce qui achéve la démonstration. n

3.2 Cas des hamiltoniens a croissance super-quadratique

On s’intéresse dans cette section a la recherche de solutions du probléme

) € o0H (u) + f(t)
<N> u(0) =u(t)

ce cas correspond & un systéme hamiltonien H excité par une force extérieure.
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3.2. Cas des hamiltoniens a croissance super-quadratique

on suppose que

H, : H : R>® — R est convexe et

H (u)

|u| =00 "Ll,|

H atteint donc son minimum, on suppose que ce minimum est nul et atteint & l'origine.

kB
H, :VuERQ”,H(u)SEWW ouk > 0et > 2.

3.2.1 Formulation du probléme

On pose G = H* on sait donc que

Posons

on a

donc

Vv € R*™ 0 =G (0) < G (v)

OH (t,u) = OH (u) — o f (¢)

U € 00H (t,u) < u € ocdH (u) + f(t)

on a alors

G (t,v)

= sup (uwv— H (u)+of (t)u)

ucR2n

= Gv+af(t))

H (t,u) vérifie alors les hypothéses Hy, Hy et Hz du théoréme 2.2.1 si on suppose que

l'on a

Hj; f mesurable et G (o f (t)) intégrable sur [0,77].

De plus 'hypothése Hy du théoréme 2.2.1 est également vérifiée, le principe dual de

moindre action s’applique donc ici.

On suppose alors que

Hy

([ pi=oet rer (o.11, ).
0
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3.2. Cas des hamiltoniens a croissance super-quadratique

Posons

w=v+ocfonaw=v+oF

F étant la primitive de moyenne nulle de f.
Chercher des solutions de (N ') revient & chercher des points critiques de la fonction-

nelle

I@inéT%?@JQ+O%?U}dtmmrbeF;

Etudions l'effet du changement de variable

w=v+of sur ]

) / o)+ @ w0 ],

::lﬁGmHﬁWgw_UW?@WM¥_£%QLﬁ

or o (i) o (F)=1w-F et
/Owadt:[Fw]OT—/OT(w-F)dt:—/OT(w-F)dt

1(@):/; [G(w)+W—w~F—ﬂ‘T(F>1dt

On obtient :

On néglige alors le terme constant car on va chercher un minimum local.

On considére donc

avec

supposons que I ait un point critique w, on a

—K' (w) € 8J (w)
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3.2. Cas des hamiltoniens a croissance super-quadratique

or
K () = -0 (w) = F
Alors
oJ (w)={u € Fz; u—¢& € 0G(w)}
(voir la démonstration du théoréme 2.2.1 2™point)
On a alors
o)+ F+¢§edG(w)
posons
u=cW)+F+&onau(0)=u(T) et w =—0c(u)+o(f)
d’ou

u € 0G (—o (u) +o(f))
—o(4)+o(f) € 0H (u)
o ' (u— f) € OH (u)
€ odH (u) + f

donc u est solution de (N ') . Un minimum local étant un point critique (voire la proposition
1-2:5) on va montrer que I/ posséde un minimum local.
Notons que
wH/T {G@HM dt
0 2
posséde un minimum local en 0 comme le montre un calcule facile, on peut donc espérer
que si le terme perturbateur < w, F' > n’est pas trop grand, on ait encore un minimum

local.

Théoréme 3.2.1 d’existence
Supposons que les hypothéses Hy, Hy, Hy et Hy de la section 3-2-1 soient vérifiées et que

2a0—2
a= T\ ala=2
1£1l, < (2= @) (20 — 2)5 (ak®)a2 <27T)

Alors il existe une solution vérifiant

2[[flla

li= 1l = 575
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3.2. Cas des hamiltoniens a croissance super-quadratique

Démonstration.
On a
T 1
/O G (w)dt > —— ][5
<, F >| <l IF,
‘% <o (i), w >' < % lolla llwlls

Or d’apres la proposition 1-2-12 on a

7l < () 11,

T\7? .
lly < (52) ll,

d’ou
1 1/ T\? T\7
j—' > AT - . 2_ - .
W = el -5 (5) Wl - (55) 1l s,
TN\G (TN e 1
w
> i il il e Z il —
> il (5) (55) " ol - 5 bl - 0L,
2
T\ #
> (5) Illo ol
ou
a—1 S
6(s)=as =S |71,
avec

Etudions le signe de ¢ (s). On a
a—1 S
b (s) =0 <= as =§+||f||a
La fonction as®~! étant concave, son graphe coupera la droite

S
241l

si || f]|,, est inférieur a I'ordonné a lorigine de la tangente au graphe de la fonction as®*~*

1
de pente 2 le point de contact de cette tangente a pour abscisse



3.3. Etude d’une méthode générale

le calcul donne

a-l ot (T %
1/l = (2 = ) (20 = 2)5= (ak®)7= { -

ce qui est vrai par hypothése.
Dans ce cas 'équation ¢ (s) = 0 a deux solution s; < § < s .
Etudions alors I sur

B ={w e Fy;[lufl, < 5}

I étant faiblement semi continue inférieurement sur B, atteint son minimum sur B, il

suffit alors de montrer que ce minimum est atteint a 'intérieur de B. Or pour
s1 < |Jw], < s2

on a [ (w) > 0 donc pour

[@]lq =5
on a
I (w) = I(0)
donc le minimum est atteint pour
], <5

I ayant un minimum local on en déduit que (N /) posséde une solution.

Soit w le point réalisant le minimum de I sur B on a alors

|lwl|l, < s1orsg <o

et
I1f1l, 2(a=1)  2||fll,
0= 1:HfHa 2_ :5_2
S—a—2 _ =
2
On a donc bien
2 f]]
_ < a
i = Fll < 50

Ce qui achéve la démonstration du théoréeme. m

3.3 Etude d’une méthode générale

Dans cette section on donne une méthode générale d’étude de la fonctionnelle I in-

troduite au deuxieéme chapitre. Dans les sections précédentes on faisait des hypothéses de

44



3.3. Etude d’une méthode générale

type polynomiales sur la croissance des hamiltoniens. La méthode exposée ici est beau-
coup plus générale et permet d’étudier des hamiltoniens qui échappaient précédemment,
comme par exemple les hamiltoniens & croissance exponentielle. De nombreux résultats
des sections précédentes apparaissent comme des cas particuliers du théoréme que nous

allons démontrer.

3.3.1 Reésultats préliminaires

On suppose que H : R x R?" — R vérifie
Vu € R?", H (-,u) est mesurable
(H,) Vt € R, H(t,-) est convexe
Vt € R,ugrfww = +00

(Hy) G (t,0) est intégrable sur [0,77].

(H3) Vs > 0,0 (s) < +00

ou

¢ (s) =sup{H (t,u) ; t €[0,T],|u] < s}

On remarque donc que H (t,0) est intégrable sur [0, 7] .

Etudions les propriétés de ¢.

Lemme 3.3.1 ¢ est convexe, continue, croissante sur R™ et on a

lim M

s—+oo 8§

Démonstration.

¢ est croissante par définition. Posons ® (u) = ¢ (|u|) on a
® (u) = sup {H (t, Au) ;1 € [0, T], [|A] < 1}

® étant borne supérieure d’une famille de fonctions convexes est convexe, donc ¢ l'est
aussi, ¢ est continue car partout finie donc il en est de méme de ¢.
De plus
¢ (s) = sup{H (0,u) ; [u] < s}
donc

¢ (s)

S

tend vers + oo quand s — +oo d’apres (Hy)
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3.3. Etude d’une méthode générale

¢ est définie sur R*, on la prolonge & R en lui donnant la valeur +o0o pour s < 0, on

pose

= 9" ¢ (a) = sup (as — ¢ (s))

s>0

Lemme 3.3.2 U est convexe, continue et croissante sur R et

lim M =+
a——+00 a
de plus si
a<¢y00),¥(a)=—¢(0)
Démonstration.

Soit a < ¢, (0) alors

car ¢ est convexe, d’oll
Vs > 0,as — ¢ (s) < —¢(0) donc V¥ (a) = —¢(0)
U est partout finie, en effet
as — ¢ (s) <0 pour s assez grand
donc

sup {as — ¢ (s)} = sup {as — ¢ (s)}

s>0 s<R

pour un certain R, donc ¥ est finie.
¥ est croissante, en effet

Soit b > a alors

bs—¢(s)=(b—a)s+as—¢(s) >as—o¢(s)

d’ou

lim = 400
a——+00 a

En effet ¥ étant convexe la fonction

¥ (a) =¥ (0)

a
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3.3. Etude d’une méthode générale

est croissante donc a une limite finie ou infinie quand a tend vers +oo, supposons cette

limite finie et égale a 1, et soit s > 1, comme ¢ = U* on a

¢ (s)

v

as — U (a)
> a(s_Hw)

a

donc en faisons tendre a vers +o0o on a ¥ (s) = 400 ce qui contredit Hs.

Enfin ¥ est continue car convexe et partout finie. m

Lemme 3.3.3 Posons

alors ®* =V et si u # 0, alors

Démonstration.

Yu € R??

o (v) sup (uv — ¢ (Jul))

u€R2n

sup (s [v] — ¢ (s))

s>0

v (v)

IN

IN

de plus

o (v)

v

s (s 0 =0 9)
> W (v)

Soit v € 0P (u) on a donc
O (u)+¥(v) = w
¢([ul) + ¥ (jvl) = wo

¢ (Jul) + 4 (Jv]) = [ul - o]

: u
donc u - v = |ul - |v| ce qui montre que v = A— avec A > 0 car u-v > 0 on a alors

[ul
o (|ul) +¢ (X) = Xu| donc A € 0¢ (u) .
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3.3. Etude d’une méthode générale

Réciproquement si

v = —%)\ avec A € 0¢ (|ul)
alors
¢ ([u]) + ¥ (A) = Alul or ¥ (A) =¥ (v)
donc

O (u)+ V¥ (v)=u-vdouwvedd(u)

ce qui achéve la démonstration du lemme. m

Posons pour ¢ > —T'¢ (0)

B -{ien, /OT¢<|@|>dt§c}

ou
T
ﬂ:{@eL%MTLWﬂA/Dﬁ:O}
0

le fait que ¢ > —T'¢ (0) garantit que 0 € B (c¢) donc que B (¢) # @.

Posons

T
K@)==-<o0),0>= —/ o (0) - vdt pour v € Fj.
0
On a alors la propriété
Propriété : Sic> —T¢(0), K atteint son minimum sur B (c¢) et

Cc

inf (K () € B(e)} = —2-a” on v (a) =

Démonstration.
Remarquons que B (c¢) est faiblement compacte dans F; d’apres le théoréme de la Vallée
-Poussin, il suffit donc de montrer que K est faiblement semi -continue inférieurement

sur B (c) . Soit donc v,, € B(c) telle que 0, converge faiblement vers v, comme

T
JRE
0

on peut supposer que

B (c) étant borné dans Fj on a

|vn, ()] < m pour tout n et pour tout ¢t € [0, 7]
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3.3. Etude d’une méthode générale

Par ailleurs la compacité faible dans L' est équivalente & I'intégrabilité uniforme donc

étant donné il existe § tel si B est un mesurable de mesure inférieure a &

/B\z)n(tﬂdtgs

dousi|t—71|<n
v (1) — v (7)| <€
La suite v,, étant équicontinue et uniformément bornée admet une sous suite v,, unifor-

mément convergente .

On a alors v, converge faiblement vers v, v,, converge fortement vers v donc

1
K (in,) = 5 < 0, 0, >

converge vers K (). On a alors

lim inf K (0,) < lim K (9,,) = K (0)

n—-+00 k—-+oco

donc K est bien faiblement semi continue inférieurement donc atteint son minimum sur
B (c).
Evaluation de

inf {K (v);0 € B(c)}
Soit © € B (c) tel que
K (0) =inf {K (w),w € B(c)}

On peut appliquer la proposition 1-2-11 avec E = F}

f (i) =/0 o (ju) dt

f est bien convexe semi continue inférieurement et propre et domf contient les fonctions

mesurables bornées donc est dense dans E. On sait alors qu’il existe A > 0 tel que
—\K (v) € Of ()

remarquons que A # 0 car K' (0) = o (v) ne peut pas étre nul car K prend des valeurs
négatives sur B (¢) comme on va le voir un peu plus loin .
Par ailleurs

Of (0) ={u € Foo : IR 04— €OV (v)}
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3.3. Etude d’une méthode générale

(Voire la deuxiéme partie de la démonstration du théoréme 2-2-1)

On a donc
Ao (v) + €& €0V (0) pp
Posons
u=Mo(v)+¢
il vient
u € v (v)
U € No0®P (u)

On sait d’apreés le lemme 3-1-1 que @ (u (t)) = h constant, montrons alors que

est constant.

¢ est croissante, convexe, continue et tend vers I'infini a I’infini, posons

§=sup{s,¢(s) = ¢(0)}

Si h > ¢ (0) alors |u (t)| est constant car ¢ est injective sur [3, 400 .
Si h = ¢ (0) alors |u (t)| < 5. Soit alors I ’ensemble des ¢ € [0, T] tels que u et « soient

dérivable en t, I est de mesure pleine. Sit € I ou bien

avec
ft € 06 (3)

il vient alors

oy v e o)
O‘(t)_yu(t)l (£) = M Ju (1)]”

ou bien |u (t)| < § auquel cas ceci reste encore vrai pour 7 voisin de ¢,

on a alors
9% (u (1)) = {0}

pour 7 voisin de ¢, d’ot u (7) est constant au voisinage de ¢ et & (t) = 0.
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3.3. Etude d’une méthode générale

On a donc & = 0 pp d’ou |u (t)| est constant. On a alors

Uu(t) € \a0® (u(t)) et |u(t)]=5b> 0.

d’apres le lemme 3-3-3 il vient

ou

Notons que

donc est mesurable. D’apres I'unicité des solutions et une équation linéaire on a

u(t) =Ecosp (t) +o(€)sinp (t) avec £ € R*™ et p(t) = /Otﬁ(T)dT

Or _
o (6 (1) =5
vy = 2 4o
d’ou
: __lﬁ
K@) = 2A2/ﬁ
r<pB(t)<s

et K (¥) est minimal on a donc 3 (t) = s pour tout ¢, & une translation prés du temps il
vient

0 (t) = ncos (wt) + o (n) sin (wt) , n € R*"

v étant T — périodique on a

T:kQ—ﬂaveck:EZ
w

d’ou )

2
T _ nI"T?
2w 47k

K (v) =—
la minimalité de K () et le fait que K (v) < 0 imposent que k =1, d’ou

n|” T2

K@) =~ 4dr
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3.3. Etude d’une méthode générale

Montrons que 'on a
T
| v tind=e
0

Dans le cas contraire on aurait
T
/ (o)) dt <
0

donc s serait dans B (c¢) pour s > 1 assez proche de 1, or
K (s0) = s*K (0) < K (0)

car K (v) < 0 ce qui est impossible

/OTww)dt:c

or
o ()] = Inl = a
d’ou
Ty(a)=c
V=

Remarquons que
c
— = —0(0)=1(0
o —6(0) =4 (0)

donc ¢ étant croissante continue et convexe tendant vers 'infinie quand a tend vers +o0,

I’équation
c
¥ (a) = T
a une solution unique .
Ou bien alors
2
K (v) = —4—a2 ot ¢ (a) = %

ce qui achéve la démonstration . m

3.3.2 Théoréme d’existence

Théoréme 3.3.1 Sous les hypothéses Hy, Hy et Hy de section 3-3-1 et si

a>0 7T

/0 g (t)dt < sup(—zl;2a2 + Ty (a) ) oug(t)=G(t0)

52



3.3. Etude d’une méthode générale

le systéme
€ o0H (t,u)
w(0) = u(T)
a une solution vérifiant .
| wtiana <o @

ou a est définie par

T2 r
d—inf{azO; ——a2+Tw(a)2/ g(t)dt}
47 0

Démonstration.
On a
G (t,0) > ¢ (0)
donc
T
Ty (0) s/ g(t)dt
0
d’oll

T2
Ty (0) < sup(———a” + T4 (a) )
a>0 47
on déduit qu’il existe a > 0 tel que

2

T4 (0) < (=0 + T (a) )

Posons ¢ = T (a) donc ¢ > T (0) , comme dans la section 3-3-1 on pose

T
B ={uehs [ vianas<c|
0
B (c) est un compact faible de Fi, on définit toujours

Jl : F1—>R
T
v / G (t,0)dt
0

K . F1—>R

: 1 :
U §<a(v),v>

et
I=J+K

93



3.3. Etude d’une méthode générale

K est faiblement semi continue inférieurement sur B (c), J; est faiblement semi continue
inférieurement sur B (c¢), I atteint donc son minimum sur B (c) en .

on a
T
/ (o)) dt <
0
en effet

T2
K((©) > ——a® d’apres le lemme 3 -3 -3

4
Ji(0) > /Ow(ﬁ)dt

comme 0 € B(c) on a

0> 1) > — + [Cuabar

d’ou
T T T2
/ v (o)) dt < / GO dt+—a® < e
0 0 47
d’apreés le choix de a. On peut donc appliquer le théoréme 2-2-2, il existe £ € R?" tel que
u =0 (v) + & soit solution de (P) .

Démontrons alors 'estimation annoncée dans le théoréme.

/0 ¢<|u|>dt=/0 b (j6l) dt < ¢ = Ty (a)

ou a vérifie
T2 T
T (a) > —a? +/ g(t)dt
4m 0

comme 1) est croissante on a bien

T
/0 o (|af) dt < T (a)
ol a vérifie :

a = inf {—T—2a2+T¢ (a) > /OTg(t) dt}

a>0 47

ce qui achéve la démonstration du théoreme. m

Exemple 3.3.1 Nous donnons plus exactement un exemple de non-application de ce

théoréeme. On pose T = 21

2, 2
H (t,z,p) = a —2|-p — wsint
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3.4. Exemples d’application du théoréme général

une solution de (P) est alors une solution de

Z+x =sint
z(0) =z (2m)
t(0) = & (2m)

probléme dont on sait qu’il n’a pas de solution. Avec les notations du théoréme précédent

on a
2 2
o(s) = Sup{(x —2|—p —a:sint) ;x2+p2§82,t6[0,27r]}
52+
= —+s
2
0sia<l1
Y (a) = a—1
sta -1
donc
T2 —ma’sia<l1
——a®>+ Ty (a) =
A 7(1—2a) sia>1
et

/OTG(t,O) 0

le théoréme ne s applique donc pas.

3.4 Exemples d’application du théoréme général

Nous allons retrouver successivement les résultats des sections précédentes et en établir

de nouveaux, & 'aide du théoréme général démontré précédemment.

3.4.1 Cas sous-quadratique
Vibrations forcées

On fait les hypotheses de (3-1- 1)
Vt € R, H(t,-) est convexe et lim

ul =00

Vu € R* H (-,u) est mesurable

Y (t,u) €R xR h(t) < H(tu) < Eul® +m

2
ou h est intégrable sur [0,7],k = 0 et m > 0,7 < %
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3.4. Exemples d’application du théoréme général

Les hypothéses H;, Hy et H3 du théoréme général sont vérifiées.

On a alors avec les notations de la section précédente

o (s) < E524—m

— 2
donc
a2
¥ (a) = ok ™M
d’ou

Ta? Ta? (1 T
Y7 _ AL e
oy (o) =[5 () -] =

La condition suffisante du théoréme 3-3-1 est vérifiée, on retrouve donc le théoréme 3-3-1.

Vibrations libres

On fait les hypothése de la section 3-1-2
(

H
VUERQ”,(J:H(O)SH(U),HHIH |(TL):
u|—-+oo |U

k
Vu € R?", H(u)§§|u|2+m, k=0etm>0
2m 27
K’k
D’apres le cas de vibration forcée les hypothéses du théoréme 3-3-1 sont vérifiées, il

K
‘U’§772>5\U’2§H(U) oun=0,v>k,Te€
\

ne reste plus & vérifier que la solution est non triviale pour retrouver les résultats du
théoreme 3-1-2
La solution u de (P) est donnée par v € o (v) + £ ot v minimise I sur B (c) avec

¢ > T (0). Sion pose

2rt t
w = & cos <%> + 0 (§)sin (%) avec || <
r vérifiant ,
G(v) < % pour |v| <r
On a

TIEP /1 T

Or on peut choisir ¢ assez petit pour que

< —
auquel casw € B (C) ce qu1 montre que

inf () <0

weB(c)
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3.4. Exemples d’application du théoréme général

donc que u # 0.

On peut alors localiser la solution en utilisant ’estimation

T
| vt <o
0
ou
o 242 T
azégg{( ym +T¢(a)) 2/0 g(t>dt}
ici
1
_ om |’
“=l1_z
k 2
d’ou
| 1 | 2mT
E TS i
k2w
on retrouve bien le résultat que ’on avait trouvé dans le théoréme 3.1.2.
2mT
12
il < e
k 2

3.4.2 Cas superquadratique

On fait les hypotheses Hy, Hy de la section 3-3-1 et :
kB
vVt € R, Vu€R2”,H(z€,u)§E|u\5~|—coﬂk>0, B>2, ¢>0.

On a alors le résultat suivant :

Proposition 3.4.1 Sous les hypothése précédentes et si :

T
(1) /0 g(t)dt+ T < (2m)77 k75 (62—;) s

Alors il eziste une solution de (P) .

Démonstration.
On a ici
ks
P (s) < 55" +c
B
donc
1 1 1
> —a® — —r =1
Y (a) > gl ¢ avec — + 3
La condition suffisante du théoréme 3.3.1 sera vérifiée si
T 2 .2 a
T=a Ta
Y dt < inf |— —cT
[ o<t |- T -
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3.4. Exemples d’application du théoréme général

Le calcul donne

T
/ g(t)dt + cT < (27)7=2 ks <E) =
0 20

ce qui est 'hypothese (1). m

3.4.3 Cas exponentiel

On fait les hypothése H;, Hy de la section 3.3.1 et
Vt € R, Yu € R*™, H (t,u) <exp(a|u|+k)+c, a>0, ket créels
Proposition 3.4.2 Sous les hypothéses ci-dessus et si

/OTQ@ i< s [_Tjj o7 (Llog (2) —k—1) - CT}

alors (P) posséde une solution.

Démonstration.
On a
o (s) <exp(as+k)+c

donc ¢ = 1 on ¢ est défini par

- —expk—c si a<aexpk
via) = g(10g(2>—k—1>—c si a>aexpk

o «
La condition suffisante du théoréme 3.3.1 sera vérifiée si

/O Y, (t) dt < sup (—7:“2 + T (a))

a>0 /U

On remarque que si 0 < a < aexpk. On a

et que

doncsi 0 <a < aexpk, on a

T T242 ~
/Og(t)dtz— = + T (a)
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3.4. Exemples d’application du théoréme général

La condition suffisante devient

/0 Tg(t) dt < sup (—ij + T (a))

a>aexpk

ce qui est vérifié par hypotheése. m
Vibration de la forme : u € c0H (u) + f (¢)

Commencons par transformer ’équation

i € 0OH (u) + f ()
u(0) = u(T)

Pour pouvoir utiliser les résultas de la section précédente, on pose

T
m:%/o £ (1) dt

et on définie F' par
F=f-m
Jy Fdt =0
On remarque que F' (0) = F' (7).

Posons v =u — F et

H(t,v)=H v+ F(t))—o(m)(v+ F(t))

On a
OH (t,v) = 0H (v+ F (1)) — o (m)
d’ou
v € odH (t,v) <=1 — f+m € c0H (u) +m
v(0) = v (T) u(0) = u(T)
Les systémes (1) et (2) sont donc équivalents. On fait sur H I’hypothése
H,: H:R? — R est convexe et vérifie

H
Yu e R*™, 0= H(0) < H (u), lim |(7|“‘)
U—+00 u

= +OO
On pose

¢(s) = sup{H (u) ; |u] <s}
¢(s) = sup{H (t,u) ; t€[0,7],|ul < s}
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3.4. Exemples d’application du théoréme général

On a alors B
lim —(b (8)

s—+oo 8§

par ailleurs

est intégrable sur [0, 7.

G (t,0) = supo(m)(v+ F(t))— H((v+ F(t)) =G (o (m))

veR2?
est aussi intégrable sur [0,77].

H vérifie donc les hypothéses du théoréme 3-3-1 .

Théoréme 3.4.1 Soit H vérifiant Hy, supposons que l'on ait

3T'm Ta? T
G oo + il 171+ 52 < sp (<2 (P4 om0+ v (o))
T azg(IF)) T T
Alors le probléeme
i€ 00H (u) + [ (1)
u(0) =u(T)

posséde au moins une solution.

Démonstration.

On a

¢(s) <@ (s +[[Fl) + [m[ (s + [|F]]) ou [[F]] = || Fll

Posons
¢ (s) = (s+ IFI) + m| (s + | FI|)
On a
Y (a) > ¥ (a)
V) (a) = iglﬁ){as = o (s+|Fl) = |m| (s +[[F[})}
donc

Y (a) = sup {(a—1|ml)s = ¢ (s) —alF[}

Evaluons alors ¢ (a) , si (a — |m|) € 3¢ (5) pour un certain 5 > ||F|| on a

¥ (a) =" (a—|m|) —allF]|
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3.4. Exemples d’application du théoréme général

¢ étant convexe continue et tendant vers I'infini & I'infini on a
[beRibe o (s),5 > |IF||} = |6, 1F]|, +o0
Donc si a > a = |m|+qb;||F|| on a

V¥ (a) = (a—|ml) —alF|

si a < a la fonction s +— (a — |m|) s — ¢ (s) est décroissante sur [||F||, +oo et

V(@) = (a—[mIFI = (IFl) —allF

v(a) = —|ml|[|F]—o(|F]).
On a alors
T%q? T%q? ~
— T > — T
(o r70) 2 (S e To)
De plus

T
/ g(t)dt =TG (o (m)) > 0 d’apres Hy
0

donc si an a :

) TG (o () <sup (-5 + 70 (o))

a>a 47T

o1l aura

76 (o (m)) < sup (-5 + 70 0))

a>0 U

car sur [0, al, <—Tj7‘;‘2 + T (a)) <0, le théoréme 331 s’applique donc.

La condition (3) s’écrit alors

G o m) < sup (~ T+ 6 (a ) —a )

a>a m

Posons © = (a — |m|) on obtient

G (o) + ol 171+ 52 < sp (T2 (114 Ll )+ 0 @)

AT gy \ AT

ce qui est vrai par hypothese, d’ou le résultat. m

La condition du théoréeme 3-4-1 s’écrit plus simplement si I’on a

/OTf(t)dt—O.
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3.4. Exemples d’application du théoréme général

Corollaire 3.4.1 Si H vérifie Hy et si

/OTf(t)dt:O

une condition suffisante pour que le probléme :

€ o0H (u) + f(t)
u(0) =u(T)

Posséde une solution et que

2
0<sup {2 —aFl v @) a2 05D )

On peut alors appliquer le théoréme 3-4-1 ainsi :

k
cas : Sous-quadratique : ¢ (s) < 532 +c

k
Sur-quadratique : ¢ (s) < —s*+c,a = 2
o

exponentiel : ¢ (s) <exp(s+k)+c

et en tirer des conditions suffisantes d’existence, mais nous préférons un résultat

général.
Théoréme 3.4.2 On suppose que H vérifie Hy. On pose

Ty = 47Tsup¢ (a)

a>0 a?

Alors Ty > 0 et pour tout T < Ty il existe un € > 0 tel que si || f]|, < € le probléme aux

limites :
€ o0H (u) + ¢

u(0) = u(T)

att au moins une solution.

Démonstration.
Comme

lim 9 (a) = +o00

a—+00
on a Ty > 0. Supposons 0 < T' < Ty d’apres la définition de Ty on a l'existence de a > 0

tel que

T
@+ (a) 0
47
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3.4. Exemples d’application du théoréme général

On sait que pour

a €06(0) = | 00,6, (0)]

¥ (a) = —=¢(0) =0
on a donc
a- ¢, (0).
Comme 9 et G sont continues avec G (0) = 0 d’apres Hy ; et comme (b;l est semi continue

supérieurement, il existe n > 0 assez petit pour que
Im| <met [|[F] <n
impliquent
¢ Fll <a
et

3Tm?
47

Ta? T\ _
_Z;_(wwm+5y0a+¢mn>awomwwmwm+

Ces deux conditions impliquent la condition d’existence du théoréme 3.4.1. Il ne reste

plus qu’a prendre € > 0 assez petit pour que

Iflly <e=Im| <net [[F]| <n

Indiquons les valeurs de T, pour les trois cas que nous avons évoqué.
2T
k~ g
Sur quadratique: H (u) < —|u|"+¢, a>2. Ty =+4oosic=0
Q@

k
Sous quadratique : H (u) < B lul® + ¢, Ty >

2
o [ 2B8c \''? .11 .
T0>ﬁ<2—ﬂ> OUE+B:1810>0

Exponentiel : H (u) < exp («a|u|) + k avec a < 0

4
Ty > a—gexp—(k—l-Z).
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Conclusion

Pour conclure, 'objectif de ce travail & été d’introduire les solutions périodiques
d’un systeme hamiltonien dans les cas sous-quadratique, super-quadratique et dans le cas
générale. De plus, nous avons défini une forme dual du principe de moindre action sur
laquelle repose la recherche ot I'existence de ses solutions.

Indiquons que 'on trouvé une approche nouvelle pour les problémes perturbatifs dans
les systémes hamiltoniens. De nombreux résultats concernant l’existence de solutions
périodiques dans I’équation des ondes & une dimension ont été démontés ces derniéres
années. La théorie de ces systémes introduit I’auditoire aux méthodes classiques, reposant

principalement sur ’application de Poincaré, et au théoréme de Kolmogorov.
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