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Introduction

Les nombres complexes forment une extension de l�ensemble des nombres réels. Ils

permettent notamment de dé�nir des solutions à toutes les équations polynomiales à

coe¢ cients réels. Les nombres complexes furent introduits au 16eme siècle par les mathé-

maticiens italiens Jérôme Cardan, Raphaël Bombelli, Nicolo Fontana, et Ludovico Ferrari

a�n d�exprimer les solutions des équations du troisième degré en toute généralité par les

formules de Cardan, en utilisant notamment des nombres de carré négatif, ainsi que les

solutions des équations du quatrième degré (méthode de Ferrari).

L�ensemble des sommes et produits de nombres réels et du nombre imaginaire i

(les nombres de la forme x+iy) satisfait les propriétés d�une structure de corps commutatif

qui contient le corps des réels. Il est appelé corps des nombres complexes et on le note

C. Il est muni de l�application module qui généralise la valeur absolue des nombres réels

mais ne peut pas être ordonné totalement de façon compatible avec sa structure de corps.

Ce n�est qu�à partir du 19eme siècle que se développe l�aspect géométrique des nombres

complexes, vus comme des éléments ou des transformations du plan, sous l�impulsion de

Jean-Robert Argand (plan d�Argand), puis avec les travaux de Gauss et de Cauchy.

L�analyse réelle, c�est à l�origine l�étude des fonctions de R dans R, et surtout

des fonctions régulières : continues, dérivables, intégrables, de classe C1, C1 etc. En

analyse complexe, nous allons étudier les fonctions de C dans C, continues, mais surtout

dérivables.

Pour une fonction de C dans C, on emploie le terme holomorphe plutôt que dérivable.

Les premiers exemples de fonctions de la variable complexe sont des fonctions polynômi-

ales à coe¢ cients complexes, et plus généralement les sommes de séries entières conver-
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Introduction

gentes à coe¢ cients complexes. Réciproquement, nous verrons qu�une fonction f est

holomorphe en un point z0 de C si et seulement si f est développable en série entière sur

un voisinage de ce point.

Le but de ce mémoire est de mettre à jour les propriétés des fonctions holomorphes.

Plus spéci�quement:

1. De se familiariser avec la notion d�holomorphie : Dé�nition de la notion d�holomorphie

se traduisant par les conditions de Cauchy-Riemann.

2. Dé�nir les séries entières : rayon de convergence, étude sur le cercle de conver-

gence. . .

3. D�être capable de développer une fonction holomorphe en une série entière.

4. Calculer les résidus.

5. Calculer certaines intégrales et somme de série par la méthode des résidus : outil

puissant pour le calcul de certaines intégrales et sommes.

6. De noter la relation entre l�holomorphie et les applications conformes : si on trans-

forme par une fonction holomorphe de dérivée non nulle deux courbes se coupant en

faisant un angle orienté, les courbes images font entre elles le même angle orienté.

Ce mémoire consiste trois chapitres :

Dans le premier chapitre, nous nous sommes intéressés aux variables complexes et

leurs propriétés fondamentales.

Le deuxième chapitre est consacré au théorème des résidus et ses applications au calcul

d�intégrales réelles et calcul de séries numériques.

Dans le troisième chapitre, on a étudié la notion du transformation conforme et

quelques transformations conformes élémentaires.

et on termine par une conclusion et quelque perspectives de recherche.
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CHAPITRE

1 Variable complexe

1.1 Rappels généraux sur les nombres complexes

L�ensemble N = 1; 2; 3; ::: des entiers naturels est fermé sous les lois de l�addition m+ n

et la multiplication m:n.

Et pour pouvoir résoudre pour x toute équation du type: x +m = n;où : m;n 2 N;

il faut passer aux entiers relatifs Z = :::;�2;�1; 0; 1; 2; ::: .

Et pour résoudre pour x toute équation de la forme: px + q = 0; pour p; q 2 Z; il

faut passer aux nombres rationnels Q = q=p pour p; q 2 Z; et p 6= 0.

Ce dernier système est formé de quatre opérations de l�arithmétique mais on ne peut

pas résoudre pour x toute équation du type: x2 + c = 0; où c 2 Q.

Les nombres réels R permettent de résoudre certaines de ces équations mais pas toutes.

Ils forment un système fermé sous les quatre opérations arithmétique qui est de plus

complet au sens où toute suite (xn ) n2N qui satisfait la condition de Cauchy

lim
m;n!1

(xm � xn) = 0

qui est convergente mais on ne peut par exemple obtenir une solution de l�équation

x2 + 1 = 0 dans R.

Il faut pour cela construire l�espace des nombres complexes C. Cet ensemble s�écrit

sous la forme

C =
�
x+ iy; avec (x; y) 2 R2
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1.1. Rappels généraux sur les nombres complexes

où i l�imaginaire pur, muni de la loi d�addition

(x+ iy) + (x0 + iy0) = (x+ x0) + i(y + y0)

et la loi de multiplication

(x+ iy)(x0 + iy0) = xx0 � yy0 + i(yx0 + xy0) (1.1.1)

Cet ensemble forme un corps commutatif.

En particulier tout élément non nul de C, possède un inverse donné par

1

x+ iy
=

x� iy

x2 + y2
(1.1.2)

De (1:1:1) on déduit l�identité

i2 = �1

D�un point de vue géométrique, le plan euclidien R2 peut être identi�é au plan com-

plexe C en faisant correspondre à tout point (ou vecteur) de coordonnées (x; y) son a¢ xe

z = x+ iy. On dit aussi que z = x+ iy est un point du plan complexe, et son complexe

conjugué est noté z = x� iy.

La norme euclidienne de R2 s�identi�e au module complexe

j z j=
p
zz =

p
x2 + y2

et ces notions permettent de réécrire (1:1:2) sous forme

8z 2 C�; 1
z
=

z

j z j2
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1.1. Rappels généraux sur les nombres complexes

1.1.1 Topologie générale sur le plan complexe

Dé�nition 1.1.1 Soit D � C une partie non vide.

1. On dira que la partie D est un domaine s�il est ouvert et connexe.

2. On dira que la partie D est convexe si: 8z1; z2 2 D; 8t 2 [0; 1] : (1� t)z1 + tz2 2 D.

3. On dira que la partie D est étoilée s�il existe un point z0 2 D tel que pour tout z 2 D

le segment [z0; z] � D.

Remarque 1.1.1 toute partie convexe est étoilée, et l�intérieur de toute partie étoilée est

un domaine ( ouvert et connexe).

Dé�nition 1.1.2 Soient z0 2 C; R 2 R�+;

1) Pour une boule ouverte de centre z0 et de rayon R est donné par

B(z0; R) = fz 2 C : jz � z0j < Rg :

2) Pour une boule fermée de centre z0 et de rayon R est donné par

B(z0; R) = fz 2 C : jz � z0j � Rg :

Remarque 1.1.2 Dans le plan complexe, une boule a la forme d�un disque. On emploi

donc souvent le terme disque (ouvert ou fermé) de centre z0 et de rayon R lorsque l�on

fait de la topologie dans C:

Proposition 1.1.1 a) Un ouvert de C est une réunion de boules ouvertes de C:

b) le corps C est un R-espace vectoriel normé de dimension deux. Le module d�un nombre

complexe jx+ iyj est dé�ni par jx+ iyj =
p
x2 + y2:

c) Dans C toutes les normes sont équivalentes, et elles dé�nissent la même topologie que

le module.

d) C est complet : toute suite de Cauchy à valeurs complexes converge dans C:
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1.2. Limites et continuité des fonctions complexes

e) Un fermé de C est le complémentaire d�un ouvert de C.

f) On appelle voisinage d�un point z0 un disque ouvert quelconque de centre z0.

g) Adhérence et intérieur d�une partie A de C :

1) A est l�intersection de tous les fermés de C contenant A.

2)
�
A est la réunion de tous les ouverts de C inclus dans A.

1.2 Limites et continuité des fonctions complexes

1.2.1 Limites des fonctions complexes

Dé�nition 1.2.1 On dit que f admet une limite l quand jzj tend vers +1 si

8" > 0;9�(") 2 R+telque jzj > � =) jf(z)� lj < ":

1.2.2 Continuité des fonctions complexes

Dé�nition 1.2.2 soit
f : D � C ! C

z ! f(z)

On dit que f est continue en z0 2 D, si pour tout � > 0, il existe � = �(�; z0) tel que

jz � z0j < � ) jf(z)� f(z0)j < �:

1.3 Dérivabilité d�une fonction complexe

1.3.1 Dérivée

Dé�nition 1.3.1 Soient D �C un domaine, z0 2 D; f : D ! C une fonction et

z0 2 C . On dit que la fonction f admet une dérivée au point z0 si le nombre complexe���f(z)�f(z0)z�z0

���tend vers une limite �nie lorsque z tend vers z0.
Autrement dit, cela veut dire qu�il existe un nombre complexe, noté f 0(z0), et appelé

la dérivée de f en z0 tel que

6



1.4. Séries entières

lim
z!z0

����f(z)� f(z0)

z � z0
� f 0(z0)

���� tend vers 0:

1.3.2 Fonctions holomorphes

Dé�nition 1.3.2 Une fonction f est dite holomorphe en un point si elle est holomorphe

dans un disque ouvert centré en ce point, et est dite holomorphe dans un domaine D si

elle est dérivable en chaque point de D

Proposition 1.3.1 Soient D � C un ouvert et f; g : D ! C

1) Si f est holomorphe en z0, alors f est continue en z0:

2) Si f; g deux holomorphes en z0, alors on a

(f + g)
0
(z0) = f 0(z0) + g0(z0)

(fg)0(z0) = f 0(z0)g(z0) + f(z0)g
0(z0)�

f

g

�0
(z0) =

f 0g � fg0

g2
(z0) pour g(z0) 6= 0:

3) Si g holomorphe en z0;et si f holomorphe en g(z0) , alors

fog : D ! C

est holomorphe en z0 ;de plus

(fog)0(z0) = g0(z0)f
0(g(z0)):

1.4 Séries entières

1.4.1 Séries entières

Dé�nition 1.4.1 On appelle série entière de la variable complexe toute série de fonction

de la forme

S =

+1X
n=0

anz
n:

On note

S =
X

anz
n:

7



1.4. Séries entières

1.4.2 Rayon de convergence

Dé�nition 1.4.2 On appelle rayon de convergence d�une série entière
X

(anz
n) la quan-

tité dé�nie par

� = sup fR 2 [0;+1[ : la série entière (janjRn) convergeg :

Théorème 1.4.1 soit

f(z) =

1X
k=0

akz
k, jzj < R

alors f est holomorphe dans le disque D(0;R) et on ait

f
0
(z) =

1X
k=1

kakz
k�1, jzj < R:

Preuve. Le rayon de convergence de f 0(z) est le même que celui de f(z). En partic-

ulier,si on pose

�(r) =
1X
k=2

(k � 1)2 jakj rk�2 <1 8r 2 ]0; R[

Alors, à l�aide de l�identité

ak � bk = (a� b)(ak�1 + ak�2b+ ak�3b2 + :::+ bk�1)

On trouve pour tout z; z0 2 D(0; r)

f(z)� f(z0)

z � z0
�

+1X
k=1

kakz
k�1
0 =

+1X
k=2

ak

�
zk � zk�10

z � z0
� kzk�10

�

=
+1X
k=2

ak

 
k�1X
p=0

zk�1�pzp0 � kzk�10

!

=

+1X
k=2

ak

 
k�2X
p=0

�
zk�1�p � zk�1�p0

�
zp0

!

=
+1X
k=2

ak

 
k�2X
p=0

(z � z0)

 
k�2�pX
q=0

zk�2�p�q � zq0

!
zp0

!
de telle sorte que�����f(z)� f(z0)

z � z0
�

+1X
k=1

kakz
k�1
0

����� � jz � z0j
+1X
k=2

jakj
 
k�2X
p=0

 
k�2�pX
q=0

rk�2

!!

� jz � z0j �(r):
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1.5. Fonctions élémentaires

1.5 Fonctions élémentaires

Dans tout ce qui suit, z 2 C:

Les fonctions ez; cos z; sin z; cosh z et sinh z sont liées entres elles dans le plan complexe

à l�aide de leur série de Taylor à l�origine.

1. ez =
+1X
k=0

zk

k!

2. cos z =
+1X
k=0

(�1)kz2k
(2k)!

3. sin z =
+1X
k=0

(�1)kz2k+1
(2k+1)!

4. cosh z =
+1X
k=0

z2k

(2k)!

5. sinh z =
+1X
k=0

z2k+1

(2k+1)!

Proposition 1.5.1 Les fonctions citées ci-dessus sont liées par les relations suivantes

(1) cos z = eiz+e�iz

2
= cosh iz

(2) sin z = eiz�e�iz
2i

= 1
i
sinh iz = �i sinh iz

(3) eiz = cos z + i sin z

(4) Formule d�Euler

ei� = cos � + i sin � avec � 2 R

(5) Formule de Moivre

(cos � + i sin �)n = cosn� + i sinn�

9



1.6. Condition de Cauchy-Riemann

(6) Forme polaire d�un nombre complexe8<: z = rei� = jzj ei arg z

z = r(cos � + i sin �)

Propriétés:

1. ez1ez2 = ez1+z2

2. ez 6= 0

3. jeiyj = 1

4. jezj = ex

5. ez = 1 si et seulement si z = 2n�i , n 2 N

6. ez = �1 si et seulement si z = (2n+ 1)�i , n 2 N

7. ez1 = ez2 si seulement si z1 � z2 = 2n�i , n 2 N

8. dez

dz
= ez

1.6 Condition de Cauchy-Riemann

Proposition 1.6.1 Soit U un ouvert du plan complexe C:

Soit f : U ! C telle que

f(x+ iy) = P (x; y) + iQ(x; y)

Où

P (x; y) = Ref(x+ iy):

Q(x; y) = Imf(x+ iy):

Si f est holomorphe dans U; alors elle véri�e la condition de Cauchy-Riemann suivante� @P
@x
= @Q

@y

@P
@y
= �@Q

@x

10



1.6. Condition de Cauchy-Riemann

Preuve. Soit f une fonction dérivable au point z0:

Pour démontrer la relation de Cauchy-Riemann, on va considérer deux directions dif-

férentes pour aller vers z0 en suivant l�axe des réels et l�axe des imaginaires et on va utiliser

le fait que la limite de
f(z0 +�z)� f(z0)

z � z0

en z0 est la même suivant la direction des réelles ou la directions des imaginaire.

Premièrement en suivant l�axe réel, alors

�y = 0

donc

lim
�z!0

f(z0 +�z)� f(z0)

z � z0
= lim

�x!0

P (x0 +�x; y0)� P (x0; y0)

�x
+ i lim

�x!0

Q(x0 +�x; y0)�Q(x0; y0)

�x

=
@P

@x
(x0; y0) + i

@Q

@x
(x0; y0)

Deuxième direction en suivant l�axe imaginaire, alors

�x = 0

et donc

lim
�z!0

f(z0 +�z)� f(z0)

z � z0
= lim

�y!0

P (x0; y0 +�y)� P (x0; y0)

�y
+ i lim

�y!0

Q(x0; y0 +�y)�Q(x0; y0)

�y

=
@Q

@y
(x0; y0)� i

@P

@y
(x0; y0)

On obtient

@P

@x
(x0; y0) + i

@Q

@x
(x0; y0) =

@Q

@y
(x0; y0)� i

@P

@y
(x0; y0)

Par identi�cation on trouve � @P
@x
= @Q

@y

@P
@y
= �@Q

@x

Proposition 1.6.2 Soit f : U ! C telle que

f(x+ iy) = P (x; y) + iQ(x; y)

11



1.6. Condition de Cauchy-Riemann

Si f est di¤érentiable sur U et véri�e la condition de Cauchy-Riemann, alors f est

holomorphe dans U .

Exemple 1.6.1 Soit f(z) = sin x cosh y + i cosx sinh y avec z = x+ iy

On pose

8<: P (x; y) = sin x cosh y

Q (x; y) = cosx sinh y

Alors

8<: @P
@x
(x; y) = cosx cosh y

@Q
@y
(x; y) = cosx cosh y

=) @P
@x
(x; y) = @Q

@y
(x; y)

Et

8<: @P
@y
(x0; y0) = sin x sinh y

@Q
@x
(x; y) = � sin x sinh y

=) @P
@y
(x0; y0) = �@Q

@x
(x; y)

f est di¤érentiable et véri�e les équations de Cauchy.

Donc est holomorphe.

Proposition 1.6.3 En coordonnées polaires, les conditions de Cauchy-Riemann s�écrivent

sous la forme suivante

� @P
@r
= 1

r
@Q
@�

@P
@r
= �1

r
@Q
@�

Preuve. La relation entre les coordonnée cartésiennes (x; y) et les coordonnées po-

laires (r; �) est donné par �
x = r cos �

y = r sin �

ce qui nous donne

8<: r =
p
x2 + y2

� = arctan y
x

Dérivons ces relations on trouve

@r

@x
=

xp
x2 + y2

=
x

r
= cos �

@r

@y
=

yp
x2 + y2

=
y

r
= sin �

@�

@x
=

1

1 +
�
y
x

�2 ��yx2
�
=

�y
x2 + y2

= �sin �
r

12



1.6. Condition de Cauchy-Riemann

@�

@y
=

1

1 +
�
y
x

�2 �1x
�
=

x

x2 + y2
=
cos �

r

Les dérivées partielles de P et Q s�obtiennent alors par

@P

@x
=
@P

@r

@r

@x
+
@P

@�

@�

@x
= cos �

@P

@r
� sin �

r

@P

@�

@P

@y
=
@P

@r

@r

@y
+
@P

@�

@�

@y
= sin �

@P

@r
+
cos �

r

@P

@�

@Q

@x
=
@Q

@r

@r

@x
+
@Q

@�

@�

@x
= cos �

@Q

@r
� sin �

r

@Q

@�

@Q

@y
=
@Q

@r

@r

@y
+
@Q

@�

@�

@y
= sin �

@Q

@r
+
cos �

r

@Q

@�

Les conditions de Cauchy-Riemann, s�écrivent alors

cos �
@P

@r
� sin �

r

@P

@�
= sin �

@Q

@r
+
cos �

r

@Q

@�

sin �
@P

@r
+
cos �

r

@P

@�
= � cos �@Q

@r
+
sin �

r

@Q

@�

Multiplions la première par cos �, la seconde par sin � et additionnons, on obtient

@P

@r
=
1

r

@Q

@�

Multiplions la première par sin �, la seconde par � cos � et additionnons, on obtient

�1
r

@P

@�
=
@Q

@r

13



1.7. Intégration complexe

1.7 Intégration complexe

1.7.1 Les chemins et les courbes dans un plan complexe

Dé�nition 1.7.1 Un chemin dans C est une application continue 
 : [a; b] ! C, où a

et b sont des réels tels que a < b.

Le point 
(a) s�appelle l�origine de 
 et le point 
(b), son extrémité.

Dé�nition 1.7.2 On dit que le chemin 
 est un lacet, ou est fermé, si 
(a) = 
(b).

1.7.2 Chemins de classe C1

Dé�nition 1.7.3 S�il existe des nombres réels a = c0 < c1 < ::: < cn = b tels que pour

tout k = 1; :::; n� 1, alors on dit que 
 est de classe C1 sur l�intervalle ]ck; ck+1[.

Si la restriction de l�application 
(t) sur l�intervalle ouvert ]a; b[ est injective on dira

que le chemin 
 est simple ou qu�il est sans points doubles.

Toute courbe fermée et simple, est appelée courbe de Jordan.

Exemple 1.7.1 1. 
 : [0; 1]! R2 dé�ni par : 
(t) = (3t� 1; 5t+ 2):

2. 
 : [0; 2�]! R2 dé�ni par : 
(t) = (1 + cos t; 2 + sin t):

Dans la suite, on considérera uniquement des chemins de classe C1 par morceaux.

1.7.3 Intégration le long d�une courbe

Dé�nition 1.7.4 La forme la plus simple de l�intégrale complexe donnée par l�expression

suivante Z b

a

f(t)dt =

Z b

a

(P (t) + iQ(t)) dt

=

Z b

a

P (t)dt+ i

Z b

a

Q(t)dt

où P et Q sont des fonctions réelles continues et bornées. Dans cette formule le

nombre i est considéré comme une constante dans une intégrale réelle. La variable t est

14



1.7. Intégration complexe

un paramètre réel. Toutes les propriétés des intégrales réelles peuvent donc s�appliquer à

cette intégrale.

Exemple 1.7.2 Z b

a

eitdt =

Z b

a

(cos t+ i sin t)dt

= [sin t� i cos t]ba

= eia � eib

On étendre la dé�nition donnée en dé�nition (1:7:4)aux intégrales de fonctions le long de

courbes dans le plan complexe.

Proposition 1.7.1 Soit f une fonction continue dé�nie sur un sous-ensemble D du plan

complexe et soit 
 un contour contenu dans D donné par

z = z(t) = x(t) + iy(t); a � t � b, on dé�nit l�intégrale de f selon 
 parZ



f(z)dz =

Z



f (z(t)) z
0
(t)dz

Sur la courbe, f(z) devient f (z(t)) et dz devient z
0
(t)dt.

et on calcule l�intégrale complexe en termes de l�intégrale réelle.

Remarque 1.7.1 Si la courbe est fermée, alors on noteI



f(z)dz

Au lieu de Z



f(z)dz:

Exemple 1.7.3 Soit 
 =
�
z(t) 2 C : z(t) = 2eit; avec 0 � t � 3�

2

	
;

15



1.7. Intégration complexe

Calculons l�intégrale
R


z2dz

On a : z(t) = 2eit =) dz = z
0
(t)dt = 2ieit. AlorsZ




z2dz =

Z 3�
2

0

(2eit)22ieitdt =

Z 3�
2

0

8ie3itdt

=
8

3
(1� i):

1.7.4 Integrale curviligne complexe

Pour avoir une vue plus profonde, il est intéressant de présenter l�intégrale complexe à la

façon de Riemann.

Soit un arc 
 recti�able, partageons l�arc 
 en sous-arcs par les points a = z0; z1; z2; :::; zn =

b et prenons
�
zk sur 
 entre zk�1 et zk comme on le voit sur la �gure suivante

16



1.7. Intégration complexe

La courbe 
 est représentée par z = z(t), avec a � t � b:

Et : z0 = z(t0); :::; zk = z(tk);
�
zk = z(

�
tk); tk�1 �

�
tk � tk; :::; zn = z(tn):

Formons les produits f(
�
zk)�zk; où f est une fonction continue bornée sur 
 et

�zk = zk � zk�1:

Formons aussi la somme
nX
k=1

f(
�
zk)�zk = Sn:

Supposons qu�il existe une constante `; tel que 8" > 0, 9�(") > 0 tel que jSn � `j < "

pourvu que j�zkj < " pour tout k:

Alors nous disons que f(z) est intégrable sur 
 et nous écrivonsZ



f(z)dz = `

et cette intégrale est appelée, intégrale curviligne de f le long de 
:

En modi�ant un peu la présentation précédente,en peut aussi écrireZ



f(z)dz = lim
n!1
j�zkj!0

nX
k=1

f(
�
zk)�zk

Proposition 1.7.2 L�intégrale curviligne complexe peut être exprimée de la façon suiv-

ante Z



f(z)dz =

Z



(Pdx�Qdy) + i

Z



(Qdx+ Pdy):

17



1.7. Intégration complexe

Preuve. En posant f(z) = P (z) + iQ(z);on aura
nX
k=1

f(
�
zk)�zk =

nX
k=1

�
P (

�
zk) + iQ(

�
zk)
�
(�xk + i�yk)

D�où:
nX
k=1

f(
�
zk)�zk =

nX
k=1

�
P (

�
zk)�xk �Q(

�
zk)�yk

�
+ i
�
Q(

�
zk)�xk + P (

�
zk)�yk

�
Admettant que les limites existent dans le membre de droite, on obtient des intégrales

en ligne et alors: Z



f(z)dz =

Z



(Pdx�Qdy) + i

Z



(Qdx+ Pdy):

Propriétés des intégrales

1.
R


(f(z) + g(z)) dz =

R


f(z)dz +

R


g(z)dz:

2.
R


kf(z)dz = k

R


f(z)dz où k est une constante quelconque.

3.
R

1
f(z)dz +

R

2
f(z)dz =

R

1+
2

f(z)dz.

Où 
1 + 
2 indique simplement la somme de deux parcours. Cette propriété nous

permet de calculer l�intégrale sur un contour sur lequel la fonction pourrait être

discontinue en un nombre �ni de points.

4.
R


f(z)dz = �

R


f(z)dz


 représente le contour parcouru dans la direction inverse de celle que nous avons

choisi pour 
:

Preuve. (pour la propriété 4)Z



f(z)dz =

Z b

a

f(z(t)):z0(t)dz

= �
Z a

b

f(z(t)):z0(t)dz

= �
Z



f(z)dz
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1.7. Intégration complexe

Théorème 1.7.1 Soit F une fonction analytique avec une dérivée continue et posons

f(z) = F 0(z) dans un domaine D � C.

Prenons un contour 
 dans 
 avec un point initial z1 et un point �nal z2.

Alors Z



f(z)dz = F (z2)� F (z1)

Preuve. Z



f(z)dz =

Z



F 0(z)dz =

Z



F 0(z(t)):z0(t)dt

= [F (z(t))]ba = F (z(b))� F (z(a))

= F (z2)� F (z1):

1.7.5 Formule intégrale de Cauchy

Théorème 1.7.2 Si f une fonction holomorphe à l�intérieur d�une courbe fermée simple


 et sur 
.

soit w un point intérieur à 
, alors

f(w) =
1

2�i

I



f(z)

z � w
dz

où la courbe 
 est décrit dans le sens positif.

De même la n� i�eme dérivée de f en w est donnée par:

f (n)(w) =
n!

2�i

I



f(z)

(z � w)n+1
dz; n = 1; 2; 3; ::

Remarques 1.7.2 1. Les deux formules précédentes sont appelées formules intégrales

de Cauchy et sont très remarquables car ils montrent que si une fonction f est

connue sur la courbe fermée simple 
, alors ses valeurs et les valeurs de toutes ses

dérivées peuvent être calculées en tout point situé à l�intérieur de 
.
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1.7. Intégration complexe

2. Si une fonction de la variable complexe admet une dérivée première dans un domaine

simplement connexe D, toutes ses dérivées d�ordre supérieur existent dans D. Ceci

n�est pas nécessairement vrai pour les fonctions de la variable réelle.

Exemple 1.7.4 Utilisons la formule intégrale de Cauchy pour évaluerI



1

(z � 2)(z + 1)dz

le long du cercle : 
 = fz(t) 2 C; z(t) = 2 + eit où: 0 � t � 2�g = fz 2 C : jz � 2j = 1g

La fonction z �! f(z) = 1
z+1

est holomorphe à l�intérieur du cercle 
 et sur 
, et

w = 2 est à l�intérieur de 
:

D�après la formule intégrale de Cauchy avec w = 2, on aI



1

(z � 2)(z + 1)dz =
I



f(z)

z � 2dz = 2�if(2) =
2

3
�i

20



CHAPITRE

2 Le théorème des résidus

(Applications au calcul

d�intégrales réelles et au

calculs de séries

numériques)

Le développement des fonctions en séries présentent un intérêt théorique, et aussi un in-

térêt pratique. Par exemple, à l�aide de séries, on peut donner une écriture approximative

pour les fonctions. En outre, il existe de nombreux problèmes qu�on peut résoudre à l�aide

du théorème des résidus (calcul d�intégrale réelles, calcul de somme de séries numériques,

résolution des équations di¤érentielles, etc....), dont la solution peut être trouvée sous la

forme d�une série ou sous la forme d�une constante.
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2.1. Séries de Taylor

2.1 Séries de Taylor

2.1.1 Théorème de Taylor

La formule de Taylor connue dans l�analyse réelle peut être étendue aux fonctions d�une

variable complexe.

Théorème 2.1.1 Si f est une fonction analytique à l�intérieur d�un cercle C de centre

a et de rayon R, on a pour chaque point z intérieur à C:

f(z) = f(a) +
f 0(a)

1!
(z � a) + :::+

f (n)(a)

n!
(z � a)n + ::: (2.1.1)

Remarque 2.1.1 La série de puissances (2.1.1) converge donc vers f(z) lorsque jz�aj <

R.

Autrement dit, chaque fonction analytique dans le cercle jz�aj < R peut être représen-

tée dans ce cercle par sa série de Taylor

f(z) =
1X
n=0

cn(z � a)n:

Proposition 2.1.1 Les coe¢ cients de la série de Taylor sont donnés par la formule

cn =
f (n)(a)

n!
=

1

2�i

I
C

f(z)

(z � a)n+1
dz pour n = 1; 2; 3; :::

Où C est un contour fermé simple contenant le point a et intérieur au cercle jz�aj =

R.

Exemple 2.1.1 La fonction f(z) = ez est analytique dans tout le plan complexe.

Elle a donc une représentation en série de Taylor autour de z = 0 valable pour tout z.

qui est sous forme

ez =
1X
n=0

zn

n!
; jzj <1:

Exemple 2.1.2 La représentation en série de Taylor autour de z = 0 de la fonction

f(z) = 1
(1�z) est

1

1� z
=

1X
n=0

zn; jzj < 1:
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2.2. Séries de Laurent

2.2 Séries de Laurent

2.2.1 Théorème de Laurent

Soit deux cercles concentriques C0 et C1, ont le même centre a et de rayons respectifs r0

et r1 . On suppose que f(z) est uniforme et analytique sur C0 et C1 et également dans la

région délimitée par C0 et C1 la courone C comme on le voit sur la �gure ci-dessous

Soit a+ h un point quelconque de C, on a alors

f(a+ h) = a0 + a1h+ ::::+
a�1
h
+
a�2
h
+ :::

Où
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2.2. Séries de Laurent

8>>><>>>:
an =

1
2�i

I
C0

f(z)
(z�a)n+1dz pour n = 1; 2; 3; :::

a�n =
1
2�i

I
C1

(z � a)n�1f(z)dz pour n = 1; 2; 3; ::::

(2.2.1)

C0 et C1 étant décrits dans le sens positif par rapport à leurs intérieurs.

Remarque 2.2.1 Nous pouvons dans les intégrations ci-dessus remplacer C0 et C1 par

tout cercle concentrique C situé entre C0 et C1.

Les coe¢ cients (2.2.1) peuvent alors être écrits au moyen de la formule unique

an =
1

2�i

I
C

f(z)

(z � a)n+1
dz pour n = �1;�2;�3; :::

Proposition 2.2.1 Le developpement en série de Laurent de f peut s�écrire sous forme

f(z) = a0 + a1(z � a) + a2(z � a)2 + :::+
a�1
z � a

+
a�2

(z � a)2
+ :::

Où

an =
1

2�i

I
C

f(�)

(� � a)n+1
d� pour n = �1;�2;�3; ::::

an est appelée une série de Laurent ou un développement de Laurent.

La partie a0 + a1(z � a) + a2(z � a)2 + ::: est appelée la partie analytique de la série

de Laurent cependant que le reste de la série formé des puissances négatives de (z � a)

est appelé la partie principale.

Remarque 2.2.2 Si la partie principale est nulle, la série de Laurent se réduit à une

série de Taylor.

Exemple 2.2.1 Le développement de Laurent dans C� de la fonction

f(z) = sin(
z � 1
z
)

On a 8z 2 C� :

sin(1� 1
z
) = sin 1 cos

1

z
� cos 1 sin 1

z
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2.3. L�unicité de développement en série

Et comme

cos
1

z
=

1X
n=0

(�1)n
(2n)!z2n

et

sin
1

z
=

1X
n=0

(�1)n
(2n+ 1)!z2n+1

D�où on aura

f(z) = sin 1

1X
n=0

(�1)n
(2n)!z2n

� cos 1
1X
n=0

(�1)n
(2n+ 1)!z2n+1

Remarque 2.2.3 Il existe des fonctions holomorphes qui n�admettent pas de développe-

ment de Laurent.

Exemple 2.2.2 f(z) = log(z) n�admet pas de série de Laurent en z0 = 0.

2.3 L�unicité de développement en série

Théorème 2.3.1 Si une série de puissances converge vers une fonction f(z) en tout

point intérieur à un cercle C de centre z0 et de rayon R, que nous notons

C(z0; R) = fz 2 C : jz � z0j = Rg :

Alors cette série est la série de Taylor de f(z) en puissances de (z � z0) :

Preuve. Nous montrons que le développement en série de puissances d�une fonction

analytique est unique.

C�est-à-dire, la série convergente vers une fonction est la série de Taylor de cette

fonction.

Considérons

f(z) =

1X
n=0

cn(z � z0)
n

= c0 + c1(z � z0) + c2(z � z0)
2 + :::

25



2.3. L�unicité de développement en série

Les dérivés successive donne:

f 0(z0) = c1

f 00(z0) = 2!c2

:

:

:

f (n)(z0) = n!cn

:

:

:

D�où:

f(z) =
1X
n=0

cn(z � z0)
n =

1X
n=0

f (n)(z0)

n!
(z � z0)

n

D�où le résultat.

Corollaire 2.3.1 Si deux séries
1X
n=0

bn(z�z0)n et
1X
n=0

cn(z�z0)nconvergent vers la même

fonction f(z) dans un voisinage de z0.

Alors les deux séries sont identiques, c�est-à-dire bn = cn.

Preuve. Résulte du théorème précédent.

Proposition 2.3.1 Sur un cercle de centre z0 et de rayon r:I
(z � z0)

n dz =

8<: 2�i Si n = �1

0 Si n 6= �1
; n entier.

Preuve. Soit z = z0 + rei�; 0 � � � 2�

Donc dz = irei�d�I
(z � z0)

n dz =

2�Z
0

rnein�:irei�d� = irn+1
2�Z
0

ei�(n+1)d�

= irn+1
2�Z
0

(cos(n+ 1)� + i sin (n+ 1) �) d�
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2.3. L�unicité de développement en série

Si n = �1;alors: I
(z � z0)

n dz = i

2�Z
0

d� = 2�i

Si n 6= �1;alors:I
(z � z0)

n dz =
irn+1

n+ 1
[sin(n+ 1)� � i cos (n+ 1) �]2�0 = 0

Remarque 2.3.1 Le théorème suivant montre que tout développement en série de puis-

sances positives et négatives d�une fonction est nécessairement la série de Laurent de la

fonction. Ce théorème est extrêmement utile, puisqu�il permet de trouver le développement

en série de Laurent sans calculer les intégrales.

Théorème 2.3.2 Soit S une région annulaire de centre z0, et soit f une fonction qui a

le développement suivant

f(z) =
1X
n=0

cn(z � z0)
n

Alors les coe¢ cients de cette série sont

cn =
1

2�i

I



f(�)

(� � z0)n+1
d�; n = �1;�2; :::

où 
 est un contour simple fermé à l�intérieur de S et contenant le centre z0, et que

ce développement est la série de Laurent de f(z) en puissances de (z � z0) pour la région

S.

Preuve. Soit S une région limitée par deux cercles concentriques C1 et C2 de rayons

R1 et R2 respectivement tel que R1 < R2.

Soit 
 un contour simple fermé circulaire autour du centre z0 contenu dans S et de

rayon R.

La série est convergente sur 
 et on a

f(�) =
1X

k=�1

ck(� � z0)
k
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2.4. Résidus

D�oùI



f(�)

(� � z0)n+1
d� =

n�1X
k=�1

ck

I



(� � z0)k�n�1d� + cn
I



1

� � z0
d� +

1X
k=n+1

ck

I



(� � z0)k�n�1d�

D�après la proposition précédente:I
(� � z0)

n dz =

8<: 2�i Si n = �1

0 Si n 6= �1
avec n 2 Z

Donc, on aura I



f(�)

(� � z0)n+1
d� = cn

I



f(�)

(� � z0)
d� = 2�i

Ainsi

cn =
1

2�i

I



f(�)

(� � z0)n+1
d�

2.4 Résidus

2.4.1 Dé�nition des points singuliers

Points singuliers

Dé�nition 2.4.1 Un point a est appelé point singulier d�une fonction f si f n�est pas

analytique en a, mais si dans chaque voisinage de a, on peut trouver un point où elle est

analytique.

Points isolés

Dé�nition 2.4.2 Un point singulier est dit isolé si, de plus, il existe un voisinage de a

dans lequel f est analytique (à l�exception de a lui-même).

Classi�cation des singularités

Dé�nition 2.4.3 Soit f : 
nfag ! C une fonction holomorphe dé�nie sur l�ouvert 


sauf en a 2 
 . Nous dirons alors que f présente en a une singularité :
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a) Singularités apparentes : Le point singulier z0 est appelé singularité apparente de

f si limz 7!z0 f(z) existe.

b) Pôles :Si l�on peut trouver un entier positif n tel que limz 7!z0(z � z0)
nf(z) existe et

�nie, alors z0 est appelé un pôle d�ordre n.

Si n = 1, alors z0 est appelé un pôle simple.

c) Singularités essentielles : Une singularité qui n�est ni un pôle, ni une singularité

apparente est appelée singularité essentielle.

2.4.2 Exemples de points singuliers

1. Soit f(z) = sin z
z
;

Puisque limz 7!0
sin z
z
= 1; alors Le point singulier z = 0 est une singularité apparente

de la fonction f:

2. Soit g(z) = z+1
z2(z2+1)

;(possède 4 points singuliers isolés, z = 0 et z = �i:)

La fonction g a un pôle d�ordre deux (pôle double) en z = 0 et deux pôles simples

en z = �i:

3. Soit h(z) = e
1
z

h a une singularité essentielle en z = 0:

2.4.3 Dé�nition des résidus

Soit a est un point singulier isolé de f , la fonction f est représentée par la série de Laurent

dans le voisinage z = a:

Dé�nition 2.4.4 On appelle résidu de f au point a, noté Res(f; a), le coe¢ cient a�1 du

développement en série de Laurent de f dans un disque épointé 0 < jz � z0j < R.
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2.4.4 Calcul des résidus

Si : z = a est un pôle d�ordre k, alors nous avons :

a�1 = R�es(f; a) = lim
z!a

�
1

(k � 1)!
dk�1

dzk�1

h
(z � a)k f(z)

i�
Exemple 2.4.1 Soit : f(z) = 1

(z+1)(z�3)2

Alors : z = �1est un pôle simple.

Et : z = 3 est un pôles double.

Posons : a�1 = R�es(f;�1) et b�1 = R�es(f; 3)

a�1 = limz!�1 (z + 1) f(z) =
1
16

b�1 = limz!3
1
�1

d
dz
(z � 3)2 f (z) = limz!3

d
dz

1
z+1

= � 1
16

2.4.5 Théorème des résidus

Théorème 2.4.1 Soit � un domaine simplement connexe de C et soit fz1; ::::; zng un

nombre �ni de points de � isolés et distincts.

Soit de plus f analytique dans �n fz1; ::::; zng.

Si on prend 
 un contour contenu dans � et entourant les zk, k = 1; :::n, sans rencon-

trer ces points, et orienté positivement, alorsZ



f(z)dz = 2�i
nX
k=1

R�es(f; zk)

Preuve.

Z
�

f(z)dz = 0 =

Z



f(z)dz +

nX
k=1

Z

k

f(z)dz
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Or Z

k

f(z)dz = �2�iR�es(f; zk)

D�où Z



f(z)dz +
nX
k=1

(�2�iR�es(f; zk)) = 0

Donc Z



f(z)dz = 2�i
nX
k=1

R�es(f; zk):

Remarques 2.4.1 1. Ce résultat permet de calculer
R


f(z)dz lorsque 
 est un

chemin fermé qui n�entoure que des singularités isolées de f (en exprimant cer-

taines intégrales "réelles" à partir d�intégrales
R


dz avec 
 un chemin fermé). Ce

résultat permet également de nombreuses utilisations dans le cadre de l�intégration

au sens réel et dans le cadre de la sommation de séries.

2. Le théorème de Cauchy et les formules intégrales sont des cas particuliers du théorème

des résidus.

Lemme 2.4.1 (De Jordan)

Soit le 
 le demi-cercle du demi-plan surérieur y > 0; avec l�axe comme diamètre et R

comme rayon.

1. Si jF (z)j � M
Rk
; où z = Rei� et k > �1 et M <1;alors

lim
k!1

F (z)dz = 0:

2. Si jF (z)j � M
Rk
; où z = Rei� et k > 0 et M > 0;alors

lim
R!1

Z



eimzF (z) = 0:
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2.4.6 Applications au calcul d�intégrales réelles

1) Intégrale du type I =

2�Z
0

f(cos �; sin �)d�

avec :

f(x; y) =
P (x; y)

Q(x; y)

Où : P et Q sont des polynômes tel que Q(cos �; sin �) 6= 0, pour tout � 2 [0; 2�]

On va poser z = ei�; ce qui permet d�écrire :

cos � =
ei� + e�i�

2
=
z + 1

z

2

sin � =
ei� � e�i�

2i
=
z � 1

z

2i

dz = iei�d� ) dz = izd�

Soit 
 le cercle unité, si on pose :

ef(z) := 1

iz
f

�
1

2
(z +

1

z
);
1

2i
(z � 1

z
)

�
On obtient Z




ef(z)dz = Z 2�

0

ef(ei�)iei�d�
=

Z 2�

0

f

�
ei� + e�i�

2
;
ei� � e�i�

2i

�
d�

=

Z 2�

0

f (cos �; sin �) d�

D�après le théorème des résidusZ



ef(z)dz = 2�i nX
k=1

R�es( ef; zk)
Où zk sont les singularités de ef à l�intérieur du cercle unité 
.
Ainsi

I = 2�i
nX
k=1

R�es( ef; zk):
Exemple 2.4.2 I =

R 2�
0

d�
2+cos �
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Solution 2.4.1 Dans cet exemple on pose : P (x; y) = 1 et Q(x; y) = 2 + x:

ef(z) = 1

iz

 
1

2 +
z+ 1

z

2

!
=

2

i(z2 + 4z + 1)

=
2

i(z + 2 +
p
3)(z + 2�

p
3)

R�es( ef;p3� 2) = 1

i
p
3

Et donc on aura : Z 2�

0

d�

2 + cos �
= 2�i

1

i
p
3
=
2�p
3
:

2) Intégrale du type I =

+1Z
�1

f(x)dx

Où f(x) est une fonction rationnelle véri�ant les deux conditions suivantes :

a) f n�a pas de pôle réel.

b) limx!1 xf(x) = 0:

cette dernière condition permet d�écrire f(z) sous la forme suivante :

f(z) =
P (z)

Q(z)

où P et Q sont deux polynômes tels que deg(Q) > deg(P ): Cette condition assure

la convergence de l�intégrale, par comparaison à la fonction 1
x2
.

Etant donné un nombre réel R > 0, introduisons le contour 
R représenté ci-dessous
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On supposera que R assez grand pour que tous les pôles de f(z) situés au-dessus de

l�axe réel soient à l�intérieur de 
:

Posons

I(R) =

Z



f(z)dz

Le théorème des résidus donne

I(R) = 2�i
nX
k=1

R�es(f; zk) (1)

où z1; :::; zk sont enfermés par 
 . Le contour 
 . se compose du segment [�R;R] et

d�un demi-cercle 
R en sorte qu�on a :

I(R) =

Z R

�R
f(x)dx+

Z

R

f(z)dz (2)

On a :

lim
R!1

Z R

�R
f(x)dx = I

Et :

lim
R!1

Z

R

f(z)dz = 0

De (1) et (2) on obtient :

I = 2�i
nX
k=1

R�es(f; zk)

Lemme 2.4.2 Soit S un secteur angulaire fermé véri�ant la condition

�1 � arg z � �2; pout tout z 2 S

Soit f une fonction complexe continue en tout point de S de module assez grand. On

suppose que zf(z) tend vers zéro quand z tend vers l�in�ni en restant dans S.

Pour tout R > 0 on introduit l�arc 
R dé�ni par


R(�) = Re
i�z pour �1 � � � �2

Alors
R

R
f(z)dz tend vers zéro quand R tend vers +1:
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Preuve. Soit � > 0; il existe r > 0 tel que pour R � r on ait

z 2 S et jzj = R) jzf(z)j � �

Donc : ����Z

R

f(z)dz

���� � 2��:

Exemple 2.4.3 Soit à calculer l�intégrale :

I =

Z +1

�1

dx

(x2 + 1)2

Solution 2.4.2

Posons : f(z) = 1
(z2+1)2

Alors f admet deux pôles doubles �i et i

D�où : I = 2�iR�es(f; i); (car �i n0est pas à l�intérieur de 
)

Posons : z = i+ u

D�où : 1
(z2+1)2

= 1
u2(u+2i)2

= �1
4u2( u

2I
+1)2

On a au voisinage de u = 0 :
�
1 + u

2i

�2
= 1� u

i
+ ::: = 1 + iu+ :::

D�où : R�es(f; i) = �i
4

Et on trouve : I = 2�i
��i
4

�
= �

2
:
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Remarque 2.4.2 Si f(x) est une fonction rationnelle paire, Alors on aitZ +1

0

f(x)dx =
1

2

Z +1

�1
f(x)dx

Exemple 2.4.4 En utilisant l�exemple précédent, on obtientZ +1

0

dx

(x2 + 1)2
=
�

4

3) Intégrale du type : I =

+1Z
�1

P (x)
Q(x)

ei�xdx

Où le dénominateur Q(x) 6= 0 et deg(Q(x)) > deg(P (x)):

Alors le calcul de l�intégrale

+1Z
�1

P (x)
Q(x)

ei�xdx sera fait selon le signe du paramètre �.

a) 1ercas(� > 0) : Dans ce cas on choisit un réel R > 0 et strictement supérieur aux

modules des racines fz1; z2; :::; zng deQ(z) qui appartiennent au demi-plan supérieur

et puis on intègre la fonction P (x)
Q(x)

ei�x sur la courbe simple fermée 
R constituée par

l�intervalle [�R;R] et le demi-cercle CR centré à l�origine et de rayon R. Donc,

d�après le théorème des résidus on obtient :I

R

P (z)

Q(z)
ei�zdz =

RZ
�R

P (x)

Q(x)
ei�xdz +

Z
CR

P (z)

Q(z)
ei�zdz = 2�i

nX
k=1

R�es

�
P (z)

Q(z)
ei�z; zk

�

On poseM(R) = sup
n���P (z)Q(z)

��� ; z = Rei� avec 0 � � � �
o
tend vers zéro quand R tend vers

+1. Ainsi, puisque le module������
Z
CR

P (z)

Q(z)
ei�zdz

������ �M(R)

2�Z
0

e��R sin �d�

� 2M(R)
�=2Z
0

e��R sin �d�

� 2M(R)
�=2Z
0

e�2�R�=�d�car sin � � 2�=�; 8� 2
h
0;
�

2

i
� �M(R)

�R

�
1� e��R

�
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on en déduit que limR 7!1

Z
CR

P (z)
Q(z)

ei�z = 0:

Par conséquent on ait :

+1Z
�1

P (x)

Q(x)
ei�xdx = 2�i

nX
k=1

R�es

�
P (z)

Q(z)
ei�z; zk

�

b) 2�emecas(� < 0) : Soit fz1; z2; :::; zng les racines de Q(x) qui appartient au demi-plan in-

férieur , puis pour tout réelR > max (jz1j ; jz2j ; :::; jznj) on intègre la fonction P (z)
Q(z)

ei�z

sur la courbe fermée 
R constituée par le demi-cercle CR =
�
Rei�; � 2 [��; �]

	
et

l�intervalle [�R;R] parcouru dans le sens opposé. Comme 1er cas, en appliquant le

théorème des résidus sur 
R on obtient :I

R

P (z)

Q(z)
ei�zdz = �

RZ
�R

P (x)

Q(x)
ei�xdz +

Z
CR

P (z)

Q(z)
ei�zdz = 2�i

nX
k=1

R�es

�
P (z)

Q(z)
ei�z; zk

�

et ainsi le passage à la limite sur R vers l�in�ni nous donne

+1Z
�1

P (x)

Q(x)
ei�xdx = �2�i

nX
k=1

R�es

�
P (z)

Q(z)
ei�z; zk

�

Exemple 2.4.5 Soit I =

+1Z
0

cosx
x2+1

dx:

Solution 2.4.3 On a
+1Z
0

cosx

x2 + 1
dx =

1

2
Re

+1Z
�1

eix

x2 + 1
dx

=
1

2
Re lim

R 7�!1

+RZ
�R

eix

x2 + 1
dx

= Re

�
i�R�es

�
ei�z

z2 + 1
; i

��
Or

R�es

�
ei�z

z2 + 1
; i

�
=

1

2ie
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D�où
+1Z
0

cosx

x2 + 1
dx =

�

2e

4) Intégrale du type

+1Z
0

P (x)
Q(x)

xadx

Où

8>>><>>>:
�1 < a < 0

la fraction rationnelle P (x)
Q(x)

n�a que des pôles complexes

deg(P (x)) < deg(Q(x))

Sous ces trois conditions, on va décrire une méthode qui nous permet de calculer les

intégrales de cette forme.

On va e¤ectuer un changement de variable en posant x = et

On aura

dx = etdt

et
+1Z
0

P (x)

Q(x)
xadx =

+1Z
0

P (et)

Q(et)
e(a+1)tdt

Posons aussi u = log(z); telle que arg(z) 2 ]0; 2�[ :

Alors, si: z0 6= 0 est un pôle pour la fraction P (x)
Q(x)

;on aura forcément le nombre complexe

u0 = log(z0) comme singularité pour la fraction
P (et)
Q(et)

:

Et donc pour calculé l�intégrale du type

+1Z
0

P (x)
Q(x)

xadx; il su¢ t d�applique le théorème

des résidus à la fonction P (eu)
Q(eu)

e(a+1)u sur le rectangle CR de la courbe 
R qu�est simple

fermée du demi-plan supérieur et qui contient les singularités de la fonction P (et)
Q(et)

comme

indiqué sur la �gure ci-dessous
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I

R

P (eu)

Q(eu)
e(a+1)udu = 2�i

nX
k=0

R�es

�
P (eu)

Q(eu)
e(a+1)u; uk

�

=

RZ
�R

P (ex)

Q(ex)
e(a+1)xdx+

�RZ
R

P (ex)

Q(ex)
e(a+1)(x+2�i)dx

+ i

0@ 2�Z
0

P (e(R+iy))

Q(e(R+iy))
e(a+1)(R+iy)dy +

0Z
2�

P (e(�R+iy))

Q(e(�R+iy))
e(a+1)(�R+iy)dy

1A
=
�
1� e2�i(a+1)

� RZ
�R

P (ex)

Q(ex)
e(a+1)xdx

+ i

0@ 2�Z
0

P (e(R+iy))

Q(e(R+iy))
e(a+1)(R+iy)dy �

2�Z
0

P (e(�R+iy))

Q(e(�R+iy))
e(a+1)(�R+iy)dy

1A
Pour R tend vers 1 on aura����P (e(R+iy))Q(e(R+iy))

e(a+1)(R+iy)
���� ' e(a+1)R

c

enR
et

����P (e(�R+iy))Q(e(�R+iy))
e(a+1)(�R+iy)

���� ' R�(a+1)Rc0

où n 2 N� et on trouve que
+1Z
0

P (x)

Q(x)
xadx =

��e��ai
sin(�a)

nX
k=0

R�es

�
P (z)

Q(z)
za; zk

�
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et
1Z

�1

P (ex)

Q(ex)
e(a+1)xdx =

��e��ai
sin(�a)

nX
k=0

R�es

�
P (eu)

Q(eu)
e(a+1)u; uk

�
:

2.4.7 Application au calcul de séries numériques

Le théorème des résidus est utilisé pour le calcul du somme de séries. Les résultats

suivants sont valables moyennant peu de restrictions sur f(z), les conditions de validité

sont généralement remplies quand la série converge.

+1X
�1

f(n) = �
X

R�es(�cotg(�z)f(z); zk):

+1X
�1
(�1)nf(n) = �

X
R�es

� �

sin �z
f(z); zk

�
:

+1X
�1

f(n+
1

2
) =

X
R�es (� tan �zf(z); zk) :

+1X
�1
(�1)nf(n+ 1

2
) =

X
R�es

� �

cos �z
f(z); zk

�
:

Théorème de Mittag-Le­ er

Théorème 2.4.2 Soit CN des cercles de rayon RN ne passant par aucun pôle et sur

lesquels jf(z)j < M où M est indépendent de N et RN !1 quand N !1.

Si on suppose que les seules singularités de f(z) à distance �nie sont des pôles simples

a1; a2; a3; ::: rangés par ordre de valeur absolue croissante, et si on note par b1; b2; b3; ::: les

résidus de f(z) en a1; a2; a3; :::

Alors

f(z) = f(0) +
1X
n=1

bn

�
1

z � an
+
1

an

�

Quelques développements particuliers

1. 1
sin z

= 1
z
� 2z

�
1

z2��2 �
1

z2�4�2 +
1

z2�9�2 � :::
�

2. 1
cos z

= �
�

1
(�=2)2�z2 �

3
(3�=2)2�z2 +

5
(5�=2)2�z2 � :::

�
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3. tan z = 2z
�

1
(�=2)2�z2 +

1
(3�=2)2�z2 +

1
(5�=2)2�z2 � :::

�
4. cot gz = 1

z
+ 2z

�
1

z2��2 +
1

z2�4�2 +
1

z2�9�2 + :::
�

5. 1
sinh z

= 1
z
� 2z

�
1

z2+�2
� 1

z2+4�2
+ 1

z2+9�2
� :::

�
6. 1

cosh z
= �

�
1

(�=2)2+z2
� 3

(3�=2)2+z2
+ 5

(5�=2)2+z2
� :::

�
7. tanh z = 2z

�
1

z2+(�=2)2
+ 1

z2+(3�=2)2
+ 1

z2+(5�=2)2
+ :::

�
8. coth z = 1

z
+ 2z

�
1

z2+�2
+ 1

z2+4�2
+ 1

z2+9�2
+ :::

�
Exemple 2.4.6 Soit à calculer la somme suivante

Sn =
+1X
n=1

1

n2

Solution 2.4.4 On a :
+1X
n=1

1
n2
= 1

2

+1X
n=�1
n6=0

1
n2

1X
n=1

1
n2
= �1

2
R�es

�
�cotg�z
z2

; 0
�

Le développement de Laurent de cot z est :

cotgz =
1

z
� z

3
� z3

45
� :::: =) �cotg�z

z2
=
1

z3
� �2

3z
� �4z

45
� ::::

On trouve

R�es

�
�cotg�z
z2

; 0

�
=
��2
3

Ce qui donne
1X
n=1

1

n2
=
�2

6

Exemple 2.4.7 Calculer la somme suivante

Sn =

1X
n=1

1

1 + n2
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Solution 2.4.5 Pour calculer la somme de la série Sn, on cherche à exprimer cette

somme comme étant la somme des résidus d�une fonction en di¤érents points. Pour

chaque entier n, on cherchera à exprimer le terme Sn comme étant le résidu en z = n

d�une fonction liée à Sn.

Pour cela on utilise la fonction �cotg(�z)f(z) où f(z) est dé�nie comme Sn en rem-

plaçant la variable entière n par la variable complexe z(f(n) = Sn).

L�intérêt de cette méthode repose sur le fait que les singularités de la fonction sont

tous des entiers relatifs, et pour calculer la somme Sn, on considère l�intégrale suivante:Z



� cos(z�)

sin(z�)(1 + z2)
dz

où le contour 
 est le carré de sommets �(N + 1
2
)� i(N + 1

2
):

Les pôles de la fonction f(z) = � cos(z�)
sin(z�)(1+z2)

sont tous les entiers n tels que

�N � n � N

et les racines carrées de 1 + z2, sont i et �i.

Le théorème des résidus nous permet de calculer l�intégrale par :Z



� cos(z�)

sin(z�)(1 + z2)
dz = 2�i

 
NX

n=�N
Res(f; n) +Res(f; i) +Res(f;�i)

!
Les di¤érents résidus sont donnés par :

Res(f; n) =
� cos(n�)

cos(n�)(1 + n2) + sin(n�)2n
=

1

1 + n2

Res(f; i) =
� cos(i�)

2i sin(i�)
=
�

2

�
e�� + e�

e�� � e�

�
Res(f;�i) = � cos(�i�)

�2i sin(�i�) =
�

2

�
e� + e��
e�� � e�

�
On a doncZ




� cos(z�)

sin(z�)(1 + z2)
dz = 2�i

 
2

1X
n=1

1

1 + n2
+ 1 + �

e� + e��
e�� � e�

!
IL reste à calculer l�intégrale, pour cela on utilise l�inégalité sur le carré 
 de sommets

�(N+ 1
2
)�i(N+ 1

2
); où N est un entier. Ce contour, parcouru dans le sens positif entoure

les points z = n, pour �N � n � N .
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2.4. Résidus

On a ���cos �z
sin �z

���2 = ����� e
i�z+e�i�z

2
ei�z�e�i�z

2i

�����
2

=

������
1
2

�
ei�x

e�y
+ e�y

ei�x

�
1
2i

�
ei�x

e�y
� e�y

ei�x

�
������
2

=

����� 12 e
i2�x+e2�y

e�(ix+y)

1
2i
ei2�x�e2�y
e�(ix+y)

�����
2

=

����iei2�x + e2�y

ei2�x � e2�y

����2
=

����cosh(2�y) + cos(2�x)cosh(2�y)� cos(2�x)

����2
=
cosh(2�y) + cos(2�x)

cosh(2�y)� cos(2�x)

Sur les côtés verticaux du carré, on note : V� et V+, on a : x = �(N + 1
2
):

D�où : cos(2�x) = �1

Donc :
�� cos�z
sin�z

��2 = cosh(2�y)�1
cosh(2�y)+1

< 1

De plus on a la majoration suivante���� 1

1 + z2

���� < 1�
N � 1

2

�2
En utilisant cette inégalité on trouve����Z

V�

� cos(z�)

sin(z�)(1 + z2)
dz

���� � 2N + 1�
N � 1

2

�2 ! 0; pour N !1

Sur les cotés horizontaux du carré, on note : H� et H+, on a : y = �(N + 1
2
):

On a donc :���cos �z
sin �z

���2 = cosh(2�y) + cos(2�x)

cosh(2�y)� cos(2�x) �
cosh(2N� + �) + 1

cosh(2N� + �)� 1 = K(N)! 1; pour N !1

D�où ����Z
H�

� cos(z�)

sin(z�)(1 + z2)
dz

���� � (2N + 1)K(N)

N2
! 0; pour N !1

On a donc établi que l�intégrale
Z



f(z)� cot(�z)! 0;lorsque N !1
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2.4. Résidus

Ce qui permet de conclure que

1X
n=1

1

1 + n2
=
�

2

�
e� + e��
e�� � e�

�
� 1
2
:
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CHAPITRE

3 Les transformations

conformes

Une bonne façon de représenter graphiquement les fonctions de variables complexes est

d�utiliser deux plans. Le plan z est l�ensemble de départ et le plan w est l�ensemble

d�arrivée. On trace dans le plan z des courbes dont on reproduit les images par f(z) dans

le plan w. Quand nous faisons ainsi la représentation graphique d�une fonction, nous

utilisons les termes application ou transformation au lieu du terme fonction.

3.1 Transformations conformes

Dé�nition 3.1.1 Soit U un ouvert de C

Une application f : U � C! C est dite conforme si elle conserve les angles.
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3.1. Transformations conformes

Image d�une grille rectangulaire par une transformation conforme

du plan.

Remarque 3.1.1 On remarque dans la �gure ci-dessus que les lignes se coupant perpen-

diculairement sont transformées en des courbes qui se coupent également perpendiculaire-

ment.

Remarque 3.1.2 On trouve les deux carrés, (la fonction utilisée est f(z) = z2ez:
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3.1. Transformations conformes

Dé�nition 3.1.2 Soit f une application dans un domaine D dans le plan complexe, et

z0 2 D à un voisinage z0 + �r pour lequel f(z) 6= f(z0):On dit que f conserve les angles

en z0 si seulement si la quantité suivante existe et est indépendante de �

lim
r!0+

e�i�
f(z0 + rei�)� f(z0)

jf(z0 + rei�)� f(z0)j

Remarque 3.1.3 Dans la dé�nition précédente, le terme suivant

�f (z0; h) =
f(z0 + h)� f(z0)

jf(z0 + h)� f(z0)j

donne la direction d�un complexe dans le cercle unité, qui va de f(z0) à f(z0 + h):

Cette dé�nition signi�e que deux rayons quelconques L1 et L2 sont issus de z0, l�angle

que fait leur image est le même que l�angle orienté (L1; L2) comme on le voit sur la �gure

suivante:

avec : � = � � �

Exemple 3.1.1 Les similitudes conservent les angles car a 2 C; et f (z) = az:
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3.1. Transformations conformes

En appliquant la dé�nition précédant :

lim
r!0+

e�i��f (z0; re
i�) = lim

r!0+
e�i�

f
�
z0 + rei�

�
� f (z0)

jf (z0 + rei�)� f (z0)j

= lim
r!0+

e�i�
az0 + arei� � az0
jaz0 + arei� � az0j

= lim
r!0+

ar

jarei�j = lim
r!0+

ar

jaj r

=
a

jaj

Donc ne dépend pas de �, alors f conserve les angles.

La fonction f(z) = z2 véri�e que:

lim
r!0+

e�i��f (z0; re
i�) = lim

r!0+
e�i�

f
�
z0 + rei�

�
� f (z0)

jf (z0 + rei�)� f (z0)j

= lim
r!0+

e�i�
�
z0 + rei�

�2 � z20���(z0 + rei�)2 � z20

���
= lim

r!0+
e�i�

z20 + 2z0re
i� + r2e2i� � z20

jz20 + 2z0rei� + r2e2i� � z20 j

= lim
r!0+

e�i�
2z0re

i� + r2e2i�

j2z0rei� + r2e2i�j

= lim
r!0+

2z0 + rei�

j2z0 + rei�j =
2z0
j2z0j

=
z0
jz0j

La propriété de conservation des angles pour tout point d�un domaine est caractéris-

tique des fonctions holomorphes dont la dérivée ne s�annule pas dans ce domaine. C�est

pour cette raison pour laquelle on appelle applications conformes les fonctions holomor-

phes à dérivée qui ne s�annulant pas.

Théorème 3.1.1 Soit un domaine D du plan complexe, et f une fonction holomorphe

dans D.

Si f 0(z0) existe en un point z0 2 
 et f 0(z0) 6= 0;l0application f conserve les angles en

z0: Réciproquement, si la di¤érentielle de f existe et n�est pas nulle en z0 et si f conserve

les angles en z0 alors f 0(z0) existe et n�est pas nulle, c�est-à-dire:

f 0(z) 6= 0() f est conforme en z0:
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3.1. Transformations conformes

Preuve. On a f holomorphe dans le voisinage de z0 avec f 0(z) 6= 0:

appliquant la dé�nition précédente on trouve

lim
r!0+

e�i�
f
�
z0 + rei�

�
� f (z0)

jf (z0 + rei�)� f (z0)j
= lim

r!0+

f
�
z0 + rei�

�
� f (z0)

jf (z0 + rei�)� f (z0)j
1

ei�

��rei���
jrei�j

= lim
r!0+

f
�
z0 + rei�

�
� f (z0)

jf (z0 + rei�)� f (z0)j

���z0 + rei�
�
� z0

��
(z0 + rei�)� z0

= lim
r!0+

f
�
z0 + rei�

�
� f (z0)

(z0 + rei�)� z0

���z0 + rei�
�
� z0

��
jf (z0 + rei�)� f(z0)j

=
f 0 (z0)

jf 0(z0)j

donc f conserve les angles en z0:

La réciproque, pour n 2 N tel que f 0 (z0) = f " (z0) = ::: = f (n�1) (z0) = 0 et

f (n) (z0) 6= 0:

On suppose f admet un développement en série entière, au voisinage de z0; alors on

peut écrire la formule suivante:

f
�
z0 + rei�

�
� f (z0) =

f (n)(z0)

n!
rnein� + o

���rei���n�
Donc:

lim
r!0+

e�i�
f
�
z0 + rei�

�
� f (z0)

jf (z0 + rei�)� f (z0)j
= lim

r!0+
e�i�

f (n)(z0)
n!

rnein����f (n)(z0)n!
rnein�

���
= ei(n�1)�

f (n)(z0)
n!���f (n)(z0)n!

���
ce résultat ne dépend pas de � si seulement si n = 1 c�est-à-dire f

0
(z0) 6= 0:
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3.1. Transformations conformes

Exemple 3.1.2 Soit la fonction w = sin z, trouver de la région rectangulaire donnée par

��
2
< x < �

2
et 0 < y < k

posant y = 0; on a :

w = sin z = sinx cosh y + i cosx sinh y = sinx:

Donc la droite ��
2
< x < �

2
est envoyée dans la droite �1 � u � 1:

posant x = �
2
; on a :

w = sin z = cosh y:

La droite (ab) est donc envoyée sur la droite 1 � u � cosh k:

Posant y = k; alors :

w = sin z = sinx cosh k + i cosx sinh k

et
u = sinx cosh k

v = cos x sinh k

d�où
u2

cosh2 x
+

v2

sinh2 k
= 1;

la relation entre u et v est donc la demi-ellipse b0c0d0:

En�n, posant x = ��
2
;

w = sin z = cosh y;
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3.2. Les transformations de Möbius

et la droite (de) s�en va sur la droite �1 � u � � cosh k:

Nous pouvons aussi soupçonner que l�intérieur du rectangle s�en va à l�intérieur de

demi-ellipse.

Dé�nition 3.1.3 On dit que un point est un point �xe ou un point invariant d�une trans-

formation conforme si seulement si w = z:

Exemple 3.1.3 Soit f (z) = z (1 + ez) une fonction holomorphe, calculer les points �xes

de f:

Solution 3.1.1 soit z� un point �xe de f .

f (z�) = z�
�
1 + ez

��
= z�

donc

z�ez
�
= 0 alors z� = 0

de plus

f
0
(z) = 1 + (1 + z) ez

f
0
(z� = 0) = 2 6= 0

La fonction f est conforme en z�:

3.2 Les transformations de Möbius

Dé�nition 3.2.1 Soient a; b; c et d quatre nombres complexes tels que ad � bc = 0. La

fonction complexe dé�nie par

T (z) =
az + b

cz + d
(3.2.1)

s�appelle transformation de Möbius ou transformation homographie, Il nous convient

dans ce que suit de considérer que cette fonction est de classe de C1 à C1.

Remarque 3.2.1 La condition ad� bc = 0 assure que T n�est pas une constante.
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3.2. Les transformations de Möbius

Dé�nition 3.2.2 Les cas spéciaux du transformation de Möbius sont:

1. La translation pour: a = d = 1; c = 0 et b 2 C:

2. La multiplication pour: d = 1; c = b = 0 et a 2 C:

3. La rotation pour:d = 1; c = b = 0 et a 2 C avec jaj = 1:

4. L�inverse pour: d = a = 0; c = b = 1 :

Proposition 3.2.1 On peut écrire toute transformation de Möbius comme compositions

des cas spéciaux.

Preuve. On à T (z) = az+b
cz+d

;

si c 6= 0 alors; on peut écrire

T (z) =
a
c
(cz + d) +

�
b� ad

c

�
cz + d

=
a

c
+

�
b

c
� ad

c2

�
1

z + d
c

= T5 � T4 � T3 � T2 � T1(z):

Avec

T1(z) = z +
d

c

T2(z) =
1

z

T3(z) =

����bc � ad

c2

���� z
T4(z) = ei�; (� = arg(

b

c
� ad

c2
)

T5(z) =
a

c
+ z:

Si c = 0 alors:

T (z) =
a

d
z +

b

d
=
���a
d

��� ei� + b

d

avec � = arg(a
d
);et ainsi T est une composition d�une rotation, une dilatation et une

translation.
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3.2. Les transformations de Möbius

Proposition 3.2.2 Si T est une transformation de Möbius.

alors tous les droites et cercles sont transformable en des droites et des cercles.

Preuve. L�équation d�un cercle dans un plans complexe sous la forme suivante:

az�z +�bz + b�z + c = 0; avec jbj+ jcj 6= 0 et a; c 2 R (3.2.2)

si a = 0, alors l�équation (3:2:2) est une équation d�une droite.

On remplace z dans(3:2:2) par w + � avec w; � 2 C

a(w + �)(w + �) + �b(w + �) + b(w + �) + c = 0

aw �w + a��w + a� �w + a���+�bw +�b� + b �w + b��+ c = 0

aw �w +
�
a��+�b

�
w + (a�+ b) �w +

�
a���+�b� + b��+ c

�
= 0

puisque le dernier terme est un réel, alors les translations préservent leurs caractéris-

tiques géométrique dans le plan complexe.

On remplace z dans(3:2:2) par �w avec w; � 2 C:

a�w�w +�b�w + b�w + c = 0

a j�jww +
�
b�
�
w +

�
b�
�
w + c = 0

qu�est aussi une équation d�un cercle, c�est-à-dire la multiplication préserve les carac-

téristiques géométrique.

On remplace z dans(3:2:2) par 1
w
avec w 2 C:

a
1

w

1

w
+�b

1

w
+ b

1

w
+ c = 0

a+ bw + bw + cww = 0

on pose b = d on obtient:

cww + dw + dw + a = 0

et aussi on a une équation d�un cercle, c�est-à-dire l�inverse préserve les caractéristiques

géométrique.

La composition de ces trois transformations donne la transformation de Möbius.
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3.2. Les transformations de Möbius

Théorème 3.2.1 Toute transformation de Möbius est conforme.

Preuve. On a T (z) = az+b
cz+d

on dérive par rappore a z

T�(z) =

�
az + b

cz + d

�0
=

ad� cb

(cz + d)2
6= 0

Car ad� cb 6= 0:

Théorème 3.2.2 Si z1; z2; z3 sont distinctes et si le triplet w1; w2; w3 se compose de trois

autres points distinctes dans le plan des w alors il n�existe qu�une seule transformation

de Möbius T telle que T (z1) = w1; T (z2) = w2 et T (z3) = w3. Cette transformation est

dé�nie implicitement par :

(w � w1)(w2 � w3)

(w � w3)(w2 � w1)
=
(z � z1)(z2 � z3)

(z � z3)(z2 � z1)

Preuve. Soient w1 = az1+b
cz1+d

, w2 = az2+b
cz2+d

et w3 = az3+b
cz3+d

:

(w � w1)(w2 � w3)

(w � w3)(w2 � w1)
=

�
az+b
cz+d

� az1+b
cz1+d

��
az2+b
cz2+d

� az3+b
cz3+d

�
�
az+b
cz+d

� az3+b
cz3+d

��
az2+b
cz2+d

� az1+b
cz1+d

�
=

�
cb(z1�z)

(cz+d)(cz+d)

��
cb(z3�z2)

(cz+d)(cz+d)

�
�

cb(z3�z)
(cz+d)(cz+d)

��
cb(z1�z2)

(cz+d)(cz+d)

�
=
(z � z1)(z2 � z3)

(z � z3)(z2 � z1)

Exemple 3.2.1 Quel est l�image de l�axe imaginaire sous la transformation de Möbius

T déterminée par l�imposition des trois conditions :8>>><>>>:
T (�i) = �1:

T (0) = i:

T (i) = 1:
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3.3. Théorème de l�application conforme de Riemann

Solution 3.2.1 D�après le Théorème (3.2.2) la transformation est dé�nie implicitement

par l�équation:

(w + 1)(w2 � i)

(w � 1)(w2 + 1)
=
(z + i)(�i)
(z � i)(i)

(w + 1)(w2 � i)

(w � 1)(w2 + 1)
= �z + i

z � i

i
w + 1

w � 1 = �
z + i

z � i

Si w = u+ iv et z = 0 + iy (pour les points sur l�axe imaginaire) on voit que

i
u+ iv + 1

u+ iv � 1 = �
z + i

z � i
(u+ (iv + 1))(u� (iv + 1))
((u� 1) + iv)((u� 1)� iv)

= i
y + 1

y � 1
u2 + v2 � 1
(u� 1)2 � v2

+ i
2v

(u� 1)2 � v2
= i

y + 1

y � 1

d�où il suit que

u2 + v2 � 1
(u� 1)2 � v2

= 0 et
2v

(u� 1)2 � v2
=
y + 1

y � 1

L�image de l�axe imaginaire est alors le cercle unitaire fw : jwj = u2 + v2 = 1g:

3.3 Théorème de l�application conforme de Riemann

La simple connexité est une propriété invariante par homémorphisme. En particulier un

ouvert homéomorphe au disque est simplement connexe.

Puisque les fonctions holomorphes sont les applications conformes du plan (elles re-

spectent les angles orientés), le théorème de représentation conforme assure que tout

ouvert du plan homéomorphe au disque D et di¤érent du plan peut être cartographié

globalement par une carte circulaire (ou rectangulaire c�est plus pratique) et qui respecte
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3.3. Théorème de l�application conforme de Riemann

les angles.

Théorème 3.3.1 Soit 
 � C est un ouvert non vide, simplement connexe et di¤érent de

C. Alors il existe f : 
! D analytique et bijective.

Pour démontrais ce théorème on a besoin du lemme suivant

Lemme 3.3.1 Soit U un ouvert simplement connexe de D, di¤érent de D et contenant

l�origine. Alors il existe g : U ! D analytique injective telle que g(0) = 0 et jg0(0)j > 1:

Preuve. Soit � 2 Dn f0g tel que �2 =2 U .

Soit g1 l�application de Möbius:

g1 =
�2 � z

1� ��2z

envoie injectivement U sur un ouvert simplement connexe U1 de D�. De plus �2 =

g1 (0) 2 U1:Il existe donc une détermination g2 de la racine carrée dé�nie sur U1 et telle

que:

g2
�
�2
�
= �:

L�ouvert U2 = g2 (U1) est dans D:

Soit g3 une autre application de Möbius:

g3 =
� � z

1� ��z
:

Soit g la composée de g3 � g2 � g1:
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3.3. Théorème de l�application conforme de Riemann

Par construction g(0) = 0; jg0(0)j = 1+j�j2
2j�j > 1; g(U) � D et g est injective.

Preuve. (Du th�eor�eme) Soit z0 2 Cn
: Puisque 
 est simplement connexe, il existe

g 2 O(
) telle que g2(z) = z � z0 la fonction g est une racine carrée. Si on pose 
1

= g(
) alors 
1 � C�, 
1 \ �
1 = ? et l�application g : 
 ! 
1 est un homéorphisme

analytique ainsi que sa réciproque. De plus 
1 est simplement connexe.

Soit v0 2 
 et v1 = g(v0):v1 6= 0 par construction. Puisque g est ouverte il existe

" 2 ]0; jv1j[ tel que D"(v1) � 
1. On a D"(�v1) \ 
1 6= 0:

Or l�homographie h0 =
�(v1�z)
3v1(z+v1)

injecte CnD"(-v1) dans D1 en envoyant v1 sur 0.

Par conséquent la composée h0�g est une injection analytique de 
 dans D1 qui envoie

v0 sur l�origine.

Notons H l�ensemble des injections analytiques de 
 dans D qui envoient v0 sur

l�origine.

Cet ensemble contient h0:

D�après le lemme précédent si h 2 H est non surjective il existe ~h 2 H telle que���~h0 (v0)��� > jh0 (v0)j :
On pose M = suph2H jh0 (v0)j :

On a M 6= 0 car jh00(v0)j 6= 0. Si on trouve h 2 H telle que jh0(v0)j = M alors h est

une bijection analytique de 
 dans D.

Il reste donc à montrer l�existence d�un tel h.

On considère une suite (hn)n2N d�éléments de H telle que:

lim
n!1

jh0n(v0)j =M:

Puisque les fonctions hn sont à valeurs dans D, elles sont bornées dans leur ensemble

et forment une famille normale. On peut donc en extraire une suite convergente (uni-

formément sur tout compact de 
 ainsi que les dérivées) vers une fonction analytique

h.

On a jh0(v0)j = M et donc h est non constante. Puisque les hn sont injectives c�est

encore vrai pour h. Ainsi h 2 H. Puisque jh(v0)j =M l�application h répond au problème.
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3.3. Théorème de l�application conforme de Riemann

Application à l�équation de Laplace dans un disque

Soit : 
 = f(x; y) 2 R2 : x2 + y2 < R2g.

Soit le problème (P)

8<: �u = @2u
@x2
+ @2u

@y2
= 0 (x; y) 2 


u (x; y) = ' (x; y) (x; y) 2 @

Où ' (x; y) = x2 + y est une fonction de C1:

Utilisons la méthode de séparation de variables :

Etape 1: passage en coordonnées polaires, telle que :

x = r cos �; y = r sin �

et

v (r; �) = u (x; y) = u (r cos �; r sin �)

On obtient

�u =
@2v

@r2
+
1

r

@v

@r
+
1

r2
@2v

@�2

Et le problème devient :8<: @2v
@r2
+ 1

r
@v
@r
+ 1

r2
@2v
@�2
= 0 r 2 (0; R) ; � 2 (0; 2�)

v (R; �) = ' (R cos �; R sin �) � 2 (0; 2�)

on impose que :

v (r; 0) = v (r; 2�) et
@v

@�
(r; 0) =

@v

@�
(r; 2�) :

En particulier, on a :

 (�) = ' (R; �) = R2 cos2 � +R sin � =
R2

2
+
R2

2
cos 2� +R sin �

Etape 2 : Séparation des variables

Ignorons les conditions aux limites v (R; �) =  (�) et résoudre l�équation :8>>><>>>:
@2v
@r2
+ 1

r
@v
@r
+ 1

r2
@2v
@�2
= 0 r 2 (0; R) ; � 2 (0; 2�)

v (r; 0) = v (r; 2�) r 2 (0; R)
@v
@�
(r; 0) = @v

@�
(r; 2�) r 2 (0; R)

58



3.3. Théorème de l�application conforme de Riemann

Cherchons une fonction v (r; �) ;solution du problème donné, de la forme

v (r; �) = f(r)g(�)

On trouve l�équation

f 00(r)g(�) +
1

r
f 0(r)g(�) +

1

r2
f(r)g00(�) = 0

Equivalant à
r2f 00(r) + rf 0(r)

f(r)
= �g

00(�)

g(�)
= �

Pour les conditions de périodicité :

g(0) = g(2�) et g0(0) = g0(2�)

On obtient : 8<: g00(�) + �g(�) = 0

g(0) = g(2�), g0(0) = g0(2�)
(3.3.1)

et

r2f 00(r) + rf 0(r)� �f(r) = 0 (3.3.2)

Les solutions non triviales de (3:3:1) sont données, pour n 2 Z; par

� = n2 et gn (�) = �n cosn� + �n sinn�

Les solutions de (3:3:2) avec � = n2 sont données par :

fn(r) =

8<: 
nr
n si n 6= 0; n 2 Z


0 + �0 log r si n = 0

Donc la solution générale s�écrit :

v (r; �) = �0 (
0 + �0 log r) +
X
n2Z
n6=0


n (�n cosn� + �n sinn�) r
n (3.3.3)

posant :

a0 = 2�0
0; b0 = �0�0; an = �n
n; si n 6= 0; bn = �n
n si n > 0 et bn = ��n
n si n < 0
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3.3. Théorème de l�application conforme de Riemann

Alors (3:3:3) s�écrit sous la forme :

v (r; �) =
a0
2
+ b0 log r +

1X
n=1

(an cosn� + bn sinn�) r
n +

1X
n=1

(a�n cosn� + b�n sinn�) r
�n

Puis que on s�est intéressé à des solutions dé�nies dans le disque centré en 0; alors les

solutions de la forme r�net log r ne sont pas admises car elles tendent vers 1 quand r

tend vers 0:

Alors on déduit que :

b0 = b�n = a�n = 0

Par conséquent la solution générale v du problème est :

v (r; �) =
a0
2
+ b0 log r +

1X
n=1

(an cosn� + bn sinn�) r
n

Etape 3 : conditions aux limites

Il reste à déterminer les coe¢ cients an et bn pour que

v (R; �) = ' (R cos �; R sin �) =  (�) =
a0
2
+

1X
n=1

(an cosn� + bn sinn�)R
n

Ce qui donne

anR
n =

1

�

2�Z
0

 (�) cosn�d�

et

bnR
n =

1

�

2�Z
0

 (�) sinn�d�

On pourrait démontrer que la fonction obtenue v est de C1 dès que r < R:

En particulier

 (�) =
R2

2
+
R2

2
cos 2� +R sin �

Et on trouve que

a0 = R2; a2 =
1

2
; an = 0

ou bien on trouve

b1 = 1; bn = 0
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3.3. Théorème de l�application conforme de Riemann

D�où le résultat :

v(r; �) =
R2

2
+
r2

2
cos 2� + r sin � =

R2

2
+
r2

2
cos2 � � r2

2
sin2 � + r sin �

Et le résultat en coordonnées cartésiennes est :

u (x; y) =
R2

2
+
x2 � y2

2
+ y

Exemple 3.3.1 On cherche une fonction u = u (x; y) : R2 ! R solution du problème

(P ) de l�éqauition de Laplace suivante:

(P )

8<: �u = @2u
@x2
+ @2u

@y2
= 0; x > 1; y 2 R

u (1; y) = 	 (1; y) = 2
1+y2

y 2 R

Soit 
 un domaine simplement connexe tel que:


 = fx+ iy; x > 1; y 2 Rg = fz 2 C; Re z > 1g

Nous allons ramener ce domaine par la transformation conforme au cas d�un disque

unité ouvert D.

En appliquant le théorème de représentation conforme de Riemann, telle qu�il existe

une application conforme

f = �+ i� : 
! D:

L�inverse de cette fonction s�écrit sous la forme

f�1 = a+ ib : 
! D

On trouve

f(z) =
2

z
� 1 et f�1(w) = 2

1 + w

Alors:

f(x; y) = �(x; y) + i�(x; y) =
2

x+ iy
� 1

=
2x

x2 + y2
� 1� i

2y

x2 + y2
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3.4. Transformation de Joukowski

et

f�1(�; �) = a(�; �) + ib(�; �) =
2

1 + �+ i�

=
2 (1 + �)

(1 + �)2 + �2
� i

2�

(1 + �)2 + �2

On pose �(�; �) =  of�1 =  (a (�; �) ; b (�; �)) et on va résoudre le problème suivant:8<: �v = @2v
@�2

+ @2v
@�2

= 0; �2 + �2 < 1

v (�; �) = � (1; y) �2 + �2 = 1

Si �2 + �2 = 1; donc (1 + �)2 + �2 = 2 (1 + �)

et donc

� (�; �) =
2

1 +
�

�2�
(1+�)2+�2

�2 = 2

1 +
�

�2�
2(1+�)2

�2
=

2 (1 + �)2

(1 + �)2 + �2
= 1 + �

d�où: v (�; �) = 1 + � est la solution triviale.

Et donc la solution donnée par :

u (�; �) = v (� (x; y) ; � (x; y))

et comme �u = 0; � =  of�1 et u =  sur @


3.4 Transformation de Joukowski

Dé�nition 3.4.1 La transformation de Joukowski(1) est dé�nie par :

J(z) = z +
1

z
;8z 6= 0:

Cette application est holomorphe sur C� f0g car : 8z 6= 0 ,J�(z) = 1� 1
Z2

De plus, 8z =2 f�1; 0; 1g; J�(z) 6= 0 , donc cette transformation est une application

conforme sur tous les domaines ouverts du plan complexe n�incluant ni 0 ni �1 ni 1.
(1)Nikolaï Iegorovitch Joukowski : (1847� 1921)

un Mathématicien, physicien, ingénieur russe.
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3.4. Transformation de Joukowski

Proposition 3.4.1 La transformation de Joukowski est une bijection qui transforme le

demi-cercle unité supérieur en un segment borné aux points d�a¢ xes respectives �2 et 2.

Preuve. Soit z un point du demi-cercle unité supérieur. Alors, 9� 2 [0; �], tel que

z = ei�:

Ainsi, J(z) = ei� + e�i� = 2cos(�):

Alors quand � décrit[0; �], J(z) décrit [�2; 2]

Proposition 3.4.2 La transformation de Joukowski transforme la portion de plan � du

schéma suivant en le demi-plan strictement supérieur.

La frontière du disque est exclue de �.
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3.5. La transformation de Schwarz-Christo¤el

Preuve. Notons que 8z = x+ iy 6= 0 , on a J(z) = x+ iy + 1
x+iy

J(z) = x+ iy +
x� iy

x2 + y2

=
x3 + ix2y + y2x+ iy3 + x� iy

x2 + y2

=
x3 + y2x+ x

x2 + y2
+ i

x2y + y3 � y

x2 + y2

=
x(x2 + y2 + 1)

x2 + y2
+ i

y(x2 + y2 � 1)
x2 + y2

= P (x; y) + iQ(x; y)

Avec :

P (x; y) =
x(x2 + y2 + 1)

x2 + y2
et Q(x; y) =

y(x2 + y2 � 1)
x2 + y2

:

Si M(z) 2 �, alors x2 + y2 > 1 et y > 0:

Ainsi, on a bien Q(x; y) = Im(J(z)) > 0.

3.5 La transformation de Schwarz-Christo¤el

Dé�nition 3.5.1 Considérons un polygone dans le plan des w, ayant pour sommets

w0; w1; ; ::; wn; et pour angles extérieurs respectivement �1; �2; :::; �n.

Soit w0; w1; ; ::; wn les points correspondant respectivement à x1; x2; :::; xn de l�axe réel

du plan des z:
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3.5. La transformation de Schwarz-Christo¤el

Une transformation qui représente l�intérieur R du polygone considéré sur le demi-plan

supérieur du plan des z, et la frontière du polygone sur l�axe réel, est donnée par:

T (z) = A

Z
(� � x1)

��1 (� � x2)
��2 ::: (� � xn�1)

��n�1 d� +B (3.5.1)

où A et B sont des constantes complexes. On notera que:

1. Parmi les point x1; x2:::xn�1 on peut en choisir trois arbitrairement.

2. Les constantes A et B déterminent la taille, l�orientation et la position du polygone.

3. Il est commode de choisir un point, par exemple xn à l�in�ni,cas dans lequel le

dernier facteur de (3:5:1) n�existe pas.

4. Des polygones in�nis non fermés peuvent être considérés comme des cas limites de

polygones fermés.

Exemple 3.5.1 Trouver une transformation conforme entre le demi-plan fz : Re(z) � 0g

dans un rectangle.

Solution 3.5.1 Soit a > 1et choisissons les quatre points réels x1 = �a; x2 = �1; x3 = 1

et x4 = a. Pour un rectangle on a, forcément ,�1 = �2 = �3 = �4 = 1=2 et si z0 = 0 la

formule3.5.1 s�exprime comme

T (z) = A

Z z

0

(� � x1)
� 1
2 (� � x2)

� 1
2 (� � x1)

� 1
2 (� � x2)

� 1
2 d� +B = A

Z z

0

F (�)d� +B

Les valeurs A = 0 et B servent à placer le rectangle à une position désirée et ajuster

sa grandeur, mais la partie essentielle de la transformation réside dans l�intégrale et ceci

comprend le rapport entre les longueurs des côtés.

Pour déterminer les sommets du rectangle il convient de considérer les deux intégrales

auxiliaires

b = A

Z 1

0

F (�)d� +B = A

1Z
0

d�p
(1� � 2) (a2 � � 2)

+B

h = A

Z a

1

F (�)d� +B = A

aZ
1

d�p
(� 2 � 1) (a2 � �2)

+B

65



3.5. La transformation de Schwarz-Christo¤el

Si �1 < � < a on note que

F (�) = (� + a)�
1
2 (� + a)�

1
2 e��i (a� �)�

1
2 e��i (1� �)�

1
2 = e��i jF (�)j = � jF (�)j

et, si �a < � < �1 on trouve de la même manière que

F (�) = e�3�i jF (�)j = i jF (�)j

Les quatre points du rectangle sont

T (�a) = A

Z �a

0

F (�)d� +B

= A

�Z �1

0

F (�)d� +

Z �a

�1
F (�)d�

�
+B

= A

�
�
Z �1

0

jF (�)j d� + i

Z �a

�1
jF (�)j d�

�
+B

= A (b+ ih) +B

T (�1) = A

Z �1

0

F (�)d� +B

= �A
Z �1

0

jF (�)j d� +B

= Ab+B

T (1) = A

Z �1

0

F (�)d� +B

= A

Z �1

0

jF (�)j d� +B

= �Ab+B

T (a) = A

Z a

0

F (�)d� +B

= A

�Z 1

0

F (�)d� +

Z a

1

F (�)d�

�
+B

= A

�
�
Z 1

0

jF (�)j d� � i

Z a

1

jF (�)j d�
�
+B

= �A (b+ ih) +B

Il est clair que b > 0 et h > 0 de telle sorte que le choix A = �1; B = 0 produit le

premier rectangle de la Figure suivant tandis que le choix A = i; B = 0 donne le deuxième
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3.5. La transformation de Schwarz-Christo¤el

qui est une rotation du premier.

En e¤et, si jAj = 1, B = 0 on obtient une rotation du premier rectangle autour de

l�origine. Pour un choix quelconque de A 2 C on aura une rotation suivi d�un agrandisse-

ment (jAj > 1) une rétrécissement (jAj < 1) du rectangle par un facteur jAj. Finalement,

si B 6= 0 il y aura une translation dans la direction déterminée par B par une distance

égale à jBj.
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Conclusion

Dans ce travail, on a essayé de présenter de manière élémentaire les propriétés remar-

quables des fonctions d�une variable complexe, on a met en évidence quelques notions

fondamentales de l�analyse complexe pour le calcul d�intégrales réelles et de calcul somme

de séries numériques.

Nous avons également présenté une étude importante sur la géométrie dans les plans

complexe qui parle sur les transformations conformes, cette dernière transforme des objets

mathématique dans les plans complexes et conserve les ongles et leurs sens d�orientations,

nous avons proposés quelques transformations conformes élémentaires, ce mémoire nous a

permis aussi de comprendre le lien entre les fonctions holomorphes et les transformations

conformes.
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Résumé
Le mémoire porte sur les notions suivantes: Rappels généraux sur les nombres

complexes, Intégration complexe,

fonctions holomorphes, équation de Cauchy-Riemann, théorème de Cauchy, formule

intégrale de Cauchy,

séries deTaylors et de Laurent, points singuliers, théorème des résidus et application au

calcul

intégral,et aux calculs des somme de série, application conforme.


