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Introduction

Les nombres complexes forment une extension de ’ensemble des nombres réels. Ils
permettent notamment de définir des solutions a toutes les équations polynomiales a
coefficients réels. Les nombres complexes furent introduits au 16°"¢ siécle par les mathé-
maticiens italiens Jérome Cardan, Raphaél Bombelli, Nicolo Fontana, et Ludovico Ferrari
afin d’exprimer les solutions des équations du troisiéme degré en toute généralité par les
formules de Cardan, en utilisant notamment des nombres de carré négatif, ainsi que les
solutions des équations du quatriéme degré (méthode de Ferrari).

L’ensemble des sommes et produits de nombres réels et du nombre imaginaire i
(les nombres de la forme z+iy) satisfait les propriétés d’une structure de corps commutatif
qui contient le corps des réels. Il est appelé corps des nombres complexes et on le note
C. 1l est muni de I'application module qui généralise la valeur absolue des nombres réels
mais ne peut pas étre ordonné totalement de facon compatible avec sa structure de corps.
Ce n’est qu’a partir du 19°™¢ siécle que se développe I'aspect géométrique des nombres
complexes, vus comme des éléments ou des transformations du plan, sous 'impulsion de
Jean-Robert Argand (plan d’Argand), puis avec les travaux de Gauss et de Cauchy.
L’analyse réelle, c’est a l'origine I’étude des fonctions de R dans R, et surtout
des fonctions réguliéres : continues, dérivables, intégrables, de classe C!, C* etc. En
analyse complexe, nous allons étudier les fonctions de C dans C, continues, mais surtout
dérivables.
Pour une fonction de C dans C, on emploie le terme holomorphe plutdt que dérivable.
Les premiers exemples de fonctions de la variable complexe sont des fonctions polynémi-

ales a coefficients complexes, et plus généralement les sommes de séries entiéres conver-
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gentes a coefficients complexes. Réciproquement, nous verrons qu'une fonction f est
holomorphe en un point zy de C si et seulement si f est développable en série entiére sur
un voisinage de ce point.

Le but de ce mémoire est de mettre & jour les propriétés des fonctions holomorphes.

Plus spécifiquement:

1. De se familiariser avec la notion d’holomorphie : Définition de la notion d’holomorphie

se traduisant par les conditions de Cauchy-Riemann.

2. Définir les séries entiéres : rayon de convergence, étude sur le cercle de conver-

gence. . .
3. D’étre capable de développer une fonction holomorphe en une série entiére.
4. Calculer les résidus.

5. Calculer certaines intégrales et somme de série par la méthode des résidus : outil

puissant pour le calcul de certaines intégrales et sommes.

6. De noter la relation entre 'holomorphie et les applications conformes : si on trans-
forme par une fonction holomorphe de dérivée non nulle deux courbes se coupant en

faisant un angle orienté, les courbes images font entre elles le méme angle orienté.

Ce mémoire consiste trois chapitres :

Dans le premier chapitre, nous nous sommes intéressés aux variables complexes et
leurs propriétés fondamentales.

Le deuxiéme chapitre est consacré au théoréme des résidus et ses applications au calcul
d’intégrales réelles et calcul de séries numériques.

Dans le troisiéme chapitre, on a étudié la notion du transformation conforme et
quelques transformations conformes élémentaires.

et on termine par une conclusion et quelque perspectives de recherche.



CHAPITRE

1 Variable complexe

1.1 Rappels généraux sur les nombres complexes

L’ensemble N = 1,2, 3, ... des entiers naturels est fermé sous les lois de 'addition m +n
et la multiplication m.n.

Et pour pouvoir résoudre pour = toute équation du type: x +m = n,ou: m,n € N,
il faut passer aux entiers relatifs Z = ..., —2, —1,0,1,2, ... .

Et pour résoudre pour x toute équation de la forme: pxr + g = 0, pour p,q € Z, il
faut passer aux nombres rationnels Q = ¢/p pour p,q € Z, et p # 0.

Ce dernier systeme est formé de quatre opérations de 'arithmétique mais on ne peut
pas résoudre pour x toute équation du type: 22 +c=0,0tucecQ.

Les nombres réels R permettent de résoudre certaines de ces équations mais pas toutes.
Ils forment un systéme fermé sous les quatre opérations arithmétique qui est de plus
complet au sens ot toute suite (z,, ) oy qui satisfait la condition de Cauchy

lim (z, —z,) =0

m,n—00

qui est convergente mais on ne peut par exemple obtenir une solution de 1’équation
2?2 +1 =0 dans R.

Il faut pour cela construire ’espace des nombres complexes C. Cet ensemble s’écrit
sous la forme

C={z+iy, avec (z,y) € R*}
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ou ¢ I'imaginaire pur, muni de la loi d’addition

(x +iy) + (w0 + iyo) = (x + x0) + i(y + o)

et la loi de multiplication

(x4 1y)(xo + iyo) = Tx0 — Yyo + i(yzo + 2Yo) (1.1.1)

Cet ensemble forme un corps commutatif.

En particulier tout élément non nul de C, posséde un inverse donné par

|
T 4iy w242
De (1.1.1) on déduit l'identité

(1.1.2)

=1

D’un point de vue géométrique, le plan euclidien R? peut étre identifié au plan com-
plexe C en faisant correspondre & tout point (ou vecteur) de coordonnées (x;y) son affixe
z = x +1y. On dit aussi que z = x + iy est un point du plan complexe, et son complexe
conjugué est noté z = x — 1y.

La norme euclidienne de R? s’identifie au module complexe
| 2z |= V2Z = Va? + y?
et ces notions permettent de réécrire (1.1.2) sous forme

L=
VeeCr == 2
z | z]?
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1.1.1 Topologie générale sur le plan complexe
Définition 1.1.1 Soit D C C une partie non vide.
1. On dira que la partie D est un domaine s’il est ouvert et conneze.
2. On dira que la partie D est convexe si: Vz1, 22 € D)Vt € [0,1] : (1 —t)2z1 +t2z € D.

3. On dira que la partie D est étoilée s’il existe un point zg € D tel que pour tout z € D

le segment [z, z] C D.

Remarque 1.1.1 toute partie convexe est étoilée, et l'intérieur de toute partie étoilée est

un domaine ( ouvert et conneze).
Définition 1.1.2 Soient zy € C, R € R*,

1) Pour une boule ouverte de centre zy et de rayon R est donné par

B(z9,R) ={2z € C: |z — 2| < R}.

2) Pour une boule fermée de centre zy et de rayon R est donné par

B(zp,R) ={2 € C: |z — 2| < R}.

Remarque 1.1.2 Dans le plan complexe, une boule a la forme d’un disque. On emploi
donc souvent le terme disque (ouvert ou fermé) de centre zy et de rayon R lorsque ['on

fait de la topologie dans C.

Proposition 1.1.1 a) Un ouvert de C est une réunion de boules ouvertes de C.

b) le corps C est un R-espace vectoriel normé de dimension deux. Le module d’un nombre

compleze |x + iy| est défini par |z + iy| = /2% + y2.

c) Dans C toutes les normes sont équivalentes, et elles définissent la méme topologie que

le module.

d) C est complet : toute suite de Cauchy a valeurs complezes converge dans C.



1.2. Limites et continuité des fonctions complexes

e) Un fermé de C est le complémentaire d’un ouvert de C.
£) On appelle voisinage d’un point zy un disque ouvert quelconque de centre z.
g) Adhérence et intérieur d’une partie A de C :

1) A est Uintersection de tous les fermés de C contenant A.

2) A est la réunion de tous les ouverts de C inclus dans A.

1.2 Limites et continuité des fonctions complexes

1.2.1 Limites des fonctions complexes

Définition 1.2.1 On dit que f admet une limite | quand |z| tend vers +oo si

Ve > 0,3n(e) € R telque|z| >n = |f(z) — 1| <e.

1.2.2 Continuité des fonctions complexes

Définition 1.2.2 soit
f:bc C — C
z — f(2)

On dit que f est continue en zg € D, si pour tout € > 0, il existe n = n(e, zo) tel que

|2 = 20| <n=|f(2) = f(z0)] <€

1.3 Dérivabilité d’une fonction complexe

1.3.1 Dérivée

Définition 1.3.1 Soient D CC un domaine, zo € D, f: D — C wune fonction et

20 € C . On dit que la fonction f admet une dérivée au point zy si le nombre complexe
‘M
z

_Z(f tend vers une limite finie lorsque z tend vers z.

Autrement dit, cela veut dire qu’il existe un nombre compleze, noté f'(zy), et appelé

la dérivée de f en zy tel que



1.4. Séries entiéres

o |£62) = 1)

— f'(20)| tend wers 0.
zZ—20 Z — ZO

1.3.2 Fonctions holomorphes

Définition 1.3.2 Une fonction f est dite holomorphe en un point si elle est holomorphe
dans un disque ouvert centré en ce point, et est dite holomorphe dans un domaine D si

elle est dérivable en chaque point de D

Proposition 1.3.1 Soient D C C un owvert et f,g: D — C
1) Si f est holomorphe en zy, alors f est continue en 2.

2) Si f,g deuzx holomorphes en zy, alors on a
(f +9) (20) = f'(20) + ¢'(20)

(f9)'(20) = f'(20)9(20) + f(20)9(20)

(2) o= £ ) pour gtea) 20

3) Si g holomorphe en zg,et si f holomorphe en ¢(zo) , alors
fog: D — C
est holomorphe en zy ,de plus

(f09)(20) = g'(20).f"(9(20))-

1.4 Séries entiéres

1.4.1 Séries entiéres

Définition 1.4.1 On appelle série entiere de la variable complexe toute série de fonction

de la forme

On note
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1.4.2 Rayon de convergence

Définition 1.4.2 On appelle rayon de convergence d’une série entiére Z (anz"™) la quan-

tité définie par
p=sup{R € 0,400 : la série entiére (|a,| R") converge} .

Théoréme 1.4.1 soit
o0
= Z arz®, |zl <R
k=0

alors f est holomorphe dans le disque D(0; R) et on ait
z) = Zk;akzk_l, lz| < R.
k=1

Preuve. Le rayon de convergence de f'(z) est le méme que celui de f(z). En partic-
ulier,si on pose

o0

&)=Y (k—=1)|a| "> <00 Vrelo,R]
k=2
Alors, a laide de lidentité

ab — v = (a—b)(a" 1 + a2+ a3+ L+ B

On trouve pour tout z; zg € D(0;7)

+oo k k-1
f(z) = f(20) 2% — 2z _
E kazklzg ap | —2— — kzb!

zZ— 20 zZ— 20

k=2
400 k—1
= Z ag AR kzé’_1>
k=2 p=0
+00 k—2
— Zak Z (zk’l’p P p) zé’)
k=2 p=0
400 k—2 k—2—p
= Z ag (z — 20) < A zq> zg)
k=2 p=0 q=0

de telle sorte que

f( Z k:akzg !

zZ— 20

<|z—ZO|Z|ak|<

< |z = 20l &(r).

’ﬁ ?r
(=) l\)
VRN
?r
L}
Il w
=} |
S
<
il
(V)
\/
N—



1.5. Fonctions élémentaires

1.5 Fonctions élémentaires

Dans tout ce qui suit, z € C.

Les fonctions €7, cos z, sin z, cosh z et sinh z sont liées entres elles dans le plan complexe

a l'aide de leur série de Taylor & 'origine.

. . (71)k22k+1
3. sinz = E R
k=0

—+00

4. coshz = Z%

k=0

+00
. o z2k+l
5. sinh z = Rt

k=0

Proposition 1.5.1 Les fonctions citées ci-dessus sont liées par les relations suivantes

iz —iz .
(1) cosz = “=f— = coshiz
. 1Z_p—iz . . - .
(2) sinz = “5-— = Isinhiz = —isinhiz

(3) € =cosz +isinz

(4) Formule d’Euler

e = cosf +isinf avec f € R

(5) Formule de Moivre

(cosf +isinf)" = cosnf + i sinnb



1.6. Condition de Cauchy-Riemann

(6) Forme polaire d’un nombre complexe
5 = Tei@ — |Z| 6iarg;z
z =r(cosf + isinf)

Propriétés:

1. efle®? = 51122

2. e##£0
3. e =1
4. |e*| =¢€”

5. e =1 siet seulement si z =2nmi ,n € N
6. ¢* = —1 si et seulement si z=(2n+ 1)mi ,n €N
7. e = e* si seulement si 2z — 20 =2n7wi , n € N

8. ‘fiez =e°

1.6 Condition de Cauchy-Riemann

Proposition 1.6.1 Soit U un ouvert du plan compleze C.

Soit f: U — C telle que

flz +iy) = P(z,y) +iQ(r,y)
O
P(z,y) = Ref(z + iy).
Q(x,y) = Imf(x +1iy).

Si f est holomorphe dans U, alors elle vérifie la condition de Cauchy-Riemann suivante

or _ 909
or Oy
orP _ _9Q
oy ~— Oz

10



1.6. Condition de Cauchy-Riemann

Preuve. Soit f une fonction dérivable au point z.

Pour démontrer la relation de Cauchy-Riemann, on va considérer deux directions dif-

férentes pour aller vers 2 en suivant ’axe des réels et ’axe des imaginaires et on va utiliser
le fait que la limite de

f(z0 +Az) — f(20)

Z— 20

en 2y est la méme suivant la direction des réelles ou la directions des imaginaire.

Premiérement en suivant ’axe réel, alors

Ay =0
donc

lim L0+ 82 =) _ o Pleot AT90) = P(@o, 90)

- Q(zo + Az, y0) — Q(0, yo)

Az—0 Z— 2 Az—0 Ax T Al£18—>0 Ax
) .0
= a—x(ﬂﬁm Yo) + @a—cj(%, Yo)

Deuxiéme direction en suivant 1’axe imaginaire, alors

Az =0
et donc

lim f(z0 + Az) — f(20) ~ lim P(x0,y0 + Ay) — P(z0,%0)

Q(z0, Y0 + Ay) — Q(x0, Yo)

i
Az—0 Z— 2y Ay—0 Ay T A0 Ay
= ——(x —i—(z
8y 05 Yo 8y 05 Y0
On obtient
oP 0Q oQ 0P
8_x(x0’ Yo) + Zﬁ_x<x0’ Yo) = a—y(%,yo) - Za—y@o,yo)
Par identification on trouve
P _ 9Q
or ~— Oy
{2
oy ~— Oz

|
Proposition 1.6.2 Soit f : U — C telle que

flz+1iy) = P(z;y) +iQ(x; )

11



1.6. Condition de Cauchy-Riemann

St f est différentiable sur U et vérifie la condition de Cauchy-Riemann, alors [ est

holomorphe dans U .

Exemple 1.6.1 Soit f(z) = sinx cosh y +icosxsinhy avec z = x + iy

P (z,y) =sinxzcoshy

On pose
Q (z,y) = cosxsinhy

oP
= cos x cosh
Alors { °° (,y) = RN ) (z,y) = % (z,y)
99 (1,y) = cosx cosh y

By
(xo, Yo) = sinz sinhy ,
Et ) - %1;(330,90) _% (z,9)
Q = (v,y) = —sinxsinhy

f est dzﬁerentzable et vérifie les équations de Cauchy.

Donc est holomorphe.

Proposition 1.6.3 En coordonnées polaires, les conditions de Cauchy-Riemann s’écrivent

sous la forme suivante

Preuve. La relation entre les coordonnée cartésiennes (x,y) et les coordonnées po-

T =1rcosf
y =rsinf
r = /$2+y2

0 = arctan%
Dérivons ces relations on trouve

laires (r,0) est donné par

ce qui nous donne

or T

T
_——_— = — = 9
o 0 = cos
0

a_ y =2 =ginf
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@_ 1 l _x _ cosf
Gy_l_i_(%)Q v)  a24+y? o7

Les dérivées partielles de P et () s’obtiennent alors par

or _opPor oPo9 _ 0P snfop
or  oror  000r Vor T+ o0
op _obor 0P06 _ . 0P  cosbOP
ay  oroy o0y ar T o0
0@ _0Qor Q0 0@ sinboQ
or  oror  000r U or  r o0
909 _9Qor 0000 _ . ,0Q  cosbIQ
dy  Ordy 000y or r 00

Les conditions de Cauchy-Riemann, s’écrivent alors

98_P_sin98_P_ ) 9@+00s9@
e T T a0 e T T a0
. HG_P COSQ@_P__ 98_Q+sin0(‘9_Q
St or r 00 o8 or r 00

Multiplions la premiere par cos 6, la seconde par sin § et additionnons, on obtient

0P _ 100
or 1 o0

Multiplions la premiére par sin 6, la seconde par — cos ¢ et additionnons, on obtient

) )

rof  or

13



1.7. Intégration complexe

1.7 Intégration complexe

1.7.1 Les chemins et les courbes dans un plan complexe

Définition 1.7.1 Un chemin dans C est une application continue vy : [a;b] — C, ou a
et b sont des réels tels que a < b.

Le point vy(a) s’appelle Uorigine de ~y et le point v(b), son extrémité.

Définition 1.7.2 On dit que le chemin 7y est un lacet, ou est fermé, si v(a) = v(b).

1.7.2 Chemins de classe C!

Définition 1.7.3 S’il existe des nombres réels a = ¢y < ¢1 < ... < ¢, = b tels que pour
tout k=1,...,n — 1, alors on dit que y est de classe C' sur l'intervalle |cg, cpyi1[.

Si la restriction de Uapplication v(t) sur Uintervalle ouvert |a, b| est injective on dira
que le chemin v est simple ou qu’il est sans points doubles.

Toute courbe fermée et simple, est appelée courbe de Jordan.
Exemple 1.7.1 1. v:[0,1] — R? défini par : v(t) = (3t — 1,5t + 2).
2. v :10,2n] — R? défini par : v(t) = (1 + cost,2 + sint).

Dans la suite, on considérera uniquement des chemins de classe C! par morceaux.

1.7.3 Intégration le long d’une courbe

Définition 1.7.4 La forme la plus simple de l’'intégrale complexe donnée par l’expression

sutvante
/abf(t)dt = /ab (P(t) +1iQ(t)) dt
_ /abP(t)dt +z‘/abQ(t)dt

ot P et @ sont des fonctions réelles continues et bornées. Dans cette formule le

nombre 1 est considéré comme une constante dans une intégrale réelle. La variable t est

14
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un parametre réel. Toutes les propriétés des intégrales réelles peuvent donc s’appliquer a

cette intégrale.

Exemple 1.7.2

b b
/ edt = / (cost +isint)dt

— [sint —icost]’

On étendre la définition donnée en définition (1.7.4)aux intégrales de fonctions le long de

courbes dans le plan compleze.

Proposition 1.7.1 Soit f une fonction continue définie sur un sous-ensemble D du plan

compleze et soit v un contour contenu dans D donné par

z=z(t) = x(t) + iy(t),a <t < b, on définit l'intégrale de f selon ~ par

A f(2)dz = / F (A1) 7 (1)

Sur la courbe, f(z) devient f(z(t)) et dz devient 2 (t)dt.

et on calcule ["intégrale complexe en termes de ['intégrale réelle.

Remarque 1.7.1 Si la courbe est fermée, alors on note

Au lieu de

Exemple 1.7.3 Soit v = {z(t) € C: 2(t) =2¢", avec 0 <t <3

15



1.7. Intégration complexe

Calculons lintégrale f7 22dz

Zp

I

On a: 2(t) = 2e" = dz = 2'(t)dt = 2ie't. Alors

/ 2dz—/ 26” 29ietdt = / Riedtdt

=3 1—2)

1.7.4 Integrale curviligne complexe

Pour avoir une vue plus profonde, il est intéressant de présenter I'intégrale complexe & la

fagon de Riemann.
Soit un arc «y rectifiable, partageons I’arc y en sous-arcs par les points a = zg, 21, 29, ..., Zn, =

b et prenons zp sur 7y entre zp_1 et 2z, comme on le voit sur la figure suivante

16



1.7. Intégration complexe

Zy

La courbe v est représentée par z = z(t), avec a <t < b.

Bt : 20 = 2(to), ..., 2 = 2(tg), 2 = z(zg;),tk_l < tNk <ty ooy 2n = 2(ty).

Formons les produits f(z;)Az;, oil f est une fonction continue bornée sur v et
Az = 23 — 2p_1.

Formons aussi la somme Z f(z) Az, = S,,.
k=1
Supposons qu'il existe une constante ¢, tel que Ve > 0, Jo(e) > 0 tel que |S, — | < e

pourvu que |Azg| < € pour tout k.

Alors nous disons que f(z) est intégrable sur vy et nous écrivons

Af@ﬂz:é

et cette intégrale est appelée, intégrale curviligne de f le long de 7.
En modifiant un peu la présentation précédente,en peut aussi écrire
[ e =t 3" G)aa
v [Azg|—0 k=1
Proposition 1.7.2 L’ntégrale curviligne complexe peut étre exprimée de la fagon suiv-

ante

Lﬂ@u:lww—mew/@w+P@y

v

17



1.7. Intégration complexe

Preuve. En posant f(z) = P(z) + iQ(z),on aura

> rEAm =Y (P(E) +iQ(E) ) (A +idy)

D’ou:

> FEAZ = (PGE)A - QE)AY) +i Q) A + P(5) Ay

k=

Admettant que les limites existent dans le membre de droite, on obtient des intégrales

en ligne et alors:

ﬂﬂ@u:l@%-@@ﬂq/@m+P@y

o

Propriétés des intégrales
L[ () + () dz = [, f(2)dz+ [ gl2)d
2. [Jkf(2)dz=Fk [ f(z)dz ouk est une constante quelconque.

3. [ f(2)de+ [ f(z)dz= [ . f(z)de

Ou 1 + 72 indique simplement la somme de deux parcours. Cette propriété nous
permet de calculer I'intégrale sur un contour sur lequel la fonction pourrait étre

discontinue en un nombre fini de points.

4. fv f(z)dz = — fﬁf(z)dz

7 représente le contour parcouru dans la direction inverse de celle que nous avons

choisi pour 7.

Preuve. (pour la propriété 4)

lf@mpzlwwuwz@w
—— [ 1ty 0z

:_Lﬂ@M

18



1.7. Intégration complexe

Théoréme 1.7.1 Soit F' une fonction analytique avec une dérivée continue et posons
f(z) = F'(2) dans un domaine D C C.
Prenons un contour v dans v avec un point initial z, et un point final zo.

Alors
/f(z)dz = F(29) — F(21)

Preuve.
/f(z)dz— /F’(z)dz = [ F'(2(t)).2'(t)dt
= [FO), = F(z(0) - F(z(a))
= F(z) — F(#)

1.7.5 Formule intégrale de Cauchy

Théoréme 1.7.2 Si f une fonction holomorphe a l'intérieur d’une courbe fermée simple
v et sur 7.
soit w un point intérieur a -y, alors
1 [ f(z)
w) =— ¢ ——dz
f(w) 2mi ) 2 —w
v
ol la courbe v est décrit dans le sens positif.
De méme la n — iéme dérivée de f en w est donnée par:
n! z
™ (w) = —%Ldz, n=123,.

C 21 ) (2 — w)nt!
gl

Remarques 1.7.2 1. Les deux formules précédentes sont appelées formules intégrales
de Cauchy et sont trés remarquables car ils montrent que si une fonction f est
connue sur la courbe fermée simple v, alors ses valeurs et les valeurs de toutes ses

dérivées peuvent étre calculées en tout point situé a l’intérieur de 7.
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1.7. Intégration complexe

2. Si une fonction de la variable complexe admet une dérivée premiére dans un domaine
simplement connexe D, toutes ses dérivées d’ordre supérieur existent dans D. Ceci

n’est pas nécessairement vrai pour les fonctions de la variable réelle.

Exemple 1.7.4 Utilisons la formule intégrale de Cauchy pour évaluer

1
7{<z e+ )"

~

le long du cercle : v ={z(t) € C, 2(t) =2+¢€" ou: 0<t<2n}={2€C:|z—-2|=1}

]

Imz

Rez
\-f/ |
La fonction z — f(z) = ZLH est holomorphe a lintérieur du cercle v et sur v, et

w =2 est a l'intérieur de 7.

D’aprés la formule intégrale de Cauchy avec w = 2, on a

i [ 2
fde—fz_zdz—%mf@)—g

Y
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CHAPITRE

Le théoréme des résidus
(Applications au calcul
d’intégrales réelles et au
calculs de séries

numeériques)

Le développement des fonctions en séries présentent un intérét théorique, et aussi un in-
térét pratique. Par exemple, a ’aide de séries, on peut donner une écriture approximative
pour les fonctions. En outre, il existe de nombreux problémes qu’on peut résoudre a ’aide
du théoreme des résidus (calcul d’intégrale réelles, calcul de somme de séries numeériques,
résolution des équations différentielles, etc....), dont la solution peut étre trouvée sous la

forme d’une série ou sous la forme d’une constante.
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2.1. Séries de Taylor

2.1 Séries de Taylor

2.1.1 Théoréme de Taylor

La formule de Taylor connue dans l'analyse réelle peut étre étendue aux fonctions d’une

variable complexe.

Théoréme 2.1.1 St f est une fonction analytique a lintérieur d’un cercle C' de centre

a et de rayon R, on a pour chaque point z intérieur a C.

f'(a) f"(a)

1! n!

f(z) = f(a) + (z—a)+ ..+ (z—a)"+ .. (2.1.1)

Remarque 2.1.1 La série de puissances (2.1.1) converge donc vers f(z) lorsque |z—a| <
R.
Autrement dit, chaque fonction analytique dans le cercle |z—a| < R peut étre représen-
tée dans ce cercle par sa série de Taylor
f(z2) = calz—a)".
n=0
Proposition 2.1.1 Les coefficients de la série de Taylor sont donnés par la formule

fMa) 1 f(2)

Tl 2m (z —a)rtl
c

dz pour n=1,2,3,...

Ou C est un contour fermé simple contenant le point a et intérieur au cercle |z—al =

R.

Exemple 2.1.1 La fonction f(z) = e* est analytique dans tout le plan compleze.
Elle a donc une représentation en série de Taylor autour de z = 0 wvalable pour tout z.

qui est sous forme
X _n

ef = Z Z—', |z| < o0.
n!

n=0

Exemple 2.1.2 La représentation en série de Taylor autour de z = 0 de la fonction

f(Z) = (1iz) est

1 =
1_Z:Zz, |z| < 1.
n=0
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2.2. Séries de Laurent

2.2 Séries de Laurent

2.2.1 Théoréme de Laurent

Soit deux cercles concentriques Cy et C7, ont le méme centre a et de rayons respectifs rg
et 71 . On suppose que f(z) est uniforme et analytique sur Cy et C; et également dans la

région délimitée par Cy et C' la courone C' comme on le voit sur la figure ci-dessous

Soit a + h un point quelconque de C, on a alors

f(a—i—h):ao+a1h+....+%+%+...
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2.2. Séries de Laurent

an = ﬁj{(z_fgzﬂ dz pour n=1,2,3, ...
Co (2.2.1)
ap=5=¢ (z—a)" " f(2)dz pour n=1,2,3, ...
1

Cy et ('] étant décrits dans le sens positif par rapport a leurs intérieurs.

Remarque 2.2.1 Nous pouvons dans les intégrations ci-dessus remplacer Cy et Cy par
tout cercle concentrique C' situé entre Cy et C1.

Les coefficients (2.2.1) peuvent alors étre écrits au moyen de la formule unique

1 f(z)
a, = 5 mdz pour n = =+1,£2, £3, ...
C

Proposition 2.2.1 Le developpement en série de Laurent de f peut s’écrire sous forme

a_q a_o
+

f(z) =ap+ai(z —a) +ax(z —a)* + ... + e T Eap
On
_ 1 Ld( pour n = =+1,+2 43, ....

C2mi ) (¢ —a)vt?
C

Qn

a, est appelée une série de Laurent ou un développement de Laurent.
La partie ag + a1(z — a) + ax(z — a)> + ... est appelée la partie analytique de la série
de Laurent cependant que le reste de la série formé des puissances négatives de (z — a)

est appelé la partie principale.

Remarque 2.2.2 Si la partie principale est nulle, la série de Laurent se réduit a une

série de Taylor.

Exemple 2.2.1 Le développement de Laurent dans C* de la fonction

On aVze C*:

: 1 : 1
sin(1 — =) = sin 1 cos — — cos 1 sin —
z z z
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2.3. L’unicité de développement en série

Et comme
1 (="
8T ; (2n)122n
et

&
ST ; (2n + 1)!z2n+1

D’ot on aura

(="

Remarque 2.2.3 1l existe des fonctions holomorphes qui n’admettent pas de développe-

ment de Laurent.

Exemple 2.2.2 f(z) =log(z) n’admet pas de série de Laurent en zy = 0.

2.3 L’unicité de développement en série

Théoréme 2.3.1 Si une série de puissances converge vers une fonction f(z) en tout

point intérieur a un cercle C' de centre zy et de rayon R, que nous notons
C(z0,R) ={2€C:|z— 2| =R}.
Alors cette série est la série de Taylor de f(z) en puissances de (z — zp) .

Preuve. Nous montrons que le développement en série de puissances d’une fonction
analytique est unique.

C’est-a-dire, la série convergente vers une fonction est la série de Taylor de cette
fonction.

Considérons

o
= Z cn(z = 20)"
n=0

=co+ci(z— 2) +calz — 20)* + ...
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2.3. L’unicité de développement en série

Les dérivés successive donne:

f(20) =1
f”(Zo) = 2!02

™ (z) = nle,

D’ou:
=Yt =Y T
n=0 n=0
D’ot le résultat. m
Corollaire 2.3.1 Si deuz séries an(z—zo)” et ch(z—zo)”convergent vers la méme
n=0 n=0

fonction f(z) dans un voisinage de zy.

Alors les deux séries sont identiques, c’est-a-dire b, = c,,.
Preuve. Résulte du théoréme précédent. m

Proposition 2.3.1 Sur un cercle de centre zy et de rayon r.
" 2mi Sin = —1 .
jl{(z —20)"dz = , N entier.
0 Sin#-1
Preuve. Soit z = 2y +re??, 0 <6 <2rx

Donc dz = ire??df

2w o
%(2 — z0>” dz = /Tneine.”,ewde — ir”“/eie("“)de
0 0
21

= ir”“/ (cos(n+1)8 + isin(n+1)6)db
0
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2.3. L’unicité de développement en série

Sin = —1,alors:
21

f(z—zo)ndz:i/déz%ri

0
Si n # —1,alors:

Tl
]{ (2 — 20)" dz = W—l— 0 [sin(n + 1)8 —icos(n+ 1) 9]37r =0

n

Remarque 2.3.1 Le théoréeme suivant montre que tout développement en série de puis-
sances positives et négatives d’une fonction est nécessairement la série de Laurent de la
fonction. Ce théoréme est extrémement utile, puisqu’il permet de trouver le développement

en série de Laurent sans calculer les intégrales.

Théoréme 2.3.2 Soit S une région annulaire de centre 2y, et soit f une fonction qui a

le développement suivant

Alors les coefficients de cette série sont

_ 1 f(©) _
CH—% Wdc, TL—:‘:L:EQ,

8!
ol vy est un contour simple fermé a l'intérieur de S et contenant le centre zy, et que

ce développement est la série de Laurent de f(z) en puissances de (z — zp) pour la région

S.

Preuve. Soit S une région limitée par deux cercles concentriques C; et Cs de rayons
Ry et Ry respectivement tel que Ry < Rs.

Soit v un contour simple fermé circulaire autour du centre 2z, contenu dans S et de
rayon R.

La série est convergente sur «y et on a



2.4. Résidus

D’ou
f(C) o - o 1 0o o
%de N k:zoo C’“%(C — 20)" ¢ + Cn%C - a¢ + k;ﬂ Ck]{(c — zo)F " hdC
R N ) J

D’apres la proposition précédente:

" 2mi Sin = —1
%(C—ZO) dz = avec n € Z
0 Sin#-1

Donc, on aura

(TP B (S E
f@ - 20)"+1dc - CHZ{@ — ZO)dC -
Ainsi
1 f(©)
i Ty
||

2.4 Reésidus

2.4.1 Définition des points singuliers

Points singuliers

Définition 2.4.1 Un point a est appelé point singulier d’une fonction f si f n’est pas
analytique en a, mais si dans chaque voisinage de a, on peut trouver un point ot elle est
analytique.

Points isolés

Définition 2.4.2 Un point singulier est dit isolé si, de plus, il existe un voisinage de a
dans lequel f est analytique (& l’exception de a lui-méme).

Classification des singularités

Définition 2.4.3 Soit f : Q\{a} — C une fonction holomorphe définie sur 'ouvert 2

sauf en a € 2 . Nous dirons alors que f présente en a une singularité :
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2.4. Résidus

a) Singularités apparentes : Le point singulier zy est appelé singularité apparente de

f silim,. .., f(z) existe.

b) Péles :Si l'on peut trouver un entier positif n tel que lim,, ., (z — 2z0)" f(2) existe et
finie, alors zg est appelé un pole d’ordre n.
Sin =1, alors zy est appelé un pole simple.

c) Singularités essentielles : Une singularité qui n’est ni un pole, ni une singularité

apparente est appelée singularité essentielle.

2.4.2 Exemples de points singuliers
1. Soit f(z) = =2z,

sin z
z

Puisque lim,, . = 1, alors Le point singulier z = 0 est une singularité apparente

de la fonction f.

2. Soit g(z) = #ﬁl),(posséde 4 points singuliers isolés, z =0 et z = +1i.)

La fonction g a un pole d’ordre deux (poéle double) en z = 0 et deux poles simples
en z = *+i.

1
z

e

3. Soit h(z)

h a une singularité essentielle en z = 0.

2.4.3 Définition des résidus

Soit a est un point singulier isolé de f, la fonction f est représentée par la série de Laurent

dans le voisinage z = a.

Définition 2.4.4 On appelle résidu de [ au point a, noté Res(f,a), le coefficient a_; du

développement en série de Laurent de f dans un disque épointé 0 < |z — 29| < R.
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2.4. Résidus

2.4.4 Calcul des résidus

Si: z = a est un pole d’ordre k, alors nous avons :

zZ—a

a_y = Rés(f,a) = lim {ﬁ% [(z —a)" f(z)] }

. . _ 1
Exemple 2.4.1 Soit : f(z) = ey
Alors : z = —1lest un pdle simple.
Et : z =3 est un poles double.
Posons : a_; = Rés(f,—1) et b_y = Rés(f,3)

a—y =lim,. 1 (z+1) f(2) = 1%

. 2 .
boy =lim. 34 (2= 3)° f(2) =lim, s £ 47 = — &
2.4.5 Théoréme des résidus
Théoréme 2.4.1 Soit I' un domaine simplement connexe de C et soit {z1,....,z,} un

nombre fini de points de I' isolés et distincts.
Soit de plus f analytique dans T\ {z1,...., 2, }.
Si on prend v un contour contenu dans I' et entourant les zx, k = 1,...n, sans rencon-

trer ces points, et orienté positivement, alors

/f(z)dz = 27 Z Rés(f, z)
v k=1

Preuve.



2.4. Résidus

Or

/ f(2)dz = —2miRés(f, zx)

Yk
D’ou
/ 2)dz + Z —2miRés(f, z)) =0
Donc .
/f(z)dz = 27i Z Rés(f, zx)-

8! k=1

[

Remarques 2.4.1 1. Ce résultat permet de calculer f f(z)dz lorsque ~y est un
chemin fermé qui n’entoure que des singularités isolées de f (en exprimant cer-
taines intégrales "réelles” a partir d’intégrales fy dz avec v un chemin fermé). Ce
résultat permet également de nombreuses utilisations dans le cadre de ["intégration

au sens réel et dans le cadre de la sommation de séries.

2. Le théoréme de Cauchy et les formules intégrales sont des cas particuliers du théoréme

des résidus.

Lemme 2.4.1 (De Jordan)
Soit le v le demi-cercle du demi-plan surérieur y > 0, avec l'axze comme diamétre et R

comme Tayon.
1. Si|F(z)| < 4, otz = Re” et k> —1 et M < oo,alors

lim F(z)dz = 0.

k—oo

2. Si|F(z)| < 4, otz = Re et k >0 et M > 0,alors

lim [e™ F(z)=0.

R—o00
5
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2.4. Résidus

2.4.6 Applications au calcul d’intégrales réelles

2

1) Intégrale du type [ = /f(cos 0,sin 0)do
0

| _ P(z,y)
f(x7y> - Q(x,y)

Ou : P et @ sont des polyndomes tel que Q(cosé,sinf) = 0, pour tout 6 € [0, 27]

On va poser z = €. ce qui permet d’écrire :
)

; eif 4= 41
cost = =
2 2

. ol _ p—i0 %
sinf = - = -
21 21

dz = ie"df = dz = izdf

Soit «y le cercle unité, si on pose :

On obtient

/y F(2)dz = /0 T H i g

:/ ; (eie —I—e’w, o0 _'6i€> 0
0 2 21

2
:/ f (cos@,sin @) do
0

D’apres le théoreme des résidus
/f(z)dz = 27rz'ZRés(f, 2k)
v k=1

Ou 2, sont les singularités de f & l'intérieur du cercle unité .

Ainsi

I= 2m’ZRés(f, 2k).
k=1
Exemple 2.4.2 [ = 027r Qﬁ:ﬁ
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2.4. Résidus

Solution 2.4.1 Dans cet exemple on pose : P(x,y) =1 et Q(z,y) =2+ x.

~ 1 1 2
f<z):£<2+#> T (2 4z +1)
B 2
i(z+24+V3)(2+2—V3)
Rés(k}?,\/g—Q):L

?

/27r do o1 o2
= 2m = —.
o 2+ cosf i3 V3

&

Et donc on aura :

—+00

2) Intégrale du type [ = /f(x)dx

Ou f(x) est une fonction rationnelle vérifiant les deux conditions suivantes :
a) f n’a pas de pole réel.
b) lim, . zf(z) =0.

cette derniére condition permet d’écrire f(z) sous la forme suivante :

P(z)

Q(z)

o P et @ sont deux polyndmes tels que deg(Q) > deg(P). Cette condition assure

f(z) =

la convergence de I'intégrale, par comparaison a la fonction x—12 .

Etant donné un nombre réel R > 0, introduisons le contour vz représenté ci-dessous

-
V
L

I

LAY
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2.4. Résidus

On supposera que R assez grand pour que tous les poles de f(z) situés au-dessus de
I’axe réel soient & 'intérieur de .

Posons

I(R) = / f()dz

Le théoréme des résidus donne
I(R) =2mi Yy Rés(f, z) (1)
k=1

ol z1, ..., 2 sont enfermés par v . Le contour 7 . se compose du segment [—R, R] et

d’un demi-cercle vz en sorte qu'on a :

I(R) = / Z F(x)da + A RO

Et :

De (1) et (2) on obtient :
I =2mi Z Rés(f, z)
k=1
Lemme 2.4.2 Soit S un secteur angulaire fermé vérifiant la condition

0, < argz < 0y, pout tout z € S

Soit f une fonction complexe continue en tout point de S de module assez grand. On
suppose que zf(z) tend vers zéro quand z tend vers l'infini en restant dans S.

Pour tout R > 0 on introduit ’arc yg défini par
Yr(0) = Re'? pour 61 < 0 < 0,

Alors fm f(2)dz tend vers zéro quand R tend vers +oc.
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2.4. Résidus

Preuve. Soit € > 0, il existe r > 0 tel que pour R > r on ait

zeSet |z|=R=|z2f(2)| <€

/WR f(2)dz

Donc :

< 2me.

Exemple 2.4.3 Soit a calculer [intégrale :

_]:/Jrood—x
oo (224 1)2

Solution 2.4.2

-R R

Posons : f(z) = ﬁ

Alors f admet deux poles doubles —1i et 1
D’ou : I =2miRés(f,i), (car —i nest pas a Uintérieur de )
Posons : z=14+u

D’ow : -1

1 1 _
(22+1)2 7 w2 (u+24)? T 4du?(g5+1)2
On a au voisinage de u =0 : (1+ﬂ.)2:1—%+...:1+iu+...

2
Dou : Rés(f,i) =3

Et on trouve : I = 273 (_Il) =7
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2.4. Résidus

Remarque 2.4.2 Si f(z) est une fonction rationnelle paire, Alors on ait
+o00 1 +o00

@ =5 [ @

Exemple 2.4.4 En utilisant l’exemple précédent, on obtient

/+oo dr B z
o (22412 4

+o0

3) Intégrale du type : [ = / %emwdx
Ou le dénominateur Q(x) # 0 et deg(Q(z)) > deg(P(x)).
+o0o
Alors le calcul de I'intégrale / %eiaa”dm sera fait selon le signe du parametre a.

a) 1“cas(a > 0) : Dans ce cas on choisit un réel R > 0 et strictement supérieur aux
modules des racines {21, 22, ..., 2, } de Q(z) qui appartiennent au demi-plan supérieur
et puis on intégre la fonction %emx sur la courbe simple fermée v constituée par
I'intervalle [—R, R] et le demi-cercle Cr centré a l'origine et de rayon R. Donc,

d’apres le théoréme des résidus on obtient :

]{%emzdz /Rggg e"dz + /%emzdz = 27ri;Rés (%emz, Zk)

On pose M (R) = sup {‘%‘ cz=Reavec 0 <0 < W}tend vers zéro quand R tend vers

+o00. Ainsi, puisque le module

2

/%emzdz < M(R)/eO‘RSinedQ

z
0
w/2

S QM(R)/e—aRsinede

0

w/2
< 2M(R)/e_2°‘R9/”d0car sinf > 20/7,v0 [O, g}
0
TM(R) —aR
1 o
S — g -]
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2.4. Résidus

on en déduit que limp,_, o / % civr — ).
Cr
Par conséquent on ait :

o0

[ Gy

b) 2¢™¢cas(a < 0) : Soit {21, 29, ..., 2, } les racines de Q(z) qui appartient au demi-plan in-

férieur , puis pour tout réel R > max (|z1], |22/, ..., |2,|) on intégre la fonction %em
sur la courbe fermée v constituée par le demi-cercle Cr = {Reie; 0 € [—m, 7T]} et
'intervalle [— R, R] parcouru dans le sens opposé. Comme 1° cas, en appliquant le

théoreme des résidus sur vz on obtient :

et ainsi le passage a la limite sur R vers I'infini nous donne

o0

_ 4 gg 3 vy = —2M§Rés (%ema zk)

—+oco
Exemple 2.4.5 Soit [ = /;‘rj—fﬁidm
0
Solution 2.4.3 On a
400 1 +o00 .
CcoST e
dr=-R d
/x2—|—1$ P e/x2+1x
0 —00
+R
1 Re i - d
= —Re lim T
2 R—00 2 +1
“R

‘ ) eiaz ‘
= Re (mRes (z2—+1’ z))

Or




2.4. Résidus

D’ou
—+00
/ CoS T P
241 2e

0

—+00

4) Intégrale du type / ggi;x“da:
0
—-1<a<0
Ou la fraction rationnelle ggg n’a que des podles complexes

deg(P(z)) < deg(Q(x))

Sous ces trois conditions, on va décrire une méthode qui nous permet de calculer les
intégrales de cette forme.
On va effectuer un changement de variable en posant z = €'

On aura

dr = e'dt

et
+ +o0

mp(x)xa = iet)e(a—&—l)t
[ / aen”

0

Posons aussi u = log(z), telle que arg(z) € |0, 27| .

P(z)
Q(z)’
P(et)
Qe")”

Alors, si: zp # 0 est un pole pour la fraction on aura forcément le nombre complexe

up = log(zp) comme singularité pour la fraction
+00

ggi; x*dz, il suffit d’applique le théoréeme

Et donc pour calculé I'intégrale du type /

0

SEZZ;G(GH)U sur le rectangle Cr de la courbe v qu’est simple
P(et)

fermée du demi-plan supérieur et qui contient les singularités de la fonction Q(er comme

des résidus a la fonction

indiqué sur la figure ci-dessous
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2.4. Résidus

2mi

1 Ug

Uy

P(E) (attyug o0 N <P(6“) (a+1)u )
f@(e“)e 1 du-?wz;Res Q(e“)e T g

R R
_ /P(ex)e(aﬂ)xder /P(ex)e(aJrl)(strZﬂ)dx
a Q(e”)

P(e(Bti)) o P(e-R+iv))

+
O\[:\‘D

R
4 P(e")
— (1 o e27rz(a+l)) /_e(aJrl)xdx
e
Jae)

2m
(R+i —~R+i
e y) P(e( y)) (

a+1)(R+iy) . S\ 7
| a S - [ Gy
0

Pour R tend vers co on aura
Rti
p(e( + y)) (
Q(Q(R-i-iy))

ou n € N* et on trouve que

P@) ., —meTN (PG,
Q(x)x d sin(7a) gR (Q(z) ’ k)

P(e(fR“i’iy)) (

a+1)(R+iy) | ~ e a+1)(—R+iy)
- Qe Ftim)

enR

platDR_C ‘
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2.4. Résidus

et

[ P() ) _reTE L (P(e”) )
etz dy = —— N "Rés [ ——ZLel@tDu g, ) .
/ Q(er) sin(ra) ,; Qle) ‘

2.4.7 Application au calcul de séries numériques

Le théoréme des résidus est utilisé pour le calcul du somme de séries. Les résultats
suivants sont valables moyennant peu de restrictions sur f(z), les conditions de validité

sont généralement remplies quand la série converge.

Zf(n) = —ZRés(wcotg(wz)f(z), 2k)-

“+o00

Z(—l)"f(n)z—ZRég( T f(z),zk>.

sin Tz
—0o

Zf(n + %) = ZRés (rtanmzf(z), zx) -

i(—l)”f(n + %) = Rés (Cosmf(z), zk> .

Théoréme de Mittag-Leffler

Théoréme 2.4.2 Soit C'y des cercles de rayon Ry ne passant par aucun pole et sur
lesquels | f(z)] < M ou M est indépendent de N et Ry — oo quand N — oo.

Si on suppose que les seules singularités de f(z) a distance finie sont des poles simples
ai,as, as, ... rangés par ordre de valeur absolue croissante, et si on note par by, bs, bs, ... les
résidus de f(z) en ay,as, as, ...

Alors

0= 50+ o { e

G

Quelques développements particuliers

1. sirllz = % — 2z (ZQiﬂJ - Z2,14ﬂ-2 + ZQJgﬂ_Q — )
2. cosz m ((W/2)2—z2 - (37/2)2—22 + (57/2)2—22 — )
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2.4. Résidus

_ 1 1 1
3. tanz =2z ((7r/2)2—z2 * G2 T Gz )

4. cot gz = % +2z (,2'2i7r2 + 22—147r2 + z2—197r2 + )

5 smlhz = % -2z (z2—|1-7r2 22—&—147r2 + z2+197r2 )
1 _ 1 3 5
6. coshz ((77/2)2+22 T (Br/2)2+22 + (5m/2)2+22 )
— 1 1 1
7. tanh z = 2z (Z2+(ﬂ/2)2 + G2 + G2 + )

8. cothz =1+ 2z (ZQ}FWQ + Z2+147r2 + Z2+197r2 + ...

Exemple 2.4.6 Soit o calculer la somme suivante

+oo
1
Sn = ﬁ
n=1
o0 +o00
Solution 2.4.4 On a : Z# —1 Z 5
n=1 ni;(?o

0
1 _ _1pyg Teotgme
z :n2 - 2R68< 22 ’0)

Le développement de Laurent de cot z est :

On trouve

Ce qui donne
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2.4. Résidus

Solution 2.4.5 Pour calculer la somme de la série S,,, on cherche a exprimer cette
somme comme étant la somme des résidus d’une fonction en différents points. Pour
chaque entier n, on cherchera a exprimer le terme S, comme étant le résidu en z = n
d’une fonction liée a S,.

Pour cela on utilise la fonction wcotg(wz)f(z) o f(z) est définie comme S, en rem-
placant la variable entiére n par la variable complexe z(f(n) = S,).

L’intérét de cette méthode repose sur le fait que les singularités de la fonction sont

tous des entiers relatifs, et pour calculer la somme S,,, on considére lintégrale suivante:

7 cos(zm)
[Y sin(z7m)(1 + 22)dz

ot le contour ~y est le carré de sommets £(N + 3) £ i(N + 1).

m cos(zm)

Les poles de la fonction f(z) = e P Y

sont tous les entiers n tels que
—-N<n<N

et les racines carrées de 1 + 22, sont i et —i.

Le théoréeme des résidus nous permet de calculer l’intégrale par :

7 cos(zm) 9 al ol oy f
/Vsin(zw)(1+22)dz_2 <n;NR (f,n) + Res(f,1) + Res(f, ))

Les différents résidus sont donnés par :

B 7 cos(n) _ 1
Res(f,n) = cos(nm)(1 +n2) +sin(nm)2n 1+ n?

Res(f.1) = meos(im) _ (e"r + e”)

© 2sin(ir) 2 \e " —em

meos(—im) w (e“ - e—“)

—2isin(—ir) 2 \e ™ —e7

Res(f,—i) =

On a donc

7 cos(zm) , =1 " +e—T
dz =2 2 1 -
/vsin(zw)(l—l—zz) : m( ;1+n2+ +7T6—7r_67r>

1L reste a calculer [intégrale, pour cela on utilise l'inégalité sur le carré v de sommets

+(N+ %) +i(N+ %), ou N est un entier. Ce contour, parcouru dans le sens positif entoure

les points z =n, pour —N <n < N.

42



2.4. Résidus

On a

9 ei7rz +efi7'rz 2
2
eimz _e—imz

24

. 2
1 eime eTY
5 < ey + el )

i ( einT . ey )
2 ey elnT
2

COSTZ

sinz

1 6i27rac +627'ry
5 er(iz+y)

1 ei2mx _g2my
2_i ew(iac+y)

; 2
,62271—33 + e27ry

Zei271'z _ 627ry

cosh(2my) + cos(2mz) |2
cosh(2my) — cos(2mx)
_ cosh(27y) + cos(27x)
~ cosh(2my) — cos(27x)

Sur les cotés verticaux du carré, on note : V_ et Vi, on a : x = £(N + %)

D’ow : cos(2mx) = —1

cos#z‘2 __ cosh(2my)—1 <1

Donc : ‘sinﬂz " cosh(2my)+1

De plus on a la majoration suivante

1
< 2
(V=3)

1
1+ 22

En utilisant cette inégalité on trouve

/ 7 cos(zm) z‘ < 2N + 1
Vi

sin(zm)(L+2%) 7| 7 (N — %)2

— 0, pour N — o0

Sur les cotés horizontaux du carré, on note : H_ et H,, on a : y = +(N + %)

On a donc :

COSTZ

~ cosh(2my) — cos(27x) ~ cosh(2Nw +m) —1

7 cos(zm)
/Hi sin(zm)(1 + 22) dz| <

On a donc établi que l'intégrale /f(Z)W cot(mz) — 0,lorsque N — oo

2 cosh(27my) + cos(2mx) < cosh@2Nm +m)+1

K(N) — 1, pour N — o0

sin 7wz

D’ow

(2N + 1) K(N)
N2

— 0, pour N — oo

Y

43



2.4. Résidus

Ce qui permet de conclure que

i 1 7w fe"+eT 1
n:11+n2_2 e~T —em 2
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CHAPITRE

Les transformations

conformes

Une bonne facon de représenter graphiquement les fonctions de variables complexes est
d’utiliser deux plans. Le plan z est I'ensemble de départ et le plan w est ’ensemble
d’arrivée. On trace dans le plan z des courbes dont on reproduit les images par f(z) dans
le plan w. Quand nous faisons ainsi la représentation graphique d’une fonction, nous

utilisons les termes application ou transformation au lieu du terme fonction.

3.1 Transformations conformes

Définition 3.1.1 Soit U un ouvert de C

Une application f : U C C — C est dite conforme si elle conserve les angles.
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3.1. Transformations conformes

N

Image d’une grille rectangulaire par une transformation conforme

du plan.

Remarque 3.1.1 On remarque dans la figure ci-dessus que les lignes se coupant perpen-
diculairement sont transformées en des courbes qui se coupent également perpendiculaire-

ment.

pa— . §

Remarque 3.1.2 On trouve les deux carrés, (la fonction utilisée est f(z) = z%e*.
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3.1. Transformations conformes

Définition 3.1.2 Soit f une application dans un domaine D dans le plan complexe, et
20 € D a un voisinage zo + €, pour lequel f(z) # f(20).On dit que f conserve les angles
en zo st seulement si la quantité suivante existe et est indépendante de 0

: _io f(z0+ 7€) — f(20)
A o+ 7e®) — F(z0)]

Remarque 3.1.3 Dans la définition précédente, le terme suivant

_ f(zo+h) — f(20)
| f(z0 + R) — f(20)]

donne la direction d’un complexe dans le cercle unité, qui va de f(z9) a f(z0 + h).

Af(Zo, h)

Cette définition signifie que deux rayons quelconques Ly et Lo sont issus de 2z, l'angle
que fait leur image est le méme que l’angle orienté (Ly, La) comme on le voit sur la figure

sutvante:

flzgtrei®)

f(zo+re™)

i f /

Zgtre’T

avec : =0 —T1

Exemple 3.1.1 Les similitudes conservent les angles car a € C, et f(z) = az.
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3.1. Transformations conformes

1iI(I)1+ e PNt (z0, 7€)
T —

Donc ne dépend pas de 0, alors f

La fonction f(z) = 2% vérifie que:

lim e A (z,re?)
r—0t ! ’

appliquant la définition précédant :

= lim e .
r—0t | f (20 +rei®) — f (20)]
. _p azo+are? —az
= lim .
r—0+ lazg + are’? — azo|
) ar . ar
= lim ——— = lim —
r—0t |are®|  r—ot |a|r
_a
|al

conserve les angles.

Y (Zo + 7,62'9) — f (#0)

lim e A
r—0+ |f (z0 + 7€) — f(20)]
o\ 2
(20 + 1e?)” — 22
lim 677,9 ( 0 ) 0
r—0+ )(zo + reif)? — zg‘
2 0 | .2.20 2
. 0 25+ 2201 + ree — 2
lim e~ % g 0"" . g
r—0+ |25 + 2zore?® + r2e?0 — 23
. _ip 2zoret? 4 r2e2?
lim e : ,
r—0+ 12zor€? + 1221
2z +re? 220
lim o=
r—0t ‘22’0 + ret | |2ZO|
20
|20

La propriété de conservation des angles pour tout point d'un domaine est caractéris-

tique des fonctions holomorphes dont la dérivée ne s’annule pas dans ce domaine. C’est

pour cette raison pour laquelle on appelle applications conformes les fonctions holomor-

phes a dérivée qui ne s’annulant pas.

Théoréme 3.1.1 Soit un domaine D du plan compleze, et f une fonction holomorphe

dans D.

Si f'(z0) existe en un point zg € Q et f'(z9) # 0,l application f conserve les angles en

29. Réciproquement, si la différentielle de f existe et n’est pas nulle en zy et si f conserve

les angles en zy alors f'(zy) existe et n'est pas nulle, c’est-a-dire:

f'(2) #£0 <= [ est conforme en z.
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3.1. Transformations conformes

Preuve. On a f holomorphe dans le voisinage de z, avec f'(z) # 0.

appliquant la définition précédente on trouve

o f(ore®) = f(20) . f (204 re?)
TEI(I)L ¢ |f (z0 + 7€) — f (20)| oo |f (20 + Te’?) -

( )

( )

)
|f"(20)]
donc f conserve les angles en zj.
La réciproque, pour n € N tel que f'(2) = f (%) = ... = f" D (z) = 0 et

F (20) # 0.
On suppose f admet un développement en série entiére, au voisinage de zg, alors on

peut écrire la formule suivante:

J™ (z0)

f (zo + rew) — f(20) = Tr”eme Lo (|T6,~9|n>
Donc:

. —i0 f (ZO + Tew) — f (2’0) . 0 &EZO)T'ﬂeinG
lim e™* - —hme’(n?-—
r—0+ |f (z0 + 7€) — f(z0)] r—0t ‘f nEZO)Tneine‘

f(”)(zo)

— Lin=1)0___n!
f(n)(zO)

n!

ce résultat ne dépend pas de 6 si seulement si n = 1 c’est-a-dire f (z) # 0. =
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3.1. Transformations conformes

Exemple 3.1.2 Soit la fonction w = sin z, trouver de la région rectangulaire donnée par

—s<x<fetl<y<k

4 v
¥
- "‘l'.r
z
I:l'
d c b
e b f x -1 1
/2 2 d’ e f'oa b'

posant y =0, on a :

w =sin z = sinx coshy + 7 cos rsinhy = sin x.

Donc la droite —5 <z < 5 est envoyée dans la droite —1 < u < 1.

posant x = 3, on a :
w = sin z = cosh y.

La droite (ab) est donc envoyée sur la droite 1 < u < cosh k.

Posant y = k, alors :

w = sin z = sin x cosh k + 7 cos x sinh k

et
u = sin x cosh k
v = cos x sinh k
d’ot
2 2

U n ) _ 1
cosh’x  sinh’k

la relation entre u et v est donc la demi-ellipse b'c'd’.
Enfin, posant v = —7,
w = sin z = coshy,
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3.2. Les transformations de Mobius

et la droite (de) s’en va sur la droite —1 > u > — cosh k.
Nous pouvons aussi soupconner que l'intérieur du rectangle s’en va o l'intérieur de

demi-ellipse.

Définition 3.1.3 On dit que un point est un point fize ou un point invariant d’une trans-

formation conforme si seulement si w = z.

Exemple 3.1.3 Soit f (z) = z (1 + €*) une fonction holomorphe, calculer les points fizes

de f.
Solution 3.1.1 soit z* un point fixe de f.
fGE) =z (1+e)=2"

donc

*

.
2 =0alors z* =0

de plus

!/

f(z)=1+(14+2)¢
f(zr=0=2#0

La fonction f est conforme en z*.

3.2 Les transformations de Mobius

Définition 3.2.1 Soient a,b,c et d quatre nombres complexes tels que ad — bc = 0. La

fonction complexe définie par
az+b

T(z) = (3.2.1)

cz+d

s’appelle transformation de Mobius ou transformation homographie, Il nous convient

dans ce que suit de considérer que cette fonction est de classe de C*° a C°.

Remarque 3.2.1 La condition ad — bc = 0 assure que T' n’est pas une constante.
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3.2. Les transformations de Mobius

Définition 3.2.2 Les cas spéciaux du transformation de Mdbius sont:

1. La translation pour: a =d=1,¢c=0 et b € C.

2. La multiplication pour: d =1,c=b=0 et a € C.

3. La rotation pour:d =1,c=b=0 et a € C avec |a|] = 1.
4. L’inverse pour: d=a=0,c=b=1.

Proposition 3.2.1 On peut écrire toute transformation de Mdobius comme compositions

des cas spéciaux.

Preuve. On a T(z) = “£

si ¢ # 0 alors; on peut écrire

¢(cz+d)+ (b— )

T — C
(2) cz+d
_a (b _ad) 1
e c 2 z—l—‘zl
:T5OT4OT30TQOT1(Z).
Avec
T _ bt
1(2) Z-i—c
1
T = -
5(2) s
b ad
Tg(Z): E—g z
b ad
T _ pia, — -
4(’2) € ,(Oé a’rg(c CQ)
a
T: = —
5(2) C+Z
Siec =0 alors:
a b al b
T(z) == — ==y =
(2) dz+d y e —l—d

avec 3 = arg(%),et ainsi 7" est une composition d’une rotation, une dilatation et une

a
d

translation. m
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3.2. Les transformations de Mobius

Proposition 3.2.2 St T est une transformation de Mdbius.

alors tous les droites et cercles sont transformable en des droites et des cercles.
Preuve. L’équation d’un cercle dans un plans complexe sous la forme suivante:
azZ+bz+bz+c=0, avec |b| +|c| #0 et a,c €R (3.2.2)

si a = 0, alors I’équation (3.2.2) est une équation d’ une droite.

On remplace z dans(3.2.2) par w + « avec w,« € C

a(w+ a)(w + a) + b(w + a) + b(w +a) +c=0
aww + adw + aaw + aad + bw + bo + bw + ba + ¢ =0

aw + (ad + b) w + (aa + b) w + (aad + ba + ba +¢) =0

puisque le dernier terme est un réel, alors les translations préservent leurs caractéris-
tiques géométrique dans le plan complexe.
On remplace z dans(3.2.2) par fw avec w, § € C.
afwpw + bfw + bpw + ¢ =0
a|Blww + (bB)w + (bB) w+c=0
qu’est aussi une équation d’un cercle, c’est-a-dire la multiplication préserve les carac-
téristiques géométrique.
On remplace z dans(3.2.2) par + avec w € C.

11 -1 1
a—:+b—+b:+c=0
w w w w

a+ bw + bw + cww = 0
on pose b = d on obtient:

cw +dw+do+a=0

et aussi on a une équation d’un cercle, c’est-a-dire 'inverse préserve les caractéristiques
géométrique.

La composition de ces trois transformations donne la transformation de Mobius. m
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3.2. Les transformations de Mobius

Théoréme 3.2.1 Toute transformation de Mobius est conforme.

Preuve. On a T(z) = %

on dérive par rappore a 2

7 az + b\
T(z) = <cz+d)
:LCZ)Z#O
(cz +d)

Carad —cb#0. m

Théoréme 3.2.2 Si zq, 29, 23 sont distinctes et si le triplet wy, wy, w3 se compose de trois
autres points distinctes dans le plan des w alors il n’existe qu’une seule transformation
de Mobius T telle que T'(z1) = wy, T'(22) = wq et T(z3) = ws. Cette transformation est
définie tmplicitement par :

(w — wy)(wy — ws) _ (z — 21)(22 — 23)
(w — w3)(wz — wy) (z — 23)(22 — 21)

: _ azi+b __ azso+b _ az3+b
Preuve. Soient w; = gy W2 = et wy = chﬁd.

az+b _ az1+b aze+b  az3+b
(’UJ —w )(’U)Q w3) cz+d cz1+d czo+d cz3+d

(’(U — w3) az+b _ az3+b aza+b  azi+b
cz+d czz+d czo+d cz1+d

( cb(z1—2) >( cb(z3—22) )
(cz+d)(cz+d) (cz+d)(cz+d)
(2

(

cb(z3—z) ) ( cb(z1—22) >
(cz+d)(cz+d) (cz+d)(cz+d)
— 21)(22 — 23)
2z — 23)(22 — 21)

Exemple 3.2.1 Quel est I'image de l'aze imaginaire sous la transformation de Mébius

T déterminée par ['tmposition des trois conditions :

T(—i)=-1
T(0)=1
T()=1
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3.3. Théoréme de I'application conforme de Riemann

Solution 3.2.1 D’aprés le Théoréme (3.2.2) la transformation est définie implicitement

par ’équation:

(w+ 1) (wy — 1) _ (z+14)(—1)
(w—1)(wy + 1) (z —1i)(1)
(w—1)(wy + 1) z—1

w+1 z4+1
1 — —

w—1  z—1
Siw=u+iv et z =0+ 1y (pour les points sur l’axe imaginaire) on voit que

utw+1  z+41
Zu+z’v—1__z—i
(u+(w+1)(u—(v+1) y+1
(w—D+a)((u—1)—iv) 'y—1
u? +0v? -1 , 2v oyt

(u—1)2—02+l(u—1)2—02_Zy—l

d’ot il suit que

u? +v? -1 0 o 20 Y+l
(u—1)2—0v2 (u—12—22 y—1

L’image de ’aze imaginaire est alors le cercle unitaire {w : |w| = u2 +v2 = 1}.

3.3 Théoréme de ’application conforme de Riemann

La simple connexité est une propriété invariante par homémorphisme. En particulier un
ouvert homéomorphe au disque est simplement connexe.

Puisque les fonctions holomorphes sont les applications conformes du plan (elles re-
spectent les angles orientés), le théoréme de représentation conforme assure que tout
ouvert du plan homéomorphe au disque D et différent du plan peut étre cartographié

globalement par une carte circulaire (ou rectangulaire c’est plus pratique) et qui respecte
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3.3. Théoréme de I'application conforme de Riemann

les angles.
U est simplement Un'est pas simplement U n'est pas
connexe connexe connexe

Théoréme 3.3.1 Soit Q2 C C est un ouvert non vide, simplement connezxe et différent de

C. Alors il existe f : Q — D analytique et bijective.
Pour démontrais ce théoréme on a besoin du lemme suivant

Lemme 3.3.1 Soit U un ouvert simplement connexe de D, différent de D et contenant

Uorigine. Alors il existe g : U — D analytique injective telle que g(0) =0 et |¢'(0)| > 1.

Preuve. Soit 3 € D\ {0} tel que 3? ¢ U .
Soit g; I'application de Mobius:

_ Pz
11— 22

g1

envoie injectivement U sur un ouvert simplement connexe U; de D*. De plus 3% =
g1 (0) € Uyl existe donc une détermination go de la racine carrée définie sur U et telle
que:
92 (52) =f.
L’ouvert Uy = g5 (Uy) est dans D.
Soit g3 une autre application de Mobius:

_ Bz
_I—Bz'

g3

Soit g la composée de g3 o g © g;.
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3.3. Théoréme de I'application conforme de Riemann

1+|8[
2|8

Preuve. (Du théoreme) Soit zg € C\Q. Puisque 2 est simplement connexe, il existe

Par construction g(0) = 0,|g/(0)| =

> 1, g(U) C D et g est injective. m

g € 0O(Q) telle que ¢g*(z) = 2z — z la fonction g est une racine carrée. Si on pose €2
= ¢(Q) alors ; C C*, Q; N —OQy = & et Papplication g : @ — ) est un homéorphisme
analytique ainsi que sa réciproque. De plus §2; est simplement connexe.

Soit vy € Q2 et v; = g(vp):w1 # 0 par construction. Puisque g est ouverte il existe

e €0, |v1]] tel que D.(vy) C €. On a D.(—v1) N Q4 # 0.

% injecte C\ D.(-v1) dans D; en envoyant v; sur 0.

Or 'homographie hy =

Par conséquent la composée hgo g est une injection analytique de €2 dans D; qui envoie
vg sur lorigine.

Notons H l’ensemble des injections analytiques de 2 dans D qui envoient vy sur
I’origine.

Cet ensemble contient hy.

D’apreés le lemme précédent si b € H est non surjective il existe i € H telle que

i (vo)‘ > |1 (w)].

On pose M = supy,cy |h' (vo)] -

On a M # 0 car |htg(vg)| # 0. Si on trouve h € H telle que |h/(vg)] = M alors h est
une bijection analytique de 2 dans D.

Il reste donc a montrer l'existence d’un tel h.

On considére une suite (hy,), o d’éléments de H telle que:

lim |, (vo)| = M.

n—oo

Puisque les fonctions h, sont a valeurs dans D, elles sont bornées dans leur ensemble
et forment une famille normale. On peut donc en extraire une suite convergente (uni-
formément sur tout compact de  ainsi que les dérivées) vers une fonction analytique
h.

On a |/ (vg)| = M et donc h est non constante. Puisque les h,, sont injectives c’est
encore vrai pour h. Ainsi h € H. Puisque |h(vg)| = M D'application i répond au probléme.
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3.3. Théoréme de I'application conforme de Riemann

Application a I’équation de Laplace dans un disque
Soit : Q = {(z,y) € R? : 2% + y* < R?}.
Auz%%—%zo (z,y) € Q

u(z,y) =¢(z,y) (z,y) € 00
Ou ¢ (z,y) = 2* + y est une fonction de C.

Soit le probléme (P)

Utilisons la méthode de séparation de variables :

Etape 1: passage en coordonnées polaires, telle que :
xr =rcosb, y =rsinf
et
v(r,0) =u(z,y) =u(rcos,rsinf)
On obtient

0% 1@ 1 9%

Au=ont e T e

Et le probléme devient :

Doy L0uy 1% () ¢ (0,R),0 € (0,27)
v(R,0) = ¢ (Rcosf, Rsinf) 0 € (0,2m)

on impose que :

ov ov
v(r,0) =v(r,2m) et T (r,0) = e (r,2m).
En particulier, on a :
R2 2
Y (0) = ¢ (R,0) = R*cos® + Rsinf = 5 T 700529 + Rsinf

Etape 2 : Séparation des variables

Ignorons les conditions aux limites v (R, #) = 1) (f) et résoudre I’équation :

IRt aE =0 r € (0,R).0 € (0,2r)
v(r,0) = v (r,2m) re (0,R)
& (r,0) = %o (r,2) r e (0,R)
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3.3. Théoréme de I'application conforme de Riemann

Cherchons une fonction v (r, #) ;solution du probléme donné, de la forme

v (r,0) = f(r)g(0)

On trouve I’équation

F(r)g6) + (1)g(6) + 5 /(r)g"(6) =

Equivalant a

i) i) g0 _

f(r) 9(0)

Pour les conditions de périodicité :

9(0) =g(2m) et 4'(0) =g'(2m)

On obtient :
"(@)+ Ag(d) =0
7'(0) + (0 o)
9(0) = g(2m),  ¢'(0) = g'(2m)
et
r2f'(r) +rf(r) = Af(r) =0 (3.3.2)
Les solutions non triviales de (3.3.1) sont données, pour n € Z, par
A=n* et g,(0) = a,cosnd+ 3,sinnd
Les solutions de (3.3.2) avec A = n? sont données par :
V" sin#0,ncZ
falr) = )
Yo + 9o log sin=0
Donc la solution générale s’écrit :
v (r,8) = ag (70 + dp logr) + Z% (cvn, cosnb + B, sinnf) r" (3.3.3)
nez
n#0

posant :

ag = 200, by = agdy, ap = pYn, sin#0, b,=0,msin>0etb,=—03,7,sin<0
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3.3. Théoréme de I'application conforme de Riemann

Alors (3.3.3) s’écrit sous la forme :

v(r,8) = % + bologr + Z (a,, cosn + by, sinnb) r’* + Z (a_pcosnb +b_,sinnd)r—"

n=1 n=1

Puis que on s’est intéressé & des solutions définies dans le disque centré en 0, alors les

solutions de la forme r~"et logr ne sont pas admises car elles tendent vers oo quand r

tend vers 0.

Alors on déduit que :

Par conséquent la solution générale v du probléeme est :

v(r,0) = % + bg logr + Z (ay cosnb + b, sinnf) r"

n=1
Etape 3 : conditions aux limites

Il reste a déterminer les coefficients a,, et b, pour que

v(R,0) =@ (Rcosf, Rsinf) = () = % +Z(ancosn9+bnsinn9) R"

n=1

Ce qui donne
2
a,R" = l/w (0) cos nOdo
T
0
et

27
b,R" = l/1/1 (0) sin nOdo
T
0

On pourrait démontrer que la fonction obtenue v est de C* dés que r < R.

En particulier
R* R?
Y (0) = > + 760829 + Rsind
Et on trouve que

1
CLOZR2, CL2:§, an:()

ou bien on trouve
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3.3. Théoréme de I'application conforme de Riemann

D’ou le résultat :
2 2 2 2

2
v(r,0) = o —l—%cos%—i—rsin@ = 7—# %00829— %Sin29—|—rsin0

Et le résultat en coordonnées cartésiennes est :

Exemple 3.3.1 On cherche une fonction u = u(z,y) : R?> — R solution du probléme

(P) de l’éqauition de Laplace suivante:

Auz%—i—%:& r>1LyelR

u(lLy)=¥(Ly) =13 yeER

(P)

Soit Q) un domaine simplement connexe tel que:
Q={z+iy, v>1LyeR}={z€C, Rez>1}

Nous allons ramener ce domaine par la transformation conforme au cas d’un disque

unité ouvert D.

En appliquant le théoréme de représentation conforme de Riemann, telle qu’il existe

une application conforme
f=a+if:Q— D.

Linverse de cette fonction s’écrit sous la forme

f'=a+ib:Q—D

On trouve
2
=" _Tletf! = —
() et f M (w) = 1
Alors:
f(x,y) = az,y) +i8(x,y) - 1
X = x\T 10(x = —
Y 'Y Y Z+iy
2x . 2y
= — — —
m2+y2 x2+y2
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3.4. Transformation de Joukowski

et
2
e, B) = a(a, B) + ib(a, B) = Tratid
_ 2(1+«) . 2/3
(14+a)’+82  (1+a)+32

On pose ¢(a, B) = Yof~t = (a(a,B),b(a,B)) et on va résoudre le probléeme suivant:

Av=2Ly 4 Pv— 24 52<1

902 T 952
v(a, B) =¢(1,y) o+ =1
Si a®+(2=1,donc (1+a)’+3>=2(1+0)
et donc
2 2
¢(Oé,6) = 23 2 = _23 2
1+ <(1+a)2+62> 1+ <2<1+a)2>
2(1 2
(1+a)” + B2

d’ou: v (a, B) =1+ « est la solution triviale.

Et donc la solution donnée par :

u(a, ) =v(a(z,y), B (z,y))

et comme Au =0, ¢ =pof~! et u =) sur O

3.4 Transformation de Joukowski

Définition 3.4.1 La transformation de JoukowskiV) est définie par :

1
J(z) =2+ Z;Vz# 0.

Cette application est holomorphe sur C — {0} car : ¥z # 0 ,J (z) =1- 2

’

De plus, Vz ¢ {—1,0,1},J(2) # 0, donc cette transformation est une application

conforme sur tous les domaines ouverts du plan complexe n’incluant ni 0 ni —1 ni 1.

(I)Nikolai Tegorovitch Joukowski : (1847 — 1921)

un Mathématicien, physicien, ingénieur russe.
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3.4. Transformation de Joukowski

Proposition 3.4.1 La transformation de Joukowski est une bijection qui transforme le

demi-cercle unité supérieur en un segment borné aux points d’affixes respectives —2 et 2.

Preuve. Soit z un point du demi-cercle unité supérieur. Alors, 30 € [0, 7], tel que
z=e".
Ainsi, J(2) = € + 7% = 2cos(0).

Alors quand 6 décrit[0, 7|, J(z) décrit [-2,2] m

Proposition 3.4.2 La transformation de Joukowski transforme la portion de plan 3 du
schéma suivant en le demi-plan strictement supérieur.

La frontiére du disque est exclue de 3.

21 2
z
J
. 000 5 1
S | 0
2 -1 0 1 2 2 1 0 1 2
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3.5. La transformation de Schwarz-Christoffel

1

Preuve. Notons que Vz =z +iy #0 ,ona J(z) =z + iy +

41y
, T — 1y
J(Z):$+Zy+m
7x3+ix2y+y2$+iy3+m—iy
N x? 4+ y?
P tylr4a 2Py+yt -y
T T sty
_r@+yr+1) | oy’ 4y’ 1)
a2 4y? T

= P(z,y) +iQ(z,y)

Avec :

w2 +y*+1)
x? + 9?2

Si M(z) € 3, alors 2° + y? > 1 et y > 0.

Ainsi, on a bien Q(z,y) = Im(J(z)) >0. =

y(a* +y* — 1)
2 +y?

P(x,y) = et Q(x,y) =

3.5 La transformation de Schwarz-Christoffel

Définition 3.5.1 Considérons un polygone dans le plan des w, ayant pour sommets

Wo, W1, , .., Wy, €t pour angles extérieurs respectivement 31, Pay ..., Pn.

Soit wy, wy, , .., w, les points correspondant respectivement a x1, s, ..., x, de l’ave réel

du plan des z:

Plan w

Plan z
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3.5. La transformation de Schwarz-Christoffel

Une transformation qui représente l'intérieur R du polygone considéré sur le demi-plan

supérieur du plan des z, et la frontiere du polygone sur l’axe réel, est donnée par:
T(z) = A / (r—a1) P (r—20) (T —2p) " dr + B (3.5.1)
ou A et B sont des constantes complexes. On notera que:
1. Parmi les point x1,xs...x,_1 on peut en choisir trois arbitrairement.
2. Les constantes A et B déterminent la taille, l’orientation et la position du polygone.

3. 1l est commode de choisir un point, par exemple x, & linfini,cas dans lequel le

dernier facteur de (3.5.1) n’existe pas.

4. Des polygones infinis non fermés peuvent étre considérés comme des cas limites de

polygones fermés.

Exemple 3.5.1 Trouver une transformation conforme entre le demi-plan {z : Re(z) > 0}

dans un rectangle.

Solution 3.5.1 Soit a > let choisissons les quatre points réels v1 = —a, xo = —1, 13 =1
et x4 = a. Pour un rectangle on a, forcément ,51 = Po = 3 = By = 1/2 et si 29 = 0 la

formule3.5.1 s’exprime comme

[NIES
[NIES
[NIES

T(Z):A/OZ(T—ZL‘l) (T—m9) 2 (17— 1) (T—{L‘g)édT—l—B:A/OZF(T)dT-f-B

Les valeurs A = 0 et B servent a placer le rectangle & une position désirée et ajuster
sa grandeur, mais la partie essentielle de la transformation réside dans l'intégrale et ceci
comprend le rapport entre les longueurs des cotés.

Pour déterminer les sommets du rectangle il convient de considérer les deux intégrales

auxiliaires

b—A/O F(T)dTJrB—A/\/(l_T;l)T(az_TQ)—|—B

@ dr
h:A/1 F(r)dT+B=A1/\/(72_1)(a2_€2)+B
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3.5. La transformation de Schwarz-Christoffel

St —1 < & < a on note que
F(r)=(r+a)* (r+a) 2e ™ (a—7) " e ™ (1-7)7F =™ |F(r)| = - |F(7)]
et, st —a < £ < —1 on trouve de la méme maniére que
F(r) = e ™ |F(1)] = i|F(T)]
Les quatre points du rectangle sont

T(—a) = A /0 F(r)dr + B

A (/0_1 F(r)dr + /_: F(T)df) +B
A (_ /0_1 1F(T>yd7+¢/j \F(T)|d7) +B

A(b+ih)+ B

T(~1) = A/O_l F(r)dr + B
_ —A/_1|F(T)|dT+B
b+ B
T(1) = A/Ol F(r)dr + B

-1

:A/ \F(r)|dr + B
0

— —Ab+ B

T(a):A/OaF(T)dT—i—B

_ A (/Olp(f)dw/laF(T)dT) +B
:A(—/01|F(T)|d¢—i/1a|F(T)|dT) B

— —A(b+ih)+B

1l est clair que b > 0 et h > 0 de telle sorte que le choix A = —1, B = 0 produit le

premier rectangle de la Figure suivant tandis que le choix A = i, B = 0 donne le deuxiéme
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3.5. La transformation de Schwarz-Christoffel

qui est une rotation du premier.

ib

h+ib

ih

b h —ib

En effet, si |A] = 1, B = 0 on obtient une rotation du premier rectangle autour de
lorigine. Pour un choix quelconque de A € C on aura une rotation swivi d’un agrandisse-
ment (|A| > 1) une rétrécissement (|A| < 1) du rectangle par un facteur |A|. Finalement,
st B # 0 il y aura une translation dans la direction déterminée par B par une distance

égale o |B.
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Conclusion

Dans ce travail, on a essayé de présenter de maniére élémentaire les propriétés remar-
quables des fonctions d’une variable complexe, on a met en évidence quelques notions
fondamentales de I’analyse complexe pour le calcul d’intégrales réelles et de calcul somme
de séries numériques.

Nous avons également présenté une étude importante sur la géométrie dans les plans
complexe qui parle sur les transformations conformes, cette derniére transforme des objets
mathématique dans les plans complexes et conserve les ongles et leurs sens d’orientations,
nous avons proposés quelques transformations conformes élémentaires, ce mémoire nous a
permis aussi de comprendre le lien entre les fonctions holomorphes et les transformations

conformes.
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Résumé

Le mémoire porte sur les notions suivantes: Rappels généraux sur les nombres
complexes, Intégration complexe,
fonctions holomorphes, équation de Cauchy-Riemann, théoréme de Cauchy, formule
intégrale de Cauchy,
séries deTaylors et de Laurent, points singuliers, théoréeme des résidus et application au
calcul

intégral,et aux calculs des somme de série, application conforme.



