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Notations

Ensemble des nombres réels

Ensemble des réels positifs

un ensemble

une tribu sur 2

est une mesure de probabilité sur (2, F)
tribu borélienne sur R.

Mouvement brownien

L’espérance d’une variation aléatoire Y

presque stirement

Intégrale stochastique

une famille croissante de o — algebre (F;) € F.

fonction indicatrice de 'ensemble A



Introduction générale

Pendant les cinquante derniere années, I’étude des phénomeénes stochastiques a pris un
intérét croissant. De nombreuses recherches ont été réalisées dans ce domaine stimulées
par le besoin de prendre en compte les aspects "aléatoires" dans les systémes physique.
Ainsi I'un des buts principaux de la théorie des probabilités est la description de comporte-
ment macroscopique de systemes de particules gouvernées par leurs interactions locales.
L’exemple est fourni par le mouvement brownien qui est une description mathématique
du mouvement aléatoire d’une "grosse" particule immergée dans un fluide et qui n’est
soumise & aucune autre interaction que des chocs avec les "petites" molécules du fluide
environnant il en résulte un mouvement tres irrégulier de la grosse particules qui a été
décrit pour la premiére fois en 1827 par le botaniste Robert Brown en observant des mou-
vements de particules a I'intérieur de grains de pollen de clarkia pulchella (une espéce de
fleur sauvage nord-américaine), puis de divers autres plantes [[4]].

La description physique la plus élémentaire du phénomene est la suivante:

- Entre deux chocs, la grosse particule se déplace en ligne droite avec une vitesse con-

stante.

- La grosse particule est accélérée lorsqu’elle rencontre une molécule de fluide ou une

paroi.

Le mouvement brownien et donc le nom donné aux trajectoires irréguliéres du pollen
en suspension dans ’eau. Le champs d’application du mouvement brownien est beaucoup
plus vaste que I’étude des particules microscopiques en suspension et inclut la modélisation

du prix des actions, du bruit thermique dans les circuits électriques, du comportement
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limite des probléemes de files d’attente et des perturbation aléatoires dans un grand nombre
de systéemes physique, biologique ou économique.

Brown n’est pas exactement le premier a avoir observé ce mouvement. Il signale lui-
méme que plusieurs auteurs avaient suggéré I’existence d’un tel mouvement en lieu avec
les théories vitalistes de I’époque, parmi ceux ci, certains ’avaient effectivement décrit,
on peut mentionner en particulier L’abbé John Turberville Nedham (1713,1781). Célebre
a son époque pour sa grande maitrise du microscope, qui attribua ce mouvement a une
activité vitale.

La réalité des observations de Brown a été discutée tout au long du xx° siécle compte
tenu de la mauvaise qualité de I'optique dont il disposait, certains ont contesté qu’il ait
pu voir véritablement le mouvement brownien qui intéresse des particules de quelques
micromeétres au plus. Les expériences ont été refaites par I’Anglais Brown Ford au début
des années 1990, avec le matériel employé par Brown et dans les conditions les plus
semblables possibles. Le mouvement a bien été observé dans ces conditions, ce qui valide
les observations de Brown.

En 1901, Louis Bachelier propose un premier modéle mathématique du mouvement
brownien et 'applique & la finance.

En1905, Albert Einstein donne une description quantitative du mouvement brownien
et indique notamment que des mesures faites sur le mouvement permettent d’en déduire
leur dimension moléculaire, il a obtenu la densité de probabilité de transition du mou-
vement brownien a partir de la théorie moléculaire de la chaleur. Jean Perrin réalise ce
programme et publie en 1909 une valeur du nombre d’Avogadro ce qui lui vaut un prix
Nobel en 1926. Il décrit également 'extréme irrégularité des trajectoires qui n’ont de
tangente en aucun point.

Le 1 traitement mathématique rigoureux est dit & N. Wiener (1923, 1924), qui a
prouvé 'existence du brownien.

En 1933, Paul Lévy démontre que le mouvement brownien a été réalisé par nombreux
auteurs. Citons Volker strasses ainsi que Kiyoshi It6, lequel développe un calcul différentiel

spécifique au mouvement brownien, le calcul stochastique.
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L’avantage de travailler avec le mouvement brownien réside dans le fait que nous
comprenons son comportement grace a des outils qui ne sont valides que pour les fonctions
continues.

Il est certainement le temps de discuter un peu du sujet développé principalement par
It6 et dont les ignobles applications ’ont rendu céleébre "le calcul stochastique d’It6" terme
qui ressemble a la fois la théorie de I'intégration stochastique par rapport au mouvement
brownien, et plus généralement a la somme d’une martingale et d’un processus a variation
bornée, ainsi que la théorie des équations différentielles stochastique (EDS) introduite par
[t6 et le mouvement brownien.

Ce mémoire est comme suit : aprés cette introduction générale, le premier chapitre
donne quelques rappels et compléments de la théorie des probabilistes qui nous seront in-
dispensables pour la suite, et aussi quelques résultats importants concernant les processus
stochastiques.

Le deuxiéme chapitre est consacré a la définition du mouvement brownien, ses pro-
priétés et sa construction.

Le troisieme chapitre décrit l'intégrale d’Ito, la construction de cette derniére et
quelques propriétés associées.

Dans le dernier chapitre, on étudie la formule d’It6 unidimensionnelle et multidimen-
sionnelle, et la représentation des martingales, et on introduit & la fin de ce chapitre les
équations différentielles stochastiques. On termine par une conclusion qui synthétise notre

travail.



CHAPITRE

Préliminaires

Introduction

Ce chapitre regroupe quelques notions éssentielles de la théorie des probabilités et les
processus stochastiques, qui sont indispensables pour la suite. Pour un exposé bien com-

plet, nous renvoyons, par exemple, le lecteur a [1] et [3]

1.1 Espace de probabilité

Un espace de probabilité est un triplet (€2, F,P) ou :
) est un ensemble
F est une tribu (ou o — algebre) sur €

P est une mesure de probabilité sur (Q, F).

Définition 1.1.1 une tribu (ot o — algébre) sur ) est une famille Fde sous ensembles

de S (appelés “événements ”) tels que

0eF
AecF=— A°c F

(A CF = U2 A, € F
En particulier : A, Be F = AUB e F,deméme A, Be F—=ANBecF

Exemple 1.1.1 Soit Q = {1,...,6}, on peut définir pleusieurs tribus sur .
F=PQ)=40,{1},{2},...,{1,2},...,Q} = tribu compléte (la plus grande)



1.1. Espace de probabilité

Fo =1{0,Q} = tribu triviale (la plus petite)

(0 = événement impossible, ) = événement certain )

Fr={0,{1},{2,...,6},Q}

Fo=1{0,{1,3,5},{2,4,6},Q} ...etc

Soit Q = [0,1] et I1,...,I, une famille d’intervalles formant une partition de Q). La

famille de sous ensembles définie par
g:{@,[1,12,...7[1U[Q,...,[lU[QU[g,...,Q}.
est une tribu sur 2.

Définition 1.1.2 soit A = {A;,i € I} une famille de sous ensembles de Q. la tribu en-
gendrée par A est la plus petite tribu sur Q) qui contient tous les sous ensembles A;,i € I.

Elle est notée o (A) (NB: l’ensemble I n’est pas forcément dénombrable) .

Exemple 1.1.2 Reprenons l'exemple 1.1.1
Soit @ ={1,...,6}, si Ay = {{1}}, alors o (A1) = Fi.
Si Ay = {{1,3,5}}, alors o (Ay) = Fo
Pour Q =10,1], st A={IL,...,L,}, alors 0 (A) = G.

Définition 1.1.3 Soit Q = [0,1]. La tribu borélienne sur [0, 1] est la tribu engendrée par

la famille de sous ensembles
A={la,b[:0<a<b<1} = {intervalles ouverts dans [0,1]}.

Elle est notée By 1. Elle contient un trés grand nombre de sous ensembles de [0, 1], mais

pas tous .

Remarque 1.1.1 Pour Q un ensemble fini, on choisit souvent F = P (1) Pour Q C R

ou 2 C R", on choisit souvent F = Bq.

Définition 1.1.4 Une sous tribu de F est une tribu G telle que si A € G alors A € F.
On note G C F.



1.1. Espace de probabilité

Exemple 1.1.3 Reprenons l’exemple 1.1.1. On a
FoCFL CF, FoCFoCF mais pas Fi C Fa, mi Fo C F

Remarque 1.1.2 1] est toujours vrai que A€ G etGCF=— A€ F.
Mais il est faux de dire que AC BetBe F=— A€ F.

Contre exemple:

{1} c {1,3,5}, {1,3,5} € F, mais {1} ¢ F>.
Définition 1.1.5 Soit F une tribu sur §2. Une mesure de probabilité sur (Q, F) est une
application P :F — [0,1] telle que

P@)=0;P(Q) =1
Et si (Ay),—, C F sont disjoints deux & deuz, alors
F <nL:J1An> - ;P (An)
En particulier, si A,B € Fet ANB =, alors

P(AUB)=P(A)+P(B).

De plus

1. Si(A,) " CF, A, C Ay et U2 A, = Aalors, imP(A,) =P(A).

n—oo

2. Si (An),2 € F, Ay D Appr et N1 A, = A, alors, limP(A,) =P(A).

n—oo

Exemple 1.1.4 Soit Q= {1,...,6}, F =P (Q). On définit
P ({i}) = &, Vi (mesure de Probabilité associée o un dé équilibre) .

Dans ce cas, on voit par exemple que

P({1,3,5}) =P ({1}) + P({3}) + P ({5})
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et
P, ({i}) =0, Vi <5, P,({6})=1.

(mesure de probabilité associée a un dé pipé).

Définition 1.1.6 Soient Q = [0,1] et F = Bjo1), on appelle mesure de Lebesgue sur [0, 1]

la mesure de probabilité définie par

P(Ja,b) =b—a,V0<a<b<1.

P n’est pas définie a priori que sur les intervalles mazis elle est uniquement extensible
a tout ensemble borélien

B e B[O,l}-

Elle est notée par

P(B) = |B| ,B € Bo,)-

En utilisant la propriété ci-dessus, on déduit que pour tout x € [0, 1]
] 1 1 { 2
r——,x+—
n n

= lim —=0.
Généralisation a la dimension n.

{a} = lim Jim —

Soit Q = [0,1]"
1. Tribu boréliénne
Ba =0 (A),ou A={]ay,bi[ X |ag,ba[ X ... X |an, by, 0 < a; < b; < 1}.
2. Mesure de Lebesgue

P (Jay, bi[ X Jag, ba| X ... X Jan, by[) = (b1 — aq) (by — az) ... (by — ayp) -

Comme dans le cas uni-dimensionnel. [P n’est définie a priori que pour certains ensem-

bles (le rectangles), mais elle est uniquement extensible a tout B € B, (par exemple B = disque, oval. ..

Notation

P(B) = |B|, pour B € Bq,.



1.2. Variable aléatoire

1.2 Variable aléatoire

Définition 1.2.1 Soit (2, F,P) un espace de probabilité.

Une variable aléatoire (souvent abrégé v.a par la suite) est une application
X:Q—-R

telle que
X' B)={weQ: X (w) € B}eF, VB € Bg.

Proposition 1.2.1 X est aussi dite une fonction (ou v.a) F — mesurable.

St Q=R et F = Bg, alors X est dite fonction borélienne .

Définition 1.2.2 Pour A C 2, on pose

Ly (w) lsiwe A
Al\W) = .
0 sinon

On vérifie que la v.a . 1, est F — mesurable si et seulement si A € F.
Exemple 1.2.1 Soit (Q,F,P) l'espace probabilisé du dé équilibré .

S| =

Xi(w)={w:P{weQ: X;(w)=11}}=P{i}) =

Xs (w) = {1pss (w) : P{w e Q: X5 (w) =1}) =P ({1,3,5})} =

DO | —

Soit F =P (Q). X, et Xy sont toutes les deur F — mesurables.
Soit
-7:2 - {@,{173,5},{2,476},9}
Seule Xy est Fo — mesurable; Xy ne l’est pas. En effet
{weQ: Xy (w)=1}={1,3,5} € F
et

{we Q: Xy (w) =0} ={2,4,6} € Fo.

Tandis que

(weQ: X, (w)=1} = {1} ¢ F.
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Définition 1.2.3 La tribu engendrée par une famille de v.a
{Xi,i €I} sur (2, F,P)
est définie par

o{X;,iel}=0({X,€B}, i€l, BeBg)

=oc({X;<t},iel, teR).
Exemple 1.2.2 Reprenons l’exemple 1.2.1
o(X1)=F=P(Q), c(Xo)=F2#P(Q) .

Proposition 1.2.2 Si g : R — R est borélienne et X : Q — R est une v.a, alors g (X)

est une v.a .
Preuve. Soit B € Br. On a

fweQ:g(X(w)eB={weQ: X (w)eg " (B)}.

g '(B)={r€R,g(r) € B} € By
car g est borélienne comme X est une v.a, on en déduit que
fwe: X(w)eg ' (B)}eF
donc g (X) est une v.a . =

Proposition 1.2.3 Toute fonction continue est borélienne.

1.3 Espérance conditionnelle

Définition 1.3.1 L’espérance conditionnelle de X sachant B est une variable aléatoire
Y € B telle que
E[1aX]=E[14Y] VA e B (1.3.1)

L’assertion 1.3.1 est en fait équivalente o

E[ZX]|=E|[ZY] VZ € B bornée.

10



1.3. Espérance conditionnelle

Conditionnement par rapport a un événement B € F

Soit
. _P(ANB) .
Soit X une variable aléatoire intégrable (i.e E (|X]|) < o0)
CE(X1p)
E(X|B)= P(B) siP(B) #0.

Conditionnement par rapport & une v.a Y (a valeur dans D dénombrable)

Soit X une v.a intégrable
EXY) =y ().
ou

vy =BX[Y =y), yeD.
Exemple 1.3.1 Soient (X1, Xs) deuz jets de dés indépendants
E(Xl +X2 |X2) - 1/1<X2) .

On a

Y (y) =EB(X1+ Xo/ Xy = y)

E (X1 + X5) 1{x,=y))
P({ X2 =y})

B ((Xl +v) 1{X2=y}>
P{X2 =y})

EXi+y)PE{Xa=y})

P({X2 =y})
=E(X1)+y

donc

E(X:+ Xo|X2) =E(X1) + Xo.

11



1.4. Convergences de suites de variables aléatoires

Conditionnement par rapport & une tribu G

Soit X une v.a (intégrable) définie sur (2, F,P) et G une sous tribu de F.
Définition 1.3.2 ] eziste une v.a Z telle que E (|Z]) < oo et

i) Z est une v.a G-mesurable

ii) E(XU)=E(ZU),VYU v.a G-mesurable et bornée.
Z est notée B (X |G) et est appelée espérance conditionnelle de X par rapport & G.

Propriétés de ’espérance conditionnelle

Soit X, Y deux v.a intégrables.

1. Linéarité

E(cX+YI|G)=cE(X|G)+E(Y|G) ps.

2. Si X 1@ alors
E(X|G)=E(X) ps.

3. Si X est G-mesurable, alors

E(X|G)=X ps.

4. SiY est G-mesurable et bornée , alors

E(YX|G)=YE(X|G) ps.

1.4 Convergences de suites de variables aléatoires

Soient (X)), une suite de v.a et X une autre v.a définies sur (2, F,P). Il y a pleusieurs
fagons de définir la convergence de la suite (X,,) vers X, car X : Q — R est une fonction.

Convergence en Probabilité

X, 5 XsiP{weQ:|X,(w)— X (w)|>e})=0.

n—oo

12



1.5. Processus stochastiques

Convergence presque stre

X, = X,siIF’({wEQ: lian(w):X(w)}>:1.

n—oo n—oo

Convergence en moyenne (ou convergence dans L')

lim E (|X, — X|') = 0.

n—oo

Convergence en moyenne quadratique (ou convergence dans L?)

lim E (|X, — X|*) = 0.

n—oo

1.5 Processus stochastiques

Pour représenter ’état d’un systéme dépendant du temps et du hasard. Le modéle math-
ématique se présente naturellement sous la forme d'un espace de probabilité (2, F,P)
et d’une fonction (f,w) — X, (w) représentant I’état du systéme. Pour ¢ fixé, 'état du
systéme est une variable aléatoire X, (w), en revanche pour une évolution particuliére du
systéme (i.e & w fixé) les états successifs sont représentés par la fonction ¢ — X; (w) que

I’on nomme par abus de langage une trajectoire .

Définition 1.5.1 (Filtration) Une filtration {F;, 0 <t < 400} est une famille croissante
de sous tribus de F:

pour 0 < s <t < +4oo; Fs C F;.

Définition 1.5.2 On appelle processus stochastique (resp.processus stochastique adapté)
la donnée

X=(QF (Xy) P),

teT >

(resp. X = (U F, (Frer (Xe)er - P))

ou

T est un sous ensemble de R, (qui représente le temps) .

13



1.5. Processus stochastiques

(X1),er une famille de variables aléatoires définies sur (2, F) , a valeurs dans un espace

topologique E muni de sa tribu des boréliens By

resp. qu’on suppose de plus adaptée a la filtration (Fy),cp i.e. telle que pour tout t € T, X,

est F; -mesurable

Remarques 1.5.1 1. Un processus stochastiques modélise [’état d’un systéeme aléa-
toire au cours du temps. L’espace E dans lequel les variables aléatoires X; prennent
leurs wvaleurs, est appelé 'espace des états du processus. La variable aléatoire X,

représente l’état du processus a l'instant t.

2. Dans la plupart des cas, l'espace des états (E,Bg) est l'espace numérique (Rd, BRd)
de dimension d et l’ensemble des temps T est un intervalle [0, a] ou [0, +oo[. Dans ce
cas le processus X est dit a temps continu. Lorsque T est I’ensemble N des entiers,

le processus est a temps discret.

3. La filtration d’un processus est un objet important qui contient [’essentiel des pro-

priétés probabilistes du processus .

4. L’application t — X, (w) de T dans E est la trajectoire du processus correspondant

a l’éventualité w € €.
5. On désignera souvent le processus X par X = (Xi),cp quand le reste de la donnée

est fixé ou n’a pas besoin d’étre précisé.

1.5.1 Martingale

Définition 1.5.3 (Martingale) Soit (Q,]—", (F)ier 7IP’) un espace probabilisé filtrée. Une

martingale par rapport & une filtration (F;),.p est un processus stochastique (M),

tels que :

i) (M;) est Fy—mesurable pour tout t.
i) E(|M,]) < .

iii) E (M, |F:) = M, pour tout s > t.

14



1.5. Processus stochastiques

Remarque 1.5.2 Si la derniére condition est remplacée par B (M, |F;) < M, on dit que
(M) est sur-martingale, et si elle est remplacée B (M |Fy) > M; on dit que c’est une

sous-martingale.

1.5.2 Processus équivalents

Définition 1.5.4 i) Deux processus (X;),.p et (Y3),cp sont dits équivalents si et seule-

ment St ,

VnGN*,V(tl,,tn) GT", (th,...,th) ? (KU"'?KW.)'

On dit également que les processus ont méme marginales fini-dimensionnelles .
ii) Un processus X = (Q, F  (Xt)er ,IP’) est une modification d’un processus
Y =(Q0F,(Y)er P)

si et seulement si

vieT , Xy, =Y, P—ps.

iii) Deux processus X = (Q,]—" ,(Xt)teT,IP’) et Y = (Q,}" , (YY) IF’) sont dits indis-

teT

cernables si et seulement si
P{w /VteT, X;(w)=Y,(w)}) =1.

Définition 1.5.5 On dit que les trajectoires d’un processus sont cadlag (continue a droite,
limite & gauche)

si et seulement si pour P presque tout w, t € T — X; (w).

est continue a droite et admet une limite & gauche.

Pour simplifier les choses nous supposerons désormais que 7' = R,. Soit (X;),., un
processus. Fixons un nombre fini d’instants 0 <¢; < --- <¢,. On note P, ..., la loi du
vecteur (Xy,,- -+, Xy, ). Remarquons trés simplement que pour toute famille (Ay,--- | A,)

de Boréliens, pour t,1 > t,, on a

’Ptl,"',tn (Al X o X An) = Pt17,..’tn7t7L+1 (Al X X An X R) . (151)

15



1.5. Processus stochastiques

Le théoréme suivant di & Kolmogorov assure ’existence d’un processus stochastique
associé a une famille de marginales fini-dimensionnelles pour vu qu’une condition de
comptabilité naturelle de type 1.5.1 soit vérifiée. Ce théoréme se révele utile pour dé-

montrer de maniére abstraite I'existence d’un processus en particulier
Théoréme 1.5.1 Soit une famille de probabilités
Ptl,..‘,th n>1 0<t <...<1t,
telle que
(a) Py, .1, est une probabilité sur R™.

(b) Si{0<s1<...<sp}tC{0<t; <...<t,} alors

™ Ptlv"'7t7l = Psl

ou 7 est la projection naturelle de R™ sur R™.

Alors il existe alors un processus (X;) dont les marginales fini-dimensionnelles

teRy

sont exactement les {Py, 1.} .

Un processus étant une fonction de deux variables, on a une définition naturelle de la

mesurabilité.
Définition 1.5.6 [4] Un processus (X;),cp, est dit mesurable si la fonction
(t,w) € (Ry, Br,) x (U, F) — X, (w) € (R, Br)
est mesurable i.e Vs € R, VA e F
{(t,w),0<t <5, Xy (w) € A} € B, * Br.

Remarque 1.5.3 Notons si (X;),cp, est mesurable , si f € Cy (R,R), la variable aléa-

toire .
Y, = /f (Xs) ds
0

est bien définie .
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1.6. Processus gaussiens

Définition 1.5.7 L’espace

L2(Q) x [0, 5] = { (X))

telo,s

| mesurable; & /ngu < 00
0

muni de la norme naturelle associée, est un espace de hilbert .

Construction d’un processus stochastique

Si I et J sont des parties finies de ’espace des temps T telles que J C I, on note

®;;: E! — E’ la projection canonique définie par

®ry ((xl)zel) - <xj)jeJ'

(Par exemple si I ={1,2,3} et J ={2,3}, ®r (21, x9,23) = (22, 23)) .

1.6 Processus gaussiens

Définition 1.6.1 Le vecteur X = (X1, Xo, -+, X,,) est gaussien si pour tous ay, -+ ,a, €

R, la variable aléatoire réelle

ZaiX,-

=1

est de loi normale.

Définition 1.6.2 Un processus aléatoire & valeurs dans E = R? est dit gaussien si toutes
ses lois de dimension finie sont gaussiennes.
Soit X = (Xt),cp, un processus gaussien réel (i.e £ =R). Pour tous s,t € R, on

pose

m(t) = B(X,) (1.6.1)

['(s,t) =cov (X, X3) =E((X; —m (1)) (Xs —m(s))). (1.6.2)

Définition 1.6.3 La fonctionm : T — R définie en 1.6.1 s’appelle la moyenne du proces-

sus gaussien X.
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1.6. Processus gaussiens

La fonction T' : T'x T — R définie en 1.6.2 est appelée la covariance du processus

gaussien X.

Conclusion

Les processus stochastique sont & la base de la définition de la plupart des phénomeénes
réels. Dans le chapitre suivant, on va décrire un processus dont, les trajectoires, sont

continues nulles part dérivable appelé “mouvement brownien”
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CHAPITRE

Le Mouvement Brownien

Introduction

En 1827, grace aux progres qui viennent d’étre réalisés dans la fabrication des microscopes,
le botaniste écossais R. Brown observe des minuscules particules de pollen qui placées
dans ’eau, au lieu de tomber réguliérement, se trouvent animées d’un mouvement vif et
) )
parfaitement désordonné qui se prolonge indéfiniment dans les méme conditions quelle
que soit la durée de I'observation .
Nous allons maintenant présenter la description générale du mouvement brownien

Pour plus de détails voir [4]

2.1 Généralités

2.1.1 Les accroissements du mouvement brownien

Il y a plusieurs présentations possibles du mouvement brownien. Nous avons choisi de
privilégier ’aspect processus & accroissement indépendants. On obtient aussitot que le

mouvement brownien est une martingale.

Définition 2.1.1 Un processus B = (Q,]—", (Ft) =0+ (Bt) =0 ,IP’) a valeurs réelles est ap-
pelé mouvement brownien si

By=0 P—ps. (2.1.1)

19



2.1. Généralités

V0<s<t, lawvariable aléatoire By — B, est indépendante de F. (2.1.2)
V0<s<t B — B, est deloi N(0,t—s). (2.1.3)

Autrement dit, le processus B part de 0, ses acroissements sont indépendants du passé

et sont de loi normale centrée et de variance égale a la longueur de l’intervalle de temps.

Définition 2.1.2 Lorsque (F; = 0 (B;), 0 < s <) est la filtration naturelle de (By),s ,

on dit que B est un mouvement brownien naturel.

Remarques 2.1.1 1. On considére parfois des mouvements browniens sur un inter-
valle de temps compact T = [0,a]. La définition est la méme que celle donnée

ci-dessus en remplagant T' = [0, 4+o00[ par T = [0, a].

2. Le point 2.1.2 de la définition implique que les variables aléatoires By — B, et

By, - - - By, sont indépendantes pour tous uy,- - ,u, < S.

3. On peut affaiblir la condition 2.1.3 en demandant seulement que les variables aléa-
toire \/% (By — Bs), pour 0 < s < t, soient toutes de méme loi centrée avec un

mouvement d’ordre deux. En effet en écrivant

B; — B, 1 B; — B s+t) B(s+t) — By

By — B+ B+ — By
X=——"-—""¢etY=—"""+—

t—s t—s
2 2

On voit que

sont indépendantes et de méme loi N (0,1), et que X—}QY ~ N (0,1).

Proposition 2.1.1 Tout mouvement brownien est une martingale relativement o sa fil-

tration 1.e:

pour tout s < t, B (B;|Fs) = Bs.
Preuve. Si s < t, I'indépendance de B; — B, etF 4 implique que
E (B, — B |Fs) =E (B, — Bs) =0,

puisque B est centré. D’ou le résultat. m
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2.1. Généralités

Proposition 2.1.2 Tout mouvement brownien est un processus & accroissements in-

dépendants i.e:

Pour tous s =tg <t; <..- <t

ny

les variables aléatoires By, — By, _, (k= 1,--- ,n) sont indépendantes et indépendantes

de la tribu F,.

Preuve. Soient I'y,--- T, des boréliens de R et A € F,. Comme pour tout
k= 17 y 1, Btk _Btk,l
est indépendante de F;,_,, on voit facilement par récurrence descendante que :

P (B, — Bi,, €Ty, , By, — B, €Ty, A)

—P(B, — B, ,€T,)P(B,, ,— By, , €T, 1)--P(B, — B, €Ty)P(A)

- (ﬁ]P (Btk - Btkfl S Fk’)) ]P(A) ’

k=1
Ce qui prouve en méme temps que les variables aléatoires B,, — B;, , sont indépen-

dantes (prendre A = 2) d’ou le résultat. m

Le résultat précédent a pour conséquence l'intéressante propriété suivante du mouve-

ment brownien.

Corollaire 2.1.1 Si B est un mouvement brownien, le processus (B} — t),~, est une F;-

martingale.
Preuve. Soit ¢t > s. Comme E (BB, |F;) = B? (car B est une martingale) et
E((B: — B, |7:) =E((B: — B.)’)
(voir la proposition 2.1.2 ), on a

E (B} —t|F,) =E ((B; — B,)* + B2 — t|F,)
=t—s+B>—t

_ p2
= B — s.
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2.1. Généralités

|
Il est important de signaler que cette propriété est une caractéristique du mouvement

brownien parmi les martingales continues. Plus précisément on a le résultat suivant de

P.Lévy.

Théoréme 2.1.1 (Caractérisation de P.Lévy du mouvement brownien)
Soit (Fi);»q une filtration et M = (M), une F;- martingale continue avec Mo = 0.5i

le processus (M? — t),~, est aussi une Fy,-martingale, alors M est un mouvement brownien

2.1.2 Caractére gaussien du mouvement brownien

Théoréme 2.1.2 1. Soit B = (0, F, (Ft)i0 0 (Bt) =0 ,IP) un mouvement brownien.

Alors il satisfait les propriétés suivantes:

By=0 P—ps. (2.1.4)
Vo<t < - <ty (B, -+, By,) est un vecteur gaussien centré. — (2.1.5)
vV s,t >0, E(BsB;) = min(s,t). (2.1.6)

C’est a dire B est un processus gaussien réel centré et de fonction de covariance

I'(s,t) = min (s,t).

2. Inversement, si un processus B vérifie (2.1.4), (2.1.5) et 2.1.6 et si on note (ft) la
>0

filtration naturelle de la famille (By), , alors

(Q, F, (’ﬁ;)tzo L (Bi)so ,]P’)

est un mouvement brownien (naturel) .

Preuve. Partie 1: Supposons que B soit un mouvement brownien. Il n’y a que 2.1.5

et 2.1.6 a prouver. Soient

a1, - ,a, ERet 0 <ty <--- <t
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2.1. Généralités

Montrons par récurrence sur n que
a1 By, + -+ a, By,

est une variable aléatoire normale.
Sin =1 cela résulte de 2.1.3 car a; By, = a1 (B, — By) -

Si on suppose 'assertion démontrée pour n — 1, la variable aléatoire
By, + -+ an By, .
est alors normale comme somme des deux variables aléatoires
a1 By, + -+ (an + an-1) By, _,

et a, (Btn — Btnfl) qui sont normales et indépendantes, 2.1.5. Prenons maintenant

0<s<t Gracea2.1.2eta2.1.3,ona
E(Bs (By — B,)) = E(Bs) E (B — Bs) = 0.
On obtient alors aussitot 2.1.6 puisque
E(B,B;) =E (B (B, — B,) + B) =E (B2) = s = min(s,t).

Partie 2: Supposons que le processus B vérifie 2.1.4, 2.1.5, 2.1.6. Les conditions 2.1.1
et 2.1.4 sont identiques. Soit 0 < s < t.D’apres 2.1.5, B; — B, est une variable normale

et centrée car chaque B; est centrée. De plus 2.1.6 implique que
E((B, — B,)") =E(B?) + E (B?) - 2E(B,B,)
=t+s—2s
=1{—s.
Donc B; — By est de loi N (0,¢ — s). Finalement pour tous 0 < r < s < t, d’aprés

2.1.6, on a
E ((B; — Bs) B,) = min (¢t,r) —min (s,r) = 0.

Comme le processus B est gaussien, les variables aléatoires B, — By et B, sont in-

dépendantes pour tout r < s, ce qui prouve que la variable B, — B, est indépendante
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2.2. Construction du mouvement brownien

de la tribu F, = o (By;r < s). Cela montre que B est un mouvement brownien pour sa
filtration naturelle. m

Il résulte alors de la partiel du théoréme, I'important fait suivant :
Corollaire 2.1.2 D’aprés (1.5.4) le mouvement brownien est unique & équivalence preés .

Remarque 2.1.2 Le résultat précédent justifie I’abus de langage qui consiste a parler du

mouvement brownien au liew d’un mouvement brownien.

2.2 Construction du mouvement brownien
Plusieurs construction ont été faites

1. Kolmogorov (1933 et 1956) : Il existe une probabilité P sur (R*, Bg+) et un proces-
sus stochastique

W = {w,, 7", t >0}

sur le méme espace, tels que sous P, W est un mouvement brownien. Construction

utilisant la notion de consistance et un critére de continuité.

2. Wiener (1923), Lévy (1948), Ciesielski (1961) : Construction basée sur la théorie

des espaces de Hilbert et sur le caractére gaussien du mouvement brownien.

3. Donsker(1951): construction sur 'ensemble C' (|0, oo[) d’une mesure, appelée mesure

de Wiener, utilisant la notion de convergence faible de variable aléatoire.
Existence du mouvement brownien

Théoréme 2.2.1 [l existe une probabilité P sur l'espace RT muni de la tribu produit
B§[0,+oo[ tel que le processus (Xt>t20 des applications coordonnées, soit un mouvement

brownien naturel.

Preuve. On vient de voir qu'un processus réel, gaussien centré, partant de 0 et de
fonction de covariance I' (s,¢) = min (s, ?) est un mouvement brownien. m

11 suffit donc d’aprés( le théoréme 1.2.1 p.19 voir ([4])) de prouver le résultat suivant
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2.2. Construction du mouvement brownien

Lemme 2.2.1 Pour tout entier n et tous 0 < t; <ty <--- <t,, la matrice
F = (mln (tz, tj)>1§i,j§n
est du type positif .
Preuve. Par récurrence sur n. Si n = 1, le résultat est trivial. Sin = 2, on a
t t
r—(h 1
t1 to
et pour un vecteur u = (uy,uy) € R% on a facilement
<U ’Fu> = tluf + 2t1U1U2 + tgug 2 tluf + 2t1U1U2 + tlug = tl (U1 + UQ)2 Z 0,

d’out le résultat dans ce cas. On fait alors I’hypothése de récurrence suivante:

Pour n — 1 instants, la matrice I' correspondante est telle que pour tout vecteur
v= (v, ,Vp_1) de R"*

on a

WTw) >ty (v + -+ v1)>.

Pour vérifier cette hypothése a I'ordre n, remarquons que la matrice I' a sa premiére
ligne et sa premieére colonne composées uniquement de la valeur ¢; et que le reste constitue

une matrice I',,_; correspondant aux valeurs
tog < - <1y
Pour tout vecteur v = (uq,--- ,u,) on obtient alors
(u|Tu) = tyuf + 2tug (ug + -+ +u,) + (V[T gv).
ou v = (ug, -+ ,uy,). Mais on a
WTpo1v) >t (up 4+ un)’ 2t (U2 + - +up)?,

et I’hypothése de récurrence est aussitot vérifiée. D’ou le résultat. m
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2.3. Mouvement brownien multidimensionnel

2.3 Mouvement brownien multidimensionnel

On peut généraliser la définition 2.1.1 comme suit

Définition 2.3.1 Un processus B = (Q,f, (ft)tz()?(Bt)tzovP) a valeurs dans R est

appelé mouvement brownien d— dimensionnel si

By=0P — ps.
V0<s<t, levecteur aléatoire By — By est indépendant de F;.

VY 0<s<t, B—B, est de loi gaussienne Ny (0, (t — s) I;), ou I; est la matrice identité de R%.

La structure du mouvement brownien sur R? est trés simple comme ’indique le résultat

suivant:

Proposition 2.3.1 Soit B = (By),, un processus a valeurs dans R? .
Ecrivons By = (Bt(l), e ,Bt(d)> dans la base canonique de R%. Alors B est un mou-

vement brownien d-dimensionnel si et seulement si les processus

i (@)
B (Q Fy(F) o (Bt )tZO ,]P’)
sont des mouvement brownien indépendants (1 <i < d).

Preuve.

i (conditions nécessaire) supposons que B est un mouvement brownien d—dimensionnel.
Il est facile de vérifier avec la définition 2.1.1, que le processus réel B sont des

mouvements browniens réels.

Comme ils sont tous issus d’une méme famille gaussienne, pour montrer qu’ils sont

indépendants, il suffit de vérifier que pour i # j et pour t; < 5, on a
B (B)BY) 0.
Mais

B (5080 == (B0 - BY) BY) + B (B0BY) = 0.
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2.3. Mouvement brownien multidimensionnel

En effet
s (8- B0) 52) =0

car les variables aléatoires Bt(f)—Bg) et Bt(g ) sont indépendantes (car By, — By, et F;, le sont)
et
B(BYBY) =0

car la matrice des covariances de B;, est diagonale
ii (condition suffisante): (voir [4]).

Conclusion

Le mouvement brownien n’est pas a variation bornée et presque toutes ses trajectoires ne
sont nulle part différentiable. Ceci nous améne & définir I'intégrale stochastique dans le

chapitre suivant.
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CHAPITRE

Intégrale stochastique

Introduction

Le calcule différentiel donne un cadre a la notion d’équation différentielle ordinaire, qui
sert de modeéle pour de phénomeénes variables dans le temps. Quand on a voulu ajouter
a ces équations des perturbations aléatoires, on a été géné par le non différentiabilité
du mouvement brownien. Dans ce chapitre on construit une intégrale par rapport au

mouvement brownien. Il s’agit de donner un sens a I’expression du type

b
/XS (w)dBs (w) . (3.0.1)
ol (X;),cp est un processus aléatoire et (B;) est un mouvement brownien continu.

Intégrale par rapport au mouvement brownien

La construction est die a K. Ito (1942, 1944) dans le cas du mouvement brownien et a été
généralisée au cas d’une martingale de carré intégrable par Kunita et Watanabe (1967)

([9)-

On suppose donné un mouvement brownien B avec sa filtration (F;) On définit

t>0"

deux classes de processus:

t
H2={ H = (Hi),50 > processus adapté, tel que V¢, E /Hfds <00 g,
0
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3.1. Construction de I'intégrale d’Ito

et M? I’ensemble des martingales (par rapport a la filtration du brownien), de carré

intégrable, continues et nulles & 'instant 0.

3.1 Construction de I’intégrale d’It6

Dans cette partie, On essaye de donner un sens, pour certaines fonctions a 1’expression

t

/f (s,w)dBs (w).

S

Pour cela, on va tout d’abord définir cette intégrale pour une certaine classe de fonc-
tions, dites élémentaires puis on étendra cette définition par “ densité” & un ensemble
plus large de fonctions.

On considéra dans presque toute cette partie un mouvement brownien (Bt)tzo a valeur
dans R. On note F; la sous tribu de F engendrée par les By pour s < t et B la tribu
borélienne sur [0, 4+00] .

Définissons enfin ’ensemble des fonctions pour lesquelle on va pouvoir construire

I'intégrale d’Ito.

Définition 3.1.1 Soient s,u € R* (s <u) et (H;),>, une famille croissante de sous

tribus de F. On définit Vi (s,u) comme 'ensemble des fonctions
f [0, 400] = f(t,w)
vérifiant les trois conditions suivantes:
1. (t,w) — f(t,w) est B ® F—mesurable .
2. (By) est une martingale relativement a (H,;) et le processus

w — f(t,w)

est Hy—adapté .

T
3. E /fz(t,w)dt < 00.
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3.1. Construction de I'intégrale d’Ito

On a toujour F; C H; et dans la plupart des cas on pourra prendre H; = F; pour
définir les intégrales qui nous intéressent. Dans les parties qui suivent, on pourra de fait
supposer que H; = F;.

On notera par suite V (s, u) plutot que Vi (s, u) .

L’intégrale d’Itd pour les fonctions élémentaires
Définition 3.1.2 Une fonction ® € V (s,u) est dite élémentaire s’il existe une subdvision

s=to<t1 <...<ty=u

et des fonctions

€oy.---ren_1:Q2—R
telle que
N-1
®(t,w) = €j (W) Xty ;11 (£)
j=0

Ot Xt;.t,4.] €St la fonction caractéristique d’intervalle [t;,t; 1].

Ces fonctions élémentaires sont ’équivalent en stochastique des fonctions étagées qui

servent a définir 'intégrale de Lebesgue. On remarque que chacun des e; est H;, —mesurable

Pour les fonctions élémentaires, on pose toujours par analogie avec la construction de

I'intégrale de Lebesgue

/<I> (t,w)dB; (w) = iej (w) [By,,, — By, (w).

S

De plus, pour les fonctions élémentaires on a:

Théoréme 3.1.1 (Isométrie d’Ito:forme élémentaire) [8]

Soit ® une fonction élémentaire bornée. Alors

u 2 u

E /@(t,w)dBt(w) =E /cb?(t,w)dt

S S
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3.1. Construction de I'intégrale d’Ito

Preuve. Posons, pour simplifier les notations

ABJ - Bthrl - Bt-'

J

Alors en utilisant I'indépendance de

eie;ADB; et de AB; pour i < j.

0 sii# J.
E [6?] (tj+1 — t]) sii= j

On obtient alors

E / ®dB | | =) Eleie;ABAB]

S

(€3] (tj41 — 1))

.5

N-1

> E

j=0

E [ / O3t

Pour définir 'intégrale d’It6 pour une fonction f de V (s,u), on va approcher f par
une suite (¢,) de fonctions élémentaires au sens suivant :

u

E /(f(t,w)—qbn(t,w))zdt — 0.

n—-+o0o
s

La démonstration, en utilisant les lemmes suivants :

Lemme 3.1.1 Soit f € V (s,u) . Alors il existe une suite de fonctions (hy) de V (s, u)
telle que h,, est bornée pour tout n et

u

E /(f—hn)th — 0.

n—-+4oo
s
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3.1. Construction de I'intégrale d’Ito

Preuve. Posons

—n sif(t,w) < —n.
ho (t,w) =4 f(t,w) si —n<f(tw)<n.

n si f(t,w) > n.

Ona (f — hn)2 < 4f% et f? est intégrable par rapport & ¢ donc le théoréme de conver-

gence dominée donne que, p.s en w

u

/(f—hn)zdt — 0.

n—-+4oo
s

On réaplique ensuite le théoréme de convergence dominée a la suite des intégrales qui

sont majorées par 4 / f? qui est intégrable en w car f € V (s,u), ce qui donne

T

E /(f—hn)%zt — 0.

n—-+o0o
s

La suite (h,,) étant dans V (s,T’) par construction, elle convient. m

Lemme 3.1.2 Soit h € V (s,u) une fonction bornée. Alors il existe une suite (g,) de

fonctions

bornées de V (s, u) telle que g, (., w) est continue pour tout n et pour tout w et :

u

E /(h—gn)th — 0.

n—-+o0o
s

Preuve. On procéde par convolution. On considére (p,) une approximation de
I'identité a support dans [0, ﬂ et on pose

t

In (t,w) = /pn (t—s)h(s,w)ds.

0
On sait que g, (., w) est continue pour tout n et pour tout w et que (g,) converge dans

L? (dt) vers h. De plus, si h est bornée par M > 0, alors pout tout n, |g, (t,w)| < M.
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3.1. Construction de I'intégrale d’Ito

Par le théoréeme de convergence dominée, on conclut

u

E /(h—gn)th — 0.

n—-+0o
s

I reste maintenant a voir que les g, sont dans V (s,u) pour tout n.seul le fait que

gn (t,.) soit H;—mesurable pose le probléme. m

Lemme 3.1.3 Soit g € V (s,T') une fonction bornée et telle que g (.,w) est continue pour

tout w. Alors il existe une suite de fonctions élémentaires (p,) dans V (s,u) telle que :

u

E /(g—gpn)zdt — 0.

n—-+o0o
s

Preuve. Il s’agit de somme de Riemann. On pose pour tout n

- - (u—s)
on(tw) = g (S U =D T X o s ey tezn) (8
j=1

Les ,, sont élémentaires car g € V (s, u) et en utilisant 'uniforme continuité de g (., w)

sur [s,u], on prouve que
u

/ (9= a)"dt = 0.

Comme g € V (s,u) et donc les ¢,, sont bornées, le théoréme de convergence dominée
permet de passer a ’espérance . m

On obtien ainsi la définition suivante

Définition 3.1.3 (Intégrale d’Ito)
Soit F €V (s,u). L'intégrale d’Ito de f sur lintervalle [s,u] est définie par

u u

/ Ftw)dB, (w) = tim [ 6, (t,w) dB, (w). (3.1.1)

n——aoo
S S

ot {¢,} est une suite de fonctions élémentaires telle que la limite suivante existe et

est satisfaite
u

E /(f (t,w) — ¢y (t,w))>dt| — 0 lorsque n — 0. (3.1.2)

s
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3.1. Construction de I'intégrale d’Ito

La valeur de 'intégrale ne dépend pas de choix de ¢ tant que (3.1.2) est vérifiée.

Théoréme 3.1.2 (Isométrie d’Ité : formule finale)
pour tout f €V (s,u), nous avons la relation suivante :

2

E /uf(t,w)dBt =E /qu (t,w)dt
Corollaire 3.1.1 Si f (t,ws) €V(a,b) et f, (t,w) GSV (s,u) pourn >1 et
E /ufn (t,w) — f (t,w)*dt | — 0, quand n — oo.
Alors on a S
/ufn (t,w)dB; (w) — /uf (t,w)dB, (w) dans L* (P) quand n — oc.

L’intégrale d’Itd d’une fonction f € V (s, u) peut étre calculée en utilisant la définition

directement. C’est a dire :

1. Trouver une suite {®,} de fonctions élémentaires qui approximent f.

2. Utiliser (3.1.1) pour trouver la limite dans L? (P) de I'intégrale ® dans le membre

de droite.
On illustre le calcul de cette intégrale avec I’exemple suivant:

Exemple 3.1.1 On souhaite calculer l'intégrale

u

/Bsst.

0

Pour cela on suppose que By = 0 et on pose

Pn (5, w) = ZBj (w) Xltjotj41l (s), ot B; = Btj'
J
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3.1. Construction de I'intégrale d’Ito

Alors

t tit+1

E /(gbn—BS)2ds —E Z/(Bj—BS)2ds

0 J t;
tj+1
=3[ -0
4
1
25 i1 —t;)7 — 0 lorsque At; — 0.
j
Ainsi d’aprés le corollaire (3.1.1)
t
/B = lim /¢ndB = lim B;AB;.
Atj— At;—0

0

Maintenant pour calculer la somme, on remarque que

A(B}) =B}, - B;
= (Bjs1— B;)? +2B; (Bjs1 — By)

= (AB;)” + 2B,AB;

Puis que
ZA (B?) = Z (AB))*+2) B;AB;.
J
ou en isolant le terme qui nous intéresse

1 1
> BAB; = 5B~ 52 (AB;)”
j j

Comme Z (AB;)? — t dans L (P) car AB; — 0 on obtient finalement que
J

t

1 1
/Bsst — _B2— _t.

2 2
0

Le terme supplémentair —%t montre que l'intégrale d’Ito me se comporte pas comme

les intégrales ordinaires.
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3.2. Quelques propriétés de l'intégrale d’Ito

3.2 Quelques propriétés de I’intégrale d’Ito

Théoréme 3.2.1 Soient f,g € V (0,u),s0it 0 < s < v < u et soit ¢ une constante alors

i) /det = /det—I—/det pour presque tout w.

u

ii) /(Cf +g)dB; = C/det + /gdBt pour presque tout w.

S

iii) E / fdB, | =0

u

iv) /deBt est F,, -mesurable.

s

Une propriété importante et que 'intégrale d’It6 est une martingale. (voir 1.5.3
g

Exemple 3.2.1 Le mouvement brownien B; dans R est une martingale par rapport a la
o—algébre F, générée par {Bs,s < t}. Clairement B, est Fy—mesurable et E (| B;|) < oo

d’aprés inégalité de Jensen avec
E(|B,|)? <E(|B) =E (B}) = B2 + 0% < 0.
Maintenant, on a que

E(Bt+5 |f‘t) — E(Bt—i-s —Bt+Bt|Ft)
=E[Bis — B |F] + E B, | F]
- 0+Bt

= By
Car By.s — By est indépendant de E (By1s — B;) = 0.

Théoréme 3.2.2 (L’intégrale d’Ito est une martingale)
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3.2. Quelques propriétés de l'intégrale d’Ito

Si f € L?, [’intégrale stochastique

t

X () :/f(s,w)st (w).

0

est une martingale par rapport o la filtration {Mt}tzm

Théoréme 3.2.3 Soit f € V (0,u). Alors il existe une version continue sur (2, F,P)de
¢
X (t) = /f (s,9)dBs (w) pour tout 0 <t < u.
0

t
A partir de maintenant, on suppose que / f (s, w) dBs signifie la version continue de

0
cette intégrale.

Théoréme 3.2.4 Soit f (t,w) € V (0,u) pour tout u alors

Xt:XO—l—/f(s,w)st(w).
0

est une martingale par rapport o la filtration F; le fait, qu’une intégrale d’Ité soit une

martingale, est ['une des raisons pour laquelle elle est le plus utilisée.

Conclusion

Toute intégrale stochastique est une martingale (par rapport a la tribu brownienne) con-
tinue et de carré intégrable.

Dans le chapitre suivant, on va montrer qu’en fait toutes les martingales (par rapport
a la tribu brownienne) continues et de carré intégrables sont écrites sous forme d’une

intégrale stochastique qui définit les équations différentielles stochastiques.
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CHAPITRE

Formule de It6 et
théoréme de
représentation des

martingales

4.1 Formule d’It6 en dimension 1

La formule d’It6 est I'un des principaux résultats de la théorie du calcul stochastique.
Cette formule offre un moyen de manipuler les solutions d’équations différentielles sto-
chastiques et aussi vraiment utile pour évaluer des intégrales stochastiques comme on va

le voir par exemple

t t
1 1 1 1
0 0

On voit que I'image de I'intégrale stochastique
t

1
B, = /dBS par 'application g (z) = §x2

0
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4.1. Formule d’It6 en dimension 1

n’est plus une intégrale stochastique de la forme

/tf (s, w) dB (s, w)

mais une combinaison d’intégrales en dB; et ds

t

1 1
—B? ="t B,dB..
27t 2 +/

0

On introduit maintenant une nouvelle classe de processus appelés processus d’Ito

comme somme d’intégrales en dB; et ds.

Définition 4.1.1 Soit B; un mouvement brownien sur (0, F,P) adapté a une filtration

H;. Un processus d’Ité est un processus stochastique X, sur (2, F,P) de la forme

t t

X =Xo+ /u (s,w)ds + /v (s, w) dBs (4.1.2)
0 0

ouV tel que
t

P /UQ(S,w)ds<oop0urtoutt20 =1.
0

on suppose de plus que u H;— adapté et

t
P /\u(s,w)|d5<oop0urt0utt20 =1
0

Si X, est un processus d’Ito de la forme (4.1.2), l’équation (4.1.2), s’écrit souvent sous
la forme différentielle

dXt = udt + UdBt.

par Uexemple (4.1.1) peut s’écrire
1 1
d <§Bf) = 5dt + BidB.

On est maintenant en mesure de donner le premier résultat de ce chapitre
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4.1. Formule d’It6 en dimension 1

Théoréme 4.1.1 (Formule d’It6)

Soit (X;) un processus d’Ité donné par
dX; = udt + vdB,.
soit g (t, X) € C?([0,00[,R) alors
YVi=g(t X).

est aussi un processus d’Ito, et

2

0 0 10
AV, = 2L (4, X,) dt + —L (t, X,) dX; + = —2 (£, X;) (dX,)? .

ot 0X 20X2

ot (dX,)? se calcule suwant les formules

dt.dt = dt.dB, = dB;.dt = 0,dB;.dB; = dt.

Avant de démontrer la formule d’It6, on va donner quelques exemples :

Exemple 4.1.1 On prend l’intégrale

t

I = /BsdBS.

0

on choisit X, = B, et g (t,X) = 3 X% Alors
1,
Vi=g(t,B) = §Bt'

Alors par la formule d’Ito

_Jg dg
dY; = Edt + 8_XdXt +

1
= BudB; + 5 (dB,)*

1 8%

20X2 (ax)°

1
Ainsi

1 1
d <§B§> = BidB, + S dt
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4.1. Formule d’It6 en dimension 1

En d’autres termes

1
B.dBg + —t.

132:
2t 2

S —

Exemple 4.1.2 Que vaut?

t
/ sdB,
0

Il semble raisonnable que le terme tB; devrait apparaitre, posons alors

g(t,X)=tX etY,=g(t B;)=1B,.

Alors la formule d’Ito

c-a-d
ou
t t
tB, = /Bsds + /sst
0 0
ou
t t
/sst =tdB; — /Bsds
0 0

qui apparait comme une intégration par parties .

Plus généralement, la méme méthode donne :

Théoréme 4.1.2 (Intégration par parties )
Supposons que f (s,w) = f (s). dépend pas de s et que [ est continue & variation finie

sur [0,u] . Alors
t

t
/f (s)dBs = f (t) By — /Bsdf (s).
0 0

1l faut bien insister sur le fait que f ne dépend de w sinon on obtient une autre formule

(aussi appelé intégration par parties ) .

t t

t
/Xsdl/:9 = XY — XoYo — /YSdXS — /dXSdYS.
0 0 0
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4.1. Formule d’It6 en dimension 1

Preuve. (sommaire de la formule d’Ito)

On peut observer d’abord que si on substitue

dX; = udt + vdB;.

dans (4.1.3) et en utilisant(4.1.4) on trouve

2

dy, = gt (t, X,) dt + SX (t, X;) dX, + ;ngQ (t, X;) (dX;)?
_ 9 (t, X)) dt + == 99 (t, X,) (udt +vdB;) + la—Zg(t X,) (udt + vdBy)?
~ ot 09X 20x2 0
gi (t, X,) dt —|—ng (t, X,) dt +v§X (t, X,) dB: + %SX% (t, X,) (dt)?
Lk P (t, X,) (dB,)? + wv—2 9 (t, X,) dtdB
29x2 T ax2 v

et d’aprés (4.1.4) on trouve

39 Jg dg 1 829
dY, = n (t, Xt)dt+uaX (t, Xt)dt+vaX (t, X;)dB; + 21) 57 (t, Xy)dt

d’oul on obtient ’expression suivantes

t

t
B dg dg 1 , 0%g dg
g(t, X;) = g(O,XU)—l—/ (% (s, Xs) s (s (s, Xs)+ = 88X2 (s, X )) d8+/U88_X (s, Xs) dB;

" " 41s)

ou
us = u(s,w),vs = v (s,w)
Notons que (4.1.5) est bien un processus d’It6 on peut supposer que

99 99 0%
9 ot ax’ ¢ axe

sont bornées, car si c’est prouvé dans ce cas,
le cas général s’obtient en les approximant par des fonctions g, de classe C? tels que

On,s 85’;, ggx" et 3 X2 sont bornées et convergent uniformément sur tout compact de [0, oo[ x R

vers g, gi’ , g)’; et gX% respectivement .
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4.1. Formule d’It6 en dimension 1

De plus on peut supposer que u et v sont élémentaires, la formule de taylor donne:

(VO<j<N-1)

g(t, X)) =g(0,X0) + ZAg ti, X;)

2

0°%g
:9(07X0)+ZatAt +Z AX + Z@XQ Z@ta (At)(AX
J J
Byt

99 9y
ou g, 5, sxet 8X2 sont évalués aux points (t th)

Aty =tjsn =ty AXj =Xy, = Xy et Ag (8, Xy;) = g (L1, Xiypa) = 9 (1, X,)

j+1
et

=0 (|Atj|2 + |AXj|2) pour tout j si Ay, — 0.

Alors
dg dg
. aAtj_ a (tj,Xt)At —>/ SX)d
0 0 / 0
9 n, N0 [ 99
j aXAt X (t;, X;) AX; /GX(S X;) dXs.
0

De plus puisque u et v sont élémentaires on obtient

&g P9
‘w(AXj)Q % u? (At) +2§ 8X2uJU](At)(AB +§ aX2 v? (AB;)?
J

ol u; = u(tj,w),vj = v (t;,w)

les deux premiers terme tendent vers 0 quand At; — 0. Par exemple

(;%uﬂ’j (Aty) (ABj)> = ZE [<§XQUJU]>

J

(At;)* — 0 quand At; — 0

il reste & montrer que le dernier terme tend vers

2

8X2
0

v*ds dans L* (Q) .quand At; — 0
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4.1. Formule d’It6 en dimension 1

pour prouver cela, posons

et considérons

(Zaj (AB;)) ZajAt ) = ZE laia, ((ABi)2 — At;) ((ABJ)2 — At;)]

i?j

Si¢ < j alors a;a; ((ABi)2 — At;) et (AB;)? — At;

sont indépendants et ces termes s’annulent dans ce cas, de méme si ¢ > j, il ne reste

donc plus que
SE @2 ((ABy)" - AL)’| = > B[« B[(AB)" - 2(AB) (A1) + (A1)
J = ZJ:E a?] AL)? =2 (At))? + (At))?)
= QZE — 0 quand At; — 0.

En d’autre termes, on a établit que
Zaj (AB;)* — /a (s)ds dans L* (P) quand At; — 0

et qui peut s’écrire sous la forme abrégée par la formule
(dBy)* = dt.
L’argument qu’on vient d’utiliser permet de prouver que
ZRj — 0 quand At; — 0.
Ainsi s’achéve la preuve de la formule d’It6. m

Exemple 4.1.3 Soit f (t,w) = %~ ot X, =B, etY, = Bt
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4.2. Formule d’It6 multidimensionnelle

appliquant la formule d’Ité ,on obtient

¢
Yt:1+a/stBs.
0

a cause de
of 10%*f

5 tane =0 (4.1.6)

Cet important exemple nous conduit aux remarques suivantes

1. Sila filtration f (¢, X) de classe C'? vérifie I'égalité 4.1.6 alors le processus stochas-
tiques f (t, B;) est une intégrale indéfinie plus un terme constant, de plus f (¢, B;)
est une martingale & condition que f satisfasse

t

of ’
> 0.
E /(@X (S,Bs)) ds| < oo, pour tout t > 0

2. La solution de I’équation différentielle stochastique

dY; = aYdB,

n’est pas

2
. _a_
Y, = Pt mais Y, = 2Pt 7,

4.2 Formule d’It6 multidimensionnelle

L’application de la formule d’It6 dans le cas d’un processus multi-dimensionnel (plusieurs dimensions)
est trés utile .
Soit
B (t,w) = (B (t,w),...,Bg(t,w))
un d-mouvement brownien. Siles processus u; (£, w) et v; ; (t, w) satisfant les conditions

données dans la définition 4.1.1
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4.2. Formule d’It6 multidimensionnelle

(1 <i<mn;l1<j<d) alors on peut former les n processus d’It6 suivant

Xm = Uldt + UlldBl —+ 4 UlddBm

dX,, = u,dt + v,1dB1 + -+ - + Vpad By,
ou, en écriture matricielle
dX (t) = udt + vdB (t) .

ou

X (t) uy Vi1t Vid dB (t)

X, (t) Un Un1 "+ Und dBy (t)

un tel processus est appelé processus d’It6. Mais quel est le résultat quand on applique

une fonction réguliére? la réponse est donnée par le résultat suivant

Théoréme 4.2.1 Soit
dX (t) = udt +vdB (t)

un processus d’Ité en dimension n.
Soit
gt,z) = (g1 (t,x),..., g (t,2))
une application C* de [0, 00 * R™ & valeurs dans RP, alors le processus

Y (tvw) =4 (t>X (t))

est encore un processus d’Ito tels que ses k composantes Y, sont données par

Yy, (t) = %9’“ (t, X dt+zagk (t, X)dX; + Zaicg)k( (t, X) dXdX;.

ol

dB;.dB; = 6;dt, dB;dt = dtdB; = 0.

La preuve est similaire a la dimension une.
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4.3. Théoréme de représentation des martingales

4.3 Théoréme de représentation des martingales
Un intérét de l'intégrale stochastique est contenu dans le théoréme suivant :

Théoréme 4.3.1 (Martingales browniennes)
Soit {B, (‘E)tzo} un mouvement brownien. Soit M = {(Mt)tzo} une martingale
brownienne, c-a-d une martingale par rapport o la filtration du mouvement brownien, de

carré intégrable et telle que My = 0. Alors il existe un processus H € H? tel que pour tout

t>0

t
M, = /HSdBS.
0

De plus si H est un autre représentant de M p.s

+o0

/(?IT—Ht

0

2
dt = 0.

Dans certaine maniéres, toute martingale de carré intégrable stochastique par rapport

4 un mouvement brownien.

Théoréme 4.3.2 (Représentation des martingales, Doob, 1955)

Supposons que
{Mt = (Mt(l)J e 7Mt(d)> 9 (E)tzo}

Soit définie sur un espace (0, F,P) et que M® soit une martingale continue, de carré
intégrable pour 1 < i < d. Supposons aussi pour 1 < i,5 < d, les cochets <M(i),M(j)>
sotent tous des fonctions absolument continues en t, P—p.s. Alors il existe une extension

((NZ, .7-N", ﬁ) de (Q, F,P) sur laquelle sont définis un mouvement brownien d—dimensionnel

W = {Wt = (Wt(1)> e ’Wt(d)> ' <:;E>t>0}
X = {(Xt(i’k))lgi’kgd’ (ﬁ>t20}

et une matrice
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4.4. Equation diftérentielle stochastique

de processus mesurables et adaptés avec
t

P /(X(i’k))2d5<oo =1, 1<ik<d 0<t<o

S
0
tels que l'on a, P — p.s, les représentations suivantes :

d t

Mt(i) = Z/Xs(i’k)dwgk); 1<1<d, 0<1t< o0
k:lo
d t
(MO, M)y = Z/XS("’@XS(J?’“)ds; 1<i,j<d, 0<t< .
k:10

4.4 Equation différentielle stochastique

Soit T" un réel strictement positif. On considére deux fonctions b : Q x [0,7] x R" —
R" et 0 : Q x [0,T] x R* — R"™4 mesurables. On se donne également une variable
aléatoire, de carré intégrable et indépendante du mouvement brownien. On cherche a

résoudre I’ “equation différentielle stochastique
dXt =b (t, Xt) dt +0o (t, Xt) dBt, avec X() = C

En fait cette équation doit étre interpretée au sens d’une équation intégrale, a savoir

t t
Xi=(¢+ /b (Tv XT) dr + /J (T7 XT) dB,, 0 <t <T. (441)
0 0

Le coefficient b s’appelle la dérive tandis que la matrice oo* s’appelle la matrice de

diffusion.

Définition 4.4.1 (solution forte d’une EDS)
Une solution de U'EDS (4.4.1), X est un processus continu tel que

1. X est mesurable et adapté a la filtration (F;),s -

T
2. P-p.s / {\b(r, X )|+ o (r, X,«)||2} dr < oo
0
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4.4. Equation diftérentielle stochastique

t ¢
3. Ona: X, :C—l—/b(T,Xr)dr+/a(r,Xr)dBT, 0<t<T P-p.s
0 0
ot la filtration est définie pour tout t positif par

Fo=0{c{(, By, s<t}UN}.
Le théoréme suivant est da & Ito

Théoréme 4.4.1 (Euxistence et unicité de la solution)

On suppose qu’il existe une constante K telle que pour tout t € [0,T] z,y dans R™.
1. Condition de Lipschitz en espace, uniforme en temps

b(t,2) = bt y)| + ot 2) oty < K|z —y|.

2. Croissance linéaire
b, )] + llo (¢, 2)[| < K (1+ |z)
3. B|¢]? < oo.
Alors 'EDS (4.4.1) posséde une unique solution. De plus cette solution vérifie
E ( sup |Xt]2) < 00.
0<t<T
On retrouve donc le résultat classique des EDO (prendre o = 0) . Depuis on a montré
des résultats d’éxistence et d’unicité avec des conditions plus faibles sur b et o.

Un exemple classique d’EDS est lié a la finance. Le prix d’une action S; & un instant

t est supposé suivre I’EDS suivante

t t
St:So—l—/uS,ndr%—/aSrdBr, 0<t<T
0 0

So est donnée et o est appelé volatilité de 1'action (c’est le paramétre important ici) .

On montre facilement a ’aide la formule d’It6 que

o2
St:SOeXp{(u—?)t+aBt}.
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Conclusion

L’objectif de notre travail est I’étude du mouvement brownien et I'intégrale stochastique.

Nous avons tout d’abord présenté les notions suivantes : quelques rappels de la théorie
des probabilités, processus stochastique, et ensuite la construction du mouvement brown-
ien, et enfin on présente le calcul stochastique qui est établit par le mathématicien japonais
Kiyoshi It6 qui décrit 'intégrale d’Ito et les formules associées.

En perspective I’étude pourra étre complétée par une étude détaillée des équations dif-
férentielles stochastiques qui est une généralisation de la notion d’équations différentielles
ordinaires prenant compte un terme de bruit blanc, et une application a la finance ou a

la physique.
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Résumé

Dans ce mémoire nous nous sommes intéressées au mouvement brownien et 'intégrale
stochastique.

On introduit ce mouvement qui désigne a la fois un phénomeéne naturel et un objet
mathématique, et ensuite on s’intéresse aux principaux résultats de la théorie de calcul
stochastique, au cours de cette étude on a commencé par la construction de l'intégrale
d’It6 et la formule associée en dimension 1 et multidimensionnelle, suivie la représentation
des martingales et la définition des équations différentielles stochastiques.

Mots clés: Processus stochastiques, Mouvement brownien, Martingale, intégrale sto-

chastique.

Abstract

In this work, we are interested to Brownian motion and stochastic integrals.

We introduced this movement which refers to both a natural phenomenon and a math-
ematical object, and then we look at the main results of the theory of stochastic calculus,
during this study was begun by a building the Ito integral and the associated formula with
dimension 1 and multidimensional, followed by martingales representation and definition
to stochastic differential aquations.

Key Words:Stochastic Processes, Brownian motion, Martingale, Stochatic integral



