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CHAPITRE

Introduction

L’équation de la chaleur est une équation aux dérivées partielles parabolique, pour
décrire le phénomene physique de conduction thermique. On doit ces équations a Jean
Baptiste Joseph Fourier qui en étudiant la propagation de la chaleur en 1811, mod-
élisa I’évolution de la température avec des séries trigonométriques, appelés depuis séries
de Fourier et transformées de Fourier. Il a permi ainsi une grande amélioration de la
modélisation mathématique des phénomeénes physiques.

La thermique se propose de décrire quantitativement (dans ’espace et dans le temps)
I’évolution des grandeurs caractéristiques du systéme, en particulier la températeur entre
I’état d’équilibre initial et ’état d’équilibre final.

Les transferts d’énergies sont déterminés & partir de 1’évolution de la température
dans le temps et dans l'espace u = f(z,v, 2, t).

Pour déterminer 1’évolution de cette température u = f(z,y, z,t), il faut résoudre les
équations de conduction de chaleur correspondant en connaissant les conditions initiales
et les conditions aux limites.

L’objet de notre étude est de résoudre les équations de conduction de chaleur en régime
variable en une seule dimension dans deux géometrie différentes plane et cylindrique. La
résolution de ces équations sont faites par plusieurs méthodes de résolution analytique et
parmi ces méthodes, on a utilisé la méthode des séries de Fourier, transformées de Fourier
et les transformées de Laplace.

Le manuscrit est composé de trois chapitres :



Introduction

Le premier chapitre est consacré a la détermination de ’équation générale de conduc-
tion de chaleur a une dimension et en trois dimensions. Ces équations sont déterminés en
appliquant le principe de conservation de I’énergie sur le systéme considéré.

Dans le deuxiéme chapitre, on rappelle quelques définitions et résultats des transfor-
mées de Laplace et de Fourier.

Le troisiéme chapitre présente quelques méthodes de résolution analytique de I’équation
de chaleur en régime variable basées sur les séries de Fourier, les transformées de Fourier
et les transformées de Laplace.

Dans le dernier chapitre, 'intérét est porté sur la résolution de 1’équation de chaleur
en régime permannent puis en régime variable par la méthode de transformée de Laplace
pour la géometrie cylindrique (équation en axi-symétrique).

Le manuscrit s’achéve sur une conclusion sous forme de synthése des principales méth-
odes de résolution utilisés et des perespectives susceptibles d’apporter des classifications

et approfondissement & notre étude.

Joseph Fourier



CHAPITRE

Equation de la Chaleur en

coordonnées cartésiennes.

2.1 La loi Fondamentale de Fourier :

Le principal mécanisme de transfert de chaleur dans un corps solide, est di a Fourier en
1882, cette loi établie & partir des résultats expérimentaux sur la conduction unidimen-

tionnelle.

dQQ = -\ S %dt.
ox

2.2 Equation générale de la conduction thermique :

La loi de Fourier exprime le flux de chaleur transmis seulement suivant une seule direction

dont son expression s’écrit comme suit :

40 =— 25 ar
ox
et
0] ou
LA Yy
14 S Ox
ou

d@ : C’est la quantité de chaleur échangée (en ”joule”).



2.3. Equation générale de conduction de chaleur a une dimension :

A : conductivité thermique du corps (en "w/m °k”).S : surface d’échange a
travers le corps (m?). % : représente le gradient de temperature (variation
de temperature par unité de longueur). ¢ : représente la quantité de chaleur
échangée par unité de temps ou alors appelée le flux de chaleur (en "watt” ).
u : la temperature . x : la longueur . ¢ : représente la densité de flux de chaleur

ou bien la quantité de chaleur échangée par unité de temps et de surface (en

" fm?).

2.3 Equation générale de conduction de chaleur a une

ou

;I.'

dimension :

dQ . de+o{x

.r—l—dI

Bilan de chaleur en 1D

On établit d’abord I’équation de la conduction dans un systéme unidimensionnel

avec

dv =95, dx

dV : variation de volume élémentaire du corps.

Sa

: surface des deux faces paralléles qui sont orthogonale & (ox).

dz : la longueur.



2.3. Equation générale de conduction de chaleur a une dimension :

En appliquant le principe de la conservation de I’énergie a 1’élément de volume dV, on
aura:

3
Wr+ Y dQ; = AE, + AE, + AU. (2.3.1)
=1

W : travail de forces externes

dQ); : c’est les quatités de chaleurs échangée a travers les différentes surface du corps.
AFE, : variation d’énergie cinétique du corps.

AL, : variation d’énergie potentielle du corps.

AU : variation d’énergie interne du corps.

On suppose que le corps est indéformable alors le volume est constant ce qui implique
que

dv = 0. (2.3.2)

Comme on a I’expression du travail donnée par:

Wg = —PdV.
ou
P : c’est la pression
et d’apres (2.3.2) on aura

Wr =0.
et d’apres (2.3.1) on trouve
3
D dQ; = AU.
i=1

Car (AE.+ AE, =0).

L’expression de I’énergie interne s’écrit sous la forme suivante:

AU =m c du.

avec:



2.3. Equation générale de conduction de chaleur a une dimension :

m : c’est la masse du corps

c : c’est la chaleur massique.

du : c’est la variable de températeur.
puisque

m=pdV et du:%dt

Alors I'expression de I’énergie s’écrit

Ju

dt.
ot

AU =pcdV

En remplacant la variation du volume dV par son expression dans l’équation de

I’énergie interne on aura:

ou
AU =p S, dx c— dt
P ve ot
Ce principe de conservation d’énergie s’écrit
3
AU =) dQ; (2.3.3)
i=1
avec
dQl = dQ + d@x - deer;t
ou:
dQ) = P.S,.dx.dt
et
dQ, = —\ S, @ dt
oz |,
et aussi
ou
AdQuidge = — A Sy — dt
Oz r+dx
tels que

d@ : la quantité de chaleur générée par le corps
d(@), : la quantité de chaleur a travers la surface d’abscisse x

dQ 14z : la quantité de chaleur qui sorte & travers la surface d’abscisse x + dz.



2.4. Equation générale de conduction de chaleur en trois

On remplace les expressions par leurs valeurs et grace a la loi de Fourier dans ’équation

de conservation d’énergie, on obtient:

)\Sx@ dt —)\Sx% dt—f—pdth:prdxc@dt.
T e x|, ot
D’ou
ou ou ou
AS,— dt —\ S,—| dt Ldr dt = cdr — dt.
Saxﬁdx Saxw +p S.dx pcS T
En divisant par (A S,dx dt) les membres de 1'égalité et en faisaux tendre dx vers 0,
on aura :
Jdu ou
dx A A0t
Comme on a :
ou ou
6ileras ~0sle _ . fletda) = fl@) _
dx B dlzg?o dx = /@),
avec
ou : d (0ou 0%u
fo)=Gr =70 =5 (5) = 5
alors:

Pu  p  pcou
a2 TN T Nt

Cette derniére équation est appellée équation générale de la chaleur pour un systéme
a une dimension.

Si on pose a = ﬁ diffusibilité thermique du matériau, I’équation de la chaleur s’écrit

donc :
Pu  p
2 T

1 0u
adt’
2.4 Equation générale de conduction de chaleur en

trois

On considére un élément de volume de forme parallélépipéde d’arrétes dx, dy,

dz paralléles respectivement aux axes (ox), (oy), (0z).

3 3
Wr+ Y dQ; =AU =Y dQ; =AU
=1 i=1



2.4. Equation générale de conduction de chaleur en trois

Figure 2.4.1 : Bilan de chaleur en 3d

avec 5
D dQi = dQ + dQ, + dQ, + dQ. — dQurae — dQyray — dQ-a:
=1
d’ou
dQ + dQy + dQy + dQ. — dQuias — AQysay — AQ-iaz = AU.

Au bout d'un temps dt :
Au=m ¢ du (2.4.1)

avec

m=pdV et dV =dxdydz
et comme du est une différentielle totale exacte qui s’écrit comme suit

ou
du = —dt
Y

alors I’équation (2.4.1) devient:

u

dt
ot

Au = p.dxdydz.c.
Sachant que d(), quantité de chaleur généréé par le corps, est donnée par:

dQ) = P.dVdt, avec dV = dxdydz.

qui s’écrit aussi:

dQ) = P dxdydz dt.



2.4. Equation générale de conduction de chaleur en trois

Quant & d@, et dQ,1 4. , ils s’écrivent comme suit :

de_.—Asggg dt.
)
deﬂm:=-<x5;5% dt.
xr+dx

De la méme maniére pour les quantités de chaleur échangées a travers les surfaces

d’abscisse y,y + dy, z et z + dz, dans ce cas, on a :

ou
dQ, = =\ S,—| dt.
Qy yay y
ou
dQyiay = — N Sy— dt.
y+dy Yy -
ou
dQ, = —\ S.,—| dt.
0z|,
00y — -2 .2t
8’2 z+dz

ou
S, : surface des deux faces paralléles qui sont orthogonales a (ox), S, = dydz
S, @ surface des deux faces paralleles qui sont orthogonales a (oy), S, = dxdz

S, : surface des deux faces paralléles qui sont orthogonales a (0z), S, = dzdy

En sommant toutes ces quantités de chaleur on obtient d’apres (2.3.3) :

ou ou ou ou
dedydz ¢ St = —x S, 2% dt+ A 5,28 dr—a 5,2 ar
e Y S””ax N + SI@x tda Syay ’
a2 ﬁ—A&@‘ﬁ+A&@ dt + P dedyd: dt.
ay y+dy 0z z 0z z+dz

Cette égalité peut s’écrire comme suit :

A Sxa—u dt — A Sx% dt + A Sy@ dt — A Sy@ dt
Ox T+dz Ox x ay y+dy ay y
+ A SZ@ dt — A Sza—u dt + P dxdydz dt = p dxdydz c @dt.
02|, q. 0z |, ot
En remplacant les surfaces S. par leur expressions, on aura :
A dydz @ dt — \ dydz % dt + X dzdz @ dt — X\ dxdz @ dt
O z+dz O x ay y+dy ay y



2.4. Equation générale de conduction de chaleur en trois

dt + P dxdydz dt = p.dxdydz.C.@dt.

+ A\ dxdy @ dt — X\ dxdy % BT

0z tds 0z

En divisant cette équation par dxdydzdtA on obtient :

z

du _ Ou " u
%‘x—i—dm_%‘x 9y y+dy 8yy+ %‘erdz_%‘erB:E@
dx dy dz AN Ot
On pose
ou
f(x) = s
ou
9(y) = -
) =5
ou
h(z) = —.
(2) P
On a
o L8 = @) 0f
dx—0 diL‘ aiL‘
i YW dy) —9(y) _ g
dy—0 dy 8y
et

. h(z+dz)—Nh(z) Oh
dlzlglo dz e

on peut alors écrire:

dx Oz \ Ox
ou _ ou
oy y+dy % Yy _ Q (@)
dy dy \ dy
otlia: — B 0 (0
dz T 0z <%) '

A partir de ces expressions ’équation peut s’écrire de maniére simplifiée :

9 (ou\ D (ou) & (ow) P _pcou
Ox \ Ox dy \ Oy 0z \ 0z A Aot

0%u n Pu  Pu P pcdu

D’ou

02 Top a2 TN T N



2.5. Quelques cas classiques de I’équation de la chaleur

On pose:

A
a = — (diffusibilité thermique) .
pc
On trouve
Pu  Pu  Pu P 1 du

Ox? +8y2+822+)\_a§'

Cette expression est une équation générale de conduction de chaleur en trois dimension.

2.5 Quelques cas classiques de I’équation de la chaleur

Equation linéaire de la chaleur

Le laplacien A s’écrit comme suit:

Donc I'équation s’écrit :

L’équation linéaire classique de la chaleur s’écrit :

10u p
Au———+==0.
adt A
Equation de Laplace :
Ce systéme est en régime stationnaire, c’est a dire : % = 0.

Le second membre de ’équation est nul, dans ce cas on aura I’équation suivante

p
A = =0.
u—i—)\

Equation de Poisson:

Le systéeme considéré est en régime permanent et ne génére pas de chaleur, c’est a dire:

u = constante dans le temps

ou __
5% =0

et P =0 (puissance génerée par le systéme)

10



2.5. Quelques cas classiques de I’équation de la chaleur

dans ce cas, I’équation s’écrit

Au

I
o

Equation de Fourier:
Le systéme ne géneére pas de chaleur (le corps ne posséde pas de source interne) et en
régime variable,

ou
P=0etu#cte = — #0.
ot
dans ce cas, I’équation s’écrit alors:

~ pcdu

A

p_c’

En remplacant a = I’équation s’écrit alors:

11



CHAPITRE

3 Rappels sur les

Transformées de Laplace

et de Fourier.

3.1 Transformées de Laplace

La transformée de Laplace est une méthode puissante pour résoudre les équations dif-
férentielles linéaire, certaines équations intégrales et équations aux dérivées partielles.
Elle transforme le probléme d’équation différentielle linéaire & coefficients constants en un

probléme algébrique.

Définition 3.1.1 Soit f : RT — R, si lintégrale suivante existe fooo e st f(t)dt,

alors elle s’appelle transformée de Laplace de la fonction f et on note

L) =Fs) = [ e (.

0

3.1.1 Transformée de quelques fonctions élémentaires

On présente le calcul de quelques transformées de Laplace de fonctions élémentaires:

12



3.1. Transformées de Laplace

Transformée de e

Kty _ _1
L(e") = =, s> k.
En effet:
L(eFt) = [ estebdt = Tim [)7etldt = Tim - (e®B —1) = L1 sis > k.

R—o00 R—o0 k

En particulier si k = 0, alors L(1) = %, s> 0.

Transformée de "

L(t") = 2+, s> 0 et n entier positif.

En effet: L(t") = [;° e *'t"dt. Une intégration par partie donne: L(t") = L(t"™'), si
s> 0.

par récurence on aboutit a L(t") = Z L(t°) = -X.

Transformée de cos(kt)

En utilisant la définition: L(cos(kt)) s> 0.

= >,
En effet: L(cos(kt)) fo —5t cos(kt)dt, par une double intégration:
on pose (u = coskt......u' = —ksin k:t) et (v =e "t v=—ze
L(cos(kt)) = [—e~*"L coskt] — & [ e sin(kt)dt

pour J = [ e~ sin(kt)dt

on pose (u = sinkt....u' = kcoskt) et (v/ =e ... v=—1le™)

J = [-Le*'sinkt] + EL(cos(kt))

L(cos(kt)) = [—e *"% cos kt], g k <[—§e’5t sin kt| goo + fL(cos(k:t)))

L(cos(kt)) = 1 — B L(cos(kt)) & s>L(cos(kt)) = s — k*L(cos(kt))
on aboutit & (s? + k%) L(cos(kt)) = s.

13



3.1. Transformées de Laplace

Existence de la transformée de Laplace

La transformée de Laplace n’existe pas pour n’importe quelle fonction. On énonce

quelques conditions sur f(t) qui assureront 'existence de [~ e~ f(t)dt.

Définition 3.1.2 Une fonction f(t) est dite sectionnellement continue sur [a, b], si elle
est

continue sur |a, b] en un nombre fini de points et la discontinuité en ces points

est de premiére espéce c’est a dire les limites a droite et a gauche en ces points

existent mais non égales.

Définition 3.1.3 On dit que f(t) est d’ordre exponentiel quand t — oo s’il existe des
constantes M, b et ty telles que |f(t)] < Meb pour t > to. On dit alors que f(t) est de

Uordre de e* quand t — oo

Théoréme 3.1.1 Si f(t) est sectionnellement continue sur chaque intervalle fini [0, o], a >
0, et est de lordre de e quand t — +oo, la transformée de Laplace L(f(t)) existe pour

s >b.

Théoréme 3.1.2 Si f(t) vérifie les hypothéses du théoréme 2.1.1,et si L(f(t)) = F(s),
alors

lim F(s) =0.

S§—00

Remarque 3.1.1 Ce théoréme donne une condition nécessaire mais non suffisante.

3.1.2 Propriétés de la Transformée de Laplace

Proposition 3.1.1 Linéarité
L’opérateur L est linéaire, c’est a dire si L(f1(t)), L(f2(t)) existent et si c1, co sont

deux constantes, alors

L(lel + C2f2) = C1L<f1) + CQL(fQ).

Théoréme 3.1.3 Transformée de la dérivée

14



3.1. Transformées de Laplace

Si f(t), f (1), f"(t), ..., f*(t) sont continues pour t > 0, sont de I’ordre de e et si
L(f"(t)) existe alors:

L(f™(t)) = s"L(f(t)) — s" " f(0) = s" 1 £ (0) — ... — f"1(0).

En particulier:

L(f (8)) = sL(f(t)) = £(0),

/ "

L(f"(t)) = s°L(f(t)) — s*f(0) = sf (0) = f(0).
Exemples:

1. Trouver L(t*> +t + 2+ e* + cos(kt)).

Grace a la linéarité de 'opérateur L et les relations

1 n! 5
kty __ ny __ —
L(e )_k—S’ L(t )_Sn+17 L(COS(kt))—SQ—{_k?,
on a
2 1 2 1 S
2 2t _
L(t +t +2+e€ +Cos(kt))_§+?+g+8—2+82+1’S>2.

2. On a: L(cos(kt)) = =2, s > 0. Comme sin(kt) = — % (cos(kt)), on a :

52 k

52+k2) s2 4+ k2

L(sin(kt)) —%<— cos(0) +

Remarque 3.1.2 Si dans le théoréme 2.1.3, f(t) n’est pas continue en 0 mais si lim f(t) =

t—0

f(0T) eziste, alors

L(f (t)) = sL(f(t)) — £(07).

15



3.1. Transformées de Laplace

Théoréme 3.1.4 Si f(t), f, (t) satisfont les hypthéses du théoréme 2.1.1 et si f(t) est

continue sauf pour un nombre fini de points ty, ta, ..., t,, alors:

n

L(f (1)) = sL(f(8) = £(0) = Y e ™" (f(&]) = f(£))).

=1

Théoréme 3.1.5 Transformée d’intégrale
Si f(t), satisfait les hypthéses du théoréme 2.1.1 alors: L(fot f(u)du) = TL(f(1)).
Théoréme 3.1.6 Dérivée de transformée

Si f(t) satisfait les hypthéses du théoréme 2.1.1 et si L(f(t)) = F(s), alors pour tout
entier positif n, on a alors: L(t"f(t)) = (=1)"4=F(s). En particulier L(tf(t)) = —F'(s).

ds’ll

Théoréme 3.1.7 Transformée de fonctions périodiques

Si f(t) admet une transformée de Laplace et si f est périodique: f(t +T) = f(t), T >0

pour tout t > 0, alors:

Lf(1)) = ;/0 e F(u)du, s > 0.

1 —esT

Exemple 3.1.1 Calcul de L(|cos(wt) |).

Posons f(t) = | cos(wt)| et est périodique de période .

1 w
/ e*"| cos(wu)|du.

L(| cos(wt = —=
(Jeosut) ) = 17— == |
Apres deux intégrations par partie, on trouve:

1 w

L(‘ cos(wt) ’) = m(s + m)

16



3.1. Transformées de Laplace

3.1.3 Transformée de Laplace inverse

On peut trouver quelques transformées inverses L~!(F(s)). Pour d’autres cas, on peut

utiliser les théorémes suivants.

Théoréme 3.1.8 linéarité de [inverse
Si L7Y(F(s)), L7Y(G(s)) existent et si cy, ca sont des constantes alors: L™'(c1F(s)+
c2G(s)) = et L7HF(s)) + co L7 (G(9)).

Théoréme 3.1.9
L F(s) =e ™F(s —a).

Définition 3.1.4 Fonction étagée unitaire (Heaviside)

On définit une fonction u(t) de la fagon suivante:

0, sst<0
u(t) =
1, sst>0
On aura
0, sit<c
u(t —c) =
1, sit>c

ou ¢ est une constante.

Théoréme 3.1.10 Si L™1(F(s)) = f(t), alors:
L (e ®F(s)) =u(t —c))f(t —c).

Exemple 3.1.2 1. Calcul de L(f(t)) si

;

t, 0<t <1

2, 1<t <2

2, 2<t >4
1,t >4

En utilisant la fonction u que l’on vient de définir, on peut écrire:
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3.1. Transformées de Laplace

f@t) =t +2—tult —1)+ {# —2u(t —2)+ (1 —)u(t —4),
f) = t+H(—t=D)+Du(t—1)+((t—2)*+4(t—2))+2)u(t—2)+(—(t—4)*—8(t—4)—15)u(t—4)

on a la forme apparaissant dans le théoréme précédant d’ou:

1 1 1. ,.2 4 2 . 2 8 15
2. Trouver L™1(G(s)) si:
1 1 1. .4 2
G(S):g‘i‘e (g—g)‘i‘e (—g+8—2)

En appliquant la formule du théoréme précédant on a:
git) =t +(B=t)u(t —2)+ (2t —12)u(t —4),
et g(t) s’écrit;
t,0<t <2
gt) =4 32<t <4
3t —9,t >4
Définition 3.1.5 Fonction Delta de Dirac, impulsion unitaire
On s’intéresse a la réaction d’un systéme a une impulsion qui agit pendant un trés

court intervalle de temps.

Soit a > 0 et définissons une fonction 0,(t) par:

1
5a<t):_> st Ogtga
a

da(t) =

ailleurs.

En utilisant la régle de I’Hopital on montre que L(0,(t)) = 1.

St a — 0, la hauteur de la région rectangulaire croit indéfiniment alors que la largeur
décroit de fagon que l'aire soit toujours égale o 1 et ainsi fooo do(t)dt = 1.

Cette idée nous ameéne a concevoir une fonction limite, notée §(t) et appelée distribu-
tion de Dirac ou impulsion unitaire.

Certaines des propriétés de cette fonction sont: [ 6(t)g(t)dt = g(0) et [;°6(t —
a)g(t)dt = g(a).

18



3.1. Transformées de Laplace

Théoréme 3.1.11 Convolution

Si L7H(F(s)) = f(1), L

G(s)) =
L (F( :/ t—vdv—/ft—v (v)dv.

Exemple 3.1.3 Si on pose G(s) =+ alors g(t) =1 et on obtient: L™

g(t) alors:

=y f(

3.1.4 Table de quelques transformées

La transformée de Laplace permet de transformer une équation différentielle impliquant
une fonction et certaines de ses dérivées en une équation algébrique ordinaire.

La solution de cette équation algébrique permet alors d’obtenir la transformée de la
solution de ’équation différentielle. On peut alors utiliser la table pour écrire une fonction

f(t) lorsqu’on connait sa transformée F'(s) grace a la transformeée inverse.

Table des Transformées de Laplace de quelques fonctions de usuelles.

f(t) F(s) = L(f)(s)
1 ou u(t) 1

t 2

t"(n entier positif) Sﬂl

e—at lera
te= Gray
sin wt Sszz
cos wt p e
e~ sin wt Gra) i a?
e~ cos wt e
tsinwt (82?:52)

t cos wt (5‘922;&2)
t"(n € Ryn > —1) | Hefy
u(t —a) =
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3.1. Transformées de Laplace

Table des propriétés.

Ft) F(s) = L(f)(s)
1 ou u(t) L

t 2

t"™(n entier positif) Sﬁl

e—at s—ll-a
te=at G Jrla)z
sin wt pe
cos wt poe
e~ sin wt GTa) e
e~ cos wt G +Z;r21wz
t sin wt (Sziwjz)z

t cos wt (5‘22;?}22)2
t"(n € R,n > —1) Fiﬁjll)
u(t — a) N

si les limites existent.

limsF(s) = f(07)

lir%sF(s) = tlim ()
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3.1. Transformées de Laplace

Table des transformées inverses de quelques fonctions de bases.

Ft) F(s) = L(f)(s)
1 ou u(t) L

t =

t"™(n entier positif) Sﬁl

e—at s—ll-a

te=at G Jrla)z

sin wt Pl
cos wt Pyl
e sin wt (LR
e~ % cos wt MZ)%
t sin wt (Sziwjz)z

t coswt %
t"(n € R,n > —1) Fiﬁjll)
u(t — a) S

3.1.5 Application a la résolution de quelques équations aux dérivées

partiélles EDP.

Si on suppose que la fonction u(z, t) vérifie les hypothéses du théoréme 2.1.1 lorsqu’elle

est considérée comme une fonction de ¢, en posant U(x, s) = L(u(z, t)), on a:

ou, > _,0u, B
L(E)—/U e 8tdt—sU(m, s) —u(zx, 0)

et
0*u 9 ou
L(w) =s°U(x, s) — su(z, 0) — E(m, 0)
on a aussi
ou * _gOu ., dU
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3.1. Transformées de Laplace

en utilisant la regle de Leibniz pour dériver sous le signe de l'intégrale. On aurait

aussi:

o%*u d?U

(@) a2

Exemple 3.1.4 On se propose de résoudre I'équation de la Chaleur suivante:

ou _ u _
ot — 0z2 4u

u(0, t) =0, u(m, t)=0
u(x, 0) = 6sin(x) — 4sin(27z)
On pose: L(u(z, t)) = U(x, s) et on prend la transformée de chaque membre de
I’équation.

On obtient alors

d?U ) .
T (s +4)U = —6sin(x) + 4sin(2z).

C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 par rapport & la variable x. on a:

Uy = CreV¥™% L Che Vo™ solution homogéne

6
Up = in(z) —
P= s - g

sin(2z) solution particuliére
la solution générale est donnée par:

Uz, s) = C’le‘/m + Cge’m +

0 sin(x) — sin(2x)

s+5 s+ 8

en utilisant les conditions aux limites, on trouve C1 = Cy = 0, donc:

6 sin(z) —

U —
(z, ) s+5 s+38

sin(2x)

et ainst

u(z, t) = 6e " sin(x) — 4e % sin(27)

est la solution cherchée.
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3.2. Transformée de Fourier

3.2 Transformée de Fourier

Historiquement, les séries de Fourrier tirent leur origine d’une étude de ’équation des
cordes vibrantes par Daniel Bemoulli (1753). Fourier les a beaucoup utilisées dans son

ouvrage: Théorie analytique de la chaleur (1822).

Définition 3.2.1 Soit f , g deux fonctions sectionnellement continue sur R, et vériffiant
la condition: fj;o |f(t)|dt < oo et fj;o lg(t)|dt < oo, alors on a :
“+oo

F(w) = fv)e ™ dv.

— 1 [t .
F(z) = %/_OO g(w)e™*dw.
F(w) est appelée transformée de Fourier de f(x), noté aussi: F(f)

F(x) transformée de Fourier inverse de g(w), noté aussi F(g).

De méme s1 0 < x < 00 on a:

9 +o0 +oo

flz) = —/ Fy(w) sin(wzx)dw, Fy(w) = (v) sin(wv)dv
T Jo 0

Fy(w) est la transformée sin de Fourier de f(x), = > 0.
On peut aussi écrire:

2 +o0 +o0o

fla) =2 / Fu(w) cos(wz)dw, Fyw) = () cos(wv)du
T Jo 0

F.(w) est la transformée cosinus de Fourier de f(z), = > 0.

Remarque 3.2.1 [ existe d’autres définitions de la transforée de Fourier de f telle que:
f: R—C
x> f(z) = / f(t)e "=dt
R
Remarque 3.2.2 Les intégrales précédentes ont un sens puisque

[f(Oe ™| = |f(t)e™™ ] = [f(B)].
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3.2. Transformée de Fourier

Remarque 3.2.3 Comme f € L'(R), on a

Ftye | (e € 1} (R)

Définition 3.2.2 Remarque 3.2.4 Sous certaines conditions, F(F(f)) = f presque

partout.

3.2.1 Transformées de Fourier finies - Séries de Fourier.

Les transformées Fourier finies sont définies a 'aide des séries sinus et cosinus de Fourier
sur un intervalle (0, 7). Elles sont aussi connues sous le nom des Séries de Fourier.

La transformée sinus finie de Fourier de f(x) sur 0 < x < [, est définie par:

=7 ZF sin( dx Fi(n / f(z)sin mrx)

n est un entier positif.

La transformée cosinus finie de Fourier de f(x) sur 0 < 2 < [, est définie par:

flx) = ZZF cos( dw F.(n / f(x) cos( nm:) dx

Proposition 3.2.1

Transformée sin finte: 0 < z <[
de f/(x) D =" Fe(n)
de f"(x) : ="F=Fy(n) + 5E((=1)" (1) + f(0))

Transformée sin finie: 0 < x <l

de f'(z) : 5 Fy(n) = (£(0) — (=1)"f (1))
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3.2. Transformée de Fourier

’

de f"(x) : ="F=F.(n) = (f'(0) = (=1)"f'(1))
Transformée sin finie: 0 < x < 00

de f'(x) : —wF.(w)

de f"(x) : —w?Fy(w) + wf(0)

Transformée sin: 0 < x < 00

de f'(x) : wF,(w) — f(0)

de f"(x) : wF.(w) — £ (0)

Transformée de Fourier: —oo < x < 00

de f'(x) : iwF (w)

de f"(z): —w?*F(w)

Propriétés de la transformée de Fourier

On rappelle quelques propriétés essentielles sur les transformées de Fourier.

Théoréme 3.2.1 Linéarité

Si f,g € LY(R) alors Vo, B € R :

Flaf + Bg) = aF (f) + BF(f)

Remarque 3.2.5 C’est a dire que Fest une application linéaire qui de plus est unifor-

mément continue de L'(R, ||.||,) dans C(R, ||.||.)-

Théoréme 3.2.2 Théoréme 3.2.3 Théoréme 3.2.4 convolution
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3.2. Transformée de Fourier

Soit h : R — C définie presque partout par

h(t (t)

)=(f*g)
- / £(t — 2)g(x)dz

1) Soit f,g € L*(R) alors
a. frg=J3
b. F(f*g)=F(f)F(g).
2) Si de plus f.ge LY(R) alors f g € L'(R) et fi= m

Théoréme 3.2.5 Dérivée de la transformée
Si f et fe LY(R) alors
a) f € CL(R).
b) () (2) = (=2mitf)(z).

Remarque 3.2.6 Ces propriétés simplifient fortement les calculs.

3.2.2 Tables des Transformées de Fourier.

Table des Transformées de Fourier de quelques fonctions de bases.

f(t) F(w)
u(t)e ™ a >0 L

lsia<t< —a,a>0

0 ailleurs

d(t) (distribution de Dirac) | 1
U

t—a) e~taw
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3.2. Transformée de Fourier

Table des propriétés.

f(t) F(w)

f(at) at (%)
et £(t) F(w—a)
f(t —a) e F(w)
f(t) avee lim f () =0 iwF (w)
f(t) avec lim f () = lim f'(t) =0 (iw)* F(w)
f)(t) avec tl'}rinoof(k) (t) =0, pour tout £k =0,..,(n — 1) | (iw)" F(w)
tf(t) iF(w)
tft),n>1 (1)" F™ (w)
Sl f(2)dz wF (w)
(f+g)(t)= [ f(x)g(t — x)dx F(w).G(w)

3.2.3 Application a la résolution d’une EDP.

On se propose dans 'exemple qui suit, d’illustrer la résolution d’'une EDP par les trans-

formées de Fourier finies ( séries de Fourier).

Exemple 3.2.1 Soit le probléme a résoudre:

.
B+ B =
lu(z, t) | < M,
-1 s12 <0
u(z, 0) =
| 1 stx>0

D’aprés les conditions aux limites, on applique la transformée de Fourier par rapport
ax:
u U

= ——(w, t) (Reégle de Leibnitz)

PGy ) =
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3.2. Transformée de Fourier

Donc X
Pu 0%u 0*U
+—=0
o2 Ox? ot?
Ainsi on obtient une équation différentielle ordinaire de 2" ordre en t, dont la solution

générale est

Ulw, t) = ci(w)e?T + cy(w)e ™™

La condition |u(z, t)| < M implique que:

lim u(z, t) =0= lim U(w, t) =0, alors ¢; = 0.

En plus
U(w, 0) = ca(w) = F(u(z, 0)) = —iF,(u(z, 0))

car u(zx, 0) est impaire. D’ou:

Done U(w, t) = —ite T = —iF (u(z, t)) = u(z, t) =2 arctg £

Exemple 3.2.2 Considérons le probléme

ou  O0%*u

— =2 I, t

% 92 u, O<x<l, t >0

avec les conditions

ou ou
—(0,t) =0, —(I, t) =0
ax( ) ) ) ax(7 ) bl
u(z, 0) =

Comme on s’intéresse a x entre 0 et I, on pense & une transformée finie. Comme on
connait la dérivée par raport & x,tel que (x =0 et x = 1), on utilisera la transformée cos
par rapport a x.

Soit F.(n, t) fo u(x, t)cos(™=)dx.

27r2F (n, t) et celle de 3 est Fl(n, t).

La transformée de 2 a &L est — 2

On obtient:




3.2. Transformée de Fourier

dont la solution est:

F.(n, t)=Ae U7 " or F,(n,0) = A = fo  cos(ME)dx =

l2
2

L (=1)" = 1), dou:

I n2n?

(-1 = e

Fun, t) = n =12,

n?m2
Pour n =0,0n a:
Onx l 2
fo z, 0)cos(%t)dr = [ zdr = &,
et FC(O, t) = 56_%.

Donc la transformée inverse est:

[ g, 2~ ()" =1 — (2222 oyt nnr

u(z, t) = ¢ + s 2 ¢ 2 COS(T)
0 sin est pair
(1) - 1=
—2 st n est impair
apres simplication il vient que:
u(z, 1) = £€_2t 4 = 1 6_(<zn7§>2ﬂ22)t COS((2n - 1)7rx)
’ 2 — (2n — 1)2 l

Exemple 3.2.3 Considérons le probléme

— 49%

8t 22, r>0,t >0

avec les conditions
u(0, t) =0,
u(z, 0) =22,0<z <2
u(z, 0) =0, x> 2
On pense donc a la transformée sin ou cos par rapport & x. Comme on connait u(0, t),

on pense & une transformée sin de Fourier. On trouve comme solution:

u(z, t) = 2 /Ooo(_4cos(2w) N 4Sin(22w) N 2 cos(2w) — 2

Je™ "t sin(wz)dw
m

w w w3
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CHAPITRE

Quelques méthodes de
résolution de I’équation

de la chaleur

Dans ce chapitre on s’intéressera a quelques méthodes de résolutions de I’équation de la
chaleur en coordonnées cartésiennes basées essentiellement sur : les série de Fourier, la

transformée de Fourier et la transformée de Laplace.

4.1 Meéthode avec les séries de Fourier

Soit I’équation de chaleur suivante:

G t) = S5 () =0
u(x,0) = h(z) pour 0 < x < L. (4.1.1)
u(0,t) = u(L,t) = 0 pour tout ¢t > 0.

Ou u(z,t) est définie sur [0,

dans R.

L] x [0, +00[ et h une fonction quelconque définie de [0, L]
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4.1. Méthode avec les séries de Fourier

Proposition 4.1.1 On suppose que h est de classe C* sur [0, L]. Alors, l’équation de la

chaleur admet une unique solution donnée par

= . k
u(x,t) = Z hye (2’ sm(%x)
k=1

ou les hy sont les coefficients de Fourier du prolongement de h.

Preuve. La Méthode de la séparation des variables suit les méthodes exposés ci
dessus:
a) Séparation des variables : Supposons que la fonction u(z,t) = F(z)G(t) avec v = 1,
vérifie I’équation
Zu(x,t) =

Ox2 éa_( 7t
u(0,t) = u(L,

i sur [0, L] x [0, oo
t)

)
= 0.
Alors, le systéme devient
F"(2)G(t) = cF(x)G'(t) pour x € [0, L] et t >0,
F(0)G(t) = F(L)G(t) = 0 pour tout ¢ > 0.
On suppose pour la suite que u n’est pas une fonction nulle (F' et G ne sont donc pas

identiquement nulles). Et puisque les deux variable ¢ et = sont indépendantes, alors on

peut réécrire le systéme comme suit

Z/;)) = C%,((f)) =\ € R pour z €]0, L[ et t > 0.
F(L)=0.
0) = Z((i)) pour 0 < x < L.

b) Résolution des deux nouveaux problémes : Commengons d’abord par résoudre

I’équation différentielle vétifiée par F'. Ceci conduit au probléme
F"(z) — AF(x) = 0 avec F'(0) = F(L) = 0.

Il s’agit ici d’un probléme de Sturm-Liouville et pas d’un probléme de Cauchy.
Distinguons les cas selon le parameétre A :
i) Lorsque A = 0, F'(xz) = ax + b ne vérifie les conditions F'(0) = F(L) = 0 que si

elle est nulle.
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4.1. Méthode avec les séries de Fourier

i) Lorsque A > 0, F(z) = a e¥** + b e~V ne sannule en 0 et L que si elle est nulle ( il
suffit de résoudre le systéme en a et b obtenue pour F'(0) =0 et F(L) =0).

iii) Lorsque A = —w? < 0, F(z) = acos(wz) + fsin(wz) est nulle en 0 et L ssi a = 0
et fsin(wl) = 0. Pour qu’il existe des solutions non triviales, il faut et il suffit que

wlL = km, k € N soit

km — k272

w=—7 et A = 7
On ne retiendra que ce dernier cas de figure.
Il nous reste donc a calculer G lorsque A = = ;f ,k eN.
On a: ) s

G(t) = —";[7; G(t).
dont la solution est
G(t) = 76%2;2?5.

On conclut que les solutions non nulles ( dépendent de k € N ) & variables séparables sont

de la forme:

) k
ug(z,t) =e i3 tsin(%x).

c¢) Solution générale :
Tout d’abord, on remarque que si on peut écrire la fonction A en somme de sin comme
suit

h(z) = Z R, sin(k%x),
k=1

une solution de I’équation qui vérifie les conditions u(z,0) = h(z) et u(0,t) = u(L,t) = 0,
est donnée sous la forme suivante
2_2

n n i I
u(z,t) = Zuk(x,t) = Z hke_kcLz tSin(%x).
k=0

k=0

i) comme h est de classe C* sur [0, L] alors on peut la prolonger en une fonction de classe

C? et de classe C® par morceaux, impaire et 2L—périodique, que 1’on notera h.
km

u(z,t) = 30°  hpe (E)c sin(%7z), lorsque celd a un sens.
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4.1. Méthode avec les séries de Fourier

Comme h est au moins continue et de classe C! par morceaux, sa série de Fourier

converge normalement et sa somme est . On a donc
~ - km
h(z) = Z D, sin(f:c).

et
Z |hi| converge . (4.1.2)
k

ou |hi| = || sin(%’%c)“OO
A 4. . T
De la méme facon, la série de Fourier de h converge normalement et les termes

généraux de cette série s’obtiennent en dérivant ceux de h :

pour les mémes raisons que précédemment, on en déduit que:

Z k |hy| converge (4.1.3)
k

Enfin, la série de Fourier de h” qui est continue et de classe C! par morceaux converge

normalement et

Z k?|hy| converge (4.1.4)
K

ii) On considere la fonction en x définie par

fr iz — fi(z) = up(x,t) = hye (27 sin(fx).
Alors, on a
f/ xr) = hkk—ﬁe_(kg)2§ cos k—Wx
b L L
, k212 kmyar km
fi(x) = —hy 72°¢ () sm(fx)

On remarque que:
- Chaque fonction f, est de classe C2.

- La série ) fx(x) converge en un point (0 par exemple); il y a méme
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4.2. Equation de la chaleur et transformée de Fourier

convergence normale sur R grace (4.1.2)

- La série ) f,;(x) converge en un point ; il y a méme convergence normale sur R grace
(4.1.3)

- Lasérie Y f, (z) converge uniformément sur tout compact de R. Il y a méme convergence
normale sur R gréace (4.1.4)

D’apres le théoréme de la dérivation d’une série de fonction, > fi.(z) est de classe C? et

on obtient ses dérivées en dérivant terme a terme, ce qui donne :

i k

u(z,t) => 77, hpe~ (B sin(®*x).

Bu(z,t) = Y0 o hukme ()" cos(knz).
P (0,) = — S EE e () E sin(ra).

On démontre de la méme fagon que la somme des fonctions de la variable t;

t— u(z,t) = hpe (2% sin(—=x).

est une fonction de classe C! et que la dérivée de sa somme est

ou 1, K% _jkmyer | kT
E(Lt) = —Eth 72¢ (5% sin(—ux).
k=0

: 1A : 0%u _ .0u
Donc u satisfait I'équation, car 53 (7,t) = c%5;(z,t) comme on peut le constater en re-

gardant les deux séries. De plus, u(x,t) est nulle si x = 0 ou L, enfin, u(z,0) = h(x).

Remarque 4.1.1 L’idée de base était que l’on peut prolonger une fonction quelconque

par imparité et 2L périodicité pour l’écrire comme somme d’une série trigonométrique.

4.2 Equation de la chaleur et transformée de Fourier

4.2.1 Reésolution de I’équation de la chaleur avec la transformée

de Fourier

On se propose de construire une solution pour deux modeles d’équation de la chaleur en

utilisant la transformée de Fourier.
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4.2. Equation de la chaleur et transformée de Fourier

Théoréme 4.2.1 Soit u la fonction définie sur R x |0, +oo[ par

—a2

€ 4at |

w:(x,t) —

1
2vVrmat
1) u est de classe C*° sur Rx]0, +o0l.

2) u est une solution de Uéquation 2w (z,t) — 9w (z,t) =0 sur Rx]0, +o0].

3) Pour tout x € R*, lim (x,t) =0, lim u (0,t) = +o0
t—0

t—0

4) Pourtout$€R*,/ (x,t)dz =1 et, sia >0, lim u(z,t)de =1.

t—>0+
R [_G"a]
alors u est solution de

gi%(:v,t) Lou(y t) =0 pourt > 0;z € R.
tiI%+u (x,t) = 0 pour tout x € R. (4.2.1)
lim w (0,t) = 400

Preuve. Facile a vérifier. m

Remarque 4.2.1 La construction de cette solution se fait de maniére analogue et suivant

les étapes du théoréme qui va suivre.

Théoréme 4.2.2 Soit I’équation de la chaleur suivante

g%(z t) — Qau(x t) =0 pourt > 0;z € R.
u(z,0) = f(x) pour tout z € R.

alors la solution est donnée par :

1 2
u(x,t) = f(x) *x —e 2t
(z,t) = f (x) i
Preuve. Pour chercher la solution de ce systéme, on calcule la transformée de Fourier
de la fonction
0%u ou
T — r,t) —2—(x,1t).
32 (&t — 250 (2,8)
Ce qui rameéne a une équation différentielle ordinaire vérifiée par la transformée de Fourier

de la fonction en z.
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4.2. Equation de la chaleur et transformée de Fourier

Soit u(x,t) au moins de classe C? par rapport a z et de classe C! par rapport a ¢ :
En appliquant la transformée de Fourier avec ses propriétés & ’EDP, on obtient une

équation linéaire & coefficients constants vérifiée par u comme suit:
~/ 1 2~
u'(w,t) + v u(w,t) = 0.

alors la solution est

en utilisant le fait que

-~

on obtient: C' = f(w)
et donc:

-~

U(w,t) = fw)e 2™

Alors, on applique la transformée de Fourier inverse avec ses propriétés, on obtient
F(a(w,t) = F(flw)e2*") = F(f(w) * F(e 2+
On calcule maintenant F(e‘é“’%) :

tout d’abord, on remarque que:

alors:

donc la solution est donnée par:
u(w,t) = F(w,t) = F(fw) x Fle 2" = f (2) *

Finalement u s’écrit:

—0o0

36



4.3. Equation de la chaleur et transformée de Laplace

4.3 Equation de la chaleur et transformée de Laplace

On se propose de résoudre 1’équation de la Chaleur suivante:

9%u 10u __

52 " aot = 0;
u(0, t) = up,
u(z, 0) =0.

Si on suppose que la fonction u(z, t) vérifie les hypothéses du théoréme 2.1.1 lorsqu’elle

est considérée comme une fonction de ¢, en posant U(x, s) = L(u(z, t)), on a:

ou o ou
7Y — —st ~ _ o
L( 815) /0 ey dt = sU(x, s) —u(z, 0) = sU

et on a aussi:

Py _ &
Ox? dzx?
donc le systéme se transforme en:
‘ng - iU =0,
U(0, s) = Luy.

On résoud I'équation différentielle ordinaire et alors:

1 5
U= —uoe\/gz
s

et grace a la table des transformées:
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CHAPITRE

Equation de la chaleur
pour un milieu

Axisymeétrique

5.1 Equation de la chaleur en coordonnées cylindriques

En coordonnées cartésiennes 1’équation de conduction s’écrit :

82u+82u+82u_1@+£_0
ox2  Oyr 022 adt A

En coordonnées cylindriques et en posant:

x =rcosf
y =rsinf
z2=2z=dz=0.
I’équation de conduction de chaleur s’écrit:
Pu 10u 10*u Pu  p 10u
bt e — =
or2  rodr  r2002 022 XN a0t
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5.1. Equation de la chaleur en coordonnées cylindriques

' r+dr
/.

q(r + dr)

Figure 5.1.1 : Bilan axisymétrie

5.1.1 Equation de la chaleur pour un milieu axi symétrique
Bilan pour un milieu axi symétrique

Un milieu axi symétrique est un milieu qui est symétrique par rapport un axe,il posséde
une symétrie de révolution autour d’un axe privilégié. On utilise les coordonnées polaires
(r, 0, z), mais seule la variable r est utile. L’'invariance par rotation fait que la tempéra-
ture ne dépend pas de 0 et I'invariance par translation le long de ’axe fait que z n’est pas
utile.

Sur "anneau fixe représenté sur la figure ici, par unité de longueur en z, on a:

1 Pour la conservation de I’énergie, une quantité pe(r, t)2nrdr dans Panneau d’épaisseur

dr de rayon r et de surface 27wrdr.

2 Tl y a un flux rentrant en r qui est ¢(r, t), ce flux rentre & gauche, donc contribue pour

q(r, t)(2mrdr) a Paugmentation de 1’énergie e.

3 Il y a un flux sortant en 7 + dr qui est q(r + dr, t)2w(r + dr)dr, il est sur une surface
plus grande, ce flux sort a droite, donc il contribue pour —q(r + dr, t)27(r + dr)dr

et diminue I’énergie

4 §'il y a création de e, avec un taux disons r.(r), il faut compter r.(r)27wrdr en plus.
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5.1. Equation de la chaleur en coordonnées cylindriques

Au total, et par définition de la dérivée en r:

(r+dr)q(r+dr, t) =rq(r) — dr%(rq(r, )+ ...,

donc
ou 0
pcpa(r, t)(2mrdr) = —a—(rq)dr(QﬂdT) +7r.(r, t)(2mrdr)
r
soit
0 0
pcpaT(r, t) = —@(rq) +7e(r, t)
Puis en mettant la loi de Fourier:
_ T
7= or’

Equation de la chaleur pour un milieu axi symétrique

L’équation de la chaleur devient:

0 o . oT
pcpaT(Ta t) - @(ka) + 7nc("ﬂ> t)
Que l'on écrit aussi sous la forme:
Gu 10w p 10u _
oz ror AN adt

5.1.2 Résolution de I’équation de chaleur en régime permanent

En régime stationnaire (permanent), pour un systéme ne possédant pas de source volu-

mique, I'invariance par translation le long de 'axe fait que z n’est pas utile. On aura:

ou
P u = cte T
Dans ce cas, I’équation s’écrit :
?u  10u
— 4+ -——=0. 5.1.1
or? + r or ( )

Pour résoudre cette équation, on a les conditions aux limites suivantes:

pour r =1y — u(ry) = us.

pour r = ry — u(ry) = us.
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5.1. Equation de la chaleur en coordonnées cylindriques

On expose ici une

Pour la résolution de cette équation, on a plusieurs méthodes.

d’entre elles.
On multiplie ’équation (5.1.1) par r on obtient :

*u  Ou
— 4+ — =0. 1.2
r8r2 * or 0 (5.1.2)

On a la somme du produit des dérivées de deux fonctions qui se présente comme la

dérivée du produit de deux fonction .

Donc on peut écrire (5.1.2) comme suit

0  Ou

La 1¢"¢ integration de cette équation nous donne:

ou ou (4
TE—C&:E—T

et la deuxiéme intégration nous donne:

1 1
/8u = Cl/—ﬁr = u(r) = Cl/—ﬁr.
r r
D’ou I’équation de répartition de température s’écrit alors:

u(r) =Cilnr + Cs.

Déterminons maintenant les constants C; et Cy & 'aide des conditions aux limites on

aura le systeme de deux équations :

pour r =71y — u(r;) = u; = Cylnry + C.
pour r =1y — u(ry) = uy = Cylnry + Cs.
Donc on a :
U12011HT1+02 (1)
(2)

Uy = C’llnrg—l—Cg
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5.2. Résolution de I'équation de chaleur en régime variable

On fait (1) — (2) on aura :

up —ug=Cilnry — Crlnry = Cl(ln;)’
2

D’ou
Uy — U2

01:

In 2t
T2
Pour déterminer la constante Csy & partir de la premiére ou la deuxiéme équation on
tire Cs.
Cg = —Cl 1117"1 + usp.
D’ou
Uy — U

02:— o 1117’1+U1.
InZ

r2

On remplace les expressions de ('] et (5 dans ’équation de répartition on aura donc

la solution u(r)
Uy — Uz Uy — U

u(r) = o Inr — o Inry + ;.
r2 T2
Ou bien
Uy —ug, T
u(r) = — m?ln——l—ul

5.2 Résolution de I’équation de chaleur en régime
variable

On consideére ici un cylindre infini (longueur trés grande par rapport au diameétre) de
diametre (R) initialement a la température T; auquel on impose brutalement une tem-
pérature de surface Ty. Dans ce cas le transfert de chaleur et uniquement radial.

On prend un exemple d’un cylindre infini avec température de surface imposée et avec
flux de chaleur imposée.

Avant d’aborder un exemple de résolution on rappelle la définition d’une fonction de

Bessel et de la transformée de Hankel.
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5.2. Résolution de I'équation de chaleur en régime variable

5.2.1 Fonctions de Bessel de premiére espéce.

Définition 5.2.1 Les fonctions de Bessel sont des solutions des équations différentielles

définies pour n € R par
(E,) 22y + xy + (2 —n?)y = 0.

Pour n € R, la fonction de Bessel de premiére espéce est définie par

— 1) 1 2k+n
Jn() = kz:; k‘!Fl(( +)n 1) (§$) "

SingZ, J, et J_, forment une base de solutions de l’équation (E,).

5.2.2 Transformation de Hankel

En mathématiques, la transformation de Hankel, ou transformation de Fourier-Bessel,
exprime une fonction donnée f(r) comme intégrale pondérée de fonctions de Bessel du

premier type J,(kr).
tel que F,(k) = fOR f(r)Jy(kr)dr est la transformée de Hankel de f(r).

5.2.3 Cas Cylindre infini avec température de surface imposée

On impose brutalement une température uy & la surface du cylindre tout en sachant
qu’initialement il était & la température uniforme wu;.

Meéthode: Décomposition de la température en un produit de fonctions et transforma-
tions de Hankel.

L’équation de la chaleur s’écrit :

u  10u 10u
RIS 2.1
or? + rdr o Ot (5-2.1)

Avec les conditions aux limites :

u(r,0) = u; (1)
u(R,t) = ug (2)
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5.2. Résolution de I'équation de chaleur en régime variable

On effectue le changement de variable suivant : @ = u — g
Et les conditions aux limites deviennent :

u(r,0) = u; — ug (1)

(R, t) =0 (2)

On effectue une décomposition de la température en un produit de fonctions sous la

forme :  w(z,t) = X(r)Y(¢). L’équation de la chaleur conduit & I’équation suivante :

"X
X”Y—F%X/Y:%XY, on: ITE

X =W

Q=
<~

ol w est une constante car les deux fonctions X et Y sont indépendantes. On en

déduit :
X' +5 40X =0= X = AJ,(wz) + BYy(wx)

Y +aw?Y =0=Y = Ce
Ou J, est la fonction de Bessel de 1 espéce non modifiée d’ordre 0 et Yj la fonction
de Bessel de second espéce non modifiée d’ordre 0.

On en déduit que les solutions de (5.2.1) sont de la forme :
= Ce ™" [AJ, (wz) + BYy(wz)] .

Par ailleurs on sait que Y5(0) = —oo ce qui impose B = 0 dou @ = D e~ '] (wx)

La condition limite T(R, t) = 0 s’écrit alors :D e~ J (wx) = 0 ce qui impose w, R =
Br 00 w, est une solution de ’équation J,(wR) = 0.

Le théoréme de superposition des solutions permet d’écrire la solution générale de

(5.2.1) sous la forme :

u(zx,t) = Z Dne_““ﬂtt]0 (wpR)
n=1

La condition limite u(r, 0) = u; — ug s’écrit alors :

U; — Uy = Z Dne*“”%J0 (wnr) (2)
n=1
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5.2. Résolution de I'équation de chaleur en régime variable

La fonction propre est J,(wr) ce qui nous améne & appliquer la transformée de Hankel
a la condition limite (2) soit a multiplier chaque membre de I’équation (2) par r.J,(w,r)

et & intégrer entre 0 et R :
R R o0 R
/ rJ, (W) (u; — ug)dr = / Z DyrJ, (wpr)J, (w,r)dr = / Dt [, (war)]? dr
0 it 0

car on montre que fOR rJy (W) J, (wyr)dr si m # n.

/0 ’ 7J, (W) (u; — ug)dr = D, /0 ’ r [, (war)]? dr

= D, [Jin)] = D (e

/ORT [Jo(wr)]* dr = ; [J,;(W>]2 et J,(wr) = —Jpp(wr) + % To(wr)

On en déduit finalement :

Q(Ui—uo)i Jo(Wnr) a2 ¢

t p—
u(r,t) =+ =% O Jr(wnr)

n=1

Ouw, (n=1,2,3...) sont les racines de 'équation J,(wr) = 0.
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Conclusion

A travers les différents exemples de 1’équation de la chaleur en coordonnées cartésiennes
et le cas d’axisymétrie 3d, on peut retenir ce qui suit:

En pratique et dans le cas des coordonnées cartésiennes, on applique la Transformée de
Laplace relativement a la variable temps ¢ qui évolue de 0 a I’'co. L’équation aux dérivées
partielles se simplifie et il ne reste que le ou les parameétres d’espace.

Pour un milieu fini, la solution image ne se trouve pas, en général, dans les Tables et il
convient d’utiliser le théoréme d’inversion. Toutefois, avec certaine manipulation pour le
rendre périodique, un développement en série de Fourier permet d’obtenir des résultats.

Dans un domaine infini, on pensera a la transformée de Fourier comme outil de réso-
lution.

Dans le cas d’axisymétrie 3d, il devient difficile d’utiliser les transformées de Laplace
ou de Fourier & cause du coefficient % et généralement on pense aux fonctions de Bessel
et la transformée de Hankel (Fourier-Bessel) qui lui est associée.

En perspective, il serait intéressant de prospecter encore plus les différents modeéles
de I’équation de la Chaleur en axisymétrie 3d tout en essayant d’adapter quelques autres
techniques de résolution analytique ou méme numériques tel que les différences finies et

de pouvoir faire des comparaisons.
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Résumé

Dans ce travail, on s’est intéressé a la modélisation de 1’équation de la Chaleur
en coordonnées cartésiennes et en cas d’axisymétrie 3d sous certaines conditions clas-

siques.

On a par la suite étayé une panoplie de méthodes de résolution analytique citées dans

la litérature comme les séries de Fourier et les transformées de Fourier et de Laplace.

Dans une multitude d’exemples, on a décrit suivant les cas de figure, et en coordonnées
cartésiennes, les méthodes adéquates pour I’équation de la Chaleur selon les conditions

aux limites, initiale et le cas homogene ou non homogene.

Dans le cas d’axisymétrie, dés I’écriture du modele, il apparait une difficulté majeur
par la présence d’un coefficient en % Ceci a amené a rechercher des méthodes autre que

celle vues en coordonnées cartésiennes comme les fonctions de Bessel et la transformée

de Hankel.

En perspective, il serait intéressant de prospecter encore plus les différents modéles de
I’équation de la Chaleur en axisymétrie 3d tout en essayant d’adapter quelques autres
techniques de résolution analytique ou méme numériques telles que les différences finies

et de pouvoir faire des comparaisons.



