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Introduction

La notion d’un probleme inverse est apparue dans les discussions du mathématicien
J.B keller que deux problémes sont dits inverses 'un de 'autre si la formulation de 'un
met 'autre en cause. Cette définition comporte une part d’arbitraire, et fait jouer un
role symétrique aux deux problémes considérés. Une définition plus opérationnelle est
qu’un probléme inverse consiste & déterminer des causes connaissant des effets. Ainsi, ce
probléme est I'inverse de celui appelé probléme direct, consistant a déduire les effets, les
causes étant connues.

Les problemes directs sont caractérisés par 1’existence d’une solution unique qui est
stable aux perturbations par rapport aux conditions initiales ou aux limites. Il est usuel
d’appeler de tels problémes directs, des problémes bien posés. La notion d’un probléme
bien posé est formulée dans un article célébre publié par Jacques Hadamard en 1902;
Il a cru que les modeles mathématiques des phénomeénes physiques devraient avoir les
propriétés suivantes :

e [’existence d’une solution.

e [’unicité de la solution.

e La dépendance continue de la solution par rapport aux données.

Un tel probléme est dit bien posé. Un probléme qui n’est pas bien posé est dit probéme
mal posé.

Notre objéctif est de présente la méthode de régularisation de Tikhonov, il est com-
posé d’une introduction et de Trois chapitres. Dans le premier chapitre, on présente
quelques notions et des résultats fondamentaux d’analyse fonctionnelle (les espaces de

Hilbert ,opérateur compact). Le second chapitre est consacré a la définition d’un prob-



Introduction

leme inverse et quelques exemples, et puis on introduit une methode directe s’appelée la
méthode de régularisation de Tikhonov qui consiste & remplacer un probleme mal
posé par un autre bien posé de sorte que l'erreur commise soit compensée par le gain
de stabilité. La principale difficulté dans ’application de la régularisation de Tikhonov
a un probleme particulier, est la détérmination du paramétre de régularisation, ensuite
nous nous intéressons a deux variante de Tikhonov telle que la premier variante con-
siste a utiliser un controle différent pour la solution et la deuxiéme variante consiste a
utiliser des itérations. Dans le dérnier chapitre, nous nous intéressons & deux applica-
tion telles que dans la prémier application le probléme est de calcule numérique de la
dérivée d’une fonction. Dans la deuxieme application une méthode inverse utilisant la
technique de régularisation de Tikhonov est développée pour calculer la température et
le flux de chaleur en surface d’un solide subissant un traitement thermique. Connaissant
la température d’un point a l'intérieur du solide, le flux & la surface est estimé par un
algorithme inverse qui tient compte de la non-linéarité du probléme et surtout du terme
source relatif au transformations des phases générées lors du traitement thermique. Une

validation numérique est effectuée sur le cas de 'acier XC42.



Notations

H espace de Hilbert
R ensemble des nombres réels
T opérateur linéaire défini sur un espace de Hilbert
T* lopérateur adjoint de 'opérateur T’
ImT I'image de 'opérateur T’
kerT’ le noyau de 'opérateur T'
R, la régularisation
Xy la classe correctrice
Ft I’ensemble orthogonal de I’ensemble F'
F I’ensemble fermeture de ’ensemble F
Il - la norme
{,) produit scalaire
K (E,F) I’ensemble des applications linéaires compacts
L (E, F) | lespace vectoriel des applications linéaires continues
Bg la boule unité fermée B = {x € E, ||z|| < 1}
K (H) I’ensemble des opérateur compact sur H
P projection
s.c.i semi continue inférieurement




CHAPITRE

1 Rappels d’analyse

fonctionnelle

Afin de simplier la lecture de ce travail, cette partie du mémoire est consacrée & rappeler
quelques définitions et résultats d’analyse fonctionnelle. Ces rappels concernent les espaces

de Hilbert, les opérateurs et leurs propriétés définis sur les espaces de Hilbert.

Définition 1.0.1 Soit H un R-espace vectoriel. On appelle produit scalaire sur H toute
application (., .)
HxH — R;
(z,y) — (z,9)
telle que
1)(.,.) est bilinéaire

Va1, To, T, Y, Y1, Y2 € HVB;, 85 €R

(B121 + Bawa, y) = By (w1, y) + By (72,y)

(@, Bayn + Bay2) = By (z,1) + By (w,92)
2) (.,.) est symétrique
Yo,y € H;(z,y) = (y,2)



1. Rappels d’analyse fonctionnelle

3) (.,.) est défini positive
Ve e H,(x,2) =0

Définition 1.0.2 On appelle espace préhilbertien tout espace vectoriel muni d’un produit

scalaire.

Proposition 1.0.1 (Inégalité de Cauchy Schwarz)
Soit H un espace préhilbertion

Ve,y € H:

(2, y)| < V(z,2)\/ (Y, 9).

Démonstration. si (z,y) = 0 alors I'inégalité est toujours vraie
Supposons donc que (z,y) # 0
VA € R,

(z+ Ay, z+Ay) = (z.2)+ 27z, y) + N2 (y,y) >0
A = 4z,y)* -4z, 2)(y,y) <0

donc

(z,9)* < (z,2)(y,y)

[(z,9)| < (@, 9)V (Y, ).

Théoréme 1.0.1 Dans un espace préhilbertien H, l’application
.|| : H — H, donnée par

1
o] = (2, 2)2

pour tout x € H est une norme pour H.
Démonstration. 1)V € H

el = 0 V(2,2)=0
& (r,2)=0
=

z=0



1. Rappels d’analyse fonctionnelle

2)Vex € HVA eR

Azl = V(Az, Az)

3IV(z,y) € H

le+yl = (V(e+yz+y))?
= (z,2) +2(z,9) + (v,9)
< ll*+2|(z,y)| + Iyl

< lz* +2]lz] flyll + lly|* Cauchy-Shwarz

= (=l + llyl)?
d’ou
[z +yll < llz[] + llyll
La norme ||.|| ainsi définie s’appelle la norme induite par produit scalaire. m

Définition 1.0.3 On appelle espace de Hilbert ou hilbertien tout espace préhilbertien com-
plet.

Théoréme 1.0.2 1) Soit H un espace de Hilbert et C' une partie fermée et convere de
H alors :

Vee Hy3y € Cs ||z —y| = d(z,C) = in(fjHa: —z|.
zE€
On dit que y = Po(z) est la projection de x sur C.
2) Le point y = Po(x) est caractérisé par:

VzEC',(I—y,z—y)ﬁO

Définition 1.0.4 On appelle base hilbertienne une suite (e,,) d’élément de H tels que :

1)

llenl = 1Vn, (em, €,) =0 VYm,n,m # n.
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2) L’espace vectoriel engendré par les (e,) est dense dans H.

Si (e,) est une base hilbertienne alors tout x € H s’écrit

avec

Théoréme 1.0.3 Tout espace de Hilbert séparable admet une base hilbertienne.

Définition 1.0.5 Soit H un espace de Hilbert. Deux vecteurs x,y € H sont orthogonaux
St
(z,y) = 0.
On note

xly

Définition 1.0.6 Considérons deux ensembles Aiet Ay non vides d’un espace de Hilbert
H. Nous disons que Ajest orthogonal a As, noté par Ay L As, si pour tout x € Ajet pour
tout y € Ay on a:

xly, c’est-a-dire (z,y) = 0.
Proposition 1.0.2 1) Si A est un ensemble non vide d’un espace de Hilbert H, alors
At ={z;x € H et z1 A}

est un sous-espace linéaire fermé de H. A* s’appelle le complément orthogonal de A.

2) A = At

Démonstration. 1) Observons d’obord que A+ # 0, puisque au moins 0 € A*.

Soit x1,79 € A \,M € R et y € A. Alors

(Alxl + )\2513279) = )\1<xl7y) + AQ(x27y)
= 0
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donc \;z1 + Aoxs € Atet AL est un sous-espace linéaire de H.

Soit maintenant z, € AL alors il existe une suite {z,,n € N} C A, telle que

lim =z, = xo.

n—--auoo

Nous avons pour y € A.

(.To, y) = Ew(xn7y) =0

n

donc zy € A+ et A est un sous-espace linéaire fermeé.

2) comme A C A, on a AT c AL

Soit maintenant z € AL.On veut monter = € A"

Soit y € A, il existe une suite {y,;n € N} C A tell que y, — y dans H quand
n — oo. Comme (z,y,) = 0 pour tout n € N, on déduit par continuité que (z,y) = 0.

Donc z € A".Ce qui donne A+ C A m

Théoréme 1.0.4 Soient H un espace de Hilbert et F' un s.e.v fermé de H. Alors :
1)H=F oF+
2) F = (FH)*

Théoréme 1.0.5 Soient H un espace de Hilbert et F' un s.e.v de H .Alors :
F=H& F-={0}

Démonstration. F' est un sous espace fermé de H. Le théoréme précédent donne

H=FaF .
On a déja vu que
FL=F"
on a donc
H=FgFt

D’ot 'on déduit

F=H&F-={0}
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Définition 1.0.7 Soient H un espace de Hilbert séparable et T' un opérateur linéaire de

de H dans H. On appelle opérateur adjoint de T un opérateur T™ tel que
V(z,y) € H? (Tx,u) = (z, T u)
D’autre part si T* =T, on dit que T est un opérateur auto-adjoint.

Proposition 1.0.3 1) Tout opérateur linéaire continu de H a un adjoint et un seul.
2)(T*)*=T.
3) Si T est continue T* est continu et |T| = || 77| .
4) (T + B)*=T*+ B* et (TB)* = B*T*.

Théoréme 1.0.6 Soient E et ' deux espace de Banach et soit T un opérateur linéaire

continu et bijectif de E sur F' .Alors T ~lest continue de F' dans E .
Soient F et F' deux espaces de Banach

Définition 1.0.8 une application linéare continue T € L(E,F) est dite compacte si
Uimage T (Bg) par Uapplication T' de la boule unité fermée Bg de l’espace E est rel-

ativement compacte (en norme) dans F'.

SiT e L(E,F), on défnit sa norme (norme d’opérateur) par

1Tl 2.6y = sup T () = & € Bpl|}

Théoréme 1.0.7 L’ensemble K(E,F) est un sous-espace vectoriel fermé de L(E,F)

pour la norme HT”ﬁ(E o

Démonstration. Il est clair que la somme de deux opérateurs compacts est un
opérateur compact.

supposons que
(T,) €e K(E,F), T € L(E,F) et ||T,— T”c(E,F) —0

Montrons que T' € K (E, F').
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Comme F' est complet il suffit de vérifier que, pour tout € > 0,7 (Bg) peut étre
recouvert par un nombre fini de boules B (f;, €) dans F.

On fixe n tel que
€

2
Comme T,, (Bg) est relativement compact, 7, (Bg) C 'UIB (fi.§) avec I fini
1€

”Tn - THL(E,F) <

Donc

T (Bg) C ing (fiye)
Définition 1.0.9 On dit qu’un opérateur T € L (E, F) est de rang fing si:
dimIm (7') < 00
Un opérateur continue de rang fini est compact.
]

Corollaire 1.0.1 Soit (T,,) une suite d’opérateurs continus de rang fini de E dans F' et

soit T' € L(E, F) tels que |1, = T'|| ;g py — 0 alors T € K (E, F).

Proposition 1.0.4 Soient E et F' deuz espaces de Banach et T € L (E, F). Supposons

T compact; alors pour toute suite (x,,) de points de E convergeant faiblement vers 0

neN

la suite ||T(x,)|| — 0.

Théoréme 1.0.8 Soit E un espace de Banach. Pour T € L (E), les assertions suivantes

sont equivalentes:

1.T € K(F)
2.T" € K(E")
Démonstration. Rappelons que 7™ est défini grace a la relation suivante :
(T*z*, x) = (x*, Tx)
Pour tout z* € E* et v € E. Ainsi

|T*z*|| = sup (T™z*,x)| = sup |(z*, Tx)|
llz]| <1 [l=]|<1

10
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Théoréme 1.0.9 Avec
[(@*, T)| < [z | T[] < [|=*[[ [|T]] |||

Ainsi nous avons

17| < {7 -

ce qui prouve en particulier la continuité de T' comme application linéaire de E dans

E. De plus, on o |T*|| < ||T| -

Dans le cadre dans un éspace de Hilbert, on peut donner des caractérisations plus

précises de la compacité.

Définition 1.0.10 Soient H un espace de Hilbert séparable et T un opérateur linéaire
défini dans H o valeurs dans H. T est compact si l'image par T de toute suite faiblement

convergente est une suite convergente en norme.

Proposition 1.0.5 Soit L(H) l’espace vectoriel des opérateurs linéaires continus de H
dans H.

1) L’ensemble des opérateurs compacts de H dans H est un sous espace vectoriel fermé
de L(H).

2)8iT e K(H) et Be L(H), alors TB et BT sont des éléments de K(H).

Définition 1.0.11 Soit T un opérateur linéaire défini dans un espace vectoriel £ a valeurs
dans un espace F'.

On dit que T est inversible si pour tout y appartenant & ImT [’équation
Tr =y

a une solution et une seule. L’opérateur qui réalise cette corréspondance s’appelle

inverse de T et se note T !

Théoréme 1.0.10 Soit H un espace de Hilbert, T' un élément de L(H) et T *son adjoint.
Nous avons

H=kerT®ImT*

11
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Démonstration. Soit z € H

r € kerT o Tr=0& (Tz,y) =0,Yue H
& (2, T"y)=0,Yu € H < (z,v) =0Vv € ImT"

& ozl ImT*

comme

H=kerT @ (ker T)*

Théoréme 1.0.11 Soient H un espace de Hilbert de dimension infinie et T' un opérateur

compact défini dans H a valeurs dans H alors:
Si T est inversible, T™" n’est pas continu.

Démonstration. On suppose le contraire.
Donc I = T T7! est compact. Ce qui est équivalent & dire que la boule unité est
compacte dans H pour la topologie de la norme. Par conséquent H est de dimension

finie d’aprés le théoréme de F. Riesz. m

Théoréme 1.0.12 Soient H un espace de Hilbert de dimension infinie et T un opérateur

compact défini dans H a valeurs dans H .
ImT #H

Définition 1.0.12 Soit E un espace de Banach et J ['injection canonique de E, dans
E" on dit que E réflexif si
J(E)=F".

(telle que E' le dual de E et E le bidual de E, bien le dual de E).

Définition 1.0.13 On dit qu’un espace métrique est séparable s’il existe un sous-ensemble

D CFE dénombrable et dense

12
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Définition 1.0.14 Soient X un espace topologique, f : X — R une fonction et a € X

un point. La fonction est semi continue inférieurement (sci) en a si l'une de ces deux

conditions équivalent est satisfaite :
e f(a) =lim, _,inf f(x).
e Pour tout € > 0 il existe un voisinage V de a tel que f(a) —e < f(V).

Elle est semi-continue supérieurement en a si —f est semi continue inférieuremrnt en

13



CHAPITRE

2 Méthode de

Régularisation de

Tikhonov et ses variantes

2.1 Problémes inverses

Le probléme inverse est un probléme qui détermine des causes connaissant des effets. Ce
probléme est I'inverse d'un autre appelé direct qui détermine les effets, les causes étant
connues.

L’étude des problémes inverses est ardue et cela est da a la possibilité d’avoir plusieurs
solutions, car des causes différentes meénent aux méme effets.

Des informations en plus sont nécéssaires pour récupérer 'unicité de la solution.

Une autre difficulté pratique de I’étude des problémes inverses est qu’elle demande
souvent une bonne connaissance du probléme direct, d’ou le succes dans la résolution
d’un probléme inverse repose en général sur des éléments spécifiques a ce probléme.

Il existe toutefois quelques techniques qui possédent un domaine d’applicabilité étendu.
Parmi les domaines dans lesquels les problémes inverses jouent un role important

nous pouvons citer :

e I'imagerie médicale (échographie, scanners, rayons X, ...);

14



2.1. Problémes inverses

e l'ingénierie pétroliere (prospection par des méthodes sismiques, magnétiques, iden-
tification des perméabilités dans un réservoir...);

e ’hydrogéologie (identification des perméabilités hydrauliques).

2.1.1 Problémes bien-posés et mal-posés

Définition 2.1.1 Soient X , Y deux espace de Hilbert et T : X — Y un opérateur
linéaire continu. L’equation

Tr =y

est dite bien posée si :

e La solution x existe pour tout y de Y (surjectivité de T');
o clle est unique (injectivite de T );

o T est continue.

Dans le cas contraire, le probléme est dit mal-posé.

Remarque 2.1.1 En dimension fini tout opérateur linéaire est continu, et tout probléme

linéaire admettant une unique solution est bien posé.
L’exemple suivant montre que ceci n’est plus vrai en dimension infinie.

Exemple 2.1.1 Soit X =Y = L*([-1,1]) et T lopérateur d’intégration

On a T est borné et donc continu, si on pose f, = v/n(1—n|z|) 1 <1, alors I 7all? = 2
mais ||[T7f,|| = 2n%.
Donc T~ ! n’est pas borné ce qui implique que la différentiation est un probleme mal

posé.

15



2.1. Problémes inverses

2.1.2 Exemples de problémes mal-posés

On présente ici quelques exemples simples de problémes mal-posés.

En physique: identifier la conductivité thermique a partir de la température finale.

Exemple 2.1.2 Les sondages sont des problémes mal posé par nature. Pour connaitre
lavis d’une population il est rare d’interroger l’ensemble de la population, sauf dans des cas
ou Uerreur est interdite(les présidentielles,référendum..). Seul un échantillon est prélevé
pour représenter l’ensemble de la population. Il n’est pas rare en France de représenter 60
millions d’habitants avec 1000 pérsonnes. Le fait d’extrapoler l’avis de quelques personnes
est un probléme inverse. Et il est par nature mal posé.

St ’échantillon ne contient que des doctorants, la réprésentation sera faussée. La
connaissance & priori de la population (statut social,age.....) est indispensable.

Nous sommes ici dans une approche type bayésienne ou les statistiques sont essen-
tielles. Dans ce cas, il peut étre plus judicieux de prendre un nombre de personnes bien
choisi que de prendre aléatoirement un plus grand nombre. Il s’agit donc d’un compromis

entre quantité et qualité de l'information.

Exemple 2.1.3 soit a résoudre le systéme:

10 7 8 7 32
5 6 5 23
8 6 10 9 33
7 5 9 10 31
1
1
On trouve x = , prenons maintenant un second membre Y, différent de Y,
1
1
32.1 9.2
22.9 —12.6
Soit Y, = ,on vérifie alors que la solution de AX =Y, est X =
33.1 4.5
30.9 —1.1
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2.2. méthode de régularisation

On remarque que de trés petites perturbations sur'Y ,ont conduit a de grandes varia-
tions.

Dans cet exemple cond (A) = 2984.0942.

Ce phénoméne de mauvais conditionnement explique en partie la difficulté de prévoir

cértains phénoménes.

Exemple 2.1.4 P:R — R,z — 22 +1
L’équation

P(z)=0

n’admet pas de solution dans R. Donc on a un probléme d’existence, c’est un probléme

mal posé.

2.2 méthode de régularisation

Régulariser un probléme mal posé, c’est le remplacer par un autre bien posé, de sorte
que l'erreur commise soit compensée par le gain de stabilité, pour cela 1'académicien
soviétique A.Tikhonov a reformulé en 1943 la définition d’un probléme "correctement
posé", élargissant ainsi la classe des problémes bien posés, c¢’est-a-dire mathématiquement
résolubles.

Selon Tikhonov le probléme

Tr =y (2.2.1)

est correctement posé s’il vérifie les conditions suivantes:

1) la solution du probléme( 2.2.1 )existe et appartient a un ensemble donné a priori
Xy inclus dans X pour une classe de données dans Y.

2) Cette solution est unique dans la classe X;.

3) La solution est stable.

Dans le cas ol le second membre y n’appartient pas a 'image de X, par I'opérateur
T',cas de figure trés fréquent vu que y est souvent le résultat de mesure en laboratoire,

M.Lavrentiev a remplacé 'equation( 2.2.1) par une autre équation "proche"
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2.2. méthode de régularisation

(T+al)x=u (2.2.2)

qui est un probléme stable pour des petites variations de y et est résoluble pour tout x
dans Y, et ceci moyennant certaines hypothéses sur le paramétre numérique « et la classe
de solution possibles X ;.

Pour régulariser un probléme mal posé on fait appel a plusieurs méthode: directes et
itérative.

La méthode de Tikhonov est une méthode directe parce qu’elle donne (dans le cas
d’un probléme linéaire de dimension fini) la solution exacte du probléme régularisé en un
nombre fini d’opérateur. Pour des problémes de taille modérée, elles sont les plus utilisées.
La difficulté de ce type de méthodes est la détermination du paramétre de régularisation.

Dans ce chapitre, T' désigne un opérateur linéaire continu d’une espace de Hilbert
X dans un espace de Hilbert Y, et nous supposerons que ce probléme est mal posé,

c’est-a-dire que T n’est pas inversible dans £(X;Y).

2.2.1 Meéthode de régularisation de Tikhonov

On considére le probleme

Tr =y

L’idée précédente pour trouver la solution de 'equation (2.2.1), était de faire la régu-
larisation c-a-d pour trouver la solution de I’équation (2.2.1) on trouve la solution d’une
autre famille d’équations dépendantes d’un parameétre « telles que leurs solutions conver-

gent vers la solution de 1’équation (2.2.1), lorsque o — 0.

Définition 2.2.1 Soit U (X)) l’ensemble de tous les sous-espaces fermés dans X. R est
continu en y° si:

|y’ = yl| — 0= d (Ry’, Ry) — 0

La famille des opérateurs continus R, est dans le voisinage de T'X ;.

Ro:TXy — U (X)

18



2.2. méthode de régularisation

R, la réqularisation de l’équation (2.2.1) dans Xy alors :

lim R, Tx = x (2.2.3)

a—0

pour x € Xyy; ot «v est le paramétre de régularisation

2.2.2 Conditions de régularisation

On choisit un sous-ensemble X,; C X. X, s’appelle "classe correctrice" s’il ya les deux

conditions suivantes :
e La solution est unique dans X;;. i.e To = T2? = v = 2° Va,2° € Xy

e La solution est stable. i.e ||y —4° [[y— 0 =|| 2 — 20 ||x— 0
Définition 2.2.2 Soit w une fonction telle que :
| o= ||<w (T2 — T2°[ly)
Cette relation s’appelle estimation de stabilité, en effet
[Tz —T2°|| — 0= w (|Tz —T2°|y) — 0=z — 2o [[x— O

Proposition 2.2.1 Si X, est compact et la solution unique alors cette solution est stable.

Démonstration. Supposons que la solution est unique. Comme Xy, est compact:
T:X —Y

Et
XycCcX

Donc

T : Xy —T(X
" (Xar) = T (Xn) compact.
et Xy compact

Comme la solution est unique = T est injective

Comme T : Xy — T (X)) est un opérateur surjectif, donc T est bijectif

Xy compact
et T : Xyr — T (Xyy) continu = T~ continu

et T bijectif
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2.2. méthode de régularisation

Je>0,tq: ||z — 2°|| < c||Tx — T2%| = ||z — 2°|| — 0
——
o
Donc la solution est stable sur X;;. m

2.2.3 Construction de la régularisation

On dira que pu est la fonctionnelle de stabilisation de Tikhonov sur X, si les conditions
suivantes sont vérifiée:

® i s.cisur X

e La partie Xy, = {z € Xy, 1 (2) < 7} est bornée dans X V7

On considére le probléme suivant :

vE Xy

Proposition 2.2.2 Le probléme (2.2.4) est équivalent
(al + T*T)x* =Ty

Ce probléme admet une solution unique z“ qui s’ecrit sous la forme

Telle que

Lemme 2.2.1 Si Xy, est compact dans X N71.R, (y) solution du probléme( 2.2.4 )existe

et R, est la régularisation.

Démonstration. On pose

To € X

et 7= ||Tv —yly + ap (wo)
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2.2. méthode de régularisation

On a
T T
Xo = {M(U) < a}ﬂXMZ {UGXM,M(U) < a} = X,z

et Xy, compact. Donc X M,z compact.
Soit
¢ (v,y) = ITv —yly + ap(v)

¢ (v, y) semi-continu inférieurement dans Xy et X, compact. Donc ¢ admet au moins
un vy dans Xy, tq:

¢ (v,y) = ¢ (vo,y); Vv € Xo

¢ (v,y) a un point minimum dans X;.

On pose:

un ensemble des suites minimisantes de ¢. L’ensemble de tous les points minimum est un
ensemble ferme.

(I) On montre que R,(y) est un ensemble ferme

Soit v, € Ra(y) tq:

lim v,, = vg

n—o0

pour montre que R, (y) est férmé on montre que vy € R, (y)

U, € Ra(y) = v,, un minimum ou une solution du probléme( 2.2.4)

Donc
1Tvn = ylI§ + ap (va) < ITv = yll§ + op (v)
—
lim [T, =yl + ap (va)] < 1Tv = ylly + ap (v)
Et
Jim v = v
Alors

|Tvo — ylI3 + ap (vo) < ||Tv -yl + ap(v) = vo € Ray
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2.2. méthode de régularisation

Donc R,y est un ensemble fermé.
(IT) On montre que R, est continu par contradiction

Soit m

Y — Y

et d(Royx, Roy) = €

d(zy,x) = €
On a d(Ruyx, Ray) » € =

Vap € Royr et Vo € Ry

rp € X o : : :
= {il existe une sous-suite extraite qui converge (vers z,)}
et Xy compact

= Tp — Too = ||Th — Too| < € (2.2.5)
Ainsi que
continu par rapport a
’ PETPPOR I s (s y) < liminf o, i)
et ¢ sci par rapport a r
= (oo, y) < liminf ¢(zy, yx) < liminf (v, yi) = d(v, y)
Qb(-rooayk) S gb(v,y),Vv € XO = Too € Ray

Donc

|Tk — Tool| = €,V € Royk €t oo € Roy (2.2.6)

Alors par( 2.2.5 )et( 2.2.6) , on a la contradiction = R,, continu.
(III) On montre que x(«) convergente vers x quand o — 0.c-a~-d R,y — 0.avec :

aL < %, y = Tx, a — 0.Par contradiction On pose z; € x(a) tq
|xp — x|| > €
et on a

y="Tz.
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2.2. méthode de régularisation

Ty € Royr = &2, y) < ¢(z,y),Vo € X,

IN

T2y — ylIy + o) Tz — ylf3 + apu(z) =

I Tae —ylly < | Tax —yll} + awplar) < app()

1
= || Tzx -yl < awplz) < Eu(l’)

Soit X, = {v,v € Xy, (v) < p(z)} compact. On a 'ensemble

Xur={v € Xpu(z) < 7} compact

Xty = {v € Xaru(v) < p(z)} compact

Donc X, = Xy ,(») compact. compact donc on peut extraire une suite x; converge
Vers T,.

Donc

|z — x4|| < € =z, — @4

T € Royp = ||zx — || = € = liminf ||zp — z|| = € = ||z, — x|| = € = 2, # =,

et on a
1
Tz, — Tlfy < app(a) < ).
Alors

0< limkinf | Tz, — Tl <0,

donc
[Tz, — Tl‘”?; =0,

T continu.
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2.2. méthode de régularisation

On aura

T F T .
= contradiction .
et v, =2z

Donc lim, ¢ Ry = * = R, la régularisation .Alors par (I), (II), (III) on a

z(a) = Ra(y) exist et R, continu

et R, régularisation .

Proposition 2.2.3 Soit ¢ (v,y) = | Tv — y||> + oy (v) est semi-continu inférieurement.

Démonstration. Soit
2
f)=1Tv—yly

continue par rapport & v donc
Ve > 0,3vp, Vv € Vo = |f (v) — f (vo)| < €

|f(v) = fvo)| Se= —e < f(v) = [(vo) Se=> [(vo) —e< f(v) <e+ [f(vo)
Donc

Ve > 0,3vg, Vv € Vj = f(vg) —€ < f(v)] = f est sci

Alors f est sci par rapport & v . f et usci = f + u sci

fsci:>ve’=§>o,3v’

vo?

VUEV;0:>f(UO)—€/§f(U)

VUE‘/;;O — 1 (vg) — € < p(v)

vo?

,usci:>‘v’el:§>0,5|\/l

Donc

(f 4+ 1) (vo) —€ = f(Uo)—i-,u(Uo)—etqe/—l—e/: +

= (f(vo) =€) + (n(vo) =€) < f (v) + pu(v)

N
N

On aura

!

Ve > 0,3V, =V, UV, Vo € Vg = (f + 1) (v0) — € < (f + 1) (v)
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2.2. méthode de régularisation

f + p = ¢ sci par apport a v € Xy

¢ sci par rapport & v € Xg, Xg C Xy

Proposition 2.2.4

o (v,y) semi continu inférieurement ¢ admet au moins un vy
dans X, — dans Xy
et Xo compact tg:¢ (v,y) > ¢ (vo,y), Vv € Xo

Démonstration. Pour montrer cette proposition on montre le theoréme suivant:

Théoréme 2.2.1 Soit f: X — R" verifiant

X compact dxg € X tg:
—

f semi-continu inférieurement f (o) = l}g)f(f (2)

On note d = ;él)f(f (z)

Soit
1
a, =—+d= lima, =d,|—-00,a,| CR
n n— o0
Et
Xy = fﬁl]_ooaan[ CR= X, CX,= X,11 CX_n
On a

f semi-continu inférieurement . .
= 7 (]—00, an]) = X,, ouvert = X, fermé

et |—o0, ay,| ouvert
Et

X,, fermeé,vn > 1 _ - _
— NX, #9 = dryN X, (1.e rg € X,,,Vn € N*)
et X compact n>1
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2.2. méthode de régularisation

Alors

_ 1
T9 € Xn:>f(x0)San:ﬁ—l—d;VnGN*jf(xo)§d:>f(x0):d

= 1z est optimum = il existe f (z9) = in)f(f (x).
xe

Donc
¢ (v0,y) = inf 6(v,y) = Ra ()

Alors il existe R, (y) solution de probleme(2.2.4)

Proposition 2.2.5
¢ (v) < ¢ (o)

zo € X

—vecX

Démonstration.
¢ (v) < ¢ (0) = |Tv—yl} +ap (v) < [Tz — ylly + ap () =7
Donc

ITo— gl +apw) < 7= ap() <|Tv—yl2 +ap@) <7

= ap(v) <7=p(v) <

RN

Et on a v € X, donc

p(v) <2

ot i{u(v)g }HXM:X0:>U€XO

Q1

UEXM

Proposition 2.2.6 x, minimum dans Xy C Xy = x.,minimum dans X ;.
Démonstration. Soit x, minimum dans Xo = YV € Xo, ¢ () < ¢ (z).Mais n’est

pas minimum dans Xy =

Jv e X, ¢ (v) < ¢ ().
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2.2. méthode de régularisation

Donc
et = ¢ (v) < ¢(2.) < 9 (2)
¢ (v) < & (x.)
¢ (v) < ¢ () — veE Xy = ¢(x) < (V) (2.2.7)
Ty € XM
puisque

¢ (v) < ¢ (x.)

Donc il y a contradiction avec (2.2.7) alors x.minimum dans X,;. ®
|

Lemme 2.2.2 Soit X,Y deux espaces de Hilbert, 2° € X et p(v) = |jv — 2| % donc le
probleme

min (||Tv — zl2 + ap (v))

admet un minimum unique R, (y) ,qui est une solution unique de ces problémes tq R,

soit la régularisation

Démonstration. x,, est une suit minimisante donc :¢ (x,,) — in)f( O (Tp) = D
xe

¢ (xy) — 12)f(¢ () = D = lim ¢ (z,,) = lim inf ¢ (z) = O,

m—o00 m—ooxreX

@, la limite existe,donc la suite (¢ (x,,)),, convergent = ¢ (x,,) borné= x,,, borné.
Donc toutes les suites x,, minimisantes forment une suite bornée.
(1) On recherche la solution.Comme X est un espace de Hilbert il est donc réfléxif

On a le théoreme suivant:

Théoréme 2.2.2 Dans l’espace de Banach réfiéxif, de toute suite bornée on peut extraire

une sous-suite de xj convergente faiblement vers x.donc x,, — x converge faiblement

{¢ conveze et ¢ sci} = ¢ sci faiblement
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2.2. méthode de régularisation

FEt on a

T L 4(@) < lim infé(z) = @, — 6 (z) < @, (2.2.8)

et ¢ sci faiblement m—ooz€X

Et on a

g.estinf de ¢ sur X = ¢, < ¢(x).Par (2.2.8)ona : ¢ (x) = ¢,,x € X = 3¢, solution

de probléme (2.2.4)

(1I) On montre que la solution est unique.
Pour montrer l'unicité de la solution du probléme (2.2.4) on montre l'unicité de prob-

léme dans 'exemple suivant

Exemple 2.2.1 Soit X etY deux espaces de Hilbert et T compact et linéare T : X — Y

p(@) = |z =2l
On pose
X=Xy

Exemple 2.2.2 Les conditions nécessaires pour que x («) soit un point minimisant de la
fonction sont

q)=(Tv—y,To—y)+a(v—2a"v—2"),
et

%(q(m(a)—l—tu))—o t=0,YVueX

On a

gz () +tu) = (T(z(a) +tu) —y, T(x (o) +tu) —y)y
+a((z (o) + tu) — 2%, (v (a) + tu) — 2%)x
= (Tx(a)+tTu—y, Tz (o) +tTu—y)y +a (z(a) + tu — 2°,z (o) + tu — 2°)
Tz (a) =y, Tz (o) —y)y + 1 (Tw () —y, Tu)y +t (Tu, Tz (a) — y)y
+

+1* (Tu, Tu)y + o (z (a) — 2%z (o) —2°) , + ot (2 () —2°,u)

ot (u,z (o) — ZL’O)X + at? (u,u)
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2.2. méthode de régularisation

Donc

= (Tz(a) —y, Tu)y + (Tu, Tz (o) — y)y + a(z (o) — 2% u)x + o (u,z () —2%)

— 2 (Tz (o) —y,Tu)y +2a (z (o) — 2% u), =0
= 2(T*Tx () — T*y,u)y + 20 (u, z (o) — 2%) =
= 2 (u, T*Tx (o) — T*y) y + 20 (u,z (@) — 2°) =
— 2 (u, T*Tx (o) — T*y + a(z (o) — 2°))x =0

= (u, T*Tz (o) — T*y + a(z (o) — 2°))x = 0,Vu € X
= T*Tx (a) = T*y + a(z (a) — 2°) =0

— (T"T + a) v (a) = T*y + ax® (2.2.9)

z () est une solution du probléme: min (||7Tv — ylI> + ap (v)) .et aussi solution du
probléme(2.2.9). Donc pour montrer ['unicité de la solution du probleme(2.2.4) on montre
'unicite de la solution du probléme(2.2.9).

On suppose que ce probléme(2.2.9) admet deux solution x (a) et = () .Donc

(T*T + o) x () = T*y + az®
t (T°T + o)z (o) = T*y + az®

!

= (T"T + «a) (:13 () —x (a)) =0

On remarque que T*T' est positif et auto-adjoint dans X

On considére ’exemple suivant

Exemple 2.2.3 \; > Ay > A3 >....... > M > M = M\ €RY

T est compact = T™ est compact donc T*T est compact. T est linéaire d’un espace
de Hilbert vers un espace de Hilbert.

Comme T*T = (T*T)" = T*T auto-adjoint.

T*T positif et T*T auto-adjoint on aura donc:d’aprés le théoréme de Hilbert schmadt.

1l existe une base orthonormée des vecteur propres ay

Soit

bi = | Taxlly" Tay
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2.2. méthode de régularisation

Alors on trouve

(1)

T*Tay, = T \par = MT ap = Njay, = T*Tay, = Nay

(2)

TT*by = TT|Taplly' Tar = |Taglly TT Tar = |Tagly TAiax = A2 || Tag|ly" Tay
= Ay = TT b, = \jby,
(3)
T*b, = T||[Taylly' Tay = |Tarlly' T"Tay = [|Taxlly" Aar = | Aearlly" Aax
= Mellarlly' ax = Asax, [laxl| = 1 puisque ay, est une base

(4)
ek = Mo | Tarlly! Tar = M [INTarlly! Tar = XX lawlly Tar = T ||axlly" ax = Tax

(br) est aussi une base orthonormale puisque:

(bibu)y = (ITarly Taw |Tarly! Ta) = | Tailly | Tauly (Tay, Ta),y

0; sik#m
_ —1 1 _ )

= )‘kQ larlly” [lamlly” (T"Tak, am)y = )‘k:2>‘i (ar, am) x = _
1, stk=m

_—
(b )y — 0; sik#m
1, sik=m
Donc
' T*T 4 a) (z (o) — 2’ (@), a;) =
(T*T+oz)<:r(oz)—q;(a)>:0:> ( + )( (a) (@) k)

Vak#o
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2.2. méthode de régularisation

(T"T + «) (x () —z () ,ak> = (I"'T <x () —z (a) ,ak> + (oz(x () —z (@), ak>
2 (@), (T*T) ax + alz (@) — 2 (a) ,ak>

)
o) —z () ,T*Tak> +a (:c (a) — 2 (a) ,ak)
)

tgT"Ta, = )\iak

(A + a) (x (a) — ' (a) ,ak) = 0;Vap #0

M >0= X\ #£0

. —= N+ a#0= r(a) -2 (a) =0 = la solution est
T positif — 0<a=a#0

unique

2.2.4 Choix du paramétre de régularisation

Théoréme 2.2.3 Soit R, une stratégie de régqularisation pour l’opérateur compact
T:X —Y,

ol

dim X = o0o.

Alors

1/ Les opérateurs R, ne sont pas unifomément bornés i.e il existe une suite (a;)jen C
R* telle que
jlinolo [ Rall v, x) = 00
2/ 1l n’ya pas de convergence de (R,T") vers 'identité au sens de la norme d’opérateur.

La donnée y € Y n’est pas connue avec exactitude ,il y a toujours un bruit qui vient

la perturber .Notons ¢° la donnée perturbé ot § = 0 est le niveau de bruit, c’est-a-dire
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2.3. Variantes de Tikhonov

ly =2l <o

Notons 2% := R,y° lapproximation de la solution du probléme inverse Tz = y

obtenue avec 'opérateur de régularisation et la donnée perturbée

En utilisant I'inégalité triangulaire :
o2 — < 1Ra? = Ro] + 1oy = 5l < 1Rl |3° = o] + | BT — o]

d’ou

|20 — 2| ¢ < OBl yx) + [1RaTT — || (2.2.10)

Le premier terme de droite de (2.2.10) représente la majoration de l'erreur due au niveau
de bruit.Nous avons vu que ||R,|| — oo quand o — 0, donc il est important de ne pas
choisir « trés petit sinon I'erreur peut étre trés grande.

Par contre le deuxiéme terme de droite va tendre vers 0 quand o — 0 (par définition
de R,).

Nous allons faire tendre le niveau de bruit 6 — 0 et nous choisissons une stratégie

de régularisation de facon a ce que notre solution soit proche de la solution réelle.

Remarque 2.2.1 Une stratégie de régularisation 6 — « (6) est admissible si:

¥ € Xl () =0 et mpsup {[s* — ] el ave 7 o], <5} =0

2.3 Variantes de Tikhonov

L’estimateur de Tikhonov défini par

min (| Tv = y[l} + ap (v))
vE Xy

(O 1 (v) = ||v)* est la fonction de stabilisation de Tikhonov)
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2.3. Variantes de Tikhonov

n’est parfois pas suffisant pour garantir une qualité d’estimation convenable, méme
avec un bon choix de parameétre o. En particulier, nous verrons que les vitesses de
convergence produites par cette méthode sont souvent loin d’étre optimales pour des
solutions trés "régulieres". Tout cela sera discuté de maniére plus rigoureuse dans ce

chapitre. Il est cependant possible d’améliorer sensiblement cette méthode.

2.3.1 Premiére variante de Tikhonov

Une premiére variante consiste & utiliser un controéle différent pour la solution. Pour tout
entier a, introduisons L*=(TT*) “. Au lieu de s’intéresser & la norme de ’approximation
|v||” on va plut6t chercher a controler la norme de L% pour un entier ¢ donné. L’opérateur
L® est en quelque sorte un opérateur différentiel. La quantité a peut étre vue comme un
a priori que l'on placerait sur la régularité de la solution. L’estimateur de Tikhonov avec

régularité a priori est donc défini par

min (|70 =y} + o [L0]) 03

vE Xy

La solution de probléme (2.3.1) peut étre écrite sous la forme z® = R, (y) telle que:

R, = (T"T + a(L*)*L*) ™

2.3.2 deuxiéme variante de Tikhonov

Une deuxiéme variante de la méthode de Tikhonov utilise des itérations. Fixons R? = 0.
Pour tout entier j > 1, et étant donnée R/ !, Iestimateur R/, est défini comme la solution

de I’équation:

(T*T + al)R! = T*y + R

Dans cette situation, a joue toujours le role du parameétre de régularisation. Le nombre
d’itérations j permet en quelque sorte d’élargir le champ d’action de l'estimateur de
Tikhonov. Plus le nombre d’itérations sera important, plus il sera possible d’estimer des

fonctions tres régulieres. D’un point de vue pratique, cette méthode ne requiert pas plus
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2.3. Variantes de Tikhonov

de temps de calcul que la procédure classique. L’opérateur inverse (T*T + o)~ peut

étre réutilisé a chaque étape sans calcul supplémentaire.
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CHAPITRE

3 Applications

3.1 Premiére application

La méthode de régularisation de Tikhonov est une des méthodes les plus employées pour
résoudre les problémes mal posés. Par exemple elle est utilisée avec succés pour inverser
les matrices mal conditionnées. Cependant le choix de la norme au carré comme opérateur
de régularisation n’est pas toujours efficace car, il faut sélectionner I'opérateur de régu-
larisation en fonction de ce que l'on cherche & obtenir. Dans exemples numériques qui
vont suivre on verra que le choix de I'opérateur de régularisation conduit & des solutions

radicalement différentes.

3.1.1 Position du Probléme

Le probléme du calcul numérique de la dérivée d’une fonction que 'on mesure est un
probléme mal posé. Pour voir cela on considére ’espace de Banach X des fonctions C'*
définies sur [0; 1] & valeurs dans R muni de la norme de la convergence uniforme.

On définit 'opérateur linéaire I : X — X par:

[f(t):/f(s)ds,VfEX

Le probléme direct consiste donc a calculer la primitive de f € X qui vaut 0 en 0, ce

probléme est clairement bien posé. Pour résoudre le probléme inverse il faut, connaissant
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3.1. Premiére application

23 4 8 8

Figure (1) : t=>F(t)

Figure (2) : t=>F(t)

F € X calculer sa dérivée f € X. Le probléme inverse est mal posé. En effet, nous savons
qu’il existe une dérivée unique de F' € X mais, I'opérateur de dérivation n’est pas continu
de X dans lui méme. La Figure (1) permet d’observer cette instabilité, nous avons calculé
la dérivée de la fonction ¢ :— sin(3t) + g(t) ou la fonction g est une petite perturbation.
On observe une grande déviation entre la dérivée de la fonction F' et celle de la fonction
perturbée.

La figure (1) représente la fonction F'(t) = sin(3t) et la méme fonction perturbée par
un bruit blanc

La Figure (2), représente la dérivée de F' et son évaluation numeérique.

Nous allons appliquer la méthode de Tikhonov pour résoudre ce probléme de la dériva-

tion numérique. Pour cette résolution nous allons nous placer dans l'espace L? ([0, 211}, R)
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3.1. Premiére application
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Figure (3): Dérivée régularisée dans L2[0,2TT]

et nous calculons la dérivée en résolvant le probléme

. 2 2
feigl[lﬂr,lm} HFb - IfHLz[U,?H} Ta HfHL?[o,m]

Ou Fy : [0,2II] — R est la fonction dont nous voulons calculer la dérivée.
On suppose que cette fonction est une version perturbée de la fonction F' et que I’erreur

(le niveau de bruit) est

|F' = Fyf| =6

On distingue sur la figure (1), la fonction F' et sa version perturbée Fj; qui nous ont
servi pour ’exemple. En utilisant la méthode ci-dessus pour calculer f, nous obtenons la
fonction tracée sur la figure (3). Le parametre de régularisation ayant été choisi conven-
ablement par rapport au niveau de bruit.

On remarque que cette solution n’est pas satisfaisante car la fonction obtenue ne
ressemble pas beaucoup a un cosinus comme elle le devrait; cela s’explique par le fait que
la minimisation de la norme de f dans L?[0, 2II] n’oblige pas la fonction obtenue & étre
réguliere. Une alternative pour apporter plus de régularité est d’utiliser la méthode de
Tikhonov dans un espace de Sobolev, plutot que dans L?[0, 211].

Calculons donc la solution du probléme

: 2 2
111 | £ — [fHLQ[o,zn} +a HfHH

fEH[0,211 10,211]

La figure (4) montre la dérivée calculée de cette maniere

37



3.2. Deuxiéme application

\z \ J
0 1 2 3 4 5 ]

Figure (4): Derivée régularisée dans H'[0,2TT]

3.1.2 Conclusion

La fonction f est ici bien plus réguliere que celle trouvée précédemment, de plus, elle
ressemble beaucoup & une fonction cosinus ce qui été le résultat souhaité. Cet exemple
montre clairement que pour résoudre un probléme inverse, il faut rajouter des hypothéses

de maniére & obtenir un résultat conforme a nos attentes.

3.2 Deuxiéme application

Les applications industrielles de mise en forme des matériaux nécessitent dans la plupart
des cas la prédiction des phénomeénes thermiques, mécaniques et métallurgiques au sein
des matériaux traités. La simulation numérique de ces phénomeénes est devenue a ’heure
actuelle une étape incontournable lors du processus de fabrication de tout produit. Ces
phénomeénes sont souvent modélisés par des équations différentielles qui font apparaitre
des paramétres inconnus et inaccessibles aux mesures directes : densité du flux de chaleur
sur une frontiére, coefficient d’échange avec le milieu extérieur, résistance thermique de
contact etc.... L’estimation de ces parameétres fait appel donc a la résolution inverse
de I'équation de la chaleur. Face a la montée en puissance des capacités de calcul et a
la nouvelle technologie offerte par I'informatique, le besoin de méthodes globales basées
sur des démarches rigoureuses s’est fait sentir. La méthode inverse de spécification de
fonction utilisant la régularisation de Tikhonov constitue sans doute une des approches

les plus globales et les plus adaptées a ce genre de problémes.
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3.3. Position du Probléme

TEERTEERS PRI TR ey

UL

— —

centre

Point de mesure de (Te) Swrfoce

e

Figure 1: Schéma du probléme 1nverse

Dans ce présent travail nous décrivons une méthode inverse utilisant la régularisation
dans la résolution des problémes inverses de conduction de la chaleur (avec la prise en

compte de I’évolution du terme source li¢ aux transformations de phase).

3.3 Position du Probléme

Ici, on s’intéresse plus particuliérement a la détermination de I’évolution de la température
et du flux de chaleur a 'interface d’échange entre le matériaux traité et le systéme extérieur
en se basant uniquement sur la mesure de la température au sein du solide (Cylindre de
rayon R) voir figure (1).

L’équation qui gouverne ce phénomene de transfert est donnée par :
10 aoT oT
i [PV el p = (. —
ror (T (‘)r>+q Porat

Conditions aux limites :
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3.4. Méthode inverse de spécification de fonction avec régularisation

T(T,t)ZTO t=0
o |,o=0t>0

T (re,t) =y (t) témpérateur mesurée

\ —AZL|,_g= ¢ (T's) flux a détérminer
Ou

r : long du rayon

Ty: est la température initiale

A @ est la conductivité thermique

p . est la masse volumique

C, : est la chaleur spécifique

q : est I'énergie due & la transformation de phase

@, : est la densité du flux de chaleur a la surface du solide.

3.4 Meéthode inverse de spécification de fonction avec
régularisation

Ici, nous supposons que la courbe du flux de chaleur & estimer est une succession de
segments de longueurs At.

Ainsi, nous notons par les vecteurs: o (o', % .57, .0") et y(yl,y2, ..., y0, ..y le
flux de chaleur et la température mesurée au point r = r, a chaque instant du traitement
thermique

On suppose que, jusqu’a un ordre n, les composantes du flux (!, ©?, ..., .., ..¢") sont
connues et on cherche & déterminer "' a l'instant ¢!

La méthode la plus intuitive correspond a I’algorithme qui consiste & chercher I’évolution
du flux de chaleur a la surface, conduisant a une concordance parfaite entre les tempéra-
tures calculées (T) et celles mesurées (Y') au point r = r.. C’est a dire celui qui minimise

a chaque instant la fonctionnelle suivante:

F ((pn+1) _ (yg-i-l _ Ten+1)2
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3.4. Méthode inverse de spécification de fonction avec régularisation

Cet algorithme de Stolz [8] serait exact si les solutions exactes du probléme étaient
connues. Cependant, comme les températures sont calculées & I'aide d’une méthode dis-
créte, les erreurs numériques successives ajoutées aux incertitudes de mesure entrainent
une divergence rapide

Ce probléme de stabilité de l'algorithme de Stolz a été résolu par la méthode de
spécification [1] qui est fondée sur la méme idée de base mais introduit le concept des
températures futures. Ainsi, la fonctionnelle a8 minimiser devient:

j=ntf

F (¢n+1) _ Z (yZJrj _ Ten+j)2

j=1

Elle représente I’écart quadratique entre la température mesurée et celle calculée par
la méthode directe en prenant comme flux & la surface le flux ©"™/. On voit que la
minimisation de la fonctionnelle ' & I'instant t"™! utilise des « températures futures »
de (n+1)a (n+ntf).

« ntf » est le nombre de pas du temps postérieur a I'instant considéré ", ou le nombre
de températures futures /. est la température mesurée au point (r = r.) a l'instant
(n+j), T™" est la température calculée en ce point et au méme instant.

La régularisation nous améne & introduire un terme correctif (R) tel que:

j=ntf

Ia (Spn-ﬁ-l) _ Z (y;ﬁ-j _ Tefl+j)2 + R
j=1

Yy T sont respectivement la température mesurée et calculée,

¢ (t) est I’évolution du flux de chaleur désirée

a, wo, Wi, we..(constantes positives) représentent les parameétres de régularisation zéro,
premier et second ordre. ... Ils sont introduits dans le but de réduire la sensibilité du flux
calculé vis & vis aux erreurs de mesure de la température aux erreurs de mesure de la

température.
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3.4. Méthode inverse de spécification de fonction avec régularisation

La détermination de la solution du probléme revient ici & minimiser la fonctionnelle

suivante: s
j=n
F (" . o™ Lttt = Z (yot7 — Ten+j)2 + R
j=1
j=ntf j=ntf j=ntf
R=olun Y (0F 4w 30 (¢ =) 3 (o2 20 4 gy
Jj=1 7j=2 =3

Le développement en série de Taylor du terme 7" (") autour " s’écrit :

ToH =T (") + S1j (9" — ") + ..k (0"TF — ") + .55 ("7 — ™)
TP =T (") + kzj Ski (9" =)
Avee:
Sij = &l &Difz’ :

représentent les coefficients de sensibilité. Ils sont déterminés par:

s 0 J €1,k
kj = i on s Yt (on i
T (" + :502 T (™) je [k:mff]
Avec
St € [tnyk—1,tnik

d, =

0 sl non

¢ est un nombre petit

En minimisant la fonctionnelle F' par rapport a ¢"*1...o"t"f on obtient le systéme

suivant :
{*[S][S] + a (wo " [Hol [Ho] +wi " [Hi] [H\] +wy ' [Hy] [H3]) . [0]}

= "[SI{ly] = [T+ [S] @1}

s, 0 ... 0 | 11 0 ]

Sip Sy 0 . . 0 0 -1 1 0

(5] = [H] =

0 0 -1 1 0
0 0 -1 1

| Swar o e Swgay 0 0]
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3.5. Modélisation des Transformations de Phases

1 -2 1 0 0
O 1 -2 1 0 0
[H2n] - O
0 0 1 -2 1
0 0
0 .. 0
Pt T+ (") yett "
(pn—l—Z Tn+2 (90”) y2+2 QOn
o] = 1] = [ye] = [ye] =
SOn—i-mff Tn+ntf (Son) ] yg—i-ntf | ] ¢n+ntf |

Ici [Hayy] est telle que: [Hy] =' [Hyp] % [Hop]
La résolution de ce systéme permet de calculer "+, "+2 . "+f  Seule la valeur
est retenue. On reprend la méme procédure pour estimer de proche en proche "1, "3

jusqu’a v

3.5 Modélisation des Transformations de Phases

Ce modele a été développé au LSG2M par S.Denis et Coll. de maniére & décrire les
transformations de phases associées & 1’évolution thermique continue d’un acier. Le terme
source généré pendant les transformations de phase est relié a leurs cinétiques suivant la

formule

Ou
V Hj.: Penthalpie de transformation.

yr : la fraction volumique du constituant k.
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3.6. Validation Numérique

Ce terme assure le couplage entre la thermique pure et les transformations de phases
Pendant le chauffage, la cinétique de transformation isotherme est approchée par une loi

de Jonson — Mehl - Avrami [5]:
Yk = ymaxk[l - eXP(_bk * tnk)]

ou

Y est la fraction volumique du constituant k& (perlite ou ferrite) qui s’est transformée
en Austénite

Ymaxk 12 fraction maximale qui peut étre transformée,

ny et b, des parametres dépendants de la température. La progression de la transfor-
mation martensitique pendant le refroidissement est décrite par la relation de Koistinen
et Marburger [6]:

Vi =1— [exp(—A,, (Mg — T)]

ou
A, est le coefficient de Koistinen,
My, est la température de début de transformation martensitique

T est la température courante.

3.6 Validation Numérique

3.6.1 Procédure de validation

Connaissant 1’évolution « fictive » du flux de chaleur ¢, (t) imposé a la surface de
I’échantillon nous calculons & 'aide de la méthode directe, qui tient compte de la mé-
tallurgie, I’évolution de la température en un point a l'intérieur du solide (e, = e). Cette
évolution de température T'(e,,t) e en ce point « de mesure » devient la donnée «expéri-
mentale» d’entée de la méthode inverse pour recalculer I’évolution fictive de la tempéra-

ture de surface et du flux de chaleur de départ.
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3.6. Validation Numérique

flux de chaleur (en wim 7)

0 5 10 15 20

temps (en s)

Figure 2 : Cycle thermique subi par I'échantillon

3.6.2 Parameétres nécessaires au calcul

Notre validation numérique portera sur une éprouvette de diametre 16mm en acier hy-
poeutectoide de type XC42, pour le quel nous connaissons toutes les caractéristiques
thermiques et métallurgiques au chauffage et au refroidissement. Leurs valeurs sont ex-
traites de la littérature [3]. Elles sont introduites dans le programme sous formes des
polynomes de troisiéme degré.

Le cycle thermique retenu pour cette validation est défini par I’évolution du flux de

chaleur et de la température par rapport au temps (figures 2 et 3).

3.6.3 Calcul sans régularisation

Sur la figure (4), nous avons tracé 1’évolution de la température en surface, au centre et
au point r = r, fonction du temps. Ces grandeurs sont calculées & la fois par la méthode
directe et par la méthode inverse sans régularisation ( At = 0.035s, Ar = 0.1mm et ntf =
3). L’évolution du flux a la surface correspondante est représentée sur la figure (5). Il en
ressort que le calcul inverse sans régularisation donne d’une part des résultats trés stables

(pas d’instabilités apparentes) ce qui est normal car nous avons utilisé une évolution lisse

45



3.6. Validation Numérique

100 Te =
—Te |
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temperature (en C)

T T
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Figure 3: L’ évolution de la températuse en fonction du temps a la surface, au point d"abscisse 1 =1, et au centre du solide.

(pas de bruit de mesure) de la température du point r = r. . Et d’autre part des résultats
satisfaisant sur toute la partie du chauffage. Aprés la transition chauffagerefroidissement,
ce calcul devient de plus en plus imprécis notamment en fin de refroidissement. Ce
décalage entre le calcul inverse sans régularisation et le calcul direct s’amplifie de facon

significative quand on s’approche de la surface (gradient thermique trés important).

3.6.4 Calcul avec régularisation

Nous avons repris le méme calcul avec les mémes parameétres de maillage mais cette fois
avec la régularisation. Les parameétres de la régularisation utilisés sont : « = 10!, wy =
10%, w; = 1071%. Nous avons représenté sur la figure (6) I’évolution des températures et
sur la figure (7) I’évolution du flux de surface. Il ressort de ces figures que la régularisation
apporte une nette

amélioration des résultats, en effet le mauvais accord observé pendant le refroidisse-
ment entre le calcul direct et le calcul inverse est presque annulé. Cette amélioration du

calcul est due conjointement a l’effet des termes de premier et de second ordre.
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3.6. Validation Numérique
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Figure 4 : Comparaison des résultats du caleul de Ia tempéranure par la méthode directe et celle inverse sans régularisation
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Figure 5 : Comparaison des résultats du calcul du flux de chaleur par la méthode directe et par celle mverse sans
régularisation
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3.6. Validation Numérique
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Figure 6 : Comparaison des résultats du calcul de la température par la méthode directe et celle inverse avec régulansation

Figure 7 :
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3.6. Validation Numérique
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Figure 8 : Calcul du flux de chaleur 3 parter des données brutées par ba méthods Inverse sans régulansation

3.6.5 Influence du bruit de mesure de la température

En général le succes de toute méthode inverse est mesuré suivant son comportement vis a
vis du bruit de mesure de la température au point r = r.. Afin de tester ce comportement,
nous avons simulé ce bruit de mesure en ajoutant a I’évolution de température e exacte
T(re,t)eracte (SUppOsée exacte) un bruit généré par une fonction aléatoire. Ainsi la donnée
d’entée T'(r.,t) pour le calcul inverse devient :T'(r.,t) = T(7e,)ezacte + EOmax avec € :
variable aléatoire comprise entre —1 et +1, 0., : amplitude de maximale du bruit et
T(re,t)eracte : température supposée exacte en r = r,.

Sur la figure 8 nous avons tracé I’évolution du flux de chaleur calculée sans régu-
larisation et en utilisant des données bruitées dans T'(7e, t)eracte (Omax = 2°C'). Comme
nous pouvons le remarquer sur cette figure, la méthode inverse sans régularisation est
trés sensible aux bruits de mesure.instabilités causées peuvent dépasser les 100% ce qui
rend dans ces conditions trés difficile I'identification du flux de surface. Afin de mettre
en évidence 'effet de la régularisation, nous avons repris le méme calcul en choisissant les
valeurs optimales des termes de régularisation : a = 10!, wy = 10, w; = 1073, wy = 0.

Nous avons tracé les résultats trouvés sur la figure ( 9). Nous remarquons alors que les
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3.7. conclusion
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Figure 9 : Calcul du flux de chalenr 4 partir des données bruitées par la méthode Inverse avec régulansation

instabilités sont significativement atténuées et que les instabilités de hautes fréquences
sont controlées par le terme du premier ordre. Nous notons aussi que la réduction des
instabilités se fait au détriment de la précision. Ceci nous suggere donc a établir une
stratégie de calcul qui consiste a définir et a rechercher un compromis entre la précision

et la stabilité qui conduira a résultats « acceptables » satisfaisants & la fois les exigences

numériques et physiques.

3.7 conclusion

Cette application rentre dans le cadre de la modélisation des phénoménes thermiques
de conduction et des transformations de phases mis en jeu lors d’un traitement thermique
des aciers. La résolution de ce probléme inverse nous a amené a développer la méthode
de spécification de fonction avec régularisation qui a pour but de réduire les instabilités et
d’augmenter la précision du calcul inverse. Ce travail est achevé par la mise en évidence de
Ieffet utile de la régularisation sur la stabilisation des résultats du calcul inverse utilisant
des données bruitées. La difficulté de cette méthode réside dans la recherche de la valeur
optimale de chaque terme de la régularisation pour chaque cycle thermique. L’étude

de l'influence de chaque terme de la régularisation sur les résultats du calcul inverse,
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3.7. conclusion

et I’élaboration d’'un programme informatique automatisant cette recherche pourra faire

I’objet des études a venir.
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Conclusion générale

Dans la méthode de régularisation de Tikhonov on choisit une classes correctrices Xy,
pour l'estimation de la stabilité puis on transforme I’equation 7'z = y en un probleme de
minimisation pour trouver le point minimum qui est une solution du probleme Tx =y

Une difficulté de cette méthode de régularisation concerne le choix de la valeur du
paramétre de régularisation. Notre objectif était de présenter la méthode de Tikhonov de
facon a exhiber ses avantages ainsi que ses inconvénients. D’autres méthodes de résolutions

existent, qui ne font pas appel aux mémes caractéristiques.

52



1]

Bibliographie

Azim A., Archambault P., Denis S., Inverse resolution of heat-transfer equation with
internal heat source : application to the quenching steels with transformations, Journal

of materials engineering and performance, Vol 6 (2) April 1997.

BREZIS,Haim.Analyse fonctionnelle:théorie et applica-
tions.paris:Dunod,1999,229P (Mathématiques appliqées pour la
maitrise).(2100043145)

Dardel Y., La transmission de la chaleur au cours de la solidification, du réchauffage

et la trempe de I'acier, Edition de la revue de métallurgie, 1964.

Fernandes F. et Denis S. et Simon A., Prévision de I’évolution thermique et structurale
des aciers au cours de leur refroidissement continu, M.E.S - Revue de métallurgie,

p.355-366, 1986.

Jonson W.A. et Mehl R.F., Reaction kinetics in processes of nucleation and growth,

Trans. of AIME,135, p. 416 — 458, 1939.

Koistenen D.F. et Marberger R.E., A general equation prescribing extent of the
austenite-martensite transformation in pure Fe-C alloys and plain carbon steels.Acta

Metall, 7, p. 59 — 60 , 1959.

MARTEAU,Clément.recherche d’inégalités oracles pour des problémes in-
verses.Mathématiques.provence:université U.F.R.M.I.M,2007,152p

53



BIBLIOGRAPHIE

[8] Stolz G., Numerical solutions to an inverse problem of heat conduction for simple

shapes, Journal of heat transfer 82, 20-26, 1960.

[9] Tikhonov A.N. et Arsenin V.Y., Solution of ITI-posed problems, VH. Winston & Sons,
Washington,D.C., 1977

o4



