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Introduction générale

La théorie des sommes d’opérateurs linéaires fermés dans les espaces de Banach quelconques
trouve ses origines dans les travaux développés par Grisvard (1967) [?], Da Prato (1969) [?],
Dubinski (1969) [?] et Da Prato-Grisvard (1975) [7].

L’une des raisons essentielles du développement de cette théorie est diie au fait que plusieurs
problemes d’équations aux dérivées partielles, provenant de problemes concrets de la physique,

de la mécanique ou autres, s’écrivent naturellement sous forme de sommes d’opérateurs

Au+ Bu—Au= f,A>0 (1)

ou f appartient a un espace de Banach X, A: Dy C X — X et B: Dg C X — X sont des
opérateurs linéaires fermés sur X et u € Dy N Dp.

Il est clair que la résolution de I’équation (1), consiste & inverser 'opérateur linéaire (non-
borné) A+ B — A, A > 0, pour tout f € X.

Dans ce sens, plusieurs recherches ont été faites dans ce domaine par plusieurs
mathématiciens, on cite : Da Prato et Grisvard (1975) [?], ou les auteurs ont énoncé les hy-
potheses (conditions) sur les opérateurs A et B sous lesquelles le probleme (1) admet une

solution unique pour tout f dans un espace intermédiaire entre D4 et X (ou entre Dp et X).

De nouvelles contributions ont été apportées par R. Labbas et B. Terreni (1987-1988) [?],
[?] d’'une part, G. Dore et A. Venni (1987) [?], J. Priiss et H. Sohr [?] et S. Monniaux et J.
Priiss (1997) [?] d’autre part.

Dans [?], [?], en plus des hypotheéses de Da Prato-Grisvard, Labbas et Terreni ont introduit
une nouvelle hypothese sur le commutateur de A et B défini par [A; B] = AB — BA.

En 1987, Dore et venni [?], ont développé la théorie des sommes commutatives dans des
espaces de Banach particuliers en utilisant des opérateurs linéaires qui admettent des puissances

imaginaires bornées.



En 1990, Priiss et Sohr [?] ont généralisé les résultats de Dore et venni [?] pour le cas non
commutatif, suivi de l'article de Monniaux et Priiss (1997) [?], ou les auteurs ont donné un
étendu du Théoreme de Dore-Venni [?] dans le cadre non commutatif lorsque le commutateur

vérifie la condition introduite par Labbas et Terreni [?].

L’objectif de notre travail est la description détaillée de la méthode Da Prato et Grisvard
dans le cas commutatif, pour la résolution du probleme (1). Pour ce faire, nous avons reparti
le présent document en trois chapitres :

Dans le premier chapitre, nous présenterons quelques notions de base sur ’analyse fonction-
nelle que nous avons jugées utiles en théorie des sommes. Ces notions concernent les opérateurs

linéaires fermés, l'intégrale de Bochner et 'intégration complexe.

Dans le second chapitre, nous présenterons les principaux résultats de la méthode de Da

Prato et Grisvard dans le cas commutatif. Ces résultats concernent la résolution de I’équation

{ Lu — \u = f, 2)

ue€ Dy,

avec

Lu = Au + Bu,
w€ D, =DyNDg.

et A et B sont deux opérateurs linéaires fermés de domaines respectifs D 4 et Dy dans un espace

de Banach X, A\ est un nombre positif fixé et f une fonction donnée dans ’espace X.

Dans le dernier chapitre, nous donnerons une application de la méthode des sommes pour

la résolution d’'une équation aux dérivées partielles parabolique.



Chapitre

Préliminaires

Dans ce chapitre, on rappelle quelques définitions concernant les opérateurs linéaires fermés,
et on donne quelques résultats fondamentaux sur l'intégrabilité au sens de Bochner, ainsi que
quelques résultats de I’analyse complexe a valeurs vectorielles, qu’on va utiliser dans les autres

chapitres.

1.1 Opérateurs linéaires

Définition 1.1.1. Un opérateur linéaire A d’un sous-espace D 4 d’un espace de Banach X dans
lui-méme est appelé, opérateur non-borné, de domaine D 4.

On dit que A est borné s’il existe une constante ¢ > 0 telle que

|| Aul|x < d||ul|lx, Yu € Da.

1.1.1 Opérateurs linéaires fermés, fermables

Soient X un espace de Banach complexe et A: Dy C X — X un opérateur linéaire.

Définition 1.1.2. (Opérateur linéaire fermé)

L’opérateur A est dit fermé si et seulement si V(u,,)n>0 € Da,

Uy —> U N u € Dy
Au, — f Au = f.
Ceci est équivalent a dire que le graphe de A,
G(A) ={(u,Au)/u € Dy} C X x X

est fermé dans X x X.



Théoréme 1.1.1. L'opérateur A est fermé si et seulement si (Da,||.||p,) est un espace de

Banach, avec ||fllp, = || fllx + [|Afl|x (norme de graphe).

Exemple 1. Soit A: D4 = C'([a,b]) C C([a,b]) — C([a,b]); f — Af = f.

D muni de la norme de graphe :

1 llps = 11fllo + 11l

est complet. Ainsi A est un opérateur fermé.

Définition 1.1.3. (Opérateur linéaire fermable)

A est dit fermable si et seulement si A admet une extension Ay fermée (au sens de U'inclusion),
on note : Ag C A, i.e.

© Dy, CDy

o Aqu = Au,Yu € Dy.

La plus petite extension fermée de A est alors notée A et s’appelle la fermeture de A.

Proposition 1.1.1. L’opérateur linéaire A est fermable si et seulement si V(uy,)n>0 € Da,
U, — 0
= f=0.
Au, — f

Lemme 1.1.1. Soient X,Y deux espaces de Banach, A : X — Y un opérateur linéaire borné.

A est fermable et sa fermeture A est un opérateur linéaire borné avec

14l exyy = 1Al

Exemple 2. On définit l'opérateur Ay : C*(la, b)) — C([a, b)), Aof = f/,
C>®([a,b]) représente l’espace des fonctions indéfiniment différentiable sur [a,b]. Alors Ay est

fermable.

Remarques 1.1.1. a) La convergence des suites (uy)nen €t (Auy,)neny dans la définition (1.1.2)
et dans la proposition (1.1.1) sont au sens de la norme de I'espace X.
b) La notion de la fermabilité des opérateurs linéaires est importante dans la résolution de

certaines équations aux dérivées partielles car elle permet d’avoir des solutions distributions.

Lemme 1.1.2. Si A est un opérateur fermable (resp. fermé) et B est un opérateur borné avec

D4 C Dg alors lopérateur A+ B est un opérateur fermable (resp. fermé).

Preuve. Soit (u,)nen une suite dans D 4 telle que

lim u, =0 et lim (A+ B)u, =y,

n—-+4o0o n—-4o0o



montrons que y = 0.

On a :
Hinotoo Mln =2 0.
et
lim u,=0= lim Bu, =0
n—-+o0o n—-+o0o
car || Buy|| < M||uy||.
Donc
lim (A+ B)u, = lim (Au, + Bu,)
n—-+00 n—-+0o0o
= lim Au,
n—-+o0o

1.1.2 Résolvante et spectre d’un opérateur

Définition 1.1.4. Soit A: Dy C X — X un opérateur linéaire.

e L’ensemble résolvant de A est
pa ={X € C; (A — \I) est bijectif de D4 dans X}.
e Le spectre o, de A est le complémentaire de ’ensemble résolvant,
o4 =C\ pa.

e La résolvante r4 de A est

ra: pa — B(X)
A — (A=XI)L

ou B(X) désigne l'espace des opérateurs linéaires bornés dans X.

e On dit que A est une valeur propre de A, et on note A € VP(A) si

ker(A — XI) # {0x},
ou ker(A— \I) est 'espace propre associé a A, défini par ker(A—AI) = {u € X/(A—A)u = 0}.
Théoreme 1.1.2. Le spectre est toujours un ensemble fermé.

Lemme 1.1.3. Soit A un opérateur linéaire. Si A n’est pas fermé, alors o4 = C (ou, de

maniére équivalente, si pa # {0}, alors A est fermé).



Remarques 1.1.2. a) Le noyau (A — A) peut étre réduit & {0} sans que pour autant (A — A)
soit inversible, et le spectre peut donc contenir d’autres éléments que les valeurs propres.

b) Le noyau (A — A) peut étre réduit a {0} et (A — A) inversible, mais cet inverse peut étre
discontinu.

c¢) L’opérateur A n’est pas forcément continu, et peut ne pas étre défini que sur un sous-espace
dense D, : si tel est le cas, 'opérateur (Al — A)~! ne peut pas étre surjectif, méme s’il est bien

défini et continu.

Définition 1.1.5. (Commutateur)

On dit que les résolvantes des opérateurs linéaires A et B commutent si :
[(A=AD)™5(B = pI)™ =0, YA€ pa,Vpu € ps,
ou [.;.] représente le commutateur défini par :
(A =AD" (B = uI)™] = (A= M) (B = pI) ™ = (B — ul) ™ (A= A

Proposition 1.1.2. Soient A et B deux opérateurs linéaires dans un espace de Banach X,
et supposons que A € py et u € pp. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) (AL — A)~t et (uI — B)™' commutent.

(17) Toutes les résolvantes de A et B commutent.

(1ii) (A — A) et (uI — B) commutent.

(iv) A commute avec (ul — B)™' sur Dy et (ul — B)™1(D4) C Da.

Preuve. (voir [7]).

1.1.3 Critere d’inversibilité

Définition 1.1.6. Soient X et Y deux espaces de Banach et A : X — Y un opérateur linéaire
borné. On dit que :

a) A est inversible a gauche s’il existe un opérateur B : Y — X linéaire et borné telle que
BA = Idx.

b) A est inversible & droite s’il existe un opérateur B : Y — X linéaire et borné telle que
AB = Idy.

c¢) A est inversible s’il est inversible a gauche et a droite.

Théoreme 1.1.3. Soient X etY deux espaces de Banach et A : X — Y un opérateur linéaire
et borné. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) A est inversible a gauche.



(17) A est injectif et a image fermée.
(7ii) 1l existe ¢ > 0 tel que
[Az[ly < cllz|x;Vr € X.

1.2 Intégrale de Bochner

1.2.1 Fonctions mesurables

Définition 1.2.1. (Fonctions simples)
Soit X un espace de Banach.
Une fonction f : © € R — X est dite simple s’il existe une suite d’ensembles Lebesgue-

mesurables (£2;);=1, ., C §2 tels que ;N Q; = 0,Vi # 7,

=1
et f=>" | Xo,Ti, avec
1 si zef,
XQ;, = .
0 si x¢Q,.
Autrement dit f est constante sur chaque ensemble mesurable €;,i =1,...,n.

Définition 1.2.2. (Fonction fortement p-mesurable)
Une fonction f : 2 C R — X est fortement p-mesurable s’il existe une suite de fonctions
simples f, : Q@ — X telle que :

lim || fu(z) = f(2)|[x =0 p = pp.

n—-+oo

Définition 1.2.3. (Fonction faiblement p-mesurable)
Une fonction f: Q2 C R — X est faiblement p-mesurable si, Vg € X', la fonction numérique

g o f est fortement p-mesurable, ou X’ est le dual topologique de X.

Q £ X g R

|




1.2.2 Intégrabilité au sens de Bochner

Définition 1.2.4. Si f : 2 — X est une fonction simple, on définit 'intégrale de f sur €2

[ 50 = S (),

ou p est la mesure de Lebesgue sur €).

comme suit :

Définition 1.2.5. Une fonction f : 2 — X fortement p-mesurable est Bochner intégrable s’il

existe une suite de fonctions simples (f,,)n>0 telle que :
i [ 12— fllxdse =0,
n—oo 0
Dans ce cas, fQ, f dp est définie pour toute partie mesurable €' C €2 par :

fdu= lim fn dp.
Q/

Q n——+0o0

Théoréme 1.2.1. (Bochner)
Une fonction f :  — X est Bochner intégrable si seulement si [ est fortement mesurable et

| f(t)|lx est intégrable. De plus, on a

|[roa] < [

1.2.3 Théoreme de convergence dominée

L’un des résultats les plus importants de la théorie de l'intégration est le théoreme de

convergence dominée. Dans le cas vectoriel il s’énonce comme suit

Théoreme 1.2.2. Soit (f,)n>1 une suite de fonctions Bochner intégrable de Q0 dans X.
Silim, o fn=f p.p. t € Q, et sl existe une fonction g : 0 — R Lebesque intégrable telles
que

| fn(®)]lx < g(t) p.p. t € Q, pour tout n,

alors f est intégrable au sens de Bochner et de plus,

n—-+4o0o

lim / 1 (B — F(1) |t = 0.

Corollaire 1.2.1. Soit f. : (a,+00) — X mesurable, ou a € R. Supposons que :
lim, o [ || f()]|xdt est finie. Alors f est intégrable au sens de Bochner et

lim / “rwdi= [

T—r400



1.2.4 Action d’un opérateur linéaire sur une intégrale de Bochner

Soit f = >, xa,r; une fonction simple, appliquant 2 sur un espace de Banach X et
A : X — Y une application linéaire de X dans un autre espace de Banach Y. Alors, il est clair

que Af est une fonction simple appliquant §2 sur Y. De plus,
A/ f(t)dt = / Af(t)dt.
Q Q

Les deux théoremes suivants donnent des conditions suffisantes sur A pour que la formule

précédente reste vraie pour une fonction qui n’est pas simple.

Théoreme 1.2.3. Soit A: X — Y un opérateur linéaire borné qui est défini de [’espace de
Banach X dans un autre espace de Banach'Y.

Supposons que f : Q — X est intégrable au sens de Bochner.

Alors Ao f : Q — Y est intégrable au sens de Bochner et

A/Qf(t)dt:/QAf(t)dt.

Preuve. Soit (f,)n>1 une suite de fonctions simples de Q dans X, avec lim,,_, fn(t) = f(%)
dans X p.p. t € Q et lim, o [, || fu(t) — f(2)]| = 0.

Alors Ao f, est une fonction simple pour n =1,2,... et lim, o, Af,(t) = Af(t) dans X p.p.
t € Q. Onaaussi [ ||Af(t)—Afa(t)||lydt < ||A]] Jo || f(t) = fu(t)||xdl et Uintégrale du membre
de droite s’annule quand n — +oo.

Donc Ao f est intégrable au sens de Bochner et

/Af(t)dt — lim [ Af,(t)dt
Q

n—0o0 Q

= A( Tim /Q fn(t)dt>

~ A /Q F(t)dt.

Ici on a utilisé le fait que [ Afa(t)dt = A [, fu(t)dt pour une fonction simple f,, qui est une

conséquence immédiate de la définition de l’intégrale de Bochner d’une fonction simple.
[ |

Théoreme 1.2.4. Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D4 d’un espace de Banach
X dans un espace de Banach Y et soit f: I C R — X intégrable au sens de Bochner.
Supposons que f(t) € Da pour tout t € I et que Ao f : 1 — Y est intégrable au sens de

Bochner. Alors

/If(t)dté Da, etA/If(t)dt: /IAf(t)dt.



Preuve. Supposons au départ que I = [a,b] est compact. posons x = fabf(t)dt
Choisissons une suite Pk = {a = tf < - < tb = b} de partitions de [a,b] tel que

maxi—y _n, (t5F — & )) < -

Soit &8 € [tF ¢k ] pour i =0,...,ng, et considérons

- Z FE&; —tiy).

1l est clair que tous les S, € D4, et
ng
ASe= S AFENE 1t y).
i=1
Puisque f et Af sont toutes les deux intégrables, Sy, tend vers x et ASy tend versy = f; Af(t)dt

et comme A est fermé alors x € Dy et Ax =y, i.e. Af;f(t)dt = fab Af(t)dt

Maintenant, soit I non borné, choisissons par exemple I = [a,+o0[; alors, pour tout b > a

A/bf(t)dt - /bAf(t)dt (1.1)

b “+oo b 400
/ Af(t)dt —)/ Af(t)dt et / f)dt — f(t)dt quand b — +o0.

/f dt—>/+ooAf

et puisque A est fermé et d’apres (1.1) on aura alors

[’égalité

reste vraie. Et on a
D’ou

“+o00

Al fwd = /m Af(t)dt

a

1.2.5 Intégrales a valeurs opérateurs

Comme cas spécial des intégrales a valeurs vectorielles, on peut considérer les intégrales de
la forme B = [, A(t)dt, on A : Q — L(X,Y) est intégrable au sens de Bochner, Y est un

espace de Banach et X est un espace vectoriel normé (e.v.n.). Alors B € L(X,Y).

Théoréme 1.2.5. Soit A : Q@ — L(X,Y) intégrable au sens de Bochner, ou Q@ C R est
Lebesgque-mesurable, X est un e.v.n. et Y est un espace de Banach. Alors A(.)x : Q — Y est
intégrable au sens de Bochner et [, A(t)zdt = { [, A(t)dt}x.

10



Preuve. Comme application B — Bx de L(X,Y) vers Y est continue et A : Q@ — L(X,Y)
est mesurable, A(.)x : Q@ — Y est mesurable. Aussi ||A(t)x|ly < ||A()||loxvllz]lx de sorte
que A(.)x est intégrable au sens de Bochner puisque A [’est.

Posons (Ap)n>1 une suite de fonctions simples A, : Q — L(X,Y) telles que :

Ay (t) — A(t) ppt € Q quand n — +o0 et [, A(t)dt = lim, 4 [, An(t)dt dans L(X,Y).

Puisque les A,, sont des fonctions simples, les A,(.)x le sont aussi et

{ / t)dtta = /Q A (t)adt.
Jim [ Ay =t { / tdtte = { / t)dt}a.

/Q A(t)zdt = { /Q A(t)dt}a.

Donc

1.3 Intégration complexe

Dans ce paragraphe, nous rappelons deux résultats classiques (le théoréeme de Cauchy et les
formules de Cauchy) pour des fonctions holomorphes sur un ouvert Q de C et a valeurs dans
un espace de Banach X. Pour donner un énoncé suffisamment général, nous allons avoir besoin
de la notion de systeme de courbes fermées orientées entourant un compact dans un ouvert du

plan complexe.

Définition 1.3.1. (a) On appelle courbe (ou chemin) dans C toute application continue
v : [a,b] — C, ou [a; b] est un intervalle compact de R.

(b) L’image de la courbe v est un compact de C.

(¢) On dit quune courbe 7 : [a;b] — C est fermée si y(a) = v(b).

(d) Une courbe est dite simple si y(s) = 7(t) implique que soit s =t soit s = a et t = b.

Définition 1.3.2. (Fonctions holomorphes)
Soit © un ouvert dans C, X est un espace de Banach et f: Q) — X.
On dit que f est holomorphe sur € si elle est derivable en tout point zg € €2, i.e. si sa limite

suivante
L 1) = ()

= f'(29) existe et finie.
2—20 zZ— 2z

11



1.3.1 Théoreme et formule intégrale de Cauchy

Soit X un espace de Banach.

Théoréme 1.3.1. (Théoréme de Cauchy)
Soit f: Q C C — X wune fonction analytique (holomorphe) et soit v une courbe simple fermée
dans Q, alors [ f(z)dz =0

Théoreme 1.3.2. (Théoréme des résidus)
Soit X un espace de Banach, 2 C C un domaine simplement connexe et v une courbe fermée.
Supposons que f: 0 — X est une application ayant N points singuliers z1, za, ..., 2N qui Sont

a l'intérieur de v orientée positivement autour de ces points. Alors
N
/ F(2)dz = 2 S Resoes, (f(2).
v j=1

ot Res.—. (f(z;)) signifie le residus de f au point z;.

Définition 1.3.3. (Formule intégrale de Cauchy)
Soit U un ouvert de C. On note H(U) 'espace des fonctions holomorphes de U dans X.
Pour f € H(U), K un compact a bord de U et zy € K, la formule de Cauchy est donnée par

F(z0) = o / A

" 2ir ) (z— %)

v étant orientée laissant a gauche le pole z.

Im(z)

0 =Rtf:(z)

12



1.3.2 Intégrale de Dunford

La formule analogue a la formule de Cauchy pour les fonctions holomorphes est définie par

I'intégrale de Dunford.

Définition 1.3.4. (Intégrale de Dunford)
Soit A un opérateur linéaire fermé et o(A) son spectre. Notons H(A) l'espace des fonctions a
variable complexe qui sont analytiques (holomorphes) dans un ensemble fermé contenant o(A).

On définit I'intégrale de Dunford par :
1
A)=— — A7
1) = g5z [ 1) = A7

ou f € H(A) et v une courbe entourant o(A).
L’opérateur f(A) ne dépend pas de 7.

Théoréme 1.3.3. Soient f,g € H(A) et A € L(X), alors f.g € H(A) et
FAL9(A) = (L)) = 51 [ £tz = )

Remarque 1.3.1. Pour plus de détails, on pourra consulter [?], [?], [?].
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Chapitre

Théorie des sommes d’opérateurs

linéaires

2.1 Introduction

Dans ce chapitre on présente les théoremes principaux de la théorie des sommes d’opérateurs
linéaires dans le cas commutatif. Plus précisément, soit X un espace de Banach complexe, A et
B deux opérateurs linéaires fermés de domaines respectifs D4 et Dp dans X et leurs ensembles

résolvants p4 et pp non vides. On s’intéresse alors a I’équation
Au+ Bu — \u = f,

ol A est un nombre positif fixé et f une fonction donnée, dans un espace de Banach X.

L’opérateur somme L = A + B est défini par :

Lu = Au + Bu,
UEDL:DAHDB.

On va étudier 'équation :
Lu—Mu=f. (2.1)

2.2 Notions de solutions

2.2.1 Solution stricte

u est dite solution stricte de I'équation Lu — A\u = f si w € Dy N Dp et vérifie I'équation.

C’est une bonne solution, appelée aussi solution classique.

14



2.2.2 Solution forte

On dit que le probleme (2.1) admet une solution forte u s’il existe une suite (u,)nen C Dy
telle que :
U, — uwet (L—Nu, — f.

Dans ce cas, u ne possede pas forcément la bonne régularité.

-C’est une solution appelée aussi faible et correspond aux solutions distributions et méme
variationnelles.

-Evidemment, une solution stricte de (2.1) est une solution forte de (2.1); la notion de
solution forte est donc plus faible.

-Notons que si L est fermé, les deux notions de solutions stricte et forte sont équivalentes,

mais la somme de deux opérateurs fermés n’est pas nécessairement fermée.

Remarques 2.2.1. a) Si L est fermé, alors la solution u est stricte.

b) Si L est fermable et sa fermeture L vérifie
u€ D(L) et (L—Nu=f,

alors il existe une solution forte.

2.3 Méthode de Da Prato et Grisvard

Soient (X, |.][x) un espace de Banach complexe quelconque, et A et B deux opérateurs

linéaires fermés de domaines respectifs D4 C X et D C X.

2.3.1 Les hypotheses de la méthode

On suppose que les opérateurs A et B vérifient les hypotheses de base (dites de Da Prato
et Grisvard) suivantes :

(

304,05 € [0, 7], tels que:

1) paDdBa={zeC:|argz| <7 —04}, ¥z € Tu; |[(A = 2) | prx) < A

=

ou cy:| =7+ 04,7 — 04— R est une fonction continue et paire.

2) pp DYp={2€C:|argz| <7 —0p}, Vz € Xp; ||(B—z)’1||L(X) < cs(0)

ET

ou cp:] — 7+ 60p,m — 0p[— R est une fonction continue et paire.

3) 9A+93<7T.

(Ha) { YA € pa, ¥ € pis : [(A= N) 15 (B =) 1] = 0.

15



Ici les angles 64 et O sont comptés dans | — 7, +7[ et

pa = {z€ C/(A— zI) est bijectif de Dy sur X}
= {ze€C/(A-z])"t e LX)}

D4 et Dp sont deux espaces de Banach munis des normes de graphe :

lullp, = ullx + [[Aullx,
lullps = [lullx + [|Bullx.

Tm(z) Im(z)

&

PB
Pa BB
Ba / éRe(z)
Re(z)

2.3.2 L’opérateur S)

Sous les hypotheses (H;) et (Hs), ’équation (2.1) admet une solution u donnée sous la forme

de l'intégrale de Dunford suivante :

w = Sy(f) = ‘—1/ (A= A—2)""(B+2)"'f d (2.2)

- 2m ),
ol 7y, est une courbe simple orientée de oo exp(—ify) & oo exp(ibfy), demeurant dans ¥4, N3_pg

avec Oy €]0p, m — 0.4].
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FIGURE 2.1 — Présentation graphique de la construction de la courbe vy

2.3.3 Quelque propriétés de 'opérateur S)

On rappelle que 'opérateur Sy est défini a ’aide de I'intégrale de Dunford donnée par :

-1
u=3S)(f)= —/ (A= X—2)"YB+2)'fdz
2w J,,
provenant naturellement de I'extension de la formule de Cauchy dans le cadre opérationnel.

On a le premier résultat concernant cet opérateur.

Proposition 2.3.1. Sous les hypotheses (H;) et (Hs); L'opérateur S, est linéaire et continu
sur X.

Preuve. Montrons la continuité :
Pour la convergence de l'intégrale, raisonnons pour |z| grand et |arg(z)| = 0o, (z € ) et donc
|arg(—z)| = 7 — 6.

Ona:|arg(—z)|=m—00 <m—0pg, car O <y, donc :

3 cp(0)
<
(B +2)" ey < rthoSbin—ty |2
C
2|

17



B0
~- P
~ & -
-
-M2 R +A2
-~ e
- T
- S~
- .
- \\_\

-z
T
D’autre part, on a aussi pour tout z € vy, | arg(z + A)| < 6y
_ CA(G)
A—X—2)1 <
H( A Z) HE(X) = —eorgeagxwo ’)\+Z|
c
< :
|z 4+ A
De ces majorations, on déduit ’estimation suivante :
1 - -
IS5l = || [ (4=2=2)7 B+ 2) s
i ), ¥
1 _ _
< o [ A= 2= 2 ewoll(B +2) e il
A

c? |dz|
o | T e
o/, A+ 2]

Posons z = Az avec X > 0, d’ou
c? |d7|
S < .
150l < 55 | i

. 3o 42 |dz’| . . : .
Puisque l'intégrale f% = est convergente ; alors il existe C' > 0 tel que :

C
S\(Nx < S f1x-
_

Lemme 2.3.1. Soient A et B deux opérateurs linéaires fermés dans un espace de Banach X et
v une courbe simple. On considere un élément u € X et un opérateur P linéaire fermé sur X.

Supposons que (A —X—2)"Y(B+2)'Pu=P(A—-\X—2)"Y(B+2)"',Vz € v, alors

18



En particulier, si A et B commutent (au sens de la résolvante), on a
S,\Au = AS)\U Yu € Dy (24)

et
S\Bu = BSyu Yu € Dp. (25)

Srateur Afini précédemment va étr ns un sens, l'inverse a gau . Plu
L’opérateur S, défi écédemment va étre, dans sens, 'inverse a gauche de L. Plus

exactement on a :

Proposition 2.3.2. On suppose (H;) et (Hy) sont vérifiées, alors :

i)Yu e DyN Dpon a Sy(Lu— Au) = uie Sy est un inverse a gauche de (L — AI).

i) Vf € Da+ Dg,on a Syf € DaNDpet (L—N)Sy\f = fie Sy estun inverse a droite de
(L—X\).

Pour démontrer cette proposition on a besoin du lemme suivant :

Lemme 2.3.2. Supposons que (Hy) et (Hsy) sont vérifiées et uw € Dy N Dpg ; alors

1 (B + 2)"'Bu

—_— ~— < dz=0
2im /., z : ’
et 4 .
1 ) — o) _
— ( A=z (A= Mu dz = u.
um . z
Preuve. On écrit
1 B 1B 1 B 1B
L[ Bz Bu, g, L[ (BT Bu,
20 . z R—+oo 207 - z
ot
Yr = {2z € 1 :|2| < R},
et
—1 A—X—2)"1(A- —1 A—X—2)"1(A-
—1 A-A-2)"(A=-Nu, -1 (A-A—2)" (A= Nu
i . z R—+o00 20T - z
) — ~) ! _
— im L (A=X—2)"1(A /\)udz,
R—+oco 207 g z

ot Yy est la courbe yr dans le sens inverse.
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Posons I'r = yg U Cg, avec

Im(z)

£

-A -2 Re(z)

Cr={Rexp(if) : 0y <0 <21 — by},

et I'y =z UCK,

Oay

-h Nz Re(z)

Tr

avec
Cr ={Rexp(if) : =0y <0 < 6y}
On a
—1 -1 -1
i (B+2) Budz:i (B+2) Budz—i/ (B+ 2) Budz.
27T oy z 2um Jr, z ur Jop z
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(B+2)"'Bu

La fonction est analytique sur I'g et décroit comme # ; donc

1 (B+ 2)"'Bu

z

— ——— dz =0,

20 Tr z
grace au théoréeme de Cauchy. De plus :

1 B 1B
R—+o0 200 J o z
Alors 5 -
1 +z) " Bu

L[ BRI B,

20T oy z
D’autre part, on a :
1 (A=X—2) "1 (A-N)u -1 (A=X—2)"1(A-Nu 1 (A-X—2)"H(A-N)u
%f'yg z dz = %IF/R z dz — %IC;{ z dz.
La fonction A2 A Nu gy pas holomorphe a ['origine et décroit comme # sur

/ \ s .
I'y, donc d’apres la formule des résidus on aura :

-1 (A=X—2)"Y A= Nu

dz = u.
2im r, z ==
De plus :
) — )1 _
lim L/ (A-A=z)"(4 )\)udzzo
R—o0 2271' C’ z
Donc . Ao 1y
; (A-A-2) (A= )\>udz =u
2 ), z

Maintenant, on donne la preuve de la proposition (2.3.2).

Preuve. i) Soit u € Dy, montrons que S)(Lu — \u) = u.

On a :
Sx(Lu — Au) = _—1 (A= X—=2)" (B+2) A+ B - \udz

2rm J,,

= A=) (B o) (A= A= 2) + (B + 2))ud=
2 ).,

_ % R
—L_ (A— X\ —2) tudz

2w J,,

-1 » 1 »

= — | (B+2z) udz—— [ (A—=)X—2)  udz.
2 ), 2 ),
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On voit facilement que

z z
et .
(A—)\—z)*lu:—g—i—(A_/\_Z)i (A—MNu
z z

pour tout u € Dy N Dp.

Alors d’apres le lemme précédent, on obtient

—1 B _ 1 .
S\(Au + Bu — \u) = b Mdz_i (A-A—2) (4 )\)udz

2w . z 20 . z
= u.

it) Considérons le cas u € Dg, de (Hs) on obtient que f = S\(u) € Dp et Bf = S\(Bu).

Pour vérifier que f € Dy on utilise l'identité suivent :

(A=X—2)u—(A-X—2)"Y(B+ z)*lBu‘

(A=X—2)"(B+2)u=

Donc

f=Swu= -1 (A—/\—z)_lud—z—1—L (A—/\—z)_l(B—i—z)_lBud—Z.

2 ), z 2m /., z
La premiére intégrale est égale a (A — \)"'u (grace a la formule des résidus) ; alors

f:SAu:(A—)\)lqu%

T M

d
(A= X—2)"Y(B+2)"'Bu=.

Z
Ainsi f € Dy et

2w "
1 1 dz 1 -1 —1
2w . z 20 .
= u— S)\Bu.

Comme S\Bu = BS\u = Bf, alors
(A+B-=\Nf=u.

C’est-a-dire,

(L —X\)Syu = u.
|

Peut-on faire mieux, en supposant que f moins réguliere. L’idéal étant de résoudre pour

feX.
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2.3.4 Solutions strictes pour un second membre dans un espace in-
termédiaire
On définit certains espaces intermédiaires entre D4 et X (ou Dp et X) pour les opérateurs

qui vérifient la condition (Hy) :

Faisons-le pour A et ce sera idem pour B.
(H)) =Vt >0,(A—-t)" € L(X).
Alors on a :
Définition 2.3.1. Pour 0 €]0, 1 et p € [1,+00] on note D4(6,p) le sous espace de X suivant :
D0, p) ={uec X :||[tPAA—t)"lu||x € L}

muni de la norme

1
+oo P
lullpuien = lllls + ([ 1A -0 ulfyae)
0

dt

ol L? est I'espace des fonctions de puissance p intégrable pour la mesure <,

Pour p = +00 on a :
Da(6,00) = {u € X :sup ||’ A(A —t) " u||x < +o0}
>0

muni de la norme
ul| Do, +00) = [lullx + sup |[t°A(A — )" u|x.
Exemple 3. Soit X = LP(]0,1[),1 <p < o0
{ Da=WyP(10,1]) = {p € L7(10,1]) / ¢’ € L?(]0,1[), et ¢(0) = p(1) = 0}.
Au =,

Ici ¢, est une dérivée au sens de distributions.
Alors

1
Da(8,p) =W*(10,1]) si 0 < 0 < ;

ot pour 0 < 0 < 1, W?P(]0,1[) est le sous-espace de LP(]0,1[) des fonctions u telles que :

/1 Hul) Zu)l e
0

o Jt— [T
Remarque 2.3.1. Ces espaces vérifient :
DA(Q,])) C DA(Q, +OO)

pour 0 €]0,1[ et p € [1, +o0].
Et aussi
DA — DA(Q,p) — X
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Théoréme 2.3.1. (Solution stricte)
Sous les hypothéses (Hy) et (Hs) et pour f € Da(0,p) + Dg(0,p), 6 €]0,1[ et p € [1,+00], il

existe une unique solution stricte u = Syf de l’équation Au + Bu — Au = f.

Preuve. On va évidemment utiliser la représentation

u:S,\f—_—l/ (A= X—2)"YB+2)"'f dz
20

%

Soit f € Dg(0,p), comme
Dg(0,p) C Dp(0,+00);Vp € [1,+00[; 0 €]0, 1],

il suffit de considérer le cas ot p = +00 c’est-a-dire f € Dg(6,+00).
e Montrons que u € Dp :
On a
(A= A=) B+2) ' f=B+2) " (A-X—2)""f,

alors

B(A=A—2)"YB+2)'f = B(B+z2) " (A-X—2)"'f

~—~~

= (B+z—2)(B+2) (A= X—2)"'f

= (A= X—2)'f—2(B+2) (A= X—2)"'f

= A-A—2)'f—z(A-X—2) Y B+2)'f

= (A=X—2)'[f—2B+2)f]

= (A=X—2)""[(B+2)(B+z)"'—z2B+2)"f
= (A-X—2)"'BB+2)'f

Donc
BA-A—2)"Y(B+2) " fllx < —o 50)-
|| ( 2) ( +Z) f”X = ‘z+>\||z|9||f”DB(97+ )

Ainsi Uintégrale —5— f% B(A — X —2)"Y(B + 2)"'fdz est absolument convergente, de plus

21T
u € Dg et
—1
Bu=— A—\X—2)"'B(B “1fdz.
u 5 %( z) (B4 z)" " fdz

e Pour prouver que u € D4, on utilise ["identité de la résolvante suivante :

(BJFZ)lf:g_B(BﬂL—Z)lf.

z
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On a
—1

— A—\— -1 B -1
u 5 %( A—2z) (B+2z) fdz
-1 dz 1 dz
= — A-N—2) =4 — A—\—2)"'B(B B
i | A=A = T g (A= BB

En utilisant la formule des résidus, on trouve

W= (A=) f+ %/ (A—)\—z)lB(BJrz)lf%.

2y

Donc
u € Dy.
Et
1 1 Az
(A—)\)u = f4+— (A—)\)(A—)\—z) B(B+Z) f—
2 . z
1 dz 1 dz
= — | B(B = — [ (A-X—2)"'B(B =
P [ BB T g [ (- BB
= f— Bu.

car 5= [ B(B+ 2) L est nulle.

24w

2.3.5 Régularité maximale

Maintenant, on donne quelques résultats de régularité en supposant ’existence d’une solu-
tion stricte.
Considérons toujours I'équation Au+ Bu— A u = f. On a vu que si f € D4(0,p), alors il existe
une unique solution u = Sxf € DaN D C DA(0,p).
La régularité maximale de I’équation Au+ Bu— \u = f par rapport a I'espace Y — X, signifie

quand pour f €Y et u € X solution de I'équation, on a u, Au et Bu € Y

Théoréme 2.3.2. (Régularité maximale)

Pour tout f € D(0,4+00) + Dp(0, +00), la solution stricte de probléme (1.1) vérifie :
Au, Bu € D4(0,400) + Dg(0, +00).

Preuve. Soit t > 0, assez grand, supposons que v\ passe a droite du point z = —t.

Montrons alors la régularité Bu € Dg(0,+00).

On a
(B—t)"'u = (B—1)"'S,f
- % [(Ar B0 B e
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Re(z)

Y

En utilisant la deuxieme identité de la résolvante

1

(B-t)"(B+2)"'f = [(B=t)'f = (B+2)7'f],
t+z
on trouve
-1 1 dz
B-t)"'u = — [ (A-Xx—2)"(B—t A—X—z2)"(B+2z)"
B0t = g [ AT B o g [ (a0 B
-1
= — A—-X—2)"YB =
car la premiere intégrale est égale a zéro (la fonction (Af’\tjrz)_lf est holomorphe a droite de 7y, ),
et on a
B(B-t)'u=u+t(B—1t)"!
Alors
B(B-t)'u = -1 (A= X—2)"YB+2)" falz—{—L (A—)\—z)_l(B+z)_1f tdz
- 2im ), 2im t+ 2
-1
= A—)X— B lf—- —(B -1
5 ( A—2z)7t [( +2) f z—i—t< + 2) f} dz
= 2B () pa
T 2w " - - z+t =

En faissant le méme travail, pour Bu = B(S\f), on a pourt assez grand :

—1
B(B—1t)"'Bu= —

2w ,Az+t

(A= X—2)"'B(B+2) ' fd=.

Donc

|B(B —1t)"'Bul|x <

J
1

m]m 4l g

]| R LR 1y



En faisant le changement z := tz, on obtient :

1] 1 _
IB(B —t)"'Bul|x < k / ——| —5ldz| HJ“”D*
X z+t ‘ ’ t
D’ou
| B(B — )" Bu|x < k[|.f ]| 5y0.400)-
Donc

Bu € DB(97 +OO)

De léquation Au = f+ Mu— Bu et f € Dg(0,+00), on déduit que

Au € Dg(6,+00).

On a quelques résultats de la régularité croisée :
Proposition 2.3.3. Pour f € Dg(6,4+00),0 €]0,1[, on a aussi
Bu € D4(6,+00).
On en déduit aussi les mémes résultats pour f € Dg(6,p) avec p € [1, +o0].

Proposition 2.3.4. Soit f € Dg(0,p),0 €]0,1],p € [1,+o0].

Alors I'équation Au + Bu — A\u = f admet 'unique solution stricte u = S, f, de plus on a :

Au, Bu € Dg(0,p) et Bu € Da(0,p).
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Chapitre 3

Application : Résolution d’une E.D.P.

parabolique

3.1 Introduction

Dans ce chapitre on étudie une application analytique de ce qui a été développé dans le
chapitre précédent. Il est consacré a la présentation de I’étude d'un probleme parabolique, qui
a été dévellopé par Labbas R. [?]. On s’intéresse a la résolution et a I’étude de la régularité des

solutions de I’équation de la chaleur suivante :

—0u(t x) + L4t x) — hult,z) = f(t, @),
u(0,2) =0, z€][0,1], (3.1)
u(t,0) =u(t,1) =0, te]|0,1],

posée dans le carré 2 =]0, 1[x]0, 1[. Ici ¢ représente le temps, A est un nombre positif fixé et f

est une fonction donnée dans un espace de Banach X.

u=0

¥

u=0 1{ouT) t
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3.2 Formulation abstraite du probleme
On pose X = C([0,1]; LP(0,1)) = C(]0, 1]; £) muni de la norme

Julx = ma [u(t)

et définissons la fonction
w: [0,1] — LP(0,1);t — u(t); u(t)(z) = u(t, z).

u(t) est une fonction de z, elle devient une fonction vectorielle & valeurs dans un espace de

fonctions en z, en 'occurrence LP(0,1).

Remarque 3.2.1. Différents choix de X sont possibles, on peut prendre :
X = C([Ov 1]; Lp(]o’ 1[))7
X = 1*(]0,1[; C([0,1))),
X = L7(]0, 1; LP(]0,1[)) = L*(]0, 1[x]0, 1]),
X = C([0,1]; C([0,1])) = C([0,1] x [0,1])...

selon que t ou x sont dans le défini ou dans le presque partout.

Le probleme (3.1) devient :

—u/(t) + Au(t) — Mu(t) = f(t),
u(0) = 0.

Les conditions aux limites u(t,0) = u(¢,1) = 0 en « sont dans u(t) € Dy, ou

{ D(A) = {p € W2(J0,1])/(0) = p(1) = 0}

Ap =",
On pose
{ Dy ={ueX/ueX,u0) =0}
(Au)(t) = —u/(),
et

(Bu)(t) = Au(t).

Alors le probleme (3.1) s’écrit dans X sous la forme d’une somme de deux opérateurs linéaires

{ Dp={ue X/ Vte0,1],u(t) € Dy}

fermés qui est comme suit :

Au+Bu—u=f, fec(o,1];17(0,1))
u€ DyaNDg.
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3.3 Application des sommes

On utilise la technique des sommes d’opérateurs linéaires de Da Prato et Grisvard dans le
cadre commutatif pour étudier I'existence, I'unicité et la régularité de la solution du probléeme
(3.1).

3.3.1 Vérification de ’hypothese H;

Considérons d’abord le probleme suivant

'(x) = 2p(z) = g(z), = €(0,1)

p(0) =0 (3:2)
p(1)=0.

On résoud d’abord I’équation homogene
¢"(x) — zp(x) =0, z€(0,1).

Son équation caractéristique associée : 72 — 2z = 0 admet deux racines : 7} = /2, r9 = —/2.

La solution de (3.2) s’écrit alors sous la forme :
p(x) = c1e¥V* + eV, e, €R

Déterminons les constantes ¢; et ¢, :

00)=c1+c=0
©(1) = c1eV? + cpe™V? = 0.

1 1

-
=e —e 0.
VR 7

A —

Donc le probleme homogene admet une unique solution qui est la solution triviale ¢ = 0.
Par conséquent, il existe une fonction de Green unique K s telle que la solution de probleme

(3.2) s’écrit d’une fagon unique :

o(x) :/0 K s(x,8)g(s)ds,  x€]0,1]

et on détermine le noyau de Green de la maniere suivante :

‘:I)l (J})@‘Q (8)

(@1 82)(2) si0<x<s,

K /(z,s) =

D1 (s)Pa(x) .
m SlSSxSl.
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ou

w(Py, Po)(x) =

O, (z) — 2P1(x) =0 O, () — 2Po(x) =0
®)(0) = —1, Py(1) =1
Résolution du probleme de Cauchy (1)
On a
Oy (x) = 16V 4 coem VA,
Donc

(00 =0=c1+c2=0.

D’autre part, on a
Oy (x) = c1v/zeV™ — cpy/ze VT,

Alors
P(0)=—1= vz — vz = —1.

Pour déterminer c; et ¢y, on va résoudre ce systeme de Cramer :

Cc1+ Co =0
1z — ez = —1.

On a
Aot ! 27 £ 0
e = — z .
VARNE
donc
0 1 1 0
-1 =z vz -1 1
OTT o oz YT oz s
Par suite,
—1 1
d — Vzz —/zz
1(x) 2\/56 + 2\/26
B —leVEr — Ve
= 7 5
—1
= %Slﬂh\/;l’
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Résolution du probleme de Cauchy (2) :
On a
Oy(x) = c1eV7 4 coemVE,

Donc,

Oy(1)=0= creV? + cpeVE = 0.
D’autre part, on a

Do(x) = c1v/zeV* — con/ze V2,

donc
Dy(1) =1 = c1v/zeY? — cp/ze™VF = 1.

Pour déterminer ¢; et ¢o, on va résoudre ce systeme de Cramer :

creVZi 4 e VE =0
crv/zeV?: — confzeVE = 1.

On a
AP Vz#
= = -2z # 0,
VzeVs —yze™V?
donc
0 e V7 ev: 0
1 —ze VZ| vz VzevE 1l _evE
T s T e YT e e
Par suite,
—Vz NG
Dy(z) = SERE eV

NEA NE]

L1 ovE(—1) _ —vE(1-a)
Nz 2

-1
= NE sinh /z(1 — ).

Finalement, on aura

sinh /z(1—x)sinh/zs _:
NCETTINE si 0<s<zx

K (v,s) =
sinh y/zzsinh \/z(1—s) .
Vzsinh/z si v <s< 1

La majoration de la résolvante [[(A — 2)7'||z(zr(0,1)) découlera du lemme de Schur suivant

Lemme 3.3.1. (de Schur ou linterpolation de Riesz-Thorin)
Soit K : Q1 x Q9 —> R une fonction mesurable telle que
e Ja > 0/Vay € Qs : le |K (21, 22)| dvq < a
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e b > O/V.Tl S Ql : fﬂ2 |K<I1,(L’2)| d(lfg S b
Alors lopérateur F défini par

F(f)(z2) = o K(z1,22) f(21) day

vérifie
F e L(LP(Q), LP(22)).

Comme K /(.,.) est symétrique, on a

1
14 =2 ewony < sup [ 1K sl 9)lds

z€[0,1] Jo
< 1
= |zfcos ¥’

ou @ = arg z et ceci pour tout z €| — 0o, 0].

En posant
{ Dy = {u € C([0,1]; L»(0,1)) /¥t € [0, 1], u(t) € Dy}
(Bu)(t) = Au(?),

alors B est linéaire fermé (car A l'est), et pour la résolvante de B, on procede comme suit :
Bu—zu=f
u e DB;

qui est équivalent a

{ Au(t) — zu(t) = f(t) avec f(t) € LP(0,1)

A(t) € Dy.
D’ou
(B=2)"1f)(t) = (A= 2)"" f(t) = u(t) avec f(t) € LP(0,1)
vt € [0, 1].
Et on a
(B—2)""fllx = tem[oa)ﬁH( —2)7 f(®)lzr o)
= max [[(A =) Ol
1
< mte[m < |[f(®)]|zro.1)
< ezl
D’ou

pp 2O {7z € C/|arg(z)| < 7},
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ainsi

Op = 0.
Revenons maintenant a 'opérateur A défini par :
{ Da = {u € C'([0,1]; L*(0,1))/u(0) = 0}
(Au)(t) = —u/(t).

A est linéaire fermé, sa résolvante découle de la résolution de I’équation suivante :

{Au—zu:f,

u € Dy,

qui est équivalente a
—u'(t) — zu(t) = f(t)
u(0) = 0.

(3.3) est une équation différentielle de premier ordre, et son équation homogene est :
—u'(t) — zu(t) =0

Il est clair que le probleme homogene admet la solution triviale u = 0.

D’autre part, on a si u # 0

/
@4%#/%ﬁ:—ﬂﬁ:bgmm:—d+acER$u@:ke%kER

Variation de la constante & :

On remplace dans (3.3), et on obtient
—K'(t)e " + zk(t)e ™ — zk(t)e *" = f(t)

Donc

uo:i[av@w.

mﬂ:—(lkwﬂg@)a%

Donc la solution générale du probleme (3.3) s’écrit sous la forme :
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Cette représentation a un sens pour tout z € C, ceci implique que p4 = C.
Mais

t
()]s = / ¢RI £(5)]| s

1 — e—Re(z)t

1
Re(z)’

et donc p4 contient tout secteur de la forme : 7, = {z € C/|arg(z)| <7 —0a}
avec § <0 <m

et sur ce secteur on a ’hypothese (Hy).

Im(z)

£ Re(z)

Donc pour tout z € », ,arg(z) =6 et on a:

1 1

A—2)7t < = .
€ ) e < Re(z) |z| cos 0

Et
0p+0p=04+0<m.

3.3.2 Commutativité des résolvantes

Soient z € py et 2’ € pp. On a

(A=2) M (B=2)"f=(A=-2)"((B-2)""))
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et

(A—2) ' B-) ) = - / e HI((B — ) f}(s)ds

et

{(A=2)"HB-2)"NHB}H) = —/0 (A = )7 f(9)}(@)ds

Donc I'hypothese (Hj) est vérifiée.

3.3.3 Régularité maximale

Alors grace au résultat de Da Prato et Grisvard on a le théoreme suivant :

Théoréme 3.3.1. Pour f € C%([0,1]; L?(0,1)) C C([0,1]; L?(0,1)),0 €]0,1] et 1 < p < +o00,

avec f(0) =0, le probléeme (3.1) admet une unique solution u définie par u = Syf vérifiant
u e C'([0,1]; LP(0, 1)) N C([0, 1]; W*P(0, 1))

et de plus
Au, Bu € C°([0,1]; L?(0,1))

ou l'espace de Holder

C%([0,1]; L7(0,1)) = {¢ : [0,1] — LP(0,1)/ sup I¢(z) — ¢ < +oo},

i
z,x'€[0,1],z#z’ |ZL‘ -z |
est muni de la norme

_ [o(x) — ¢(=)]]
H¢Hce([o,1};m(o,1)) = m/e?ol}lliz#, z — a/|f + [[8lleo,)-
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Conclusion générale

Dans ce travail, nous avons donné une introduction a la méthode des sommes d’opérateurs

linéaires fermés dans les espaces de Banach dans la cadre commutatif.

En premier lieu, nous avons rappelé les outils mathématiques et les notions de base liées a
cette théorie. Ensuite, nous avons énoncé les différentes hypotheses ainsi que les divers résultats

existant dans la littérature.

Enfin, nous avons mis en évidence cette méthode en donnant un exemple d’application

illustratif. Cette application concerne la résolution d’une E.D.P. parabolique.

En guise de perspectives, nous comptons

— S’approfondir dans ce vaste domaine de recherche, notamment dans les applications de la
méthode des sommes d’opérateurs qui sont tres nombreuses.
— Voir comment cette méthode a été utilisée dans d’autres cadres fonctionnels.

— Résoudre des problemes concrets en utilisant cette méthode.
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