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Introduction générale

La théorie des files d’attente est I'un des outils analytiques les plus puissants pour la
modélisation de systemes de logistiques et de communications. Cette théorie a pour objet
I’étude de systemes et réseaux ou des entités, appelées clients, cherchent a accéder a des
ressources, généralement limitées, afin d’en obtenir un service.

L’origine des études sur les phénomenes d’attente remonte aux années 1909 — 1920 avec les
travaux d’A.K Erlang concernant les réseaux téléphoniques. La théorie mathématique s’est
ensuite développée notamment grace aux contributions de Palm, Kolmogorov, Khintchine,
Pollaczek . .. et fait actuellement toujours I'objet de nombreuses publications scientifiques.
Le modele de file d’attente classique consiste en un systeme dans lequel les serveurs traitent
un flux de requétes en suivant des stratégies bien précises. De nombreuses applications
illustrent ce modele, en particulier dans les domaines des télécommunications, du transport
routier et des réseaux informatiques.

Prenons par exemple le cas d’un opérateur téléphonique et qui veut mettre en ceuvre un
service d’assistance technique pour sa clientele. Bien évidemment, cet opérateur cherche a
acquérir/garder une bonne réputation en résolvant les problémes rencontrés par ses clients.
Par contre, ses clients sont dans la majorité des cas impatients car ils ne peuvent pas
attendre longtemps pour étre mis en relation avec un téléconseiller. Une solution naive
serait d’embaucher autant de télé conseillers que de clients mais on voit rapidement que
cette solution n’est ni envisageable ni optimale.

Ainsi, la notion d’impatience demeure une contrainte prépondérante dans la vie courante
et au quelle il faut trouver des solutions pratiques mais efficaces.

Pour rendre compte de la contrainte dans les réseaux, on doit enrichir le modele classique
de la file d’attente par un nouveau parametre, le délai des requétes qui entrent dans la file.
On considere qu'une requéte est perdue des qu’elle dépasse ce délai sans avoir commencé
son traitement. En termes idéalistes, on parle de files d’attente avec clients impatients. Les
clients ont une patience pour entrer en service, au-dela de laquelle ils choisissent de quitter
la file. Ce modele a initialement été construit pour décrire les réseaux téléphoniques ou les
clients mis en attente raccrochaient au bout d’un certain temps si leur appel n’était pas
pris en compte.

Plusieurs chercheurs ont déja étudié le cas d’une seule classe de clients mais avec
différentes angles d’approche. Ainsi, Boxma, Perry et Stadje [4] ont étudié récemment
la file M/G/1+ G avec un temps de service et une probabilité d’abandon de distribution
générale. Ils étudient deux cas :



1. Le nouvel arrivant dispose d’informations sur les clients présents dans le systeme,
comme leur temps d’attente, leurs priorités ... etc, et peut décider d’entrer ou non
dans la file d’attente.

2. Le nouvel arrivant ne possede aucune information et rejoint directement la file.

De la méme fagon, Economou, Gomez-Corral et Kanta [20] ont fait eux aussi cette distinc-
tion en suivant un peu pres la méme démarche. D’autre part, la littérature reste un peu
réduite en ce qui concerne le cas de deux classes de clients car la majorité des ouvrages
spécialisés traitent le probleme mais sans possibilité d’abandon. Ainsi, Gross et M. Har-
ris [21] trouvent des résultats analytiques pour certaines mesures de performance. Aussi,
Iravani [22] a consacré toute une étude sur ce cas de figure en traitant la file M/GI/1+ M.

Dans notre travail, d’'une part on a redémontré et détaillé quelques résultats pour les
files d’attente avec clients impatients dans le cas markovien a une seule classe de clients.
Nous avons aussi étudié le cas d’une file d’attente avec une seule classe de clients avec un
délai d’attente maximal déterministe pour chaque client, nous avons redémontré ’encadre-
ment de la probabilité de perte qui a la particularité d’étre générale a toute distribution
des arrivées et du temps de service et nous donnons quelques applications de cette inégalité
pour des files particulieres. Cet encadrement est d’une grande utilité car il permet d’estimer
a l'avance la probabilité de perte, ce qui contribuera au choix de la bonne configuration
du systeme. Par la suite, on s’est intéressé au systeme markovien avec plusieurs serveurs,
a capacité limitée et clients impatients vu son importance dans la modélisation des centres
téléphoniques. Une étude détaillée a été faite avec es illustrations numériques pour les me-
sures de performances. D’autre part, il est clair qu’en ajoutant cette possibilité d’abandon
a un systeme de deux classes de clients, le calcul devient plus compliqué. Cependant, dans
le cas particulier ou on a le méme taux d’abandon = et avec priorité stricte, nous avons
développé une démarche tres simple qui permet de généraliser les résultats trouvés avec
une seule classe a n classes de clients tout en offrant la possibilité d’une programmation
récurrente qui est d’'une grande utilité pour ce genre de probleme.

Ce mémoire est composé d’une introduction générale, de trois chapitres et une conclu-
sion générale.
Le chapitre 1 résume les résultats importants de la théorie de file d’attente classique.
Le deuxieme chapitre traite les files d’attente avec impatience dans le cas markovien ainsi
que le cas des délais déterministe une classe et deux classes de cleints.
Dans le chapitre 3 on étudie le systeme markovien a plusieurs serveurs, capacité limitée et
avec clients impatients.
La conclusion synthétise la contribution de ce mémoire et donne quelques perspectives de
recherche.



Chapitre 1

Systemes de files d’attente classiques

Introduction

L’objet de ce chapitre est la modélisation des files d’attente par des processus aléatoires.
Les applications de la théorie des files d’attente sont, au-dela des files a un guichet ou des
embouteillages sur la route, la gestion du trafic aérien (décollage, routage, atterrissage des
avions), les réseaux informatiques (comment dimensionner un serveur pour qu’il puisse
répondre & un certain nombre de requétes), les call-centers (combien d’opérateurs pour
assurer une certaine qualité de service?), etc. Les réponses que 'on cherche a apporter
concernent par exemple la dimension de la file et du processus de service (combien de
places dans la file d’attente, combien de serveurs inoccupés,. . . etc).

1.1 Systemes de files d’attente markoviens

1.1.1 Notations

Soient des clients qui entrent dans un systeme a des instants aléatoires, en demandant

un service de durée aleatoire. Ces clients attendent dans une file d’attente que I'un des
serveurs soit libre pour pouvoir étre servis. On se place sur un espace probabilisé (2, F, P).
On appelle C}, Cy, ... les clients dans 'ordre de leur arrivées, et on note pour tout n, T,
I'instant d’arrivées de C,, et Y, , la durée du service demandé par C,,.
On suppose que p.s les arrivées sont simples (un seul client a la fois), la suite des
instants d’arrivées {T,,, n € N*} est donc une suite de variables aléatoires p.s strictement
croissante. On note {NV;, ¢ > 0}, le processus stochastique qui compte a chaque instant t,
le nombre de clients entrés dans le systeme jusqu’a t.

Autrement dit pour tout ¢

No= 3t (L

neN*



On notera par ailleurs U; = T} et pour tout n > 1, la (n + 1)®™° interarrivée.
Un+1 - Tn+1 - Tn

Soit X (t) ”Le nombre de clients dans le systeme a 'instant ¢”.
On dit alors que {IV;, t > 0}, est le processus des arrivées, {U,, n € N*}, est la suite des
interarrivées et {Y,,, n € N*}, est la suite des temps de services. On suppose par ailleurs
que les suites des interarrivées et des temps de services sont stationnaires et on note alors
U, une variable aleatoire (v.a) générique ayant pour loi la loi des interarrivées et Y une v.a
ayant pour loi la loi des temps de services. On suppose de plus que ces v.a sont integrables :

E[U] <oo et E[Y] < oco.

On note en outre :

A= (E[U]) et p=(EY])"

et on définit la charge p du systeme par

p= A % (1.2)
po EU]

La file d’attente correspondante est donc ’objet probabiliste entierement déterminé par
ce processus des entrées, par cette suite des temps de service et par le nombre de serveurs,
la capacité de la file d’attente, et sa discipline de service.

Les disciplines de service les plus usuelles sont [26] :

e FCFS (First Came, First Served) si on sert toujours le plus ancien client arrivé.
En particulier, s’il n’y a qu’'un serveur, la discipline revient & FIFO (First In, First
Out), puisqu’alors un client entré avant un autre sort forcément avant lui sous FCF'S.

e LCFS(Last Came,First Served) si on sert toujours le dernier client arrivé.En
particulier, s’il n’ya qu'un serveur, la discipline revient a LIFO (Last In,First Out).

e RANDOM si on sert les clients au hasard suivant un tirage uniforme sur la popu-
lation de la file d’attente.

e PS (Processor Sharing) si un "serveur” sert simultanément tous les clients présents
dans le systeme, a une vitesse divisée par le nombre de clients servis a chaque instant.

Dans toutes les disciplines de services exceptée FCFS et PS un client qui est déja
dans le systeme peut voir entrer apres lui un client qui lui est prioritaire. On dira alors
qu'un serveur sert de fagon préemptive si il peut interrompre le service d’un client pour
commencer a en servir un autre client qui lui est prioritaire, non préemptive sinon.

1.1.2 Classification des systemes d’attente

)

clients 7, qui entrent dans une file d’attente,

2

Un systeme d’attente est constitué de’
avant d’accéder a des ” serveurs 7 qui délivrent un service pendant un certain temps.
Client 7 et ” serveur ” sont ici des termes génériques.

Un systeme d’attente (dénommé "file” d’attente par abus de langage) est caractérisé
par

10
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FIGURE 1.1 — Shéma général d’un systeme de file d’attente

La loi d’arrivée des clients dans la file (déterministe ou stochastique).
La loi de la durée des services (déterministe ou stochastique).
Le nombre de serveurs travaillant en parallele dans le centre de service.
La taille de la file d’attente (finie ou infinie).
Discipline de service.
Les notations de Kendall (1953) permettent de décrire le systeme d’attente de maniere
succincte. Avec ces notations, un systeme d’attente est décrit par : A/B/s/K/DS ou :

A est la distribution des arrivées : stochastique (on précise alors la loi) ou déterministe.
B est la distribution des temps de service.
s est le nombre de serveurs.

K est le nombre maximum de clients dans le systéme (clients attendant dans la file +
clients en cours de service).

DS est la discipline de service (la maniere de sortir de la file d’attente pour les clients) :
First In First Out (FIFO), Last In First Out (LIFO), aléatoire (RAND), Round
Robin 1 ...

En particulier, les deux premiers parametres A et B caractérisant les lois des suites des

interarrivées et des temps de services prennent essentiellement les valeurs suivantes :

e M (memoryless) si la suite des variables aléatoires sont indépendantes et identi-
quement distribuées de loi exponentielle. ( si A=M, le processus des entrées est donc
un processus de Poisson.)

e G (general) si la suite des variables aléatoires est de loi générale.

e GI (general independent) si les variables aléatoires sont de loi générale et
indépendantes.

e D (deterministe) si la suite est deterministe et constante.

11



1.1.3 Caractéristiques d’un systeme de files d’attente

A partir de la distribution stationnaire du processus {X(t),t > 0} représentant le
nombre de clients dans le systeme a l'instant ¢, on peut calculer les caractéristiques d'un
systeme d’attente telles que :

L nombre moyen de clients dans le systeme.

L, nombre moyen de clients dans la file d’attente.

W temps moyen de séjour d'un client dans le systeme.
W, temps d’attente moyen d’un client dans la file.

Ces valeurs sont liées par des relations suivantes appelées formules de Little :

L=)W (1.3)
Ly = AWV, (1.4)
ol A, taux d’entrée dans le systeme.
On a aussi les relations suivantes :
A

L=1L,+ == 1.5
ot (1.5)

1
W=W,+ —. (1.6)

i

Remarque 1.1. Si la capacité du systeme N = oo, alors, A\, = A.
Dans le cas contraire, certains clients doivent s’en aller sans étre servis, d’out A\ < A. Dans
ce chapitre on étudie les modeles de file d’attente markoviens .

1.2 Le systeme M/M/1

1.2.1 Régime transitoire

Pour le systeme de file d’attente M /M /1 (plus simple), le flot des arrivées est poissonien
de parametre A, la durée de service est exponentielle de parametre p, la capacité de la file
est illimitée, il y a un seul serveur. Grace aux propriétés du processus de Poisson et de la loi
exponentielle, nous avons pour un petit intervalle de temps A; les probabilités suivantes :

P(exactement une arrivée pendant A;) = AA; + o(4,).
P(aucune arrivée pendant A;) =1 — AA; + o(A,).

P

P(un départ pendant A X (t) > 1) = pA + o(Ay).
P(aucun départ pendant A X (¢) > 1) =1 — ulAs + o(Ay).

2 arrivées ou plus pendant A;) = o(4,).

12



P(2 départs ou plus pendant A;) = o(4,).

Remarque 1.2. Les probabilités ne dépendent ni du temps t ni de 'état X (¢) dans lequel
le systeme se trouve.

Soit Pij(Ay) = P(X (t+A;) = j| X (t) = i) la probabilité (conditionnelle) que le processus
X (t) fasse une transition de i vers j pendant la durée A,.
On a:
Poni1(Ay) = AA + o(Ay).

Pun(A) =1 — (A+ 1) A + o(A,).
PO()(ALL> = (]_ — )\At) + O(At).
Poiin(Ay) = (BA;) + o(Ay).

Pom(Ay) = o(Ay), pour |n—m|>2.

A partir d’un état donné, le processus markovien {X(t),t > 0} ne peut donc passer
que vers l'un des états voisins. C’est donc un processus de naissance et de mort.

Les équations du régime transitoire du systeme sont déterminées par le calcul de
P,t+A) =P(X(t+Ay) =n) et By(t+A) =P(X(t+A;) =0).
Les équations de Kolmogorov seront données alors par le systeme suivant :

{ P(t) = AP a(£) + pPoca () = (A + p)Pa(t), V> 1
Pi(t) = =APo(t) + pPi(1).

1.2.2 Régime stationnaire

P, = lim P,(t) , im P.(t) = 0.
t—ro0 t—0

Le régime stationnaire du systeme M /M /1 est obtenu par la résolution du systeme
d’équations linéaires de balance suivant :

AP,y + Py = (A + 1) Py

wbr = ARy

A
P,=p"(1-p), Vn >0, avec: p=—<1. (1.7)
o

13
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FIGURE 1.2 — Graphe de file d’attente M/M/1

Remarque 1.3. Le régime stationnaire du systeme M/M/1 est gouverné par la loi
geométrique de paramétre 1 — p.

p est appelé le coefficient d’utilisation du systeme ou intensité du traffic correspondant.

Il constitue une mesure de saturation du systeme.

p=AX % (nombre moyen d’arrivées par la durée moyenne de service).

Si A > p, on aura : tlgglo P,(t) = P, =0, Vn > 0 (la longueure de la file dépasse toute

limite, donc le systeme est instable).

1.2.3 Caracteristiques du systeme M/M/1

L=E(X)= npP, = = . (1.8)
;; p—=A  (1—=p)
Soit X,”le nombre de clients se trouvant dans la file”.
0, X =0;
Xq = { X—-1, X>1.
A2 P
L, = EX,| = —p (1.9)

plp =X 1-p
W et W, peuvent étre calculés, soit par les formules de Little ot par la distribution
stationnaire du systeme.

- (1.10)

W,="0=_ 2% (1.11)

14



1.2.4 Distribution du temps de séjour

Soient T' la durée de séjour d'un client dans le systeme.

T, le temps d’attente d'un client dans la file (Somme des temps de service des n clients

se trouvant devant lui et dont I'un est entrain d’étre servi (n =1,2,...)
On a
T, = 0, si le systeme est vide.

Fr,(t)=P(T, <t) =P(T, =0) + P(0 < T, < 1)).

Pour n > 1, la distribution conditionnelle de Tj,. ie : T,|A,, ~> v(n, u) avec
A, "1l ya n clients dans le systeme a l'instant d’entrée ”.

On obtient,
t n—1
PO < T, <tlA,) = / Me"“‘du.
P(0 < T, <t)=p[l — e #1=P)]
D’ou,

Fr,(t) =P(T, <t) =1— pe 177 1 >0.

(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)

Alors, la durée d’attente d’'un client obéit dans le cas du régime stationnaire a une loi

exponentielle a laquelle est superposée la probabilité (1 — p) concentrée a 'origine.

1.3 Le systeme M/M/1/K

Ce systeme est identique au systeme M /M /1 exceptée que la capacité est finie.

{X(t), t > 0} est un processus de naissance et de mort dont le taux de transitions sont

0, n=K.

_ o n#F0
“"‘{o, n=0.

)\n:{/\, n<K;

D’apres la distribution stationnaire d’un processus de Naissance et de Mort :
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On aura :

1

Kil’ A= L.
n_ 1— .
Pn:{pll_p—Kerla AF
Zesg A=

Remarque 1.4. Si K — +00. On retrouve les resultats du systeme M/M/1.

1.3.1 Les caracteristiques du systeme M/M/1/K

SiA#pu
1— (K —1)p" + KpK+!
L—E(x) =" ( )P+ Kp T
1—p 1 — pk+1
quand n — 400
p
L= : 1.1
T (1.17)
K
Li=E(X-1)=) (n—1)P, (1.18)
n=1

D’apres la formule de Little suivante

L:)\eW:>W:)\£.

Calcul de A, :
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Ae = AP(file est non pleine aux instants d’arrivées )

= A1 - Py). (1.19)
avec,
(L—p)p"
1—pk
Ae = My )

Remarque 1.5. A, est aussi appelée débit d’entrée dans le systeme. Noté d., ou aussi débit
de sortie du systeme noté d, donné par :

s_l_pK+1/'L‘ p_ .
Si\=p,
PPy — <K (1.21)
=P =——, n<K. .
"T K+1
K
L=—. 1.22
. (122)
K\
Ao = 0
K+1
L K+1
- - - 1.2
v Ae 2\ (1.23)

1.4 Le systeme M/M/s

Ce systeme comprend ”s” stations de service en parallele, les durées de services sont
exponentielles ().
Les inter-arrivées sont de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
selon exp (A).
La discipline FIFO, capacité du systeme est illimitée.
{X(t),t > 0} est un processus de naissance et de mort dont les taux de transitions sont

An = A, V0 > 0. (1.24)

nu, 1<n<s;
/J’TL: s >
W, mn>s.

Remarque 1.6. su est le taux de service globale du systeme.
p= ﬁ est 'intensité du traffic global.
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LN T A N R

fo\\/wz\lf;\J MRAIAIA
‘ | S+

Al = s s
I Zp 3;1 4} oSS s

FIGURE 1.4 — Graphe de la file M/M/s

1.4.1 Distribution stationnaire

(A)"P .
P = 1o si,n < s
G 2Py si,n > s.

sn 58'
Pour chercher By, Ona: > P,=1.
n=0
iy = A
Sip= o < 1

N

b= [Z n! i (s — %)s!]l

n=0
Remarque 1.7. Pour s = 1, On retrouve les résultats de M/M/1, P, = p" Py, n > 0.

1.4.2 Les caractéristiques du systeme M/M/s

La probabilité q'un client qui entre doive attendre :

00 A\s
P, A 2
P(attente) = P(X > s) = g 1 *— avecp=-—<1 et Py= QPO (1.25)
n=s o p Slll
S p
L,=E(X,) = E (n—s)P, = = )2P5. (1.26)
n=s+1 P
A
L=1L,+2. (1.27)
i
Py
W, = 1.28
T osu(l-p) (1.28)
P, 1
W=——"-<=+-. 1.29
sp(l—p)?  p (129)



1.5 Le systeme M /M /oo

C’est un systeme comprenant une infinité de stations de service identiques, aucune file
d’attente ne se forme, chaque client est servi des son entrée dans le systeme.
Ce systeme possede non seulement un intérét théorique mais il permet des études
approximatives de phénomene d’attente de type M/M/s et M/M/s/s comprenant un
grand nombre de stations en parallele.

Pour le processus de naissance et de mort de ce systeme

A=A, VYn>0;
Wy = np, Yn > 1.

avec A et u sont les taux d’entrée et de service du systeme.

P, = ﬁ)\ilP = (%‘)RP (1.30)
n_izl wi 0 ol '
> 1 A
d Pi=1=PR= = e YA
n=0 Z ‘;!
n=0
Do,
A\n
Pnzie_%, Vn>0.
n!

Dong, le régime stationnaire du systeme M /M /oo est régi par la loi 73(%)

1.5.1 Les caractéristiques du systeme M /M /oo

A
L=E(X)= " (1.31)
Ly=W,=0. (1.32)
1
W = ” (1.33)

Remarque 1.8. La distribution du temps de séjour dans M /M /oo est identique a la distri-
bution de service, donc elle suit une loi exponentielle de paramétre .
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1.6 Le systeme M/M/s/s (avec perte)

C’est un systeme qui exclu toute possibilité d’attente i.e un client qui arrive ne peut
étre entrer dans le systeme si les ”s” stations de services sont toutes occupées.
{X(t))i>0} est un processus de naissance et de mort dont les taux de transitions sont
0, sinon.

)\n:{/\, 0<n<s;

_Jonp, 1<n<s;
Hn = 0, sinon.

[ T T W
s A

FIGURE 1.5 — Graphe de la file M/M/s/s
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La distribution stationnaire est donnée par :

P, =1 P
im1 H
(4" 1
P, = Py, 0<n<s, avee By=———.
n! ("
ZO n!
n=
pn
P, = —|P0, avec p = — existe sans aucune condition sur A et pu.
n!

Remarque 1.9. P, est appelée distribution de poisson tronquée.

Cas particulier
Le systeme M/M/1/1

1 1 A
= o 13 P (1.34)
> =
n=0
P
P=—. 1.35
T 14 (1.35)

1.6.1 Les caractéristiques du systéeme M/M/s/s

W, = L, = 0(pas d’attente). (1.36)
1
W= (1.37)
i
L=p(1—P)=\W. (1.38)
P(perte) = P( tous les serveurs sont occupés ) = Ps. (1.39)

A =A(1-P) =pu(l - P).

1.7 Le systeme M/M/s/K

Soit (X (t))i>0 est un processus de naissance et de mort dont les taux de transitions
sont

< .
)\n:{)" 0<n<K;

0, sinon.
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Avec K > s :
L N R R R |
@ @ @ -------------- @ S+1 --------------
TR TR TR TR T TR
FIGURE 1.6 — Graphe de la file M/M/s/K
(—ﬂP 1<n<s;
Pn — (Tg)n 05 = = 9y
sn”_ss!Po, s<n< K
avec .
PO - S (A)n K
Z l;L! + Z s(i\/jzs'
n=0 n=s+1

et on pose : p =

= >

1.7.1 Les caractéristiques du systeme

K

slgn—s" 0

P(Perte) = P = (1.40)

P(qu'un client doive attendre) =P(s < X < K )
K-
By L
gn— SSI
Pop* 1= (H)*~
o .

1_¢2

S
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:L—S—Z(n—s)PK.
n=0
K
L=>Y nP,
n=0
s—1 pn
:Lq+s+zo(n—s)a
L
W=—
Ae
L
w,=-2

Avec, A\ = A\(1 — Pk).

Conclusion

Les files d’attentes classiques sont des outils mathématiques utilisés dans la vie réelle.
De nombreuses applications illustrent ce modele en particulier dans les domaines des
télécommunications, du transport routier et des réseaux informatiques. Les clients de ce
domaine sont dans la majorité des cas impatients car ils ne peuvent pas attendre long-
temps pour étre mis en service. Pour mieux développer les systemes de file d’attente, on
doit rajouter une contrainte bien spécifique qui va représenter un délai d’attente dans le
chapitre suivant qui est dit un systeme de files d’attente avec des clients impatients.
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Chapitre 2

Files d’attente avec impatience

2.1 Files d’attente avec impatience : Une classe de
clients

2.1.1 Introduction

Pour modéliser un systeme de file d’attente avec impatience, on doit ajouter une
contrainte au systeme en spécifiant que les clients sont perdues si le temps qu’ils passent
dans le systeme est plus grand qu'un délai qui leur est alloué.

Le modele que nous considerons est donc une file d’attente ou les clients ont un delai
(ou patience) pour étre servis, au dela duquel ils sortent du systéme sans avoir été satisfait.
Ce chapitre, décrit les modeles d’attente avec impatience et une classe de clients ou plusieurs
mesures de performances, a savoir la probabilité de perte, le temps d’attente moyen et le
nombre moyen de cliens dans le systeme seront étudiés.

2.2 Notations

Considérons le n'®™ client C,, entrant dans la file d’attente est affecté du délai D,,, qui
est une variable aléatoire p.s strictement positive. S’il n’a pas pu atteindre le serveur a la
fin de sa patience (i.e a 'instant T}, + D,,), il est éliminé du systeme.

Les délais seront donc considérés éliminatoires et ce jusqu’au début de service.

Par ailleurs, la suite D,,,n € N* sera toujours supposée stationnaire de loi générique la loi
de D. On supposera de plus que,

Et on notera que,

24



Par ailleurs, si le client C), est toujours dans le systéeme a l'instant ¢, on appelera son
délai résiduel a t DR, (t) le temps restant a ¢ avant 1’expiration de son délai. On a alors,

DR,(t) = D, — (t — Tp).

On peut décrire la file d’attente avec clients impatients avec la nomenclature suivante,
introduite par Barrer 2] A/B/s+ D — DS, ou :

A, B et s représentent comme dans la nomenclature de Kendall, respectivement la loi du
processus des arrivées, des temps de services et le nombre de serveurs.

D représente la loi générique des délais des clients, éliminatoires et jusqu’au début du
services.

DS est la discipline de service.

Remarque 2.1. e La notation de Barrer indique que I'on suppose toujours que le buffer
(la file) est de taille infinie.
Le paramétre aléatoire D (le délai) remplace alors dans la nomenclature de Kendall
classique le paramétre N comme facteur limitant la capacité du systeme.
La file d’attente avec clients impatients est donc un modele a perte, au méme titre
par exemple qu’une file a buffer fini G/G/s/N. ( ou un client est perdu s’il entre
dans le systeme alors que le buffer est déja plein).

e Il est par ailleurs a noter que dans la littérature, les délais peuvent aussi ne pas étre
éliminatoires (auquel cas ils ne servent qu’a donner des priorités aux clients). Un
client reste alors dans le systeme apres expiration de sa patience, méme s’il n’a pas
atteint le serveur. Enfin, les délais peuvent aussi étre éliminatoire, mais jusqu’a la fin
du service, dans ce cas un client est éliminé s’il n’a pas terminé son service a l'instant
T, + D,

2.3 Disciplines de service

Les disciplines de services mentionnées dans le chapitre 1 sont bienstur applicable a une
file d’attente avec clients impatients. La dynamique de la file d’attente est alors celle d'une
file d’attente classique, modifiée par les éliminations de clients , qui ne sont plus a servir.
Ceci étant, aucune d’entre elles ne tient a priori compte des délais des clients. Nous
présentons ici deux disciplines de services, définies dans le cas ou les clients sont affectés
de délais et qui joueront un role central dans cette étude, les disciplines EDF et LDF.

Définition 2.1. [28]

e La discipline de service d'une file d’attente avec clients impatients est dite EDF
(Earliest Dead line First) non-préemptive (notée EDF) si a chaque fin de service, le
serveur sert le client dont le délai résiduel a cet instant est le plus court. Il sert alors
ce client jusqu’a complétion de son service.

e La discipline de service est dite EDF préemptive (notée EDF)) si le serveur sert a
chaque instant le client dont le délai résiduel a cet instant est le plus court.
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Définition 2.2. e La discipline est dite LDF (Largest Dead line First) non-préemptive
(LDF) si le serveur sert a chaque fois qu'il complete un service le client dont le délai
résiduel a cet instant est le plus long. Il sert alors ce client jusqu’a complétion de son
service.

e La discipline est dite LDF préemptive (LDF),) si le serveur sert a chaque instant le
client dont le délai résiduel a cet instant est le plus long.

2.4 Les mesures de performances

Définissons a présent les différentes variables aléatoire caractérisant notre probleme et

permettant d’évaluer ses performances

e Le nombre de client moyen L dans le systeme (file + serveur), avec L = E[N].

e Le temps d’attente proposé V,, au client C,, est le temps qu’aura a attendre C,, avant
d’étre servis. Ce temps peut étre supérieur a D,,, auquel cas C,, est perdu ( il n’a pas
pu atteindre le serveur).

e Le temps de séjour W, est le temps que passe effectivement le client C,, dans le
systeme (file + serveur),

Wn = (Vn + Sn)l[Vn<Dn] + DTL]‘[VnZDn}‘

o Le temps d’attente W d’'un client C,, est le temps effectivement passé par C),, dans
la file,

Pour tout systeme de file d’attente a perte, la probabilité de perte 7 de client CY
est la probabilité que ce client soit perdu. Par exemple, pour une file d’attente classique
M/M/1/N fini, cette probabilité serait donnée par la probabilité qu’il yait N clients dans
le systeme a 'entrée de Cf.

Dans le cas d’une file d’attente avec clients impatients, la condition de perte est plus
complexe 7, est donnée par la probabilité que C} se voit proposer un temps d’attente
supérieur a son délai.

7, = P[ Cy est perdu] = P[V,, > D,]. (2.1)

2.5 Les processus de performances

e Le processus de congestion { X;,t > 0} est le processus comptant le nombre de clients
dans le systeme a chaque instant ¢.

e Le processus d’affluence de la file {Q;,t > 0} est le processus qui compte le nombre
de clients dans la file a 'instant ¢. Ainsi pour tout ¢,

Qt = (Xt — S)+ = Sup(Xt — S, 0)

>0
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e Pour tout n > 1, on note par 7, , le ni¢me
la ni*™ fin de service.

Le processus des fins de services {S;,t > 0} est alors le processus ponctuel comptant
le nombre de services terminés jusqu’a l'instant ¢.

Autrement dit, pour tout ¢,

instant de sortie du service, i.e 'instant de

Si=> 15 (2.2)
neN*
e Pour tout n > 1, on note par S, la durée du pieme
la durée du service qui se termine a T,,.
e Pour tout n > 1, on note par T}, le n'®™¢ instant ot un client est perdu. Le processus
des pertes {P,,t > 0} est alors le processus comptant le nombre de pertes jusqu’a
I'instant ¢.

pour tout ¢,

service rendu par le serveur, i.e

b= Z L (2.3)
neN*
e Le processus des départs du systeme {d;,t > 0} est le processus comptant les instants
de sorties du systeéme (service ou pertes) jusqu’a l'instant ¢.
Autrement dit, pour tout ¢,
d; = S;+ P (2.4)

Si on réordonne les délais résiduels des @); clients présents dans la file a ¢ par ordre
croissant ( pour les servir en EDF), on note ces délais résiduels,

Ri(t) < Ry(t) < ... < Rg,(t).

Ry (t) est donc le plus petit délai résiduel a I'instant t.
A un instant de fin de service T,,, le serveur sert donc en EDF le client de délai résiduel
Ry(T},). On notera également le délai initial du client prioritaire & l'instant ¢ par D(t).
Supposons que la file est traitée en EDF. Soit ng , le numéro du client prioritaire a I'instant
t dans l'ordre des arrivées (ce client est donc C,,, ). On a alors,

Ri(t) = DRy (t) et D(t) = Dy, = Ri(t) + 1 — Th,.

On notera également,
Zt - RQt (t)

Le plus grand délai résiduel a 'instant ¢ d’un client dans la file d’attente a t.
A chaque fin de service T, on sert donc en LDF le client dont le délai résiduel & T}, est
Zg .
Le processus {Z;,t € RT} est donc le processus des délais résiduels maximaux.
On a vu que, tout au long de ce travail, tous les processus et les suites de bases du modele
(entrées, services, délais) seront au moins considérés stationnaires.
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Ceci étant, rien ne dit pour l'instant que le systeme lui-méme, et par-la méme les
mesures de performances comme les temps d’attente et de séjour et les processus de
performances X et (), soient des processus stationnaires.

La zone de stabilité de la file d’attente est ’ensemble des valeurs des parametres de la file
d’attente ( loi des arrivées, des demandes de services et des délais ) telles que le systeme
puisse atteindre le régime stationnaire ( et dans ce cas, il atteindra forcément un jour).

En particulier, la loi du processus X devient stationnaire et un client qui entre dans le
systeme trouve toujours le systeme a 1’état stationnaire, sans perturber cet état.
La version stationnaire de X est alors la loi de probabilité sur N telle que pour tout t a
partir de 'atteinte de 1’état stationnaire, X; soit distribué suivant cette loi.
On notera a I’état stationnaire,

X+ La version stationnaire de Xj;.

Qs La version stationnaire de Q).

W4 La version stationnaire du temps d’attente.

W La version stationnaire du temps de séjour.

V La version stationnaire du temps d’attente proposé.

On appelle point de construction d’une file d’attente stable, un point de renouvellement
pour son processus de congestion, i.e un instant ou un client entre dans un systeme vide.
On appelle par ailleurs busy cycle, le temps qui s’écoule entre deux points de constructions
successifs. Un busy cycle se décompose en

busy cycle = busy period + idle period.

Ou la busy period est le temps passé entre le point de construction et le premier instant
de vidage et lidle period est le temps passé entre cet instant de vidage et le point de
construction suivant. Par définition de la stabilité d’une file d’attente, une file d’attente
stable a p.s une infinité de points de construction, et les durées des busy periods successives
forment une suite i.i.d, d’espérance finie.

A supposer que le systeme atteigne un jour I’état stationnaire, on définit un important
indicateur de performance pour une file d’attente a perte, la probabilité de perte a 1’état
stationnaire ou probabilité de perte.

Définition 2.3. Pour toute la file d’attente a perte, la probabilité de perte est donnée par,
[T = Plun client entrant dans le systeme a 1’état stationnaire est perdu |.

Pour que la file d’attente avec clients impatients, II est donnée par la probabilité a 1’état
stationnaire qu'un client doive attendre plus longtemps que son délai pour étre servi.

II= lim I, = lim P[V, > D,].

n—-+oo n—-+o0o
= lim P[V, > D] =P[V > D]. (2.5)
n—+00

Soit X (¢) le nombre de clients dans le systeme a l'instant .
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2.6 Le systeme M/M/14+M

Considérons la file M/M/1+M ot les arrivées sont markoviens de taux A, le temps de
service est exponentiel de taux p et le délai de patience est exponentiel de taux .
Le processus X (t) est un processus de naissance et de mort, dont les taux de transitions
sont voir le graphe ci-dessous,

A=A, VYn>0. et p, =p+ny, ¥n>1

A A A
72 N7 2 /ZRN

\——-‘,
p+Y p+2Y p+3Y

}'s.

(

FIGURE 2.1 — Graphe des premiers états de la file M/M/1+M
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Posons P, la probabilité associée a 1’état m. Ainsi, et par conservation de flux nous
obtenons la formule de récurrence suivante :

AP, = [p+ (n+1)7] P

Et on montrera aisément par récurrence que,

P, =] A )Py. (2.6)

o MRy

Par souci de simplification posons,

YV E>1.

pk:,u—f'kw =

Alinsi,
P = ([T ow)Po (2.7)
k=1
D’autre part, et comme les probabilités somment a 1, alors, on déduit que,

1

Py=—F5—

1+ > I1 o
n=1k=1

oo n
: A
Py existe car ) k| |1 T converge.
n=1k=

En effet,

LAy > hy —>
1 1 AnH1 1.1

k
1 A, 1
- Z::Hu+k7§2(§)ﬁzei<oo'

Enfin et par souci de simplification nous garderons toujours la constatnte Py dans I'expres-
sion de P,.

2.6.1 Calcul des mesures de performances

En gardant les simplifications déja faites nous trouverons les résultats suivants :

L=Y nP,=nY R]]e (2.8)
n=1 k=1

n=1
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En appliquant la loi de Little L = AW on trouve

= %ZHHP’“‘ (2.9)
n=1 k=1

Probabilité de perte d'un client a I’état stationnaire,

H:IP[V>D]:%ZPOHpk:%(l—PO). (2.10)
n=1 k=1

Les résultats obtenus, lors du calcul des performances sont purement théoriques.
Ainsi, dans la pratique nous utilisons des approches algorithmiques beaucoup plus interes-
santes, comme la troncature des sommes infinies, afin de réduire le temps d’exécution des
programmes les implémentant [32].

2.7 Le systeme M/M/1+D

Considerons a présent la file M/M/1+ D ou les arrivées sont markoviens de taux A, le
temps de service est aussi markovien de taux p et le délai de patience est lui déterministe.
Dans le cas ou les délais initiaux sont égaux a d, Choi, Kim et Chung [7] proposent le
calcul explicite des performances par I’étude de la loi stationnaire du processus markovien

multidimmentionnel {X(¢),¢ > 0} a valeurs dans 'espace ({0} x {0,1}) U ({1} x {0,d}) :

X(t) =(0,¢) s’il y a c clients dans le systéme , avec ¢ < 1;
X(t)=(1,7;) ¢’ il y a au moins 2 clients dans le systéeme .

ou Z; est le temps passé dans le systeme a l'instant ¢ par le client en service a cet instant.
Ainsi, on peut calculer la loi stationnaire de X () et par la suite, la densité f de Z, la
version stationnaire de Z;.

Par ailleurs, la properiété PASTA ! nous permet de trouver la probabilité de perte,

f(d)
v

II =

ou A est U'intensité du processus des entrées et on retrouve bien le résultat de Barrer [2],

II=p e MiPX, =0) (2.11)

1. Poisson Arrivals See Time Averages (Wolff 1982) : Avec le théoreme ergodique, cela signifie qu’en
régime permanent un nouveau client verra n clients devant lui avec une probabilité égale a la proportion
du temps pendant laquelle le systeme est occupé par n clients.
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2.8 Encadrement de la probabilité de perte d’un
client :

L’absence de mémoire de la loi exponentielle permet d’exhiber des modeles markoviens
simples pour le calcul des performances et donne en particulier une formule close pour la
probabilité de perte II.

Soit
1, = P( le client C}, est perdu | sort imapatient). (2.12)

Notons 7}, linstant ott C* quite la file d’attente. S’il n’est pas perdu, T} est donc
'instant ou il entre en service et T}, € [T}, Tk + d]
sinon, on a bien T} = T}, + d.
Soient aussi les événements suivants :

A; :7C; est en service a l'instant t”

B; :7C; est servi’

Le client (% est éliminé lorsque le serveur est occupé par un autre client a l'instant
Ty + d. Cet événement est realisé si I'un des clients Cy, (', ..., Ci_1 entrés avant C}, est en
service a cet instant.
Dans ce cas, ce client en service a l'instant T} + d 1’était déja a l'instant Tj,_; + d sinon il
aurait été éliminé a cet instant.
Ainsi,

k—1
neo= YR
§=0

k—1
= Y P(AT A7) (car: AT AT
=0
k—1
= Y P(AFT | AT POATT), (2.13)

J
Jj=0

Comme les temps de service sont exponentiels, la probabilité qu’un client soit encore en
service a l'instant T}, + d sachant qu’il était déja en service a l'instant Tj,_; 4+ d est donnée

par,

P(Y>T,—Tey )=P(Y>U).
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Alinsi,

k—1

M, = Y P(Y>U)P(A™).

J
J=0

N
—

= P(Y>U)Y P(AFF,

J

[en]

.

E
[\

= P(Y >U)S P(AF Ty P Al ).

J
=0

.

= P(Y>U)Iiy + P(Y>U)P(AFT).

Or,
AP By
Donc,
Iy < P(Y>U)Iiy +P(Y >U ) P(Bg_1).
Iy, < P(Y>U)Ijy +P(Y >U) (1 —1x).

Comme le systeme est stable alors, on déduit que,

M= lim II; < P(Y >U).

k—+o0

D’autre part,on a :

Y >U
Y >U

( )iy + P(Y >U ) P(AST).

( )

(Y >U) [Thor + 1= P( Bea [ {Tioy + Yer < Thmr +d} ).
( )

( ) —

I
U v U 9T

Y>U)[1l—(1—-1q) P(Yee1 <d)].
Y >U P(Y>U)P(Y1 <d)(l—1).

VvV 1V

Ainsi et par passage a la limite, on déduit que,
N>°P(Y>U) =P(Y>U)P(Y <d) (1-1I).

Ou encore,
P(Y>U)P(Y >d) < I
1-P(Y>U)P(Y<d) —

Finalement de (2.19) et (2.20), on déduit que :

P(Y>U)P(Y >d)
—P(v>U)P(v <d) = 1 SEY>U).
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(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

[z + P( By, ) — P( le service de C* se termine avant Tj,_1 +d )].

(2.20)



2.8.1 Application du résultat :

Cet encadrement est tres utile, de fait de sa généralité, pour d’autres types de systeme :
e Cas dela file D/M/1+ D ou les arrivés sont périodiques de période p (U=p p.s).

P(Y>p)P(Y >d)
—P(v>p PV <d) = T SE(Y>p)

e—t(p+d)
1~ e (1—end) =

e Cas delafile M/M/1+ D,

I <e ™

P(Y>U)P(Y >d)
—P(Y>U P(v <d) = T SBEY>U).

On calcule d’abord P(Y > U ),
D’apres la formule des probabiliés totale, on aura :

P(Y>U) = /+OO]P>(Y>U Y = ) fy (2)da (2.21)

= / P(x>U|Y =x)ue " dx (2.22)

[e=]

+oo
= / P( 2> U )ue "dx( Car Y et U sont indépendante$.23)
0

8

+
= / pe Hedx (2.24)

0

+o00 O L
—ne W dp =1 — —— 2.25
- [ e Y =1 - (2.25)
Dot
A
P(Y>U)=——.
A+
A 6/,Ld
Ay — < I < A (2.26)
1-— /\+u (1 —e—nd) At

2.9 Le systeme M /M /s+M

Considérons la file M /M /s+ M ou les arrivées sont markoviens de taux A, le temps de
service est exponentiel de taux g, le nombre de serveurs est s et le délai de patience est
exponentiel de taux 7.

Le processus X (t) est un processus de naissance et de mort sur N, dont les taux de tran-
sitions sont,
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A=A, ¥n > 0.

) np, 1<n<s;
Hn = sp+(n—s)y, n>s

~ AN\ A, ~A /'x A -
- > */‘t
310108531 0r 3853

I . nu n+1;¢
A / \ A o/
QISICISmOm DR
=\-~__.ff:
S 5p+v sp+2v
n—— m' S+1

FIGURE 2.2 — Graphe de transition du systeme M/M/s+M

Si 0 < n < s Posons P, la probabilité associée a 1’état n. Ainsi, on a

Rlz([IAflﬂ%.

)
1=0 H

On trouve,

P, =t p,. (2.27)

Sin>s

AP = (sp+7)Psya
A p
(spp+7)

Et on montrera aisément par récurrence que,

P5+1:

A

}%:(@u+w

)¢ P, (2.28)
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A

On pose : p=——
(spt+7)
Alors,
A\s
s ()
P, =p""°P,, avec, P;= —|P0.
s!
D’ou,
" . .
=P, si, 0<n<s;
P, = " (2)s
(ﬁ)n—S%P()? Si, n > s.

D’autre part, et comme les probabilités somment a 1, alors, on déduit que,

s () o0 A\s
e [z% (;;)' i Z;l(su)—\w)n_S(Z!) ™ (2:29)

Py existe si p < 1.

2.9.1 Calcul des mesures de performances

La probabilité q’un client qui entre doive attendre :

P(attente) = P(X > s) = ZIP’n.

- Z<( A )" Py

o0 A s
P, A "
Pattente) =P(X 2 8) = ) Pu =7, avecp=r_"—y <1 et P = W,

n=s
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n=s+1
= Y (n—9)p"°P
n=s+1
= P, Z (n—s)p"™*
n=s+1
= Psijp] !
j=1
B 1
RRATEE
;o P o @)
! 1—p2 " (1-p2 s °
Li=E(X)= Y (n—s)P.= 2P, (2.31)
S (1-p)
Py
S R— 2.32
Vo= i —op (2:32)
P 1
W=—" —+-. 2.33
sp(l—p)? (2:83)

La probabilité de Perte

La probabilité de perte II, qui est le rapport entre le taux de perte et le taux d’arrivée
a l'état d’équilibre, est donné par,

72 —% £ (2.34)

Pour plus de détails sur ce systeme voir les livres [11], [19], [30] et [35]. Ce systeme a
été largement utilisé comme modele de base pour centres d’appels [16],[27], [36] et [37].

2.10 Le systeme M /M /s+D

Depuis longtemps (Erlang [10]), on sait étudier avec des processus markoviens simples,
I'état stationnaire d’une file d’attente classique M/M/s + N gérée par FCEFS ou N est
la capacité de la file. Ces modeles sont les modeles a pertes les plus simples. On décrit
parfaitement le comportement du processus de congestion {X;,t > 0} et on en déduit
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que le systeme atteint la stationnarité sans condition sur ses parametres. Par ailleurs, la
properiété PASTA avec 'ergodicité de X permet de donner la probabilité de perte a I’état
stationnaire qu’il y ait s + N clients dans le systeme. Le délai affecté aux clients apparait
comme une limitation (mais de taille aléatoire) de la capacité du systeme. Barrer[2] est le
premier qui a soulevé le probleme pour une file d’attente M /M /s + D — FCF'S : peut-on
adapter le résultat précédeent pour trouver la probabilité de perte d'un client ? La réponse
est non, puisqu’alors le processus de congestion X n’est pas markovien. Barrer construit
alors un modele ad hoc pour lever cette indétermination. Il exhibe la loi stationnaire du
nombre de clients dans le systeme et donner II la probabilité de perte :

1
1= —p°ePWIP[X = (] (2.35)
s!

ou d est la valeur des délais initiaux. Gnedenko et Kovalenko [19] ont pointé et corrigé
des erreurs dans la preuve de (2.35), tout en validant la formule. Jurkevic [23] a ensuite
élargi ce résultat et donné la loi du nombre de clients a 1’état stationnaire lorsque les délais
sont le minimum d’une constante et d’une loi exponentielle. Par ailleurs, Finch [14] a
donné la loi du temps d’attente dans une file GI/M/1+ D — FIFO. Des considérations du
méme type ont mené au calcul de la probabilité de perte d'une file M/G/1+ D — FIFO
(Kok et Tijims,[12]) et d'une file M/G/1+ D — FIFO avec délais jusqu’a la fin de service
[13] . Citons encore [8], [18] et [33] pour d’autres résultats sur des modeles de ce type.

2.11 Files d’attente avec impatience : Deux classes de
clients

Afin de modéliser notre probléme nous allons étudier le cas de deux classes de clients

avec les contraintes suivante

e Les clients de la classe ¢ arrivent suivant un processus de Poisson de taux A;.

e Le temps de service est le méme pour tous les clients et suit une loi exponentielle de
paramétre .

e Les clients prioritaires ont une priorité stricte par rapport a ceux non prioritaires.
i.e qu’a 'arrivée d’un client prioritaire, le client non prioritaire en service quitte le
serveur et rejoint la file d’attente et son temps de service déja éffectué est gardé en
mémoire.

e Un client peut abandonner le systéme apres un temps d’attente distribué suivant une
loi exponentielle de taux v; et ce, jusqu’au début de son service. Autrement dit, il ne
pourra plus quitter le systéme apres étre pris en charge par le serveur.
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FI1GURE 2.3 — Un serveur avec deux classes de clients qui peuvent abandonner

Nous étudions ici plusieurs mesures de performance, a savoir la probabilité d’abandon,
le temps d’attente moyen et le nombre de clients moyen dans le systéme.

Ce modele, bien qu’il paraisse simple, représente vraiment le pilier de toute approche
de résolution de ce probleme car il permet de modéliser le besoin tout en permettant une
généralisation dans certains cas de figures.

2.11.1 Cas particulier

Dans cette section nous allons étudier le cas ot on aura deux classes de clients de méme
taux d’abandon + et avec une priorité stricte [1].
Notons X (t) = X;(t) + Xa(t), qui est, le nombre de clients dans le systeme caractérisé par,

)\:)\1+)\2
M= 1+ o
Y=+

Ainsi, cette considération nous permet de constater que X et X; évoluent comme
un systeme a une seule classe de clients. De plus, en exploitant les résultats déja trouvés
précédamment on pourra déduire les mesures de performances de la deuxieme classe comme
suit

Lo=L— 1,
Wy=W —W;

Ainsi, nous pourrons généraliser ce procédé a n classes de clients avec un calcul de
proche en proche.
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2.11.2 Cas avec priorité stricte et avec préemption

Dans le cas d’une priorité stricte, nous considérons que la premiere classe est prioritaire
par rapport a la deuxieme en se plagant toujours dans le cas des délais éliminatoires
jusqu’a début du service. D’autre part, nous supposons que les clients de la classe 1
ont une priorité préemptive sur ceux de la classe 2 et que ces derniers sont patients
indéfiniment apres le début de leur service. Autrement dit, un client de la classe 2 n’est
servi que s’il n'y a aucun client de la classe 1 dans le systeme et il quitte immédiatement
le serveur, pour rejoindre la file, dés I'arrivée d’un client de la classe 1 méme s’il n’a pas
encore terminé son service.

Il est clair que le comportement de la classe prioritaire peut étre approché par le cas
d’une seule classe de clients. On pourra ainsi, reprendre tous les résultats déja trouves
précédamment. Par contre, on ne peut rien dire a priori sur le comportement de 'autre
classe.

D’autre part, nous aurons besoin de la distribution de la période ou le systeme est occupé
par les clients de la classe la plus prioritaire (classe 1).

Alinsi,cette période est définie, lorsqu’elle est générée par k clients de la classe 1, comme
étant la durée écoulée entre le moment ou le serveur commence a servir le premier client
parmi ces k clients et le moment ot aucun clients de la classe 1 n’est plus présent dans
le systeme. Du moment ou les clients de la classe 1 se comportent comme étant les seuls
présents dans le systéme, nous pouvons reprendre les résultats établis par Rao [29] qui
a étudié la file M/G/1 + M avec une seule classe de clients impatients. Posons By(t) la
fonction de répartition de cette période initiée par k clients de la classe 1 dans la file et
bi(t) sa densité ayant Lby(p) comme transformée de Laplace. Dautre part, notons S(t) la
fonction de répartition du temps de service, S(t) = 1 — S(t) celle du temps de service
complémentaire et £S(p) sa transformée de Laplace.

Comme le temps de service est Markovien de taux p alors on a,

1 1
Sty=1—e" = LS(p)=-—- — 2.36
0 W)= (2.36)
Ainsi les résultats de Rao [29] se simplifient comme suit
ﬁ—&—Lp + 1_231 z;_'z/}(l B 1’p)u+plf|—i71
Lho(p) = ——= (2.37)

=1

» i+ (U 1 p) e ) v heN (2.38)
k\P) = — 0o 7 < |
L+ 3 e = Lp)
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Avec,

A1
v=—
M
Z(—lj)'mj(ifj ), st, 1<k;
(1w
FZZ;k i (i—j ), si, 1>k

. : p+im
Vi, p) =] —————
Tt n

D’autre part, posons g;(z) (resp. go(z)) la densité du temps d’attente d’un client de la
classe 1 (resp. la classe 2) jusqu’a ce que son service sera initié pour la premiere fois.
Comme la préemption est autorisée, g, n’affecte pas g; et par conséquent, cette derniere
peut étre retrouvée a partir de plusieurs ouvrages (voir [1, 9, 32]).
Notons au passage que ne nous aurons besoin ici que de by(t) qui est la densité de la période
active initiée par un client de la classe 1 entrant dans un systeme vide.
Notre systeme alterne entre une phase inactive (PI) ot il n’y a aucun client dans le systéeme
et une phase active (PA) qui est initiée par 'arrivée d'un client.
De plus, nous appelons cycle de phase, 'union de ces deux phases. Ainsi, une PA s’arréte
au moment ou tout les clients ont quitté le systeme, du a des services ou a des abandons.
Selon que le client de la classe 2 arrive durant une PI ou une PA, la fonction g, est donnée
par,

92(x) = go(x/PI)P(PI) + go(x/PA)P(PA), Va2 eR" (2.39)

D’autre part, comme chaque client qui arrive durant une PI sera automatiquement pris
en charge par le serveur, la transformée de Laplace de go(x/PI) = 1 sera égale a 1. Par
contre, pour un client qui arrive durant une PA il y a deux cas de figures a traiter.

1. Il arrive juste apres l'initiation de la PA et doit attendre dans la file mais son temps
d’attente dépend du type du client qui a initié la PA. Si la PA a été initié par un client
de la classe 1, il doit attendre jusqu'a ce que ce client soit servi ainsi que tous les autres
clients de la classe 1 rejoignant la file. Ce temps d’attente est égal a la période initiée par
un client arrivant quand le serveur est vide dans une file M/G/1+ M avec une seule classe
de clients impatients qui est largement étudiée dans la littérature.

Sinon, il doit attendre jusqu’a ce que le client de la classe 2, qui a initié la PA, soit servi
ainsi que tous les éventuels clients de la classe 1 qui sont entrés dans le systeme. Nous
allons définir ce temps d’attente comme le temps de complétion de service d’un client de
la classe 2, qui est le temps écoulé entre I'instant ou il a été pris en charge par le serveur
pour la premiere fois et l'instant ou il termine son service. Posons Cy(t) la fonction de
répartition de ce temps d’attente et co(t) sa densité ayant Lco(p) comme transformée de
Laplace et qui peut étre trouvé par [17],

1
. ) 2.40
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Notons au passage, que la PA sera initiée par un client de la classe 1 avec une probabilité
de 21— sinon par un client de la classe 2 avec une probabilité +22-. Posons I;(#) la fonction

A1+A2 Al+A2°
de répartition du premier saut du de la phase active. Ainsi,
I;(t) = M Bo(t) + . Cot), VEER (2.41)
D VIS P Ve |

Nous constatons donc que la durée de PA décroit avec un taux de 1 jusqu’a ce qu’on
atteint la PI ou jusqu’a ce qu’un autre client de la classe 2 entre dans le systeme. De plus,
chaque fois qu'un client de la classe 2 arrive durant la PA, la durée de PA saute avec le
temps de complétion de service de ce client et s’il n’y a aucun client, alors la PA arrive a
son bout et on entre en PI.

Afin de calculer le nombre moyen avec lequel décroit la PA par rapport au nombre moyen

avec lequel elle croit au niveau z, nous pouvons nous baser sur les résultats donnés par
Brill [5, 6],

E[PAlgs(x/PA) = 1 — I,(z) + ME[PA / Co — t)e ' go(t/ PA)dt. (2.42)

0
Notons au passage que la partie droite de cette équation indique que le niveau x peut
étre dépassé si le saut initial I; dépasse = avec une probabilité de 1 — I;(x) ou si un client

de la classe 2 arrivant durant la PA est suffisamment patient pour attendre les clients qui
sont devant lui et ce avec un nombre moyen de A\ E[PA]. Ainsi,

T

+ A2 / Cylx —t)e gy (t/PA)dL. (2.43)

1-1 J (CE)
x PA) = ———=
Cette derniere équation est une équation intégrale de Volterra au second degré et peut

étre résolu par récurrence (voir [3]).
Apres plusieurs étapes de récurrence et comme E[by] est le temps moyen que dure la
période, initiée par un client de la classe 1, ou le systeme est occupé,
_ 1
et comme E[P]] = eremmE
Alors,
E[PI] 1

PlpI) = E[PI] + E[PA] 1+ (A + \)E[PA] (244)

Ainsi,
(A1 + A)E[PA]
1+ (A1 + A)E[PA]
En combinant les différents résultats trouvés et en travaillant dans le domaine de La-
place, on trouve finaelment

P[PA| =1 —E[PI] = (2.45)
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AL+ Ao
1+ (A1 + A2)E[PI]
1 1-L1
i J(p)
AL+ A

Lga (p)

Lo + A2 LC2(p) Lebn-1(p + 72)]

2. Il arrive a un instant arbitraire apres l'initiation de la PA mais comme le systéme
est Markovien sans mémoire, on se ramene au premier cas.

2.11.3 Mesures de performances

Il est clair que le systeme est stable (voir [22]). Posons pour i € {1,2} :
Wi s Le temps d’attente moyen des clients qui rejoignent le serveur.
Wi 4 Le temps d’attente moyen des clients qui abandonnent la file.
Wir Le temps d’attente moyen de tous les clients.
II; La probabilité de perte d’un client de la classe 7.
F;(t) La fonction de répartition de la charge du travail apportée par la classe 1.

Il est clair que le serveur est soit vide avec la probabilité P[PI] soit il sert un client de
la classe 1 ou de la classe 2. Mais comme la présence des clients de la classe 2 n’a aucun
impact sur les clients de la classe 1, alors en posant F, la probabilité qu’aucun client de
la classe 1 n’est présent dans le systeme, le serveur servira un client de la classe 1 avec la
probabilité 1 — Fy. Ainsi, la probabilité qu’un client de la classe 2 soit admis en service,
P, g, est égale a Py — P[PI]. Ainsi, Stanford [32] nous permet d’écrire :

mo=1- 10 (2.46)
P1
M =1 =P (2.47)
P2
Avec :
A2
pr=— et py=—.
1
De plus, Stanford montre que,
F;
PlW;s=0] = 1 _((3 avec Fi(0) = B. (2.48)

Comme un client de la classe 2 ne peut commencer immédiatement son service que si
le systeme est vide alors F5(0) = P[PI]. Ainsi, Stanford permet de trouver :

xT

dF:(t)e it
Wis(z) = / %dt. (2.49)
0
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Wir(z) =1—e 7" 4+ e " Fj(x). (2.50)

Notons au passage que W; ¢ peut étre numériquement calculé s’il est exprimé en domaine
de Laplace.

o LF;(vi +p)
LWis(p) = SO -T0) (2.51)
Enfin on a,
Wi a(z) = L= OWasle) = War(z) (2.52)

44



Chapitre 3

Etude du systeme M/M/s/(s+ N)
avec clients impatients

Les modeles de file d’attente ont été largement utilisés pour modéliser les performances

des centres d’appel avec des clients impatients, ce qui signifie que les clients en attente
peuvent quitter la file avant d’obtenir un service.
La file d’attente M /M /s avec des clients impatients est appelé ” un modele d’Erlang-A,
”A” pour abandon ” par Maudelbaum et Zeltyn en contraste avec le modele bien connu
Erlang-N, M /M /s avec seulement des clients patients. Pour une synthese sur les modeles
de files d’attente des modeles pour les centres d’appels, voir par exemple ,Gans et al. [15]
et Koole et Maudelbaun [25].

Y

3.1 Description du modele
On considere le systeme de file d’attente M /M /s/(s+ N) avec clients impatients ou les

arrivées forment un processus de Poisson de taux A, les temps de services sont exponen-
tielles de moyenne % La capacité de la file N est finie, le délai de patience de chaque client

est exponentielle de moyenne %y Une fois le service est commencé, il ne quitte pas le systeme.

Ce systeme est représenté dans la figure 3.1.
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FIGURE 3.1 — Shéma du systeme M/M/s/(s + N) avec impatience
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FIGURE 3.2 — Graphe de transition du systeme M/M/s/(s+N) avec impatience

On a la distribution stationnaire du systeme est définie par :

P,= lim P{X(t)=n}, 0<n<s+N.

t——+o0

L’ensemble des équations de balances est donnée par :
)\Po = /LPl

A+np)P,=AP 1+ (n+1)pPy, 1<n<s-—1
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A+su+(n—98)Y)P,=AP, 1+ [su+(n—s+1)y|Pry1, s<n<s+N-1.
(s + Ny)Poyny = APsyn 1

Avec La condition de Normalisation est donnée par :

L’ensemble des équations de balances est équivalent a 1’ensemble des équations suivantes :

\P _ by, 1<n<s—1;
ET [sp 4 (n—s)y|P, s<n<s+N.
Donc, pour 1 <n < s :
& A
P, = Pop— avec, p= — (3.1)
n! 1
Pour 1 <n < s+ N, nous avons,
A A
Pt = —Psin1=——"7=FPsin_
e 2
= ;Ps n—1— ;Ps n—
I e TP
= .. . E "
— pop_'#,
s! .
[1(1+5%)
j=1
A s eyn
Pn-‘rs = —Ps+n—1 = POIO_'nL (32)
Sy + ny s! (1+j§)
=1 ’

Ou ¢ = % : est le taux moyen de patience par le temps moyen de service. En utilisant
condition de nomalisation, on détermine :

(3.3)

Ainsi, on trouve trouvé {P,, 0 <n < s+ N} explicitement.
Pour les exemples d’illustrtion, nous supposons que, s =5, N = 10, u = 1.
Dans la figure 3.3 represente {Pn, 0 < n < (s+ N)}. pour p = 5 et pour différentes
valeurs de £ = 0,0.5,1 et 2.
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FIGURE 3.3 — La distribution {P,, 0 <n < s+ N}, pour le nombre moyen de clients dans
le systeme

Remarque 3.1. le cas £ = 0 signifie que les clients n’abandonne jamais, ( on retrouve le
résultat pour le systéme M/M/s/K.

3.2 Les mesures de performances

3.2.1 La probabilité de blocage

Les clients qui arrivent au systéme quand toute la file est pleine, & savoir il y a (s + V)
clients dans le systeme, sont bloqués. Ils sont perdus a jamais.
D’apres la propriété de PASTA la distribution de probabilité a I’heure d’arrivée est la
méme a un moment quelconque. Par conséquent, la probabilité de blocage B des clients
est :
s Pyn
P{B} = P, .y = Pop—'#.
T IL0+4)

J=1

(3.4)

Dans la figure 3.4, On représente P {B} en fonction de p pour différentes valeurs de
£€=0,0.5,1¢et 2.
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FIGURE 3.4 — La probabilité de blocage P{B}

Remarque 3.2. on remarque que la probabilité de blocage P {B} augmente & mesure que
¢ diminue.

3.2.2 Nombre moyen de clients dans la file

Soit X, : 7 le nombre de clients dans la file d’attente a un temps arbitraire ”
S’il y a n + s clients dans le systeme, il y a n clients dans la file d’attente. Par conséquent,
nous avons :

s s pn
P{XqZO}ZZPnZZPOE (3.5)
n=0 n=0

pt (B
P{X,=n}=Pon=PR=5——, 1<n<s (3.6)
S

CTT+ 58

j=1

Le nombre moyen de clients dans la file d’attente est donnée par :

N
Ly=) nPy,= PO— Z (3.7)
n=1

“1H1+])

7=1

Quand on trace L, en fonction de p, on a les limites suivantes :

limL,=0; lim L, =N
p—0

p—>00

Dans la figure 3.5, on représente L, en fonction de p pour différentes valeurs de § =
0,0.5,1 et 2.
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Remarque 3.3. Le nombre moyen L, diminue a mesure que { augmente car : beaucoup de
clients quittent le systeme.

3.2.3 La probabilité d’abandon

Etant donné que chaque client quitte la file d’attente avec un taux +, la fraction des
clients qui abandonnent est donné par :

P} = Z (1) Poss = XPOZ oL (3.5)

>/I>—‘

Ainsi, nous avons la relation suivante :
vL, = \P{Ab}
Apres, nous dérivons la relation :
A1 —P{B}) =~L, + uE[Z].
avec s + N est le nombre de clients dans le systeme.

La probabilité qu'un client arbitraire abandonne est donnée par :

P{Ab} vL,
T=PB{B] 7L, + pE[N]

ou I’événement Nb est qu’un client qui arrive soit acceptée.

P{Ab|Nb} =

Depuis,
N
lim P{Ab|ND} = —
p—++oo YN + ps
B 1
I+ @

Dans la figure 3.6, On représente P{Ab|Nb} en fonction de p pour différentes valeurs
de £ =0.5,1 et 2.
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FIGURE 3.6 — La probabilité d’abandon P{Ab|Nb}

Remarque 3.4. On note que P{Ab|Nb} augmente a mesure que £ augmente.

3.2.4 Nombre moyen de clients en service

Soit Z : ”le nombre de clients en service & 'instant ¢”.

Apres on a
23

P{Z=n}=P,=P", 1<n<s-1. (3.10)
n:

IP’{Z:s}:ZPSM_PO—Z _ (3.11)

Le nombre moyen de clients en service est égale au nombre moyen de serveurs occupés,
qui est donné par :

s N
= nP 45> Pun (3.12)
n=1 n=1

Quand : AP, 1 =nuP, pour 1 <n <s,ona:

s s s—1
uZnPn = )\ZPn_l = )‘ZP"‘
n=1 n=1 n=0

Par conséquent, on aura :
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s s—1
E[Z]=p) Poa=A> P (3.13)
n=1 n=0
Quand on trace E[Z] en fonction de p, on a les limites suivantes :
ImE[Z] =0; lim E[Z] = s.
p—0 p—00

Dans la figure 3.7, on représente E[Z] pour différentes valeurs de £ = 0,0.5,1 et 2.

. 1.0,2.0

10 15 20 25
e,

o
v
W
-

FIGURE 3.7 — Le nombre moyen de clients en service E[Z]
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Remarque 3.5. Le nombre moyen de clients en service ne semble pas beaucoup sensible a

.

3.2.5 Probabilité d’atteinte du service

Le débit du systeme noté A est défini comme étant le nombre moyen de clients servis
par unité de temps.
D’autre part, la probabilité qu'un service soit réussi, noté P{Sr} est donnée par la fraction
d’arriver des clients que le client atteint son service. Par conséquent, on aura la relation
suivante :

= \P{Sr} = uE[Z].
Par conséquent, on obtient :
E[Z] -1
P{Sr} = 7 Z 4 = ZPW (3.14)
n=0 n=1

La probabilité qu'un client arbitraire soit servi est donnée par :

P{Sr} _ wE[Z]
1-P{B}  vLg+ pE[Z]

P{Sr/Nb} = (3.15)

Qui a pour limite :

us B 1
YN +ps 14 NE

lim P{Sr|Nb} =
p—00

Dans la figure 3.8, on représente P{Sr|Nb} en fonction de p pour différentes valeurs de
£=05,1et?2.
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FIGURE 3.8 — La probabilité P{Sr|Nb}
Remarque 3.6. notons que P{Sr|Nb} diminue & mesure que { augmente.

3.2.6 Le rapport de blocage, d’abandon et de clients servis

Un client qui arrive trouve trois cas devant lui, soit il sera bloqué a l'arrivée avec une
probabilité P{B}, il entre mais abandonne avec probabilité P{Ab}, ou il sera servi avec
succés avec la probabilité P{Sr} :

P{B} + P{Ab} + P{Sr} =1 (3.16)
On multiplie les deux cotés par A, on obtient :
AP{B} +~vL,+ pE[Z] = X

Sur le coté gauche, AP{5} est le nombre moyen de clients qui sont bloqué a I'arrivée par
unité de temps, vL, le nombre moyen de clients qui quittent la file par unité de temps, et

N = pE[Z] est le nombre moyen de clients qui sont servis avec succés par unité de temps.
s+N

En utilisant la condition de normalisation »_ P, = 1, on obtient,
n=0
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s—1 N
AP{B} +P{AD}) = 1-P{Sr}=1-> P~ -3 P,
n=0 P n=0

s—1 s

- 1—2&—%(1—2&)
_ (1—;)(1—iPn)+fps
= a-0-Y )Ry
AB(B) + P{AD} =1~ B{sr} = (1 - 2)(1 - S P+ P (3.17)

qui est la probabilité qu'un client arbitraire est perdu, soit en étant bloqué a l'arrivée
ou par ’abandon dans la file d’attente.

3.2.7 Nombre de clients dans le systeme vu par une arrivée ac-
ceptée

Soit N Nombre de clients dans le systeme vu par une arrivée acceptée. La distribution
de N est donnée par :

. . P,
P,=PN=n=-—"—-  0<n< N —1. 3.18
"Si " pmy S eT (3.18)
Ce résultat peut s’écrire comme suit :
Po=h"%, 1<n<s (3.19)
n!
s PN
Pyin = Pyl — (5) L, 1<n<N-1. (3.20)
s
[T(1+5%)
j=1
Avec,
I 1-P{B} &p' piam ()"
T:—P{ b p_'+p_' el " (3.21)
PO 0 n=0 n: s n=0 H(l +]§)
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3.2.8 Probabilité d’attente

On note W’ le temps d’attente des clients qui sont acceptés soit servi ou abandonné
dans la file d’attente.
Plus tard, nous considérons séparément les temps d’attente pour les clients servis, les clients
abandonnés et les clients restés dans la file d’attente.
Un client arrivant qui est accepté doit attendre si tous les serveurs sont occupés a savoir
s’'il y a s clients ou plus dans le systeme immédiatement avant I'arrivée.
Par conséquent, la probabilité d’attente d’un client arbitrant accepté est donné par :

s—1 ) . ps N-1 (/_))n
/ _ _ S
n=0 n=0 1_[0(1 —|—jg)
J:

Dans la figure 3.9, on représente P{WW’' > 0} en fonction de p pour différentes valeurs
de £ =0,0.5,1 et 2.

10— ——

vz ;
0.6E J/// £=0.0.5.1.0.2.0

y
P{W' > 0} /// ]

0.4}

02}

oo st o o o o .44 ..
0 5 10 15 20 25 30

F e

FIGURE 3.9 — La probabilité d’attente P{W’ > 0}
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Remarque 3.7. Nous constatons que P{IV' > 0} diminue & mesure que ¢ augmente.

La probabilité d’aucune attente est donnée par :

P{W' =0} = 1-P{W >0} (3.23)
s—1 s—=1 4

- S P =P %. (3.24)
n=0 n=0

3.2.9 La durée moyenne d’attente

Il résulte des formules de Little appliquées aux clients admis que,

Lq pO ps = n(/—))"
Y P Vb I (3.25)
AM1-P{B}) A s! ; 1:10(1 +j%)

Par conséquent, nous avons la relation suivante :

W

P{Ab|Nb} = AW

lim W= —
p—00 YN + su

Dans la figure 3.10, on représente W en fonction de p avec u = 1 pour différentes valeurs
de £ =0,0.5,1 et 2.

2.0p

FI1GURE 3.10 — Le temps d’attente moyen W
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Remarque 3.8. On constate que, W diminue lorsque £ augmente parce qu’il y a moins de
clients dans ce systeme.

Conclusion

Nous avons modélisé un systeme de file d’attente avec impatience et avec une seule
classe de clients, ot on a calculé plusieurs mesures de performances, a savoir la probabilité
de perte, le temps d’attente moyen et le nombre moyen de clients dans le systeme.
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Conclusion générale

Dans ce travail, nous avons étudié deux modeles qui sont largement présent dans la vie
courante. Dans le cas d’une seule classe de clients, nous avons redémontré un encadrement
de la probabilité de perte, qui a la particularité d’étre général, c’est a dire indépendant de
la distribution qui caractérise le temps des arrivés, chose qui peut aider les administrateurs
des systemes d’information a choisir le bon type qui correspond au besoin du client. D’autre
part, dans le cas de deux classes de clients avec priorité stricte, ¢’est a dire la premiere classe
est plus prioritaire sur la deuxieme,nous nous sommes intéressés au cas particulier ou les
temps d’abandon et de service sont les mémes pour les clients des deux classes, et qui nous
permet de profiter des résultats trouvés dans le cas d’une seule classe pour trouver ceux
de la deuxieme classe, chose qui se réitere par récurrence afin de généraliser les résultats
a n classes de clients. Enfin, nous signalons que le cas sans préemption reste difficile a
traiter car il demande une étude tres approfondie afin d’explorer toutes ses possibilités.
Nous avons les perspectives suivantes :

- Etude des S.F.A avec impatience et deux classes de clients dans le cas sans préemption.
- Modéliser des problemes réels,(cas des centres d’appels), en utilisant les modeles de F.A
avec impatience.
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Rappels

loi de Poisson et loi exponentielle

Ces résultats ont été établis dans le cours de statistique en deuxieme année.

Définition 3.1. Une variable aléatoire X & valeurs enti¢res suit une loi de Poisson de
parametre.
A>0,si V kEeN,
/\k
_ 2k
k!

Proposition 3.1. Une variable aléatoire qui suit une loi de Poisson de paramétre X a une
espérance et une variance égales a A.

P(X = k) (3.26)

Définition 3.2. Une variable aléatoire Y a valeurs réelles strictement positives suit une
loi exponentielle de parametre p > 0, si V ¢ > 0,la densité f est donnée par :

fy(t) = pe™ (3.27)

Proposition 3.2. Une variable aléatoire Y qui suit une loi exponentielle de parametre p a
une espérance égale a % et une variance éqale a ;% Sa fonction de répartition est donnée
par :

VE>0, P(Y <t)=1—e*. (3.28)
Proposition 3.3. Une variable aléatoire Y suit une loi exponentielle si et seulement si :
Vi, s > 0,P(Y >s+tlY >t) =P(Y > s) (3.29)

On dit qu'une variable exponentielle est ”sans mémoire” si un événement ne s’est pas
produit entre 0 et t, la probabilité qu’il se produise entre t et t + s est la méme que la
probabilité pour qu’il se produise entre 0 et s I'instant de départ n’a pas d’influence et la
variable ne 7 garde pas de mémoire ” du passé.
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