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Introduction

L’histoire de la théorie des graphes débuterait avec les travaux d’Euler au 18° siéecle et
trouve son origine dans 1’étude de certains problemes,tels que celui des ponts de Kingsberg,
la marche du cavalier sur I’échiquier ou le probléme du coloriage de cartes et du plus court
chemin entre deux points.

C’est plus récemment en 1822 que le mot graphes est introduit par le mathématicien
et géometre anglais James Joseph Sylvester.La théorie des graphes s’est alors développée
dans diverses disciplines telles que la chimie,la biologie,les sciences sociales,l’informatique...

Depuis le début du 20° siécle, elle constitue une branche a part entiere des mathéma-
tiques,grace aux travaux de Knig,Menger,Cayley,Berge et Erds.De maniére générale,un
graphe permet de représenter des objets ainsi que les relations entre ses éléments (par
exemple réseau de communication, réseaux routiers, interaction de diverses espéces ani-
males, circuits électriques...)

En mathématiques,on retrouve les graphes dans la combinatoire,la théorie des en-
sembles,’algebre linéaire,la théorie des polyédres,la théorie des jeux,l’algorithmique,les
probabilités...

Les derniers travaux en théorie des graphes sont souvent effectués par des informati-
ciens,du fait de I'importance que revét 'aspect algorithmique.L’optimisation combina-
toire occupe une place trés importante en recherche opérationnelle, en mathématique
discrétes et en informatique car il consiste a rechercher la meilleure solution optimal d’un
critére au une fonction donnée,.Son importances justifie d’une part par la grande difficulté

des problémes d’optimisation et d’autre part par de nombreuses applications pratiques
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pouvant étre formulée sous la forme d’un probléme combinatoire.bien que les problémes
d’optimisation combinatoires soient sauvant facile & définir.

Il existe plusieurs type de graphe,dans notre travaille nous allons étudié les graphes
probabilistes qui sont des graphes orientés et pondérés,dans lequel chacune des arrétes est
représenté par un nombre notée (C;;) bornée entre 0 et 1.

L’étude présentée dans ce document porte essentiellement sur ’optimisation dans les
graphes probabilistes.

Ce mémoire est constitué d’une introduction générale,de quatre chapitre,d’une con-
clusion et dune bibliographie.

Le présent mémoire est organisé comme suit:

e Dans le premier chapitre,nous allons rappeler brievement quelques notions sur la
théorie des graphes et certaines définitions essentielles.

e Dans le deuxiéme chapitre,en introduisant des concepts de chaine de Markov et le
lien avec la théorie des graphe, comme nous décrivons précisément les différent models
des graphes probabilistes.

e Dans le troisiéme chapitre en présentant quelques problemes d’optimisation et tech-
niques de résolutions pour chaque probléme.

e Enfin dans le quatriéme chapitre traite quelque problémes réels avec une modélisa-

tion.



CHAPITRE

1 Notations et notions de

bases

Ce chapitre a pour but de présenter les différentes notions relatives aux graphes, qui seront
largement utilisées dans les chapitres qui suivent. Les graphes sont utilisés pour représen-
ter les différents modeles dits graphiques (les réseaux bayésiens, les réseaux de contraintes
par exemple).Généralement les sommets de ces graphes seront associés aux variables des
modeles et les liens reliant les sommets seront associés aux différentes fonctions (tables
de probabilités conditionnelles ou de transitions,fonctions de cotits, contraintes . . . )
présentes dans les modéles. La théorie développée sur les graphes est importante, ici nous
n’en présentons qu’une petite partie, elle est utilisée dans certains algorithmes des mod-
éles graphiques pour les simplifier, les décomposer, établir des propriétés structurelles sur

ces modéles.

1.1 Graphes

C’est en 1822 que le mot graphe est introduit par I’Anglais J.J.Sylvester et en 1936 qui
parait le premier livre sur la théorie des graphes,écrit par D.Knig .Un graphe G = (V| F)
est un dessin géométrique défini par la donnée d’un ensemble de points (appelés sommets
ou noeuds), reliés entre eux par un ensemble de lignes ou de fleches (appelées arétes ou

arcs ) chaque arétes a pour extrémités deux points, éventuellement confondus.Des graphes
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permettent la modélisation des relations entre des objets. Formellement, il n’y a pas de
contraintes sur I’ensemble des arétes.Il est notamment possible que E contiennent des
arétes multiples entre deux sommets (et donc identiques ) ainsi que des boucles (e = (v, v))
qui relient un sommet v a lui -méme.

La taille d’'un graphe n est définie par le nombre de ses sommets.On écrit également
|V | et on note || E|| le nombre d’arétes,chaque aréte peut étre décrite par les sommets qu'’il
joint .On dit que le sommet v;et ve sont voisin si e = (v1, v2).Le nombre totale d’aréte
incidentes a un sommet est dénommé son degré. Il existe des graphes orientés et non
orientés. Dans les graphes orientés les arétes ont une direction et sont dénommeées arcs.

A la différence des graphes non orientés,l’arcs(vy, v3) n’est pas équivalent a 'arc (vs, vy).
Exemple 1.1.1 Le graphe associé a l’ensemble des arétes A = {(2,1);(2,2);(3,1);(3,2);(3,3);(3,4);

(4,1); (4,2);(4,3)}, et montré dans la figure 1.1.
Ce graphe est d’ordre n = 4 et de taille m = 9.

Figurel.1:Graphe

1.1.1 Deéfinitions et terminologies

1.1.2 Graphes non orientés

Un graphe simple G est un couple formé de deux ensembles : un ensembleV = (vy, Va,...,Un)

dont les éléments sont appelés sommets, et un ensemble £ = (ej,es,...,e,) partie de
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I’ensemble P, (V') des parties a deux éléments de V', dont les éléments sont appeles arétes.
On notera G = (V; E). Une aréte e de 'ensemble E est définie par une paire non-ordonnée
de sommets, appeles les extrémités de e. Si I'aréte e relie les sommets v; et vy, on dira
que ces sommets sont adjacents, ou incidents avec e, ou encore que 'aréte e est incidente

avec les sommets vy et vs.

Exemple 1.1.2 La figure 1.2 montre un graphe simple a 4 sommets .

(o
o

N
C

Figure 1.2 :Graphe non

orienté

1.1.3 Graphe orientés

On dit que G est un graphe orienté s’il y a une distinction entre les liens (u,v) et (v, u),
c’est-a-dire (u,v) # (v,u).Dans ce cas le lien est appelé un arc.On représente e = (u,v)
graphiquement par une fleche qui part de u pour joindre v qui sera la pointe de cette
fleche.Dans ce cas,v sera appelé un successeur de u (ou u est un prédécesseur de v ) et
chaque sommet peut avoir plusieurs successeurs et plusieurs prédécesseurs.On appelle une

boucle tout arc (u,u) dont ses extrémités se Coincident.

Exemple 1.1.3 La figure 1.3 montre un graphe orienté a 4 sommets.
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Figure 1.3:Graphe orienté

Sous-graphes et graphes partiels
Soit G = (V,E) un graphe (orienté ou pas) alors un graphe partiel de G est un
graphe G’ ayant pour sommets tous les sommets de G et pour arcs/arétes seulement un

sous-ensemble de A,ce qui s’écrit:

!

G =(V,E') avec E CFE

Un sous-graphe de G est un graphe G’ ayant pour sommets un sous-ensemble S’ des
sommets de G et en ne conservant que les arcs/arétes joignant les sommets de S* ce qui

s’écrit :

G =(5A) avec SCS et A={(zy)ecAzecS et yes}

Exemple 1.1.4 Le graphe partiel de G induit par A" = A\{(2,2);(3,2); (4,3)},et donné
par la figure 1.4.
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Figure 1.4:Graphe partiel

Le sous-graphe de G induit par S = {1;2;4},en supprimant le sommet 3 on supprime

les arcs {(3,1);(3,2);(3,3);(3,4); (4,3)},et montre dans la figure 1.5.

(< i

Figure 1.5:Sous-graphe.

Définition 1.1.1 Graphe complémentaire

Soit G = (V, E) un graphe simple, on peut difinir un graphe complémentaire G =
(V, E) comme suit :

u€E<:>u¢E
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C’est & dire:une arc (aréte) appartient au graphe complémentaire(G) si il n’appartient
pas au graphe initial G.

Degré d’un graphe

Soit G = (V, E) un graphe orienté on a :

e Le demi -degré extérieur d'un sommet x est égale au nombre d’arcs ayant le sommet
x comme extrémité initiale, on dit aussi le nombre d’arcs incidents extérieurs au sommet
2.0n le note :

di(x) = {e € E /I (e) =z}

e Le demi-degré intérieur d’un sommet x est égal au nombre d’arcs ayant le sommet x
comme extrémité terminale, on dit aussi le nombre d’arcs incidents intérieurs au sommet

2.0n le note:

dg(z) = {e € E /T (e) = x}|

e Le degré d’un sommet x est le nombre d’arcs ayant x comme extrémité initiale ou

terminale,on dit aussi le nombre d’arcs adjacents a . On le note

da(z) = di(z) + dg(2)
Théoréme 1.1.1 ( Lemme des poignées de mains)

Soit G = (S, A) un graphe de taille m alors les sommes des degrés entrants et sortants

des sommets de GG sont égales au nombre d’arcs

D dt (@) =) d (z)=m

€S z€S

En conséquence la somme des degrés est égale au double de nombre d’arcs

D d(z) = d(x) + > d (x) =2m

zeSs eSS zeSs

Preuve. chaque arc(x,y) compte deux fois dans la somme des degrés : une fois dans

d*(x) et une fois dans d~(y),d’ou le résultat:

D dt(x) =) d(z) = 21 = ) dx) =) d(z)+ ) d(x)=2m. m

€S €S €S €S €S
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¢ Voisinage d’un Sommet

Si uv € E,on dit que u est voisin de v et vice versa. On note N(u) 'ensemble de tous

les voisins de w :

N(u)={veX Juv e E}

De méme on définit un voisinage fermé comme suit :

Nu)={{ve X Juve E}U{v}}

Dans le cas orienté on distingue entre l’ensemble des successeurs et 1’ensemble des

prédécesseurs qui sont donnés comme suit:

r'j'\
~__/
O, JIO—"0

©®
Sommet 1 2 3 4 5
Les 2etd 4et3 5 3 3
successeurs
W+ )
Les 2etl 2:4ets let2 3
prédécesseurs
W- (x)

Relations d’Adjacence
Dans un graphe G,une aréte e reliant un sommet v a un sommet v est notée par UV
et dans ce cas on dit :

e u et v sont adjacents;

e 1 et v sont les extrémités de e, e incidente a u et v.Deux arétes sont dites adjacentes

si elles sont incidentes & un méme sommet.
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1.2 Chemins, chaines, cycles et circuits dans les graphes

La majeure partie des problémes modélisés en théorie des graphes repose sur la notion
de chemin. Cette notion est tout a fait intuitive, mais nous allons lui donner un sens
mathématique tres précis.

Soit G = (S, A) un graphe orienté (resp,non orienté), un chemin (resp,une chaine)
dans G est une liste de sommets C' = (g, x1, ..., zx) telle qu’il existe un aréte (resp.une
arc) entre chaque couple de sommets successifs de C'.Ce qui s’écrit:

o si G = (S5, A) est orienté alors Vi = 0,1, ..k — 1 ,(z;,2,41) € A

e si G = (5, A) est non-orienté alors Vi = 0,1,..k — 1 {x;, 2,41} € A

On appellera

e Chaine le nombre d’arcs/arétes du chemin.

e (chemin/chaine) simple un chemin/chaine dont tous les arcs/arétes sont dif-
férents.

e (chemin/chaine) élémentaire un chemin/chaine dont tous les sommets sont dif-
férents sauf peut étre le départ et arrivée (pour autoriser les circuits/cycles).

e circuit dans un graphe orienté un chemin simple finissant a sont point de départ.

e cycle dans un graphe non-orienté un chemin simple finissant & sont point de départ.
Théoréme 1.2.1 (lemme de Kining)

Soient u etv deux sommets distincts d’un graphe G. S’il existe un chemin de G reliant
u & v alors il existe un chemin élémentaire de u & v.
Preuve. On considére un chemin de u & v qui n’est pas élémentaire, il passe donc

deux fois par un méme sommet S, on est donc dans la situation suivante:

C=|zx,29,..., Sl,..._,S s Tn_1,Y
& supprimer
N’

la partie qu’on a supprimé est un cycle/circuit. Ensuite il suffit de recommencer tant

que le chemin n’est pas élémentaire. m

Remarque 1.2.1 Les circuits les plus simples sont les boucles et les doubles fléches:

10
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e Une boucle (z,x) est le plus court circuit possible.

e Une double fleche correspondant a deux arcs (z,y) et (y,x) donne aussi un circuit
(2, 9,7).

e Le chemin C' = (x) est de longueur nulle.Il ne correspond donc a aucun arc (c’est

cohérent puisque la boucle (x,z) # C) on parle alors plutot de chemin nul.

Exemple 1.2.1 Soit G = (S, A) un graphe

e (8,4,4): chemin simple mais pas élémentaire,longueur 2.
e (1;4;3;5;8;1): circuit élémentaire et simple,longueur 5.

e (1;4;7;6;2) : chemin élémentaireet simple,longueur 4.

(8,
(
(1
o (7:6;2;1;4;3;5;8;1;4;7) : circuit ni simple ni élémentaire,longueur 10.

1.3 Connexité et forte connexité dans les graphes

1.3.1 Connexité

Soit G = (S, A) un graphe tel que pour tout couple de sommets (z,y) il existe un chemin
de x vers y:

Ve,y€ S, 3z, € S,i=0,...,k,¢c = (xg,...,x;) chemin G et [xg =2 et x5 =y

alors on dira que

e (5 est connexe si G est non-orienté.

e (G est fortement connexe si G est orienté.

11
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e On appelle aussi composante (fortement) connexe un sous-graphe de G de taille

maximale qui est (fortement) connexe.

Figure 3.1: Graphe ayant trois composantes connexes

e Un graphe G = (X, E) est dite connexe si tous ses sommets ont deux & deux la
relation de connexité. Autrement dit,si G' contient une seule composante connexe.

Un graphe est connexe < il posséde une seul composante connexe.

Remarque 1.3.1 Pour trouver les composantes connexes d’un graphe est assez facile
mais pour trouver les composantes fortement connexes est plus difficile.On pourra utiliser

l’algorithme suivant :

Algorithme de recherche composante fortement connexe (cfc) :

Soit G un graphe orienté,un moyen de vérifier si ce graphe est fortement connexe est
d’appliquer un algorithme de marquage suivant,qui permet de déterminer toutes ses com-
posantes fortement connexe.

e Le principe:

L’idée de cet algorithme est de parcourir le graphe & partir d’'un sommet = dans le sens
direct (en suivant les fleches des arcs ) et dans le sens opposé (en suivant les fleches des
arcs en sens inverse),le premier ensemble obtenu regroupe les sommets accessibles a partir
de z ,le deuxiéme regroupe les sommets qui peuvent atteindre z. L’intersection de ces
deux ensembles forment ’ensemble des sommets qui a la fois peuvent atteindre x et sont
accessible a partir de .0n obtient ainsi la composante fortement connexe qui contient le

sommet x .

12
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e Enoncé:

Données:un graphe orienté G' = (X, U).

Résultat :le nombre k& de composantes fortement connexes de (G) ainsi que la liste
{C1,C5 ..., Cy} de ces composantes fortement connexes.

(0) Initialisation :

k=0 =X.

1
2)
.3) Marquer tous les prédécesseurs directs et indirects de = avec (—).
4) Poser k = k + let Cy 'ensemble des sommets marques avec (+) et (—).
5
on pose W =W — (.
(1.6) On teste si W = @
Si oui, terminer et aller & (2)
Sinon,aller a (1).
(2) Le nombre de composantes fortement connexes de (G) est k.
Chaque ensemble C; , i =1,...,k, correspond aux sommets d’une composante forte-
ment connexe de (G).
= Application :
Soit le graphe G = (V, E) suivant :

13
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G est connexe. Il a donc une seule composante connexe, I’ensemble de tous ses som-
mets. Nous allons d’abord trouver la composante fortement connexe qui contient le som-
met a. Rappel de I'algorithme:

e marquer par + et — le sommet A;

e marquer par + chaque successeur non marqué + d’un sommet marqué + ;

e marquer par — chaque prédécesseur non marqué — d’'un sommet marqué —;

e quand on ne peut plus marquer, les sommets marqués + et — constituent la com-

posante fortement connexe contenanta.

e La composante fortement connexe qui contient A est C; = {A, B, C'}. On retire les
sommets A, B et C' et les arcs qui leur sont adjacents, puis on recommence par exemple
avec le sommet D. On trouve que la composante fortement connexe qui contient D est

Cy = {D, E}.On retire ces sommets.Il n’y a plus que le sommet F.Ainsi,la troisiéme

14
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composante fortement connexe est C3 = {F'},donc le graphe réduit et donnée dans la

figure

C1 . Cs

Cz

1.4 Distance et diamétre dans les graphes

Dans un graphe G = (S, A) on appelle distance d’un sommet a un autre la longueur du

plus court chemin d’un sommet a I’autre,ou oo s’il n’y a pas de tel chemin:

k si plus court chemin de x vers y est de longueur k
Va,y € S,d(x,y) =

00 Sinon
e Le diameétre d’un graphe est la plus grande distance entre deux somme.
Remarque 1.4.1 Dans un graphe non-orienté d(zx,y) = d(y,z) mais ce n’est pas forcé-

ment vrai dans un graphe non-orienté, A noter aussi, la distance d’un sommet & lui méme

est toujours nulle (d(z,z) = 0)

Exemple 1.4.1 On concidére le méme graphe de ’exemple 1.2.1 donc la distance et le

diameétre:d(1,8) =4 et d(8,1) =1

Dans cet exemple nous sommes obligé de calculer tous les chemins possibles pour étre
str de trouver le plus court/long Nous consacrerons dans le 3 chapitre au probléme de

la recherche du plus cou rt chemin dans un graphe.
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1.5 Opération sur les graphes

1.5.1 Somme cartésienne de deux graphes

On appelle somme cartésienne de deux graphes G = (X (G), E(G)) et H = (X (H, E(H)),notée
G[H.

Le graphe dont 1’ensemble des sommets est le produit Cartésien X (G) x X (H) et/ou
deux sommets (u;u/) et (v;v/) sont adjacents si et seulement si I'une des propriétés suiv-

antes est vérifiée :

u=wvetunv € E(H)
ou

w € E(G) et ul = v/

La figure suivant montre la somme Cartésienne de deux graphes:

K2 + K4
Figure 5.1:Somme cartésienne de deux graphes.

On note que le nombre de sommets dans G x H est | X(G)|.|X(H)| et que le nombre
d’arétes est : | X(G)|. | X(H)|+ | X(H)|.|E(G)].
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1.5.2 Produit Cartésien de deux graphes

Le produit Cartésien de deux graphes G = (X(G).E(G)) et H = (X(H) x E(H)) est le

graphe note G x H .Deux sommets (u,v) et (u',v") sont adjacents si et seulement si

wi' € E(G) et vv € E(H).

1 3 (2,4) (2,3)
X
e
2 4 (1.4) (1.3)
Ko Ks K, X K4

Figure 5.2: Produit Cartésien de deux graphes.

1.5.3 Morphismes de graphes

Graphes Orientés
Soit G = (X, FE) et H = (T, B) deux graphes orientés. On dit qu'une application ¢ de
X dansT réalise un morphisme du graphe G vers le graphe H si elle vérifie la propriété

suivante:

(z,y) € E = (p(x),0(y)) € B

Si ¢ est une application injective,on dit que le graphe G s’injecte dans le graphe H.
On dit aussi parfois que le graphe H contient le graphe G.

Graphes non-Orientés

Si ¢ est une application injective, on dit que le graphe G s’injecte dans le graphe H.

On dit aussi parfois que le graphe H contient le graphe G.
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1.5.4 Isomorphisme de graphes

Soient G = (X, E) et G' = (X, F) deux graphes.S'’il existe une relation univoque m :
X — X' telle que (z1;29) € E,(m(z; \ m(z2)) € F,alors G et G’ sont isomorphes.

1.6 Représentations matricielles

Une matrice n x m est un tableau le nombres réels & n lignes et m colonnes ou n et m
sont des entiers naturels non nuls. n et m sont les dimensions de la matrice, une matrice
est symbolisée par une lettre écrite en majuscule, par exemple A, On note ’élément a;;
I’élément situé a l'intersection de la ligne i et de la colonne j ( La ligne i est toujours

nommeée en premier).

Exemple 1.6.1 Soit A est une matrice n x m, on la note comme suit :

all PR al] DY alm

anl ... Anm

1.6.1 Matrice d’adjacence

Les outils classiques d’algébre linéaire peuvent également étre utilisés pour coder les
graphes.La premiére idée consiste a considérer chaque arc comme un lien entre deux som-
mets. Considérons un graphe G = (X, F) comportant n sommets. La matrice d’adjacence
de G est égale a la matrice U = (u;;) de dimension n x n telle que
U 1, si(i,7) € U (c’est-a-dire (7, j) est une aréte)
v 0, sinon
Une telle matrice, ne contenant que des {0} et des {1} est appelée de maniére générale,une

Matrice Booléenne.Dans le cas d’un graphe simple non orienté, on concidére qu’a chaque
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aréte (i,j) correspondent deux arcs de la forme (7,j) et (j,7), dans ce cas la matrice

d’adjacence est symétrique.

c

Fig 6.1 : graphe quelconque.

Sa matrice d’adjacence est :

01111
001O0O0
M=100010
000O0O
10010

1.6.2 Matrice d’incidence

La seconde idée permettant une représentation matricielle d’un graphe exploite la relation
d’incidence entre arétes et sommets. Considérons un graphe orienté sans boucle G =
(X,U) comportant n sommets {x1,...,xz,} et m arétes {Ui, ..., U, }.On appelle matrice

d’incidence (aux arcs) de G la matrice M = (m;;) de dimension n x m telle que :
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+1,si z; est 'extrimité initiale de I'arc U;
mgj = —1si x; est 'extrimité terminale de I'arc U;
0, sinon.

Pour un graphe non orienté sans boucle, la matrice d’incidence (aux arétes) est définie

par:
1,51 z; est une éxtrémité de Uj;
mij = )
0 sinon
Proprieté:Quel que soit le graphe non orienté G & n sommets {x1, s, ,,,,z,},(n €

N*) et de matrice d’adjacence de A, le terme a;; de la matrice A? ou p € N* est égal au

nombre de chaine de longueur p qui relient les sommets z; et x;.

1.7 Fermeture transitive d’un graphe
Définition 1.7.1

On appelle fermeture transitive d’un graphe G = (S, A) le plus petit graphe G* transitif
et contenant G (c’est a dire tel que G soit un graphe partiel de G* = (S, B) avec A C B)
Etant donné un graphe G = (X, E),construire le graphe G* = (X, E™) tel que (z,y) € E*
il existe un chemin de G allant de z & y.G™ s’appelle la fermeture transitive de G.

Calculer la fermeture transitive du graphe

La fermeture transitive d’un graphe peut étre obtenue a partir de la matrice d’adjacence.
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1.7. Fermeture transitive d’un graphe

Théoréme 1.7.1 (fermeture transitive) Soit G = (S, A) un graphe de matrice d’adjacence

M et de fermeture transitive G*alors la matrice d’adjacence M* de G vérifie

k=1

Ou la somme (au sens de ’algebre de boole binaire) est en fait une somme finie.

Exemple 1.7.1 Calcul de la fermeture transitive via la matrice d’adjacence :

Fig 7.1-fermeture transitive de la matrice

d’adjacence.

00 0O0O0OTP

001000

010100
M=

1 00 00O

000101

00 0O0O0OF O
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000000 000000
011111 111100
) 111100 ) 5 111100

M+ M* = M =M+ M+ M° =
100 000 100000
100101 100101
000000 000000

000000

111100

111100

Car M*+ M*= = M*.

100000

100101

000000

1.8 Quelque types de graphes

Plusieurs types de graphes ont été définies par rapport a leurs propriétés structurelles.On a
les types suivantes présentées qui sont celles nous retrouverons plus tard, dans les chapitres

suivants.

1.8.1 graphe valué

Un graphe valué G = (S, A, v) est un graphe (S, A) muni d’une application v : A — R.
Le graphe peut étre représenté par la matrice des valuations :

W e M,(R) telle que

00 st (wi,xj) ¢ A

Wij —
v((zi,x5)) st (z,x5) € A

Pour un graphe valué on ajoutera sur le diagramme sagittal les valuations de chaque

arc ou aréte.
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Exemple 1.8.1 On calcule la matrice des valuations et d’adjacence de graphe suivant:

00 00 00 OO 00 00O

-2 3 o0 ™ 1 1 00
W = et A=

4 4 -1 2 1 111

-1 -1 -1 1 110

Figure 8.1: graphe valué orienté

1.8.2 Graphe complet

On appelle graphe complet un graphe dont tous les sommets sont adjacents. Un draphe
simple complet d’ordre n est noté K,,, le graphe de la figure 8.2 montre un graphe complet

K.

23



1.8. Quelque types de graphes

S c

Figure 8.2: Graphe complet.

1.8.3 Graphe planaire

Un graphe est dit planaire si on peut le dessiner sur un plan de telle fagon que les
arétes ne se coupent pas, en dehors de leurs extrémités.Ce type de graphe est parti-
culierement utilisé dans lesproblémes de circuits imprimés ( ces circuits,construits sur
des surfaces planes,constituent actuellement I’'une des limitations des développements de
I'informatique).

e Un graphe fini est planaire si et seulement si il ne contient pas de sous-graphe qui
est une expansion de K (la clique & 5 sommets) ou K3 3 (le graphe complet biparti a 3+ 3

sommets).

Exemple 1.8.2 Rendre le graphe suivant planaire il faut déplacer les sommets 2 et 4.

Figure 8.3-Graphe planaire.
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Figure 8.4-Graphe K5 et K33

1.8.4 Graphe biparti

Définition 1.8.1 Un graphe est dite biparti ses ’ensemble de si sommets peut étre réparti

en deux classes Xiet Xy telles que deux sommets de la méme classe ne soient pas adjacents.

On le note G = (X1, Xs,U) avec:

XiUXe =X

XlﬂXQIg

oSi | X;| = | X5| on dit que G est biparti équilibré.
eUn graphe G est dit biparti complet, si tout sommet de X; est adjacent a tout sommet

de X5.Si de plus le graphe G est simple,alors G est un graphe simple biparti -complet ,on
le note K, , avec | X;| =p et | X2| = q.

Exemple 1.8.3 La figure 8.5 montre un graphe biparti complet.
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Figure 8.5-Graphe biparti Complet

1.8.5 Hypercube

Hypercube de dimension n , noté @), est le graphe dont I’ensemble des sommet , est formé
de n - uples, binaires et deux sommets sont adjacents , si et seulement s’il différent exacte-
ment au une seul composante (coordonnée ). Notons que Qg = k; (sommet isolé),Q); = ko
(une chaine de longueur 1) et d’une maniére générale, (), peut étre défini récursivement
en utilisant la somme cartésienne par Q,,1 = @, [J ks ou bien Q,,1 = Q, L1 Q,.

e Un sommet s d'un graphe G est une "racine " (resp.une " antiracine " §'il existe un
chemin joignant s & chaque sommet du graphe G (resp .joignant chaque sommet de G a
s),a lexeption du sommet lui - méme.C’est -a-dire:Ve € X — {s},il existe un chemin de s

a x (resp.de z a s).

1.8.6 Arbre

Un arbre est un graphe G = (X, U) connexe et sans cycle. D’aprés la définition,un arbre
est un graphe simple sans boucles, ayant (n — 1) arcs.

On appellera:

e racine de ’arbre le seul sommet de GG qui n’a pas de prédécesseur.

e feuilles de ’arbre les sommets qui n’ont pas de successeur.
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e noeuds de P’arbre tous les autres sommets.

e branche de I’arbre tout chemin de la racine vers une feuille.
e descendant de z les successeurs de x.

e ascendant de x le prédécesseur de z.

Lorsque chaque sommet a au plus 2 successeurs on parle aussi d’arbre binaire.

Exemple 1.8.4 Représenter l’arbre de la figure 8.6 par une liste de prédécesseurs

; 0220
®+@§@>®
® ®
@>1)>(13>(1)

Figure 8.6 :Arbre

ePred= 0 1122 33 45799 10 11 13
e La racine du graphe est le sommet 1
e Les feuilles sont les sommets 8,14,12,6 et 15

e Une branche de l'arbre C' = (1,2,5,9,12) (chemin de la racine jusqu’a 12).

1.8.7 Polyarbre

Un polyarbre est un graphe orienté G = (X, U), connexe et acyclique tel qu'il existe au

maximum une chaine entre deux sommets de X.

1.8.8 Arborescence

U n graphe G = (X, U), avec | X| = n > 2 sommets est une arborescence de racine s si:
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» (G est un arbre.

» s est un racine de G.

1.8.9 Graphes triangulés

Un graphe non orienté G = (X, U) est triangulé si et seulement si chaque cycle de longueur

supérieure a quatre posséde une corde c’est-a-dire deux sommets non consécutifs dans le

cycle sont voisins.

Exemple 1.8.5 Soit les deux graphes suivantes:

A
I 1
| ~_ D E
) |
C| _—
- . P
L \\\'\ H "'\-\.\H.. ;#’.,.-' I
F N S G M‘r:
\\‘\ 4 F_,x"f '. H‘a,
7 e
J o e
K L

Figure 8.7: Un graphe non orienté.

ele graphe de la figure 8.7 n’est pas triangulé car dans le cycle [D E I H D] les
sommets D et I ne sont pas voisins dans le graphe ni les sommets F et H. De méme, le
cycle [H I K L H] n’admet pas de corde. Par contre dans le graphe de la figure8.8, pour

les mémes cycles, il existe bien des cordes,
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Figure 8.8: Un graphe simple.

ici {E,H} et {I, L}, ainsi que pour tous les autres cycles, le graphe est triangulé.

Remarque 1.8.1 Tout sous-graphe d’un graphe triangulé est triangulé.

1.8.10 Graphes pondérés

On dit qu’un graphe est pondéré si on affecté a chaque aréte un nombre positif (quel que
soit sa signification).

» Ce nombre positif est alors appelé poids de ’aréte.

» Le poids d'une chaine est la somme des poids des arétes qui la compose.

» La plus courte chaine entre deux sommets est la chaine de poids minimal entre ces

deux sommets.

1.8.11 Graphe étiqueté

Les graphes étiquetés,ou automates,ont donné lieu depuis une cinquantaine d’années a
une théorie mathématique abstraite, riche et diversifiée, possédant de nombreuses appli-
cations.On appelle graphe étiqueté un graphe ou toutes les arétes portent une étiquette
(lettre, mot, nombre,symbole, code,...). Ces symboles sont appelés des étiquettes. Soit G
un graphe orienté étiqueté ot un sommet est marqué début (D) et un autre fin (F'). Dans

un graphe étiqueté,une suite d’étiquettes est un mot reconnu par le graphe s’il existe une
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chaine telle que chacune des étiquettes soit associée (dans 'ordre) & une aréte de cette

chaine.Sinon,le mot est dit refusé.

Exemple 1.8.6 On considére le graphe étiqueté de la figure 8.7 :

B S

Figure 8.7:Mots reconnus par un graphe orienté.

» Les mots ALLUME et AROME sont reconnus par ce graphe, mais pas le mot
ARME.
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CHAPITRE
2 Modéles graphiques
probabilistes

2.1 Introduction

Les modéles graphiques probabilistes sont des représentations graphiques de distributions
de probabilité, qui ont des propriétés tres utiles et qui rendent la manipulation algébrique
des modeéles probabilistes plus facile.L’intérét de 1'utilisation des graphes est double:

— les graphes permettent de construire des systémes complexes basés sur la combinaison
de sous-graphes simples qui sont reliés par des relations;

— les graphes sont une structure de données associée a plusieurs algorithmes effi-
caces.Dans le reste de cette section, certains concepts importants liés aux modeéles graphiques
probabilistes sont introduits.

Les modéles graphiques portent de nombreux noms :réseaux de croyance, réseaux prob-
abilistes,réseaux d’indépendance probabiliste ou encore réseaux bayésiens.Il s’agit d’un
formalisme pour représenter de facon factorisée une distribution jointe de probabilités sur
un ensemble de variables aléatoires.Ils ont révolutionné le développement des systemes
intelligents dans de nombreux domaines.Ils sont le mariage entre la théorie des probabil-
ités et la théorie des graphes.Ils apportent des outils naturels permettant de traiter deux
grands problémes couramment rencontrés en intelligence artificielle,en mathématiques ap-

pliquées: I'incertitude et la complexité.lls jouent en particulier un réle grandissant dans la
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conception et lanalyse d’algorithmes liés au raisonnement ou a apprentissage [Jordan,
1999],[Becker and Naim, 1999], [Dawid, 1992].Donc ce chapitre a pour but de présen-
ter, de maniére superficielle, deux modeéles graphiques probabilistes que sont les réseaux
bayésiens et les chaines de Markov. Avant de pouvoir les présenter nous rappelons les

notions essentielles de probabilités pour leur compréhension.

2.2 Notions de probabilités

La théorie des probabilités a pour objectif de modéliser ce qui n’est pas déterminé a
I'avance (par exemple un lancer de dé). La théorie des probabilités ne va pas permettre de
prédire quelle issue va se réaliser mais quelle chance a chaque issue de se réaliser. Ainsi,
nous allons associer & chaque issue possible un nombre entre 0 et 1 qui traduit notre
estimation des chances que cette issue a de seréaliser,on appelle ce nombre la probabilité

de cette issue. On appelle événement un ensemble d’issues.

2.2.1 Définitions principales

Soient {2 un ensemble fini non vide, E une famille d’événements observables sur €). On

appelle probabilité sur (€2, ¢) toute fonction P : e — [0, 1] vérifiant :
1. P(Q)=1.
2. Pour toute suite (4;); 1 d’événements de ¢ deux a deux disjoints :(Vi, j, 4; N A; =
oo
) (U Aj) = ;P(Ai).

3. Le triple (Q,e, P) s’appelle espace probabilisé.

Une variable aléatoire est une fonction X définie sur §2
X:Q— DX
w— X(Q)
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Pour =z € Dx on note alors {X = x} I'événement {w € Q|X(w) = z}.Dx est le
domaine de définition de X .Donc une variable aléatoire n’est rien d’autre qu’une fonction
classique. Elle permet de caractériser des événements par une valeur. On parle de variable
aléatoire a valeurs discrétes ou variable aléatoire discréte lorsque le domaine de définition
de la variable aléatoire est fini.

Dans ce chapitre ’ensemble 2 est fini, les variables aléatoires sont toujours considérées
comme discreétes. La plupart des ensembles seront représentés par une lettre en gras
(S,X,...). Pour les ensembles de variables,nous noterons Dx le produit cartésien des
domaines des variables composant 1’ensemble X.

La distribution de la loi de X est x — P(X = z). Pour connaitre la loi d’une variable
aléatoire il faut connaitre ’ensemble de ses valeurs possibles et la probabilité avec laquelle

elle réalise chaque valeur.

2.2.2 Propriétés générales d’une probabilité
Toute probabilité P sur (2, ¢) vérifie les propriétés suivantes:
1. P(@)=0.
2. Si(AnB)=9,P(AUB) = P(A) + P(B).

3. Siles A;(1 <i < n)sont deux & deux disjoints:
P(JA;) =) P(4).
i=1

2.2.3 Probabilités sur plusieurs variables
e Probabilité jointe

Soient X et Y deux variables aléatoires sur le méme univers §2,la probabilité jointe de X
et Y est la fonction définie sur D y xD y par
P:Dx x DY —[0,1]
(z,y) = P(z,y) ou P(z,y) = P{X =z} U{Y =y})
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Cette définition peut étre étendue a tout ensemble fini de variables aléatoires. La

distribution jointe est définie par:

11789

S A(x S

€D x1=1

P( Xl??axn)

e Probabilité marginale

Soient U un ensemble fini, non vide de variables aléatoires, V' C U un sous-ensemble non
vide, et la probabilité jointe sur les variables deU. On appelle marginalisation de P sur

V la fonction

Yv € D,, P(v) = Z P(v,v

v'eD

v

)

Cette fonction est la probabilité jointe des variables V.

2.2.4 Probabilités conditionnelles, Indépendance
e Probabilité conditionnelle

Soit deux événements A et M ,on suppose que M s’est produit (donc P(M) # 0). Alors s’il
existe un lien (de cause et effets) entre A et M ,cette information va modifier la probabilité
de A.P(A|M) est la probabilité de A conditionnellement & M ou sachant M et elle est
définie comme suit :

P(A, M)

PAIM) =~

P(A|M) définit bien une probabilité. Remarquons que si A et M sont indépendants,

alors la connaissance de M n’apporte rien sur la connaissance de A.
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e Indépendance conditionnelle

L’indépendance conditionnelle est un concept trés important pour les distributions de
probabilités portant sur plusieurs variables.Elle permet de simplifier la structure d’un
modeéle graphique et les calculs nécessaires pour faire de I'inférence ou de 'apprentissage.La
propriété d’indépendance conditionnelle d’une distribution jointe peut étre directement

lue sur le modéle graphique.

Définition 2.2.1 Soit trois variables aléatoires A,B et C',on suppose que la distribution

conditionnelle de A sachant B et C' est telle,qu’elle ne dépend pas de la valeur de B:

P(A|B,C) = P(A|C)

» On dit que A est conditionnellement indépendant de B étant donné C'. Si A est
conditionnellement indépendant de B étant donné C, alors la distribution jointe de A et
B conditionnées sur C' vaut : P(A, B|C) = P(A|B,C)P(B|C) = P(A|C)P(B|C)

Cela signifie que conditionnées sur Cles variables A et B sont statistiquement in-

dépendantes.

2.2.5 Quelques régles de base en probabilité

Définition 2.2.2 Soient N événements My, .., My complets et mutuellement exclusifs.

La régle de la somme est définie par

P(A) = 3 P(A, My)

K=1

Définition 2.2.3 La régle du produit est définie par

P(A, B) = P(A|B) x P(B) = P(B|A) x P(A)

Définition 2.2.4 La régle de Bayes est définie par
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P(M;,A) _ P(A|M;) x P(M;)
PO ==py == @)

» P(M;) est la probabilité a priori de M,;.

» P(A|M;) est la probabilité de A conditionnellement a M;(vraisemblance).
» P(M;|A) est la probabilité a posteriori de M; (conditionnellement a A).

Théoréme 2.2.1 Probabilités totales

Soient N événements M, .., My complets et mutuellement exclusifs,alors:

P(A) = ZP(/HMJ x P(M;)

K=1

Théoréme 2.2.2 Bayes
Soient N événements M, .., My complets et mutuellement exclusifs,alors:

. P(A|M;) x P(M;)
) P(AIMK) x P(Mg)

P(M;|A)

Exemple 2.2.1 Un lot contient 3% de piéces défectueuses.

a) on préleéve au hasard un échantillon de 10 piéces. Les pieces étant trés nombreuses,
on admet que le tirage peut étre considéré comme fait au hasard et avec remise.Soit X la
variable aléatoire "nombre de piéces défectueuses dans 1’échantillon”.

» La probabilité pour qu'une piéce soit défectueuse est p = 0, 03.

» La loi de probabilité de X est la loi binomiale de moyenne < X >=np =10x0,03 =
0,3 et d’écart-type o = (npq)®® = 0,54 donc p(X = k) = C %,(0,03)% (0,97)10-*.

» En particulier p(X = 0) = (0,97)1°=0,737 et p(X > 1) =1 —p(X =0) = 0,263

b) On controdle toutes les piéces mais le mécanisme de controle est aléatoire Une piece
bonne est acceptée avec une probabilité de 0,98, une piece défectueuse est refusée avec

une probabilité de 0,99.Controle des piéces
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acceptée et bonne
/ 0,506
_refusée

I:-nnne
. 0471
refusee et bonne
0,0194
pigce pigce
acceptée et mauvaise 0
\ / e 0,9509
mauyaise

acceptée

h refusee ef mauvaise

00287

e La probabilité de refuser une piéce a tort est p(bonne si refusée) = p(refusée et
bonne) /p(refusée) = 0, 4.
e La probabilité d’accepter une piece a tort est p(mauvaise si acceptée) = p(acceptée

et mauvaise) /p(acceptée) = 0, 0003.

2.3 Les graphes probabilistes

Un graphe probabiliste est un graphe orienté et pondéré dans lequel :
e il y a au plus un arc d'un sommet a I'autre.

e la somme des poids des arcs issus d’un méme sommet est égale a 1.

1. Les poids des arcs sont alors des probabilités (nombres réels compris entre 0 et 1).

2. Un graphe probabiliste indique les différents états possibles d’un systéme (sommets
du graphe) et les probabilités de passage d’un état a l'autre (poids des arcs),comme
il est possible de rester dans le méme état,un graphe probabiliste peut avoir des

boucles.La figure 2.1 montre un graphe probabiliste.
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2.4. Matrice de transition

Figure 2.1:Graphe probabiliste.

2.4 Matrice de transition

Soit G un graphe probabiliste d’ordre n dont les sommets sont numérotés de 1 & n.La
matrice de transition M de G est la matrice carrée d’ordre n telle que m;; est égal a la

probabilité portée par I'arc reliant le sommet ¢ au sommet j s’il existe et 0 sinon.

Exemple 2.4.1 La matrice de transition de graphe de la figure 2.1 est :

0,44 0,38 0,18
mi; = 0,04 0,93 0,03
0,05 0,09 0,86
Propriété:Le produit de deux matrices de transition est une matrice de transition.

En particulier,si T" est une matrice de transition, 7™ est aussi une matrice de transition.

2.4.1 Etat probabiliste

L’état probabiliste d’un systéme est une loi de probabilité définie sur I’ensemble des états

possibles. Cette loi sera représentée par une matrice ligne.L.’état probabiliste a I’étape n
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2.4. Matrice de transition

est une matrice ligne de la forme P, = [a,, b,] pour deux états ou P, = [a, b, ¢,] pour
trois états telle que la somme des termes est égale a 1.

Proprietés:

1. Soit M la matrice de transition d’'un graphe probabiliste, P, 1’état probabiliste
initial, P, .I’état probabiliste & I’étape n et P, ’état probabiliste & I’étape n+1.0n
a pour tout entier n:

Py =P, x M.

2. Soit M la matrice de transition d’un graphe probabiliste ayant 2 sommets, P, la
matrice ligne décrivant 1’état probabiliste initial et P, la matrice ligne décrivant

I’état probabiliste a I’étape n.On a,pour tout entier n : P, = Py x M"

Remarque 2.4.1 On admet que ces propriétées restent vraies pour les graphes prob-

abilistes ayant trois sommets ou plus.

Soit la matrice de transition suivante :

0,6 0,4
0,2 0,8
» L’état probabiliste initial est doncFPy = (0,1  0,9).
» On a donc,par exemple,P, = Py x M = (0,24 0,76).
» On a aussi, par exemple,P, = Py x M? = (0,296 0,704).

2.4.2 Etat stable

On dit qu’'un état probabiliste P est stable s’il reste le méme dans la répétition de

I’expérience décrite par le graphe probabiliste de matrice de transition M ,c’est-a-dire
PxM=P

Pour tout graphe probabiliste d’ordre 2 dont la matrice de transition M ne comporte

pas de zéro, I’état probabiliste P, converge toujours vers ’état stable P vérifiant
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2.5. Quelques Modéles graphiques probabilistes.

P x M = P, indépendamment de I’état probabiliste initial Py ’état P est appelé état

stable du systeme.

Exemple 2.4.2 Soit la matrice de transition :

0,7 0,3
0,2 0,8

M =

e [’¢état initial Py = (0,4 0,6).

e On a donc, par exemple, P, = Py x M = (0,4 0,6).

e On a aussi, par exemple, P, = Py x M? = (0,4  0,6).

De proche en proche que, P, = F, pour tout entier naturel n. L’état d ecrit par la

matrice Py est donc un “etat stable.

2.5 Quelques Modéles graphiques probabilistes.

2.5.1 Modéle Graphique Probabiliste

Un modele graphique probabiliste est un triplet (X, D, F) avec X = {X7, ..., X;,},un en-
semble de variables, D = {Dx,, ..., Dx, } ,un ensemble de domaines finis,et F = { f1, ..., f; },un
ensemble de fonctions a valeurs réelles positives,chacune est définie sur un sous-ensemble
de variables S; C X (i.e.la portée).Les PGM couvrent les réseaux Bayésiens,et les chaines
de Markov,que nous présentons en partie dans les sections suivantes, la figure 5.1 montre

un modéle graphique orienté.
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2.5. Quelques Modéles graphiques probabilistes.

C

Figure 5.1 :Modéle

graphique orienté

La figure 5.2 montre un mdéle de graphe non orienté.

O

C D

Figure 5.2 Modele

graphique non orienté

2.5.2 Réseaux bayésiens

Les réseaux bayésiens sont un modele graphique orienté et sans circuit, sont utiles pour
exprimer des relations de cause a effet ils entre les variables du modeéle graphique,et ils
sont souvent utilisés pour faire du raisonnement a partir d’informations incomplétes.Le
raisonnement & partir de données incomplétes est I’étape d’inférence.Les réseaux bayésiens
représentent graphiquement les indépendances conditionnelles entre les variables. Donc les
réseaux bayésiens sont généralement définis a partir des variables aléatoires (qui forment

les nceuds du graphe) et un ensemble de tables de probabilités conditionnelles.
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2.5. Quelques Modéles graphiques probabilistes.

La figure suivante représente un réseau bayésien contenant cinq variables.Il décrit par
les saisons de 'année(X;) si la pluie tombe (Xj), si 'arrosage est en marche(Xs), si
le chemin est mouillé (X4) et si le chemin est glissant (X5).Toutes ces variables sont
binaires.L.’absence d’arc allant de X; & X4 signifie que la saison n’influe pas directement
sur I’état mouillé ou non du chemin.Ainsi le graphe indique que la probabilité jointe des

cing variables se décompose de la facon suivante:

P(X1, ..., X5) = P(X1)-P(Xa|X1)-P(X5|X1) - P(X4| X2, X3)-P(X5|X4)

Les tables de probabilités conditionnelles associées sont données & la figure 5.3. Par
exemple,sachant que nous sommes en été (X ; = été),nous avons une probabilité de 0.2

qu’il pleuve (X o = oui).

Saison|&té hiver)

= &té hiver
% 04 06

Amosage(onoff X

Pluie(oui,non)

X:=oui non
gté 02 0.8

Xy=hiver 075 &

Xs=o0n off
X = été 09 0.
X, = hiver 02 08

Xz Xq =

Xa

Chemin mouilié{oui,non] X,= oui non
Xa=on (1% LS
X;=off |04 E%

Xo=non ii gﬂ Dt? i

¥, =0ui

Chemin glissantiouinon) X5 = oui  non

¥,=oui 07 03
¥, =non 0 1

Figure 5.3:Un réseau bayésien représentant les dépendances

entre 5 variable
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2.5. Quelques Modéles graphiques probabilistes.

2.5.3 Chaines de Markov

Une chaine de Markov est une suite de variables aléatoires (X,,, n € N) qui permet de
modéliser 1’évolution dynamique d’un systéme aléatoire : X,, représente 1’état du systéme a
Iinstant n.La propriété fondamentale des chaines de Markov,dite propriété de Markov,est

que son évolution future ne dépend du passé qu’au travers de sa valeur actuelle.

Définition 2.5.1 Un processus aléatoire {X;} définie sur un espace d’états S satisfait la

propriété de Markov si :Pour tout sous ensemble I de S .

P(X.t+At € I/Xu,O <u< t) = P(X—tJrAt/X-t);VA’U, > 0

Un processus aléatoire vérifiant la propriété précédente est appelé processus Markovien.
Formellement,une chaine de Markov vérifie la propriété de Markov,a savoir,Sachant le
présent,le futur est un dépendant du passé.Dans la suite de ce chapitre nous nous intéres-
sons aux chaine de Markov discrétes.Pour de tels processus la définition se simplifie car

I’espace des étapes est dénombrable.

Définition 2.5.2 Soit {X,,} une suite de variables aléatoires de (2, A, P) dans un espace
fini ou dénombrable appelé espace des états.On dit que{X,}n € N est une chaine de

Markov si :

P(X_n+l :j/XO — Z,XZ - il; 7Xn - Z) — P(Xn+1 — .]/Xn — Z)

Si de plus,P(X,+1 = j / X,, = i) ne dépend pas de n,alors la chaine de Markov est

dit homogene si :

P(X,=j/Xpq=i=-=PXs=j/Xy=i) = P(Xy=j/Xq = 1))

e Probabilité de transition et matrice de passage

La probabilité P;; est appelée probabilité de transition ou bien de passage de l'état i

a l'état j.On peut présenter ces probabilités sous forme matricielle appelé matrice de
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2.5. Quelques Modéles graphiques probabilistes.

transition.Cette matrice est une matrice stochastique.Soit (X¢):c; une chaine de Markov.

Les expressions:

pij(s,t) = P(X; =j|X,=1),0<s<t, i,jeFE

sont les probabilités de transition de la chaine.Sous forme matricielle nous avons

Pis,t)y=| . . . Py(st)

qu’on appel matrice de transition.
Définition 2.5.3 Une matrice (Pij)1<i j<n Stochastique si et seulement si :

1.P; > 0;Vi, .

2.) Py =1Vi.
J

Pour une chaine de Markov donnée,l’équation de Chapman-Kolmogorov

pij(s;t) = ZR‘,K(S’U)PK,]‘(UJ), s<u<t
KeE

nous permet de montrer que (dans le cas homogene)
P(s+t) = P(s)P(t)

e Classification des états

Les états d’une chaine de Markov se classifient en fonction de la possibilité qu’a la chaine

d’atteindre les uns a partir des autres.
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2.5. Quelques Modéles graphiques probabilistes.

» Accessible: j est accessible depuis ¢ si il existe un chemin dans le diagramme
de transition,partant de ¢ et arrivant en j. Ceci se traduit également en termes des
probabilités de transition en m pas et des probabilités de premier passage.

» Communiquent:On dit que deux états i et j communiquent si chacun est accessible
depuis l'autre.

—> La relation de communication est symétrique et transitive,mais elle n’est pas
nécessairement réflexive (quand la chaine quitte un état i elle peut ne jamais revenir).

» Irréductible:On appelle classe irréductible tout sous ensemble d’états,maximal au
sens de 'inclusion,composé d’états qui communiquent deux a deux.

= Si tous les états de F communiquent deux & deux,F tout entier est la seule classe
irréductible.On dit alors que la chaine est irréductible.

»Ergodicité:T' étant une matrice de transition,T" est dite réguliére (ou fortement
ergodique) si,a partir d’'une certaine puissance n,tous les éléments de 7T;, sont strictement
positifs.

»Périodique:L’état i est dit périodique de période & > 1 si tous les entiers m tels
que pgn ) > 0 sont multiples de £ Un état qui n’admet pas de période est dit apériodique.

=Si ¢ est périodique de période k et communique avecj,on démontre que j est égale-
ment de période k.Les classes irréductibles périodiques constituent un cas particulier que

I’on ne rencontre pas dans les applications.

2.5.4 Lien entre chaines de Markov et théorie des graphes

Dans le cas d’une chaine de Markov ou I’ensemble E (appelé ensemble des états) est fini,
on peut représenter la chaine sous forme graphique. En effet,les sommets représentent
les états de la chaine et les arrétes représentent les probabilités de transition. Ainsi,en

connaissant la matrice de transition,on peut déterminer le graphe associé a la chaine.

Exemple 2.5.1 Si nous avons E = {a, b}, que la probabilité de passer de a a b (ou de b

aa) est % et la probabilité de rester en a ou b est aussi %,la matrice de transition sera
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2.5. Quelques Modéles graphiques probabilistes.

P =

N= N[

1
2
1
2
et le graphe associé montre dans la figure 5.4.

Fig 5.4 : Un graphe probabiliste
d’ordre 2.

Remarque 2.5.1 On dit qu’une chaine est irréductible si son graphe associé ne posséde
qu’une composante connexe. Nous tentons ici d’amener le lecteur a la découverte d’un

lien entre le graphe

d’une chaine de Markov et sa loi stationnaire.Pour se faire,nous devons encore intro-

duire deux définitions qui vont nous mener au théoréme final de ce chapitre.

Définition 2.5.4 On dit que T; est le temps de premier passage dans l’état i si

T, =inf {n>1,X, =i}

Le temps moyen de premier retour en ¢ est défini comme

EA(Ty).
On dira qu'une chaine est positivement récurrente si pour tous les états i on a la

propriété suivante
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2.5. Quelques Modéles graphiques probabilistes.

Théoréme 2.5.1 Une chaine de Markov irréductible est positivement récurrente si et
seulement si elle posséde une unique loi stationnaire.Cela signifie que pour une chaine

de Markov possédant une composante connexe dans son graphe,il y a une loi stationnaire

UNIQUE.
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CHAPITRE

Problémes d’optimisation

pour les graphes valués

Les graphes permettent de manipuler plus facilement des objets et leurs relations avec
une représentation graphique naturelle. Beaucoup de problémes peuvent étre modéliser
en utilisant des graphes valués. Les problémes de cheminement dans les graphes,en par-
ticulier la recherche du plus court chemin,comptent parmi les problémes les plus anciens
de la théorie des graphes et les plus importants par leurs application. Dans ce chapitre
nous allons rappeler brievement quelques problémes d’optimisations pour les quelles nous
donnons quelque algorithmes de résolutions pour chaque probleme. Parmi les problemes
nous citons:Probléme du plus court chemin, Probléme de ’arbre couvrant de poids mini-

mum,Probléme d’affectation,Probléme d’ordonnancement.

3.1 Probléme de ’arbre couvrant de poids minimum

Le probléme de I'arbre couvrant,consiste & étudier le probléme de ’arbre couvrant de
poids minimum,qui joue un roéle important dans ’optimisation combinatoire et il figure
parmi les problémes les plus étudiés dans la littérature. Pour avoir un apercu sur ses
propriétés et les algorithmes qui permettent de le résoudre,et dans le cas des graphes

non-orientés on s’intéresse aussi aux arbres couvrants.
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3.1. Probléme de ’arbre couvrant de poids minimum

Soit G = (X, U) un graphe on appelle arbre couvrant de G un graphe G’ = (X, U’)
graphe partiel de G qui est un arbre.Cet arbre peut étre obtenu par ’algorithme de

Kruskal ou I'algorithme de Prim.

3.1.1 Algorithme de Kruskal

Si on assosie & chaque arc d'un graphe G = (X, U) une valeur (un poids ).Le probléme de
colit minimum consiste a trouver un sous graphe qui est un arbre,dont la somme des poids
des arcs est minimale. En 1956 ,J,B,Kruskal a donné un algorithme qui permet de résoudre
un tel probléeme. L’idée de 'algorithme de Kruskal est tout d’abord de numéroter les arcs
par ordre des poids croissants.Ensuite de construire progressivement I’arbre A en ajoutant
dans leurs ordre,les arcs un par un.Un arcs est ajouté si seulement si son adjonction a A
ne determine pas de cycle,c’est a dire si A ne perd pas sa notion d’arbre,sinon on passe a
I’arcs suivant dans ’ordre de la numérotation .
Enoncé :
» Données:un graphe valué G = (X, U, ¢).
Résultat :ensemble d’arcs W .
(0) Initialisation :
Numéroter les arcs de G dans 'ordre des poids croissants :
c(ur) < clug) <...... < c(Um)
soit W =g;1=1
(1) si (X, W U {u1}) contient un cycle aller en (3)
sinon aller en (2)
(2) on pose W := W U {u;} aller en (3)
(3) sii=m terminé ,
A = (X, W) est 'arbre de poids minimum c¢(W) = Z c(u;) pour u; € W
sinon ¢ := ¢ + 1 aller en (1)

L’algorithme s’arréte lorsque le nombre d’arcs retenus est égal a n — 1.
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3.1. Probléme de ’arbre couvrant de poids minimum

3.1.2 Algorithme de PRIM

L’algorithme de Prim, est un algorithme qui permet de trouver un arbre couvrant minimal
dans un graphe connexe valué et non orienté. En d’autres termes, cet algorithme trouve
un sous-ensemble d’arétes formant un arbre sur ’ensemble des sommets du graphe initial,
et tel que la somme des poids de ces arétes soit minimale. Si le graphe n’est pas connexe,
alors I'algorithme ne déterminera ’arbre couvrant minimal que d’une composante connexe

du graphe. Il a été congu en 1957 par Robert C.Prim.

Principe de P’algorithme de PRIM :

L’algorithme consiste & choisir arbitrairement un sommet et a faire croitre un arbre a partir

de ce sommet.Chaque augmentation se fait de la maniére la plus économique possible.

Enoncé de I’Algorithme de PRIM :

=Données:Soit G = (X, E, P) un graphe probabiliste,

Soit I I’ensemble de nceuds déja inclus dans ’arbre et NI ’ensemble de nceuds non
encore inclus,

(0).Initialisation :/ = (), NI = Pensemble de tous les nceuds;

(1). Mettre le nceud de d” epart dans I ;

(2). Si larbre est connexe alors Aller au (5);

(3). Trouver un noeud de NI dont la distance & un noeud quelconque a de I est minimal.

On relié ce noeud a au b et faire I =1 Ub, NI = NI — b,

(4). Aller au (3);

(5).Fin.

—> Le critere d’arréte : L’algorithme s’arréte lorsque le nombre d’arcs retenus est
égal a n.

—>Résultat :Trouver un arbre couvrant de poids minimum deG.

Parbre couvrante de poids minimum associé au graphe de la figure 3.1 :
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3.1. Probléme de ’arbre couvrant de poids minimum

Fig 3.1—Graphe

probabiliste non

orienté.

Initialisation :

Soit :I = ()

NT={(1,2), (1,4), (1,5), (2,3), (2:4), (3,4), (3,5), (4, 5)}

1" Itération :

On a:es = (1,4) avec p(1,4) = 0.1 < p(1,2) = 0.4 < p(1,5) = 0.5;
Soit I = TU{e2} ={(1,4)};

Le graphe G = (X, NI) n’est pas connexe, on pose alors :

I={(14)}
NI = {(27 3)7 (27 4)7 (3?4)7 (37 5)? (47 5)}7
I =1.

2¢me Ttération :

On a :e5 = (2,4);

Soit I =TU{es} ={(1,4)}Uu{(2,4)};

Le graphe G = (X, NI) n’est pas connexe, on pose alors :
I={(1,4), 2,9}

NI ={(3,4),(3,5),(4,5)};

|| = 2.
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3.1. Probléme de ’arbre couvrant de poids minimum

Aprés 'application de tous les iterations de 1’algorithme, on obtient un arbre couvrant

minimal est représenté par le graphe A = (X, NI), avec|[l[|=n—-1=5—-1=4.

Fig 3.2- Arbre couvrant

minimale

Théoréme 3.1.1 Soit G un graphe valué connexe. Les algorithme de Kruskal et de Prim

donnent un arbre recouvrant de poids minimal.

Preuve. Algorithme de Kruskal

Nous allons montrer qu’a I’étape 7, il existe un arbre recouvrant de poids minimal de
G contenant le graphe A par récurrence sur 7. Si i = 0,alors A est formé des sommets
de G et d’aucune aréte,donc est inclus dans tous les arbres recouvrant de poids minimal
de G.Supposons le résultat vrai a I’étape ¢ — 1.Soit alors un arbre recouvrant de poids
minimal #,contenant le sous-graphe obtenu a ’étape ¢ — 1.S’il contient ’aréte ajoutée a
I’étape i, cet arbre convient.Sinon,considérons le sous-graphe de G formé de t et de I'aréte
ajoutée a l’étape . Il contient n arétes,car ¢ en contient n — 1,donc il contient un cycle.
Comme ¢ ne contient pas de cycle,ce cycle contient ’aréte ajoutée a ’étape i. Si toutes les
autres arétes de ce cycle sont dans le sous-graphe de 1’étape ¢ — 1,alors ’aréte ajoutée a
I’étape ¢ ne relie pas deux composantes connexes du sous-graphe de ’étape ¢ — 1:contredit
I’algorithme. Donc le cyle contient ’aréte de ’étaper et au moins une autre aréte qui n’est
pas dans le graphe de I’étape ¢ — 1. Par le choix de ’algorithme,cette aréte est de poids
supérieur a celui de I'aréte de 1’étape i. En retirant cette aréte det et en ajoutant I’aréte

, . . . . ’ . . , . N .
de I’étape i, on obtient ainsi un sous-arbre recouvrant t de poids inférieur a celui de t:
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3.1. Probléme de ’arbre couvrant de poids minimum

il s’agit donc d’un sous-arbre recouvrant de poids minimal, contenant le sous-graphe de

I’étape 1.

étgpa -1 &tape i-1

Fig 3.3-Sous-arbre recouvrant de poids minimal.

A Tétape n — 1, le sous-graphe obtenu est donc inclus dans un sous-arbre recou-
vrant de poids minimum et contient autant d’arétes:c’est le sous-arbre recouvrant. Donc
I’algorithme fonctionne.

Algorithme de Prim.

Nous allons montrer qu’a I'étape i, il existe un arbre recouvrant de poids minimal
de G contenant le graphe A par récurrence sur ¢. Si ¢ = 0, alors A est formé d’un seul
sommet de G et d’aucune aréte, donc est inclus dans tous les arbres recouvrant de poids
minimal de G. Supposons le résultat vrai a ’étape ¢ — 1.Soit alors un arbre recouvrant
de poids minimal t,contenant le sous-graphe obtenu a I’étape ¢ — 1. S’il contient I'aréte
ajoutée a I’étape 1, cet arbre convient.Sinon,considérons le sous-graphe de G formé de t et
de l'aréte ajoutée a I’étape ¢. Il contient n arétes, car ¢ en contient n — 1,donc il contient
un cycle. Comme t ne contient pas de cycle, ce cycle contient I’aréte ajoutée a 1’étape i.
Si toutes les autres arétes de ce cycle sont dans le sous-graphe de I’étape ¢ — 1, alors I'aréte
ajoutée a ’étape 7 ne relie pas un sommet du graphe de ’étape ¢ & un nouveau sommet
: contredit ’algorithme. Donc le cyle contient ’aréte de ’étape ¢ et au moins une autre
aréte qui n’est pas dans le graphe de I’étapei — 1. Par le choix de 'algorithme, cette aréte

est de poids supérieur a celui de I'aréte de ’étape i. En retirant cette aréte de t et en
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ajoutant 'aréte de 1’étapei, on obtient ainsi un sous-arbre recouvrant ¢’ de poids inférieur
a celui de t : il s’agit donc d’un sous-arbre recouvrant de poids minimum, contenant le
sous-graphe de ’étape i. A I'étape n — 1, le sous-graphe obtenu est donc inclus dans un
sous-arbre recouvrant de poids minimal et contient autant d’arétes : c’est le sous-arbre

recouvrant. Donc l'algorithme fonctionne. =

3.2 Probléme du plus court chemin

Le probléme de la recherche du plus court chemin dans un graphe se rencontre dans
de nombreuses applications.Lorsqu’un chemin existe entre deux sommets dans un graphe,
I’étre humain se pose rapidement la question non seulement de trouver un tel chemin, mais
bien souvent il est intéressé par le plus court chemin possible entre ces deux sommets.
La langueur d’un tel chemin est appelée distance Minimale de z,, & z, selon le cas.
Par abus de langage, et bien que d’unicité ne soit pas nécessairement réalisée, on parle
par fois “de plus court (long) chemin ” de x, & =, , On peut s’intéresser a la recherche

d’un plus court chemin dans un graphe:

1. entre deux sommets donnés;
2. d’'un sommet a tous les autres;

3. entre tous les couples de sommets.

Il existe de nombreux algorithmes permettant l'obtention d’une solution. Nous nous
contenterons simplement ici de décrire les algorithmes les plus classiques, sans explorer
toutes les situations.Dans beaucoup de situations,les longueurs sont positives.On utilisera
alors l'algorithme de Moore-Dijkstra pour calculer le plus court chemin d’un sommet

(arbitrairement le sommet numéro 1) & tous les autres.
Définition 3.2.1 (algorithme de Dijkstra-Moore)

Soit un graphe orienté valué G = (S, A, f), d’ordre n et de taille m, et x un sommet

de G.L’algorithme de Dijkstra calcule deux matrices de taille 1 x n
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3.3. Probléme d’affectation

e Dist matrice des distances telle que Dist(y) = distance optimale dex a y
e Pred matrice des prédécesseurs telle que Pred(y) =prédécesseur de y dans.
Pour le plus court chemin "algorithme s’écrit
Fonction [Dist,pred] =DIJKSTRA(G, s)
Initialisation:
n =nombre de sommets de G .
Pred = tableau des prédécesseurs initialisé a 0.
Dist =tableau des distances initialisé & +oo (sauf Dist(s) = 0)
W = matrice des poids des arcs (0o si l'arc n’existe pas)
C ={1;2;...;n}(liste des sommets restant a traiter)
D = ((liste des sommets déja traités)
Traitement :
tant que Cg = () faire

x =sommet de C' le plus proche de s

retirer x de C' et le mettre dans D

pour tout sommet y € C faire

si Dist(z)+ W (z,y) <Dist(y)
alors modifier Dist(y) et Pred(y) = z
fin
fin faire
fin faire.

3.3 Probléme d’affectation

3.3.1 La résolution d’un probléme d’affectation par la méthode

hongroise :

La recherche d’une affectation optimale (maximale ou minimale ) par la méthode hon-

groise est basée sur la notion de zéros indépendants dans une matrice carrée. C’est-a-
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3.3. Probléme d’affectation

dire,contenant n ligne et n colonnes. On appelle zéros 70”7 indépendants,les zéros qui
n’appartiennent ni & la méme ligne ni & la méme colonne d’une matrice.

Soit A une matrice suivante:

0 1 2
A=1 0 1 [0
3 (0] 0

Les zéros encadrés ne sont ni sur la méme ligne ni sur la méme colonne,ils sont dits

alors "zéros indépendants"

e Description globale de la méthode hongroise :

e Une matrice hongroise est applicable sur une matrice d’affectation carrée.(une matrice
de type (n,n)).

e [’algorithme est basé sur la détermination de zéros sur chaque ligne et chaque
colonne de la matrice d’affectation .

e [’affectation d’une personne & une tache peut se faire en choisissant un zéros sur
une ligne ou une colonne.

e Pour que chaque personne doit soit affectée a une seule tache .il faut choisir des
zéros indépendants.

477

e Le but de la méthode hongroise est alors d’obtenir "n” zéros indépendant.

3.3.2 Algorithme de recherche d’une affectation minimale

Soit A = (a;;) une matrice d’affectation de type (n,n)

=Premiére étape:

(1) On fait apparaitre au moins un zéro sur chaque ligne et chaque colonne de la matrice
d’affectation, en retranchant de chaque ligne,le plus petit élément,on fait de méme pour
chaque colonne.

(2) On choisi sur chaque ligne un zéro en lencadrant, et on barre les zéros qui se

trouvent sur la méme ligne et la méme colonne.
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3.3. Probléme d’affectation

(3) Si on a obtenu n zéros indépendants, alors l'affectation est optimale. Tout zéro
encadre correspond & la valeur a;; dans la matrice d’affectation , alors la personne p; est
affectée a la tache Tj;et la valeur de I'affectation minimale est égale a la somme des a;; de
la matrice de départ, avec i = {1,...,n} et j = {1,...,m}. Sinon, on passe a la deuxiéme
étape.

Deuxiéme étape:

1. Marquer toutes les lignes ne contenant pas de zéro encadré.

\G)

. Marquer toutes les colonnes contenant un zéro barré sur une ligne marquée

3. Marquer toutes les lignes contenant un zéro encadré sur une colonne marquée

W

. Revenir a (2) et reprendre le méme proceéde jusqu’a ne pouvoir plus marquer ni de

lignes ni de colonnes
5. On barre toutes les lignes non marquées et toutes les colonnes marquées

6. On considére les élément non barres de la matrice, soit m le plus petit élément

d’entre-eux

— A chaque élément non barré de la matrice, en retranche 1’élément m
— A chaque élément barre deux fois de la matrice,on rajoute I’élément m

— On laisse inchangé les éléments barres une seule fois dans la matrice.

1. On inteégre les nouveaux éléments calcules dans A, on obtient ainsi une nouvelle

matrice,
2. On choisit de nouveaux zéros pour les lignes ne contenant pas de zéro encadre,

3. Si on a n zéros indépendant aller vers (3) de la premiere étape sinon aller vers (2)

de la premiere étape.
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3.3.3 Algorithme de recherche d’une affictation maximale

Soit A = (a;;) une matrice d’affectation de type (n,m)
(1) On repére le plus grand élément de la matrice d’affectation A,soit M se nombre, on
lui retranche tous les éléments de la matrice A.On obtient une nouvelle matrice B = (b;;)
de type (n,m) telle que:
by = M —a;; Sia;;# oo
00 Si ay =00
(2) Si n=m ; aller vers (3)
Si n # m; on compléte la matrice B par des lignes ou des colonnes de zéros ; aller vers
(3)

(3) On applique 'algorithme de minimisation a la matrice B.

3.4 Probléme d’ordonnancement

Un probléme d’ordonnancement se pose lorsqu’il s’agit d’organiser dans le temps 1’exécution
d’un ensemble de taches. De tels problémes se rencontrent dans différents contextes
tels que la gestion de grands projets,la conduite d’ateliers de fabrication,l’organisation
d’activités de service, ...

La résolution d’'un probléme d’ordonnancement consiste & placer dans le temps des
activités ou taches,compte tenu de contraintes temporelle (délais, contraintes de précé-
dence,...) et de contraintes portant sur 'utilisation et la disponibilité des ressources req-
uises par les taches. Un ordonnancement décrit I’exécution des taches en précisant leurs
dates de début et leurs dates de fin et ’allocation des ressources au cours du temps, et
vise & satisfaire un ou plusieurs objectifs.Les problémes d’ordonnancement que nous con-
sidérons dans cette theése ne sont soumis qu’a des contraintes temporelles.Nous ne traitons
pas les contraintes de ressources (nous supposons que celles-ci sont illimitées et disponibles
a tout moment).Les méthodes d’ordonnancement les plus connues sont :le diagramme de
Gantt, la méthode MPM et le PERT. Nous résumons dans les sections suivantes ces trois

techniques d’ordonnancement.

58
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3.4.1 Le diagramme de Gantt

Le diagramme de Gantt est un outil utilisé en ordonnancement et en gestion de projet
et permettant de visualiser dans le temps les diverses taches composant un projet. Il
s’agit d’une représentation d’un graphe connexe,valué et orienté, qui permet de représen-
ter graphiquement ’avancement du projet.L’objectif de diagramme de Gantt : planifier
de facon optimale ainsi que communiquer sur le planning établi et les choix qu’il im-
pose.permet de déterminer les dates de réalisation d’un projet,identifier les marges exis-
tantes sur certaines taches et de visualiser d’un seul coup d’ceil le retard ou ’avancement
des travaux.Dans un diagramme de Gantt on représente :

e en abscisse les unités de temps (exprimées en mois,en semaine ou en jours);

e en ordonnée les différents postes de travail (ou les différentes taches).

La figur 3.1 représente un diagramme de Gantt ot chaque colonne représente une
unité de temps,les traits épais représentent les durées d’exécution prévues des taches et
les traits pointillés représentent le déroulement d’exécution. Par exemple,la tache B,qui
dure 5 unités de temps,ne peut commencer son exécution qu’apres la fin de la tache A et

elle peut s’exécuter en méme temps que la tache C.

T _temps
|1 |2 |3 |a|s |6 |7 |8 |9 |10
= -
.
D |
E
q

Fig 3.4—Un exemple du diagramme de Gantt

Le chemin critique est formé d’une succession de taches sur le chemin le plus long en

terme de durées (A, B, D, E' dans I'exemple).Il est appelé chemin critique parce que tout

59



3.4. Probléme d’ordonnancement

retard pris sur 'une des taches de ce chemin entraine du retard dans ’achévement du
projet.Le diagramme de Gantt permet de déterminer la date de réalisation d’'un projet et
d’identifier les marges existantes sur certaines taches (avec une date de début au plus tot
et une date de fin au plus tard).Son point faible est que son application est limitée a des

problémes particuliers.

3.4.2 Méthode frangaise MPM (Méthode Potentiel Métra)

Dans la méthode des potentiels-métra, le probléme est représenté sous forme d’un graphe
tel que les taches sont représentées par des nceuds et les contraintes de succession par des
arcs.A chaque nceud sont associées une date de début au plus tot et une date de fin au
plus tard.A chaque arc est associé un délai d’attente entre les taches.

La figure 3.2 représente un exemple de la méthode des potentiels-métra. La date de
début au plustot d'une tache dépend de la date de fin des taches qui la préceédent. La
tache DEBUT est initialisée avec une date de début au plus tot égale a zéro.Cette méthode
permet de déterminer la date de réalisation d’un projet ainsi que la date de début et de
fin de chaque tache mais elle est incapable de résoudre des problémes qui prennent en

compte plus de contraintes telles que I'incertitude et les cotits d’exécution des téaches.

£

i

|

2 [ 0 ! Bl ® ) Hl]S

DEBUT A0 FIN

o] o] 414

Bid —_— [1.5]

Fig. 3.5— Un exemple d’un graphe MPM.
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3.4.3 Meéthode américaine: PERT

La méthode PERT consiste & mettre en ordre sous forme de réseau plusieurs taches qui
grace a leurs dépendances et a leur chronologie permettent d’avoir un produit fini. Elle
représente le probléme sous forme d’'un graphe tel que les taches sont représentées par un
arc auquel on associe un nombre entre parentheses qui représente la durée de la tache.Un

neceud représente la fin d’une ou de plusieurs taches.
Exemple 3.4.1 de la méthode PERT

La figure 3.3 représente un graphe PERT.La construction d’un tel graphe se fait par
niveau : le niveau 1 contient les tadches sans antécédents,le niveau ¢ contient les taches
dont les antécédents sont exclusivement du niveau ¢ — 1.La date de début au plus tot
d’une tache dépend des dates de fin des taches qui la précédent.Cette méthode permet
de déterminer la date de début et de fin de chaque tache ainsi que le chemin critique
c’est-a-dire un ensemble d’activités tel que tout retard dans leur exécution provoquerait
un retard de la fin du projet.Par contre,elle ne présente pas d’échelle calendaire comme

dans le cas de diagramme de Gantt.

, Drate an plos tard
Date an plus 1ot ol | )

L
ST
L !
o~ 21 7
AT Cidy
2] 0N " T, —
A5 XO) ST T
LY T 1
~— ANV
Bi) -

Dis)

Fig. 3.3— Un exemple d'un graphe PERT.
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CHAPITRE
4 Applications

Il existe plusieurs problémes pour lesquels on peut utiliser des algorithmes afin d’optimiser

une certaine propriété.On va considérer les cas suivants :

4.1 Réseaux téléphoniques

4.1.1 Présentation de la problématique

Soit une entreprise de télécommunication qui veut tester la confidentialitédes services
qu’elle offre, c’est-a -dire trouver la probabilité qu’'un message ou un appel entre ses

abonnés ne soit pas intercepter par d’autres personnes étrangeres.

4.1.2 Modélisation du probléme sous forme d’un réseaux

Pour véhiculer de l'information entre un groupe de personnes, on modélise sous forme
d’un graphe G 4 n sommets, tel que chaque sommet représente une personne et chaque
aréte représente la communication entre deux personnes.

Les séquences des messages transmis forment un arbre couvrant dans G.Donc le prob-
léeme revient a trouver un arbre couvrant de poids minimum dans G qui minimise la
fonction (1 — H(l — P,;)) tel que P;; est la probabilité d’interception d’un message trans-

mis entre x; et x;.

62



4.1. Réseaux téléphoniques

Soit un graphe G = (X, E) tel que X = x1, T3, ..., Tn,et x;x; € E(G) si une communi-

cation entre z; et x; est possible (de z; & z; et vice versa).

1 (2) —(9) 0

3 7 & ]
6 7 1 15

5 8 3 18

17 18/ / 6
19 2 ~
2 3 3 3
1 9 %

Résolution du probléme

Application de P’algorithme de Kruskal Initialisation:
On considére 'ordonnancement des arétes du graphe selon les probabilités croissantes

dans le tableau ci-dessous:
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i 1 2 3 4 5 6 7 3 g 10
e | (1628) | (27.29) | (12.32) | {2330} [ (411) | (3031) | {(29) (4.24) | (11.29) | (18.25)
Ple) [ 0.05 0.05 0.06 0.06 0.07 0.07 0.05 0.09 0.05 0.09

i 11 12 13 14 15 14 17 18 19 20
e [ (2122} ] (820) | (7.18) | (3.4 (617) | (5.19) | (25300 | (2832 [ (2932) | (1.2)
Ple) | 0.05 0.10 0.10 0.10 0.10 0.10 0.10 0.10 0.10 0.11

1 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
e [ (26313 (8.13) | (3.21) | (13.27} | (19.20) | (9.11) | (10.15) | (6.15) [ (13.14) | (1.10)
Pley| 011 0.12 0.13 0.13 0.13 0.14 0.14 0.15 0.15 0.16

1 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
e [ (25.26) | (7.8) (8.30) | (2027 [ (17.22) | (19.21) | (23.24) | (1.22) | (7.14) (7.6)
Pley| 016 0.17 0.17 0.17 0.17 0.17 0.18 0.20 0.20 0.20

i 41 42 43 44 45 48 47 48 49 50
& (9.14) | (10.12) | (10313 | {(12.16) | (13.16) | (14.15) | (18.23) | (20.24) | (15.26) | (17.18)
Ple) | 0.20 0.20 0.20 0.20 0.20 0.20 0.20 0.20 0.21 0.21

i 5 52 53 54 55 56 57 38 59 50
e | (1726) | (22313 | (1.3) (2.4 223) | (312) (6.5) (5.16) | (14.25) | (27.28)
Ple)| 022 0.22 0.23 0.23 0.24 0.24 0.25 0.25 0.25 0.25

1 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
g [ (24.28)1(21.24) | (1.6) | (34) | (5.8) | (8.10) | (11.12) | (15.16) | (26.28) | (19.28)
Ple) | 026 0.27 030 | 030 030 | 030 0.30 030 | 030 0.30

1 71 12 7 7 75 7 7 78 79 80
g | (17.19) | (48) [(2223)] (2.7) |(21.32}|(11.13) [ (25.27) | (31.32) | (18.20) | (30.29)
Pleg | 030 0.31 0.32 0.33 0.34 0.40 0.40 0.40 0.40 0.50

Soit W =10 ;i =1;m = &0.

1'¢ Itération:

On a: e = (16,28);

Soit :W =W U{e;} = W U{(16,28)};

Le graphe G = (X, W) ne contient pas de cycle,on pose alors:
W ={(16,28)} , et |W| =1

On a: i # m, alors on pose i =i+ 1 = 2.
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2™m¢ Ttération:

On a : ey = (27,29);

Soit :W =W U {ex} = W U{(27,29)};

Le graphe G = (X, W) ne contient pas de cycle,on pose alors:
W ={(16,28);(27,29)}, et |W| =2

On a : i # m, alors on pose i =i+ 1 = 3.
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3¢ Itération:

On a: ez = (12,32);

Soit :W =W U {e3} = W U{(12,32)};

Le graphe G = (X, W) ne contient pas de cycle,on pose alors:
W = {(16,28);(27,29); (12,32)}, et |W]| = 3.

On a: i # m, alors on pose i =i+ 1 =4.

© o
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4™¢ Ttération:

On a :eq = (23,30);

Soit :W =W U {es} = W U{(23,30)};

Le graphe G = (X, W) ne contient pas de cycle ,on pose alors:

W = {(16,28); (27,29); (12, 32),(23,30)} , et |W| = 4.

On a : i # m, alors on pose i =1+ 1 = 5.

5™m¢ Itération:

Ona:e; = (4,11);

Soit :W =W U{es} =W U{(4,11)};

Le graphe G = (X, W) ne contient pas de cycle,on pose alors:

W = {(16,28); (27,29); (12, 32), (23, 30); (4,11)}, et |W| = 5.

On a: i # m, alors on pose i =i+ 1 = 6.

6™ Itération:

On a : eg = (30,31);

Soit :W =W U {eg} = W U{(30,31)};

Le graphe G = (X, W) ne contient pas de cycle,on pose alors:

W = {(16,28); (27,29); (12, 32), (23, 30); (4,11); (30,31)} , et |W| =6
Ona:i#m,alorsonposei=1i+1="7.

7"¢ Itération:

On a:e; = (3,12);

Soit :W =W U{er} =W U{(2,9)};

Le graphe G = (X, W) ne contient pas de cycle,on pose alors:

W = {(16,28); (27,29); (12, 32), (23, 30); (4,11); (30,31); (2,9)}, et |W| =7
On a: i # m, alors on pose i =7+ 1 = 8.

8¢ Itération:

On a:eg = (4,24);

Soit :W =W U {eg} = W U{(4,24)};

Le graphe G = (X, W) ne contient pas de cycle,on pose alors:

W = {(16,28); (27,29); (12, 32), (23, 30); (4, 11); (30,31); (2,9); (4,24)} , et |W| =38
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On a: i# m,alorson posei=1+1=09.

9m¢ Itération:

On a: ey = (11,29);

Soit :W =W U {eg} = W U{(11,29)};

Le graphe G = (X, W) ne contient pas de cycle,on pose alors:

W = {(16, 28): (27, 29); (12, 32), (23, 30); (4, 11); (30, 31); (2,9): (4, 24); (11, 29)} ,

et |W|=09.

On a: ¢ # m, alors on pose i =7+ 1 = 10.

10™¢ Itération:

On a : e;9 = (18,25);

Soit :W =W U{ejp} = W U {(18,25)};

Le graphe G = (X, W) ne contient pas de cycle,on pose alors:

W = {(16,28); (27, 29); (12,32), (23,30); (4, 11): (30,31); (2,9): (4, 24); (11, 29); (18,25)} ,
et |W| = 10.

On a: 7 # m, alors on pose 1 =7+ 1 = 11.

11™¢ Itération:

On a: ey = (21,22);

Soit :W =W U {en1} = WU{(21,22)};

Le graphe G = (X, W) ne contient pas de cycle,on pose alors:

W = {(16,28); (27, 29); (12,32), (23, 30); (4, 11); (30, 31); (2,9); (4, 24); (11,29): (18, 25); (21,22)} ,
et [W| =11

On a: 7 # m, alors on pose i =7+ 1 = 12.

12™¢ Itération:

On a:ep = (8,20);

Soit :W =W U{en} = W U{(8,20)};

Le graphe G = (X, W) ne contient pas de cycle,on pose alors:

(16,28); (27,29); (12,32),(23,30); (4, 11); (30, 31); (2,9); (4, 24); (11, 29); (18, 25);

(21, 22); (8,20)
et |W|=12.

On a: 7 # m, alors on pose i =7+ 1 = 13.
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13™¢ Itération:
On a:e;3 = (7,18);
Soit :-W =W U {ez} = W U{(7,18)};
Le graphe G = (X, W) ne contient pas de cycle,on pose alors:
(16,28);(27,29); (12,32),(23,30); (4, 11); (30, 31); (2,9); (4, 24); (11, 29); (18, 25);
(21,22); (8,20); (7,18)
et |W] = 13.
On a: i # m, alors on pose i =i+ 1 = 14.
14™¢ Itération:
On a: ey = (3,4);
Soit :W =W U{ew} =W U{(3,4)};
Le graphe G = (X, W) ne contient pas de cycle,on pose alors:
(16,28); (27,29); (12,32),(23,30); (4, 11); (30, 31); (2,9); (4, 24); (11, 29); (18, 25);
(21,22); (8,20); (7, 18); (3, 4)
et |W|=14.
On a : i # m, alors on pose i =i+ 1 = 15.
15™¢ Itération:
On a:e5 = (6,17);
Soit :W =W U{es};
Le graphe G = (X, W) ne contient pas de cycle,on pose alors:
(16, 28); (27, 29); (12, 32), (23, 30); (4, 11); (30, 31); (2, 9); (4, 24); (11,29); (18, 25);
(21,22); (8,20); (7, 18); (3, 4); (6, 17)
et |W| = 15.
On a : i # m, alors on pose i =i+ 1 = 16.
16™¢ Itération:
On a: e = (5,19);
Soit :W = W U {ess};
Le graphe G = (X, W) ne contient pas de cycle,on pose alors:
(16, 28); (27, 29); (12, 32), (23, 30); (4, 11); (30, 31); (2, 9); (4, 24); (11,29); (18, 25);
(21,22); (8,20); (7, 18); (3, 4); (6, 17); (5, 19)

et |W| = 16.
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On a: i# m,alorson posei=1+1=17.
17™¢ Itération:
On a : e;7 = (25, 30);
Soit :W =W U {er};
Le graphe G = (X, W) ne contient pas de cycle,on pose alors:
(16, 28); (27,29); (12,32), (23, 30); (4, 11); (30, 31); (2,9); (4, 24); (11, 29); (18, 25);

(21,22);(8,20); (7,18);(3,4); (6,17); (5,19); (25, 30)
et |W|=17.

On a: 7 # m, alors on pose i =7+ 1 = 18.
18™¢ Itération:
On a: ez = (28,32);
Soit :W =W U {es};
Le graphe G = (X, W) ne contient pas de cycle,on pose alors:
(16, 28); (27, 29); (12, 32), (23, 30); (4, 11); (30, 31); (2, 9); (4, 24); (11,29); (18, 25);

(21,22): (8,20); (7,18); (3,4); (6, 17); (5, 19); (25, 30); (28, 32)
et |W|=18.

On a: 7 # m, alors on pose i =7+ 1 = 19.
19™¢ Itération:
On a : e;9 = (29, 32);
Soit :W =W U{ew};
Le graphe G = (X, W) ne contient pas de cycle,on pose alors:
(16, 28); (27,29); (12, 32), (23,30); (4, 11); (30, 31); (2,9); (4, 24); (11, 29); (18, 25);

(21,22); (8, 20); (7, 18); (3,4); (6, 17): (5,19); (25, 30): (28, 32); (29, 32)
et |W| =19

On a : 7 # m, alors on pose i =1+ 1 = 20.

20™¢ Itération:

On a: ey = (1,2);

Soit :W =W U {exn};

Le graphe G = (X, W) ne contient pas de cycle,on pose alors:
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(16, 28); (27, 29); (12, 32), (23, 30); (4, 11); (30, 31): (2,9); (4, 24); (11,29); (18, 25);

(21,22); (8,20); (7,18); (3,4); (6,17); (5, 19); (25, 30); (28, 32); (29, 32); (1, 2)
et |W| =20

On a : 7 # m, alors on pose i =i+ 1 = 21.
21™¢ Itération:
On a : ey = (26, 31);
Soit :W = W U {ea };
Le graphe G = (X, W) ne contient pas de cycle,on pose alors:
(16,28);(27,29); (12,32),(23,30); (4, 11); (30, 31); (2,9); (4, 24); (11, 29); (18, 25);

(21,22): (8,20): (7,18): (3, 4); (6, 17); (5, 19); (25, 30); (28, 32); (29, 32); (1, 2); (26, 31)
et |W] = 21.

On a : i # m, alors on pose i =1 + 1 = 22.
22™¢ Ttération:
On a : e = (8,13);
Soit :W = W U {exn};
Le graphe G = (X, W) ne contient pas de cycle,on pose alors:
(16,28): (27,29): (12,32), (23,30); (4, 11); (30,31); (2,9); (4, 24); (11, 29); (18, 25);
W =1 (21,22);(8,20); (7,18); (3,4); (6, 17); (5,19); (25, 30); (28, 32); (29, 32); (1,2); (26,31); ¢,

(8,13).
et |W| = 22.

On a : i # m, alors on pose i =i+ 1 = 23.
23™¢ Itération:
On a: eg3 = (3,21);
Soit :W =W U {eas};
Le graphe G = (X, W) ne contient pas de cycle,on pose alors:
(16, 28); (27,29); (12,32), (23, 30); (4, 11); (30, 31); (2,9); (4, 24); (11, 29); (18, 25);
W =<¢ (21,22);(8,20); (7,18); (3,4); (6,17); (5, 19); (25, 30); (28, 32); (29, 32); (1, 2); (26, 31); ¢,

(8,13);(3,21).
et |W| =23

On a : 7 # m, alors on pose i =1+ 1 = 24.

24™¢ JTtération:
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On a : ey = (13,27);
Soit :W =W U {exn};
Le graphe G = (X, W) ne contient pas de cycle,on pose alors:
(16,28);(27,29); (12,32),(23,30); (4, 11); (30,31); (2,9); (4,24); (11, 29); (18, 25); (21, 22);
W= (8,20); (7,18);(3,4); (6,17); (5,19); (25, 30); (28, 32); (29, 32); (1, 2); (26, 31); (8, 13)

:(3,21); (13, 27).
et |W] = 24.

On a : i # m, alors on pose i =i+ 1 = 25.
25™¢ Itération:
On a : ey = (19, 20);
Soit :W = W U {eas};
Le graphe G = (X, W) ne contient pas de cycle,on pose alors:
(16,28); (27, 29); (12, 32), (23,30); (4, 11); (30, 31); (2,9);: (4, 24); (11, 29); (18, 25);
W =1 (21,22);(8,20): (7,18); (3,4); (6, 17); (5,19); (25, 30); (28, 32); (29, 32); (1,2): (26,31); ¢,

(8,13); (3,21); (13,27); (19, 20).
et |W| = 25.

On a: 7 # m, alors on pose i =7+ 1 = 26.
26™¢ Itération:
On a: ey = (9,11);
Soit :W = W U{ep};
Le graphe G = (X, W) ne contient pas de cycle,on pose alors:
(16,28);(27,29); (12, 32),(23,30); (4, 11); (30,31); (2,9); (4, 24); (11, 29); (18, 25);
W =4 (21,22);(8,20);(7,18);(3,4); (6,17); (5,19); (25, 30); (28, 32); (29, 32); (1,2); (26,31); ¢ »

(8,13); (3,21); (13,27); (19, 20); (9, 11).
et |W] = 26.

On a : i # m, alors on pose i =1+ 1 = 27.

27™¢ Itération:

On a : ey; = (10, 15);

Soit :W = W U {ear};

Le graphe G = (X, W) ne contient pas de cycle,on pose alors:
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(16, 28): (27,29); (12, 32), (23, 30); (4, 11); (30, 31); (2,9); (4, 24); (11, 29); (18, 25); (21, 22);
W= (8,20); (7,18); (3,4); (6,17); (5,19); (25, 30): (28, 32); (29, 32); (1, 2); (26, 31); (8, 13);

(3,21); (13,27); (19, 20); (9, 11); (10, 15).
et |W] = 27.

On a : 7 # m, alors on pose i =i+ 1 = 28.
28™¢ Itération:
On a : eyg = (6,15);
Soit :W =W U {eas};
Le graphe G = (X, W) ne contient pas de cycle,on pose alors:
(16,28); (27, 29); (12, 32), (23,30); (4, 11); (30,31); (2,9): (4, 24); (11, 29); (18, 25); (21, 22);
W = (8,20); (7,18); (3,4); (6, 17): (5, 19); (25, 30); (28, 32): (29, 32); (1, 2); (26, 31); (8, 13);

(3,21); (13,27); (19,20); (9, 11); (10, 15); (6, 15).
et |W| = 28.

On a: i # m, alors on pose 1t =7+ 1 =29
29™¢ Itération:
On a: ey = (13,14);
Soit :W =W U{ey};
Le graphe G = (X, W) ne contient pas de cycle,on pose alors:
(16, 28);(27,29); (12, 32),(23,30); (4, 11); (30, 31); (2,9); (4, 24); (11, 29); (18, 25); (21, 22);
W = (8,20);(7,18);(3,4); (6,17); (5,19); (25,30); (28, 32); (29, 32); (1, 2); (26, 31); (8, 13);

(3,21); (13, 27); (19,20); (9, 11); (10, 15); (6, 15); (13, 14).
et |W] = 29.

On a : 7 # m, alors on pose i =i+ 1 = 30.
30™¢ Itération:
On a : ez = (1,10);
Soit :W =W U {es};
Le graphe G = (X, W) ne contient pas de cycle,on pose alors:
(16,28); (27, 29); (12, 32), (23,30); (4, 11); (30, 31); (2,9): (4, 24); (11, 29); (18, 25); (21, 22);
W = (8,20); (7,18); (3, 4); (6,17); (5, 19); (25, 30); (28, 32): (29, 32); (1, 2); (26, 31); (8, 13);

(3,21); (13, 27); (19, 20); (9, 11); (10, 15); (6, 15); (13, 14); (1, 10).
et |[W| = 30.
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On a : i # m, alors on pose i =i+ 1 = 31.
31™¢ Itération:
On a : e3; = (25,26);
Soit :W = W U {eas1};
Le graphe G = (X, W) ne contient pas de cycle,on pose alors:
(16,28); (27,29); (12,32), (23,30); (4, 11): (30, 31): (2,9); (4, 24); (11,29); (18, 25); (21, 22):
W= (8,20); (7,18);(3,4); (6,17); (5,19); (25,30); (28, 32); (29, 32); (1, 2); (26, 31); (8, 13);

(3,21); (13,27); (19, 20); (9, 11); (10, 15); (6, 15); (13, 14); (1, 10); (25, 26).
et |W| = 31.

On a : 7 # m, alors on pose i =1+ 1 = 32.
32™¢ Itération:
On a: ez = (7,8);
Soit :W =W U {es1};
Le graphe G = (X, W) ne contient pas de cycle,on pose alors:
(16,28);(27,29); (12,32),(23,30); (4, 11); (30,31); (2,9); (4,24); (11, 29); (18, 25); (21, 22);
W = (8,20);(7,18);(3,4); (6,17); (5,19); (25,30); (28, 32); (29, 32); (1, 2); (26, 31); (8, 13);

(3,21); (13,27); (19,20); (9, 11); (10, 15); (6, 15); (13, 14); (1, 10); (25, 26).
et |W] = 32.

On a : 7 # m, alors on pose i =i+ 1 = 33.

terminer.|W|=n—1=32—-1=31.

74



4.1. Réseaux téléphoniques

L’arbre de poids (probabilites) minimum est représenté par le graphe A = (X;W). La

probabilité minimale totale est :

PW)=1-1]01-Fy)

P(W) =1—[(1—P(16,28)) x (1— P(27,29)) x (1— P(12,32)) x (1 — P(23,30)) x (1 —
P(4,11)) x (1= P(30,31)) x (1—P(2,9)) x (1 — P(4,24)) x (1— P(11, 29)) x (1— P(18, 25))
x(1—P(21,22)) x (1 - P(8,20)) x (1 - P(7,18)) x (1 = P(3,4)) x (1 = P(6,17)) x (1 —
P(5,19)) x (1— P(25,30)) x (1— P(28,32)) x (1— P(29,32)) x (1— P(1, 2)) x (1— P(26,31))

x(1—P(8,13)) x (1—P(3,21)) x (1— P(13,27)) x (1= P(19,20)) x (1— P(9,11)) x (1—
P(10,15)) x (1= P(6,15)) x (1— P(13,14)) x (1— P(1,10)) x (1— P(25,26)) x (1— P(7,8))]

P(W)=1-1[(1-0,05) x (1—0,05) x (1 —0,06) x (1—0,06) x (1—0,07) x (1 —
0,07) x (1 —0,09) x (1 —0,09) x (1 —0,09) x (1—0,05)

x(1—0,09) x (1—0,10) x (1 —0,10) x (1 —0,10) x (1 —0,10) x (1 —0,10) x (1 —
0,10) x (1 —0,10) x (1 —0,10) x (1 —0,11) x (1 —0,11)

x(1—=0,12) x (1 —0,13) x (1 —0,13) x (1 —0,13) x (1 —0,14) x (1 —0,14) x (1 —
0,15) x (1 —0,15) x (1 —0,16) x (1 —0,16) x (1 —0,17)] = 0, 975.
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4.1.3 Probléme de plus long chemin
Application de P’algorithme de dijkstra

Dans une région en proie a un conflit ou a catastrophe naturelle, un convoi doit étre
acheminé d’une ville s & une ville ¢. Le réseau routier de la région est donné par un graphe
valué G = (X, A, P).X désigne I'ensemble des villes et A I’ensemble des trangons de route
entre villes. pour tout arc(z, j). La valuation p(i,j) est la probabilités de parcourir sans
dommage la route de 7 & j. on souhaite déterminer un itinéraire maximisant la probabilité

pour le convoi d’arriver sans dommage en t, c’est-a-dire un chemin de fiabilité maximle.

Initialisation:
On considére 'ordonnancement des arétes du graphe selon les probabilitésqui réprésen-

ter dans le tableau ci-dessous:
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i 1 2 3 a 5 6 7 8 g 10
e | 12) | @as) | (28 | (313) | (a16) | (4.5) [4.6) 57) | (6.14) | (6.15)
Ple)| 0.9 0.1 1 1 0.7 0.1 0.2 1 0.3 0.7

i 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
e | (7.9) | (7.14) | (7.2) | (814) | (8.12) | (9.18) | (10.3) | (10.14) | (10.9) | (10.12)
Ple)| 0.5 0.4 0.1 0.2 0.8 1 0.4 0.1 0.3 0.2

1 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
e | (11.a6) | (11.6) | (11.9) | (12.4) [ (13.15) | (13.17) | (13.5) | (13.6) | (15.3) | (15.17)
Ple)| 0.3 0.5 0.2 1 0.2 0.3 0.2 0.3 0.3 0.7

i 31 32 33 34 35 36 37 a8 39 40
e | (16.2) | (16.1) | (17.4) | (18.10) | (19.15) | (19.5) | (19.6) | (19.17) () 0
Ple)| 0.3 0.7 1 1 0.2 0.2 0.3 0.3

S=1,7(1) =1, S = {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17, 18} .

Les successeurs de 1 sont 2 et 15.

1*¢ Itération :

i =2 car m(2) = max {0.9,0.1} = 0.9,7(2) = 0.9, S = {1, 2};

3 ={3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14, 15,16, 17,18} ,Successeur de 2 est 8.
2m¢Itération

i =8 car m(8) = w(2) *7(2,8) = 0.9% 1 =0.9. Donc 7(8) = 0.9, 5 = {1,2,8}
S = {3,4,5,6,7,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18}

Les successeurs de 8 sont 12 et 14.

3m¢Itération

i =12 car m(12) = 7(8)*y(8,12) = 0.9%0.8 = 0.72. Donc 7(12) = 0.72,5 = {1,2, 8,12}
S = {3,4,5,6,7,9,10,11,13, 14,15, 16,17, 18}

successeurs de 12 est 11.
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4™°Itération

i =11 car m(11) = w(12) * y(12,11) = 0.72% 1 = 0.72. Donc 7(11) = 0.72,

S ={1,2,8,12,11}et S = {3,4,5,6,7,9,10,13,14,15,16,17,18}

Les successeurs de 11 sont 6,9 et 16.

5™Itération

i =6 car m(6) = w(11) * y(11,6) = 0.72 % 0.5 = 0.36 > (7(11) = w(11) = y(11,9) et
7(11) * v(11,16)). Donc m(11) = 0.36, S = {1,2,8,12,11,6},

S ={3,4,5,7,9,10,13, 14, 15,16, 17, 18}

Les successeurs de 6 sont 14 et 15.

6"°Itération

i = 15 car m(15) = 7(6) * v(6,15) = 0.36 x 0.7 = 0.252 > 7(6) = v(6,14) = 0.108).
Donc 7(15) = 0.252, S = {1,2,8,12,11,6, 15},

S = {3,4,5,7,9,10,13, 14, 16, 17, 18} ,

Les successeurs de 15 sont 3 et 17.

T¢Ttération
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i =17 car m(17) = m(15)%v(15,17) = 0.252%0.7 = 0.1764 > (7(15)*7(15,3) = 0.0756).
Donc 7(15) = 0.252, S = {1,2,8,12,11,6,15,17},

S ={3,4,5,7,9,10,13, 14,16, 18} ,

successeurs de 17 est 4.

8"°Itération

i =4 car m(4) = w(17) x y(17,4) = 0.1764 * 1 = 0.1764. Donc 7(4) = 0.1764, S =
{1,2,8,12,11,6,15,17,4},

S = {3,5,7,9,10,13,14, 16, 18} ,

Les successeurs de 4 sont 5, 6.et 16.

9m°Itération

i =16 car m(16) = 7(4) *v(4,16) = 0.1764%0.7 = 0.12348 > (7(4) *y(4,5) = 0.01764)

Dans cette itération on supprime l’arc (4,6) car il contient un cycle.

Donc 7(16) = 0.12348, S = {1,2,8,12,11,6,15,17,4, 16} ,

S = {3,5,7,9,10,13, 14, 18} ,

Les successeurs de 16 sont .3et 5.

10™¢Itération

i =5 car m(5) = 7(16) x v(16,5) = 0.12348 x 0.7 = 0.086436 > (7(16) * v(16,3) =
0.037044)

Donc 7(5) = 0.086436, S = {1,2,8,12,11,6,15,17,4,16,5},

S = {3,7,9,10,13, 14, 18} ,

Successeurs de 5 est 7.

11™Itération

i="Tcar m(7) = 7n(5) *y(5,7) = 0.086436 * 1 = 0.086436.

Donc 7(7) = 0.086436, S = {1,2,8,12,11,6,15,17,4,16,5,7},

S ={3,9,10,13,14, 18},

Les successeurs de 7 sont 2,9 et 14 .

12m“Itération

i =9 car m(9) = 7w(7) *xv(7,9) = 0.086436 x 0.5 = 0.043218 > (7 (7) x y(7,14) =
0.0345744.
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Dans cette itération on supprime 'arc (7, 2) car il contient un cycle.

Donc 7(9) = 0.043218, S ={1,2,8,12,11,6,15,17,4,16,5,7,9} ,

S = {3,10,13, 14,18} ,

Successeurs de 9 est 18.

13™“Itération

i = 18 car 7(18) = m(9) = 7(9, 18) = 0.043218 % 1 = 0.043218.

Donc 7(18) = 0.043218, S ={1,2,8,12,11,6,15,17,4,16,5,7,9, 18},

S = {3,10,13, 14},

Successeurs de 18 est 10.

14™¢Itération

i = 10 car 7(10) = 7(18) % (18, 10) = 0.043218 * 1 = 0.043218.

Donc 7(10) = 0.043218, S = {1,2,8,12,11,6,15,17,4,16,5,7,9, 18,10} ,

S = {3,13,14},

Les successeurs de 10 sont 3,9 et 12..

15™¢Itération

i = 3 car m(3) = m(10) * v(10,3) = 0.043218 * 0.4 = 0.043218 > 7(10) (10, 14) =
0.0043218.

Dans cette itération on supprime I’arc (10,9) et 'arc (10,12) car il contient un cycle.

Donc 7(3) = 0.0172872, S = {1,2,8,12,11,6,15,17,4,16,5,7,9, 18,10, 3},

S = {13,14},

Successeurs de 3est 13.

.16™m°Itération

i =13 car m(13) = 7(3) * y(3,13) = 0.0172872 % 1 = 0.0172872.

Donc 7(13) = 0.0172872, S ={1,2,8,12,11,6,15,17,4,16,5,7,9, 18,10, 3,13} ,

S = {14},

Les successeurs de 13sont 5,6, 15 et 17.
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A7 Itération
t = 13,Donc le chemin pour lequel le produit des probabilités soit maximal est:

S =1{1,2,8,12,11,6,15,17,4,16,5,7,9, 18,10, 3, 13} .
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Conclusion générale

Dans la vie quotidienne, la plupart des probléme "réels" peuvent étre modélisées de
maniére plus ou moins fidele & la réalité.

Il faut toujours garder en mémoire le nom probabilités d’inclure tous les facteurs
environnants (ce qui baise en soit le modeéle crée). En effet, dans le modeéle des graphes
probabilistes, plusieurs chercheurs sont intéressés par le probleme d’optimisation leurs
travaux ont permis de donner plusieurs approches et algorithmes de résolution qui sont
intéressants dans I'optimisation des situations concrétes qu’on peut modéliser sous forme
des graphes probabilistes.

Dans le méme contexte nous avons étudié certains techniques qui nous conduisent a
modéliser 1’évolution d’un systéme pouvant changer aléatoirement d’état et I’approche
d’optimisation dans les graphes probabilistes qui nous permet a accéder a des solution

probables et optimales.
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