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Introduction

Les premiers utilisateurs d’Internet se souviennent de moteurs de recherches comme
AltaVista et Yahoo. De nos jours le moteur de recherche Google domine completement
la scene numérique. La suprématie présente de Google s’est établie a partir de 1998 par
Sergey Brin et Lawrence Page.

L’efficacité de ses recherches est, en partie, due a l'utilisation d’un algorithme appelé
Page Rank qui permet, a mots clefs fixés, de classer les pages web par ordre de pertinence.
L’idée consiste a attribuer a chaque page un score proportionnel au nombre de fois ou
cette page serait visitée par un utilisateur qui, partant d’'une page web quelconque, suivrait
aléatoirement les hyperliens qui apparaissent au fil de sa visite.

L’algorithme Page Rank calcule un vecteur de n rangs, c’est-a-dire un vecteur de n
réels positifs. Les pages web dont les rangs sont les plus élevés sont listées en premier
par le moteur de recherche. Cet algorithme consiste a modéliser aussi la navigation sur
Internet par une chaine de Markov, la probabilité de suivre les liens successifs proposés
par une page est considérée comme un parametre sur lequel on peut agir.

L’algorithme Page Rank peut étre analysé sur plusieurs aspects : Les propriétés et
les théoremes des chaines de Markov nous a permis de déterminer la nature de cette
probabilité, et nous a conduit au calcul de la distribution stationnaire de la chailne de

Markov étudié.

L’algorithme introduit également une probabilité d’abandon du suivi des liens hyper-
textes pour modéliser la possibilité d’abandonner sa navigation et de recommencer au
hasard sur le web.

Le classement des pages est obtenus en calculant la distribution stationnaire de la
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chaine de Markov associée a une matrice stochastique irréductible du modele.

Le mémoire est organisé en quatre chapitres, le premier chapitre est consacré au rappel
des notions de base nécessaires pour la suite.
Le deuxieme chapitre introduit le modele Page Rank ainsi que 1'étude de certaines
propriétés. Le troisieme chapitre est consacré a l'étude de la stabilité numérique de

I’algorithme.

La particularité de I'algorithme Page Rank est de devoir gérer une masse de données
tres importante. En effet en 2008 I'entreprise Google affirmait référencer 40 milliard de
pages web.

Les techniques de calculs et de stockage doivent étre choisies de fagon minutieuse, nous

détaillons certaines techniques dans le chapitre 4.



Chapitre

Rappel et notions de base

1.1 Rappel d’algebre linéaire et d’analyse numérique
matricielle

1.1.1 Normes vectorielles et matricielles

Définition 1.1.1. Soient E un espace vectoriel sur R , une norme sur E est une application
de E dans RT qui vérifie pour tout =,y € E et tout a dans R .

1. Homogeneities Yoo e RVzx € E || ax ||=| a ||| = ||

2. Inégalité triangulaire : Vo,y € E ||z +y ||<|[z ||+ | ¥ |-

3. Séparation : Vz € E || z ||= Op <= z = Og.
Exemples. Soit x un vecteur de R” | On a les normes suivantes :

Lol [lo= /20 [l

2. || @ = 3201 |al.

3. || z ||oo= max; |x;|.

On note M, (R) 'ensemble des matrices carrés d’ordre n a coefficients dans R ou n est

un entier strictement positif.

Définition 1.1.2. On dit qu'une norme est une norme matricielle si elle vérifie les pro-

priétés précédentes et qu’en plus elle vérifie :

IA-B<[ Al B
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Exemples. Soit A une matrice carrée, les normes matricielles classiques sont définies par :
Lol A li=maxi<j<n 350 | agj |.
2. || A lloo= maxici<n 35y | aij |.
311 Alle= /S0 5 a2

Définition 1.1.3. Une norme matricielle et une norme vectorielle sont dites compatibles

si on a pour toute matrice A et tout vecteur x I'inégalité :

I Az I<[[ Al =[] -

Remarque 1.1.1. Les normes matricielles 1 , 2 et infini sont respectivement compatibles

avec les normes vectorielles 1, 2 et infini.

1.1.2 Matrice inversible

Définition 1.1.4. On dit qu'une matrice carrée A est inversible si et seulement si il existe

une matrice B (de méme format) telle que :
AB =BA=1.

B est alors appelée I'inverse de A , et est notée AL,

1.1.3 Matrice semblable
Définition 1.1.5. On dit que deux matrices A et B € M, (R) sont semblables s’il existe
P € M,(R) une matrice inversible telle que :

B =P AP

1.1.4 Matrcice diagonale

Définition 1.1.6. Une matrice A de est dite diagonale si tous les éléments en dehors de

la diagonale sont nuls a;; = 0 pour 7 # j et elle s’écrit sous la forme suivante :

At (0)

(0) An
Proposition 1.1.1. Une matrice est dite diagonalisable s’il existe une matrice P € M, (R)

tel que la matrice P~*AP est une matrice diagonale.
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1.1.5 Matrice triangulaire

Définition 1.1.7. Une matrice A de M, (R) est dite trigonalisable, si A est semblable a
une matrice triangulaire supérieure. C’est-a-dire, s’il existe une matrice inversible P de

M, (R) et une matrice triangulaire supérieure T" a coefficients dans R telles que

A= PTP!

1.1.6 Matrice orthogonale

Définition 1.1.8. On appelle matrice orthogonale une matrice dont les colonnes sont

orthonormées. C’est a dire les matrices O telles que :

‘00 = I;

ou 'O désigne la transposée de O.

1.1.7 Matrice tridiagonale

Définition 1.1.9. Une matrice A € M, (R) est dite matrice tridiagonale si pour tout

coefficient a;; on a :

a;; =0 pour tous (i,5) tels que |i—j|> 1.

1.1.8 Conditionnement d’un systeme linéaire

Un systeme d’équations linéaires est dit mal conditionné si certaines équations sont
quasi redondantes. Un systeme mal conditionné augmente les erreurs d’arrondi a cause de

la soustraction de nombres proches.

Définition 1.1.10. On appelle nombre de condition ou conditionnement de la matrice A

et on note Cond(A) la valeur
Cond(A) =[| A[[| A= .

Un systeme d’équations linéaires est bien conditionné si le conditionnement de sa
matrice des coefficients est proche de 1 et mal conditionné si Cond(A) est tres grand par

rapport a 1.
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Proposition 1.1.2. Soit A une matrice inversible. Soit b un vecteur non nul. Notons § A

et 0b de petites perturbations sur A et b respectivement . On a :

1. Si z et dx sont les solutions du systeme Ax =b et A(x + dz) =b+ b on a :

2. Stz et x+ dx sont les solutions du systeme Az =b et (A4 §A)(x +dz)=b on a :

I 6z | 164
——— < Cond(A)—+
Totoc] SAPY

Preuve

1. On commence par remmarquer
Adz = b= oz ||| A" [l 60 || -

Or on a également

1A
lsl<l Al = — <14l
T = ol
o |6z | 16
X
< Cond(A)-22 1
[l 1]

2. On remarque que :
Abx 4+ 5A(x + pz) = 0 = 6z ||<|| A7 ||| 6A |||| z + 6z || .

D’ou on déduit
| oz ||

B e 1 N el
Hx+5$|]_00n( )

Remarque 1.1.2. Nous utiliserons par la suite des preuves qui reposent sur cette tech-

[ A |
A

nique.

1.1.9 Valeurs propres et vecteurs propres
Définition 1.1.11. Un vecteur colonne non nul z est un vecteur propre d’une matrice
carrée A, §’il existe un scalaire \ tel que

Ax = Mz

A est alors la valeur propre de A.
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Définition 1.1.12. On appelle 'ensemble des valeurs propres d’une matrice carrée A le

spectre de A et on le note Sp(A).
Théoreme 1.1.1. Deux matrices semblables ont les mémes valeurs propres.

Proposition 1.1.3. Si une matrice A d’ordre n? , admet n valeurs propres deus a deux

distinctes, alors A est diagonalisable.

1.1.9.1 Recherche des valeurs propres et vecteurs propres

La recherche des valeurs propres en cherchant les racines du polyndéme caractéristique
est un probleme numériquement instable. C’est pour ¢a qu’on a recours aux méthodes

numériques. Nous allons exposer ici trois méthodes classiques.

Soit A € M,,(R) une matrice diagonalisable. On note A -- -\, les valeurs propres de

A et vy --- v, des vecteurs propres unitaires associés.

1.1.9.2 Méthode de la puissance

La methode de la puissance permet d’obtenir la valeur propre de plus grand module
| Al

Elle consiste & se donner un vecteur initial (%) tel que || 2(?) ||= 1 et on construit une suite
(x)g&”, (ZE),(JCG)N de la fagon suivante :

() | 20 [|=1

(y) D) = Ax®)

(k)
(2)® = iy

La valeur propre approchée est la derniere norme || 4*) || calculée et le vecteur propre

approché associé est le vecteur z*).

Théoréme 1.1.2. Soit A € M,(R) une matrice diagonalisable. On note A;--- )\, les

valeurs propres de A et vy --- v, des vecteurs propres unitaires associés qui verifie :
[ AL > A2 > Az [ > A |

En suppose oy # 0, il existe C' > 0 tel que :
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A
AP\ <c(| )
AR

Démonstration : [9]page 172.

1.1.9.3 Méthode QR

La méthode QR est utilisée pour approcher les valeurs propres d’une matrice A donnée.
L’idée de base est de transformer la matrice A en une matrice semblable pour laquelle le
calcul des valeurs propres est plus simple.

Si on construit une matrice semblable a une matrice triangulaire, on obtient toutes les

valeurs propres.

Théoréme 1.1.3. Soit A € R™", on se donne une matrice orthogonale Q© € R™™ et

on pose
TO = (QU)~TAQW
Les itérations de la méthode QR s’écrivent pour k = 1,2,---, jusqu’a convergence :
Déterminer Q%) et R® telles que QW R®) = T¢-1)
Puis on pose
Tk — R(k)Q(k)

(k—1)

A chaque étape k < 1, on écrit la matrice T sous la forme de produit d’une matrice

orthogonale Q%) et une matrice triangulaire superieure R%®) . La second phase est un produit

matricielle :

Tk  — R(k)Q(k) _ (Q(k))—l(Q(k)R(k))Q(k) _ (Q(k))—lT(k—l)Q(k)
= (Q(O)Q(l) o Q(k))*lA(Q(O)Q(l) e Q(k))

Concergence de la méthode QR
Soit A € R™*™ telle que

[ A [ Ag [>[ As |- > An |

Alors
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Aot e i,
0 X t

limg o T® = | . 77 %
0 0 - \,

Le taux de convergence est de la forme

1,0—

X
|t”§ 1|:O(| N |) 1=2,---.,n et k — 400

Cotut de la méthode QR

Une itération de la méthode QR demande de l'ordre O(n?) opérations.

1.1.9.4 Méthode de Givens-Householder

Définition 1.1.13. On appelle matrice de Householder associée au vecteur v # 0, la

matrice .

(X
2

Par convention H(0) = I.

La méthode de Givens-Householder a été proposé en 1958, c¢’est I'association de deux
algorithmes. La méthode de Householder transforme la matrice initiale A sous la forme
tridiagonale symétrique, 1'algorithme de Givens calcule les valeurs propres d'une matrice
tridiagonale symétrique.

Le principe La méthode de Givens-Householder comprend deux étapes :

a) Réduction : On détermine, par la méthode de réduction de Householder, une matrice
O orthogonale (obtenue comme produit de n — 2 matrices de Householder) telle que

la matrice O'AO soit tridiagonale, i.e.

bl C1 0
e by o
0 Cy bg C3 tee
O'AO = . . ) avec b; € Ret ¢; € R*
O ... PR bnfl cnfl
0 - -+« ¢y 1 by

b) Bissection : On est ainsi ramené au calcul des valeurs propres d’une matrice symétrique

tridiagonale, qui s’effectue par la méthode de bissection de Givens.
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Coiit de la méthode de Givens-Householder
Une itération de la méthode de Givens-Householder demande de l'ordre O(%nZ)

opérations.

1.2 Théoreme de point fixe dans R"

Définition 1.2.1. On appelle point fixe d'une fonction f : R® — R” tout vecteur r € R”

vérifiant f(r) =r.

Définition 1.2.2. Une fonction f : R — R™ est dite contractante de rapport k£ < 1 (par

rapport a la norme || . || ) si elle vérifie
| f(@) = fy) ISkllz—y| pour tout z,y€R"

Théoreme 1.2.1. Si f : R® — R" est une fonction contractante de rapport k < 1, alors :

1. Il existe un et un seul point r € R™ verifiant f(r) =r.

2. Pour toute valeur initiale xo € R™ la suite iterative x,,.1 = f(x,,) converge vers r.

3. 0nall xp—r||[<E™| xo—1 |, la convergence vers r est donc au moins aussi
. . . m .
rapide que celle de la suite geometrique f_—k vers (. Pour le calcul sur ordinateur on

a lestimation de lécart.

lem =7 1< — [ em = zma ||

1—k
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1.3 Processus stochastiques et chaines de Markov a
temps discret

Cette section est destinée a un rappel des propriétés de bases des chaines de Markov

qui constituent un élément important dans le modele Page Rank.

1.3.1 Propriétés et caractéristiques des processus stochastiques

1.3.1.1 Variable aléatoire

Définition 1.3.1. Soit (2, F,P) un espace de probabilité.

L’application X : 2 — R est appelée variable aléatoire si

VBeBr X YB)={wew X(w)e B}ecF.

1.3.1.2 Espace d’état

Définition 1.3.2. On appelle espace des états 'ensemble S ou les variables aléatoires

prennent leurs valeurs.

1.3.1.3 Processus stochastique

Définition 1.3.3. Soit un espace d’état S. On appelle processus stochastique I’ensemble
de variables aléatoires (X;);er dans S ou le parametre ¢ désigne généralement le temps, et

X, représente la position du processus a I'instant t.

Remarque 1.3.1. Sit € N fini ou infini dénombrable, le processus est dit a temps discret.

Sit € R le processus est dit continu.

1.3.1.4 Processus stationnaire

Définition 1.3.4. On appelle un processus (X;)qer ,un processus strictement stationnaire
si les fonctions de répartitions des familles de variables aléatoires (X, 45, Xnythy - - s Xng+h)

et (Xn,, Xn,, ..., Xp,) solent les mémes.
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1.3.2 Chaine de Markov a temps discret

Définition 1.3.5. Une chaine de Markov est un processus stochastique (X;);er qui peut

étre soit discret ol continu, satisfaisant la propriété de Markov suivante :

Pz(]n) = ]P(XnJrl = ]‘Xn = Z‘72(7171 = lp—1,""" , Xo = ZO)
= ]P)(Xn-i-l = ]|Xn = Z)

Le processus markovien est un processus sans mémoire car 1’état futur du processus ne

dépend que de I’état présent de ce processus et non pas de ceux du passés.

1.3.2.1 Matrice stochastique

Définition 1.3.6. Soit une matrice carrée non nulle P d’ordre n. On dit que la matrice P
est stochastique si la somme de chaque ligne est égale a 1.
ie:V(i,j) €S Ona

> Pi=1, 0<P;<1

j=1

1.3.2.2 Matrice anti stochastique

Définition 1.3.7. Soit une matrice carrée non nulle A d’ordre n n. On dit que la matrice
A est anti stochastique si la somme de chaque colonne est égale a 1.
ie:V(i,j) €S Ona

> Pi=1, 0<P;<1
j=1

Proposition 1.3.1. Soit une matrice stochastique P,ypn, A1, Aa, -+, N\, valeurs propres de

P alors on a :
1. P admet 1 comme valeur propre.

2. Tout autre valeur propre est de module inférieur a 1.
L> A 2] A > 2] A |

3. 1l existe un vecteur propre w de P, associé a la valeur propre 1,qui définit une distri-
bution de probabilité

T = (T, Ty ..., )

avec T, >0 et > p_ m =1
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Démonstration

1. Soit P une matrice stochastique d’ordre n qui s’écrit sous la forme

Pll P12 Pln
p_ Py Po Py,
Pnl Pn2 Pnn

Supposons un vecteur v non nul

soit la multiplication suivante

Py, P, --- P, (1 1

P21 P22 PQTL 1 1
P’I’ll P’n,2 Pn'n, ]- 1
car n
> Pi=1
7j=1

donc P.v = 1.v ce qui montre que 1 est une valeur propre de P.

2. Soit P une matrice stochastique, A € R une valeur propre de P.
Soit v un vecteur non nul associé a la valeur propre A
U1
o)
Un
P11U1+P12U2+"'+P1n?)n:)\’l}1
P21U1 + P22U2 + -+ Pznl)n = )\’UQ
Pv= v ¢ .
Pn1U1+Pn2U2+"'+Pnnvn:/\vn
OnaVie{l,---,n}
Az; = Pypxy + Ppxa + -+ + Py

En introduisant la valeur absolue, par l'inégalité triangulaire on obtient
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| M| < Palay|+Pe| x|+ 4 Py | 2y |
< Pymax | x| +Pemax | xy | + -+ + Py, max | zy, |
< max | | (P + P+ -+ Pi)
1<k<n

Donc

Vie{l,---,n} | M| x|<max |z |. (1.1)
or

max | z; |=| 2, | -

Posons dans (1.1) i = kg

Donc

RY|E S E R
D’ou
A< L

Corollaire 1.3.1. Toute matrice anti stochastique vérifie la proposition 1.3.1 .

Preuve :La preuve se repose sur le fait que la transposée d’'une matrice anti stochastique
est une matrice stochastique, et la matrice transposée possede exactement les méme valeurs

propre de sa matrice associée.

1.3.2.3 Matrice de transition

Définition 1.3.8. Une matrice de transition d’une chaine de Markov est une matrice

stochastique.
Py Prp Py
P_p,— Py P'22 Pop
Pu P - P

qui vérifie les propriétés suivantes :

Y Pyj=1 Vijes
j=0
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0<P; <1 Vi,j €S.
P(X¢41 = j|X¢ = i) est une probabilité de transition & une étape.
Définition 1.3.9. Soit une chaine de Markov a espace d’état S.
La probabilité de transition P;(t) = P(Xyy1 = j|X; = i) est la probabilité d’étre dans
I’état 7 a l'instant ¢ 4+ 1 sachant que la chaine était dans I'état ¢ a I'instant ¢, donc c’est la

probabilité de se déplacer de I'état ¢ a 1’état j en une transition.
De ce fait le calcul de la probabilité en n transitions est comme suit :
~1
P = 3 P VP, (1.2)

kesS
Remarque 1.3.2. Si P,;(t) = Pj; , (Xi)ier est dit homogene.

1.3.2.4 Graphe de transition

Définition 1.3.10. Un graphe G = (X,U) est déterminé par la donnée, d’'un ensemble
X dont les éléments sont appelés des sommets ot des noeuds , d’'un ensemble U dont les
éléments sont des couples ordonnés de sommets appelés des arcs.

Graphiquement, les sommets sont représentés par des points et u = (4, j) sera représenté

par une fleche allant du point ¢ vers le point j.

152 o 1,2

FI1GURE 1.1 — Graphe de transition d'une chaine de Markov

Remarque 1.3.3. Un graphe de transition est déterminé par, un ensemble de sommets
qui représente les états de la chaine de Markov et un ensemble d’arcs qui représente les

probabilités de transitions strictement positives.
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1.3.2.5 La loi de probabilité d’une chaine de Markov

Nous introduisons maintenant les probabilités d’état

7T1<7”L) =

P(X,=1i) (n=0,1,..et i=1,2,..).

La distribution de X,, peut alors étre écrite sous forme du vecteur ligne

w(n) = (mi(n), m(n),...)

ou la somme des termes vaut 1.Pour calculer 7(n), il faut connaitre soit la valeur prise par
X, c’est-a~dire I’état initial du processus, soit sa distribution initiale 7(0).

D’apres le théoréme des probabilités totales,on a alors

me(n) = > m(0)Py.

(1.3)
i€s
1.3.2.6 Le régime transitoire et le régime permanent
bilités d’état m;(n)

L’étude de régime transitoire d’'un phénomene aléatoire est de déterminer les proba-
P(X,, = i) en fonction de nombre n des transitions. En terme

techniques, ceci revient a étudier le régime transitoire du phénomene aléatoire en question.
L’étude de régime permanent c’est I’étude de phénomene lorsque n — oo, dans ce cas

on peut dire qu’il y a une sorte de disparition du hasard, le processus devient prévisible.

Une fois on observe plusieurs fois le phénomene pendant une certaine durée, la répartition
des probabilités d’états est égale.

Dans un processus permanent on constate souvent que la distribution 7(n) converge

vers une distribution limite si n — co. Contrairemenr au régime transitoire, le régime

permanent n’est pas influencer par le choix de la distribution initiale.

En terme formels, on dit qu’une chaine de Markov converge vers m possede une distri-
bution limite 7 si

lim 7(n) =m.

n—aoo
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1.3.3 Existence d’une distribution limite

La recherche de condition assurant la convergence de m(n) vers une distribution limite
constitue un chapitre important en théorie des chaine de Markov. De nombreux théoremes

limites ont été établis.

Théoreme 1.3.1. Si la matrice de transition P est telle qu’une au moins de ses puissances

n’a que des termes strictement positifs,alors
w(n) — 7.
quelque soit la distribution initiale w(0),

T = nP*.

lorsque n — oo. 7 est un vecteur de probabilité strictement positif, et P* est une

matrice dont toutes les lignes sont identiques au vecteur limite w. En plus

TP* = .

Théoréme 1.3.2. Si la valeur propre 1 de P est simple (c’est-a-dire de multiplicité 1) et

si toutes autres valeurs propre de P est de module strictement inférieur a 1, alors

P — P*.

P'r =,

1.3.4 Distribution stationnaire d’une chaine de Markov

Définition 1.3.11. On appelle distribution stationnaire d’une chaine de Markov associé

a la matrice de transition P la distribution de probabilité m; telle que

Vi, Wi:ZPijﬁj et Zmzl.

JjeS =
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1.3.5 Classifications des états

1.3.5.1 Irréductibilité

Définition 1.3.12. Un état j est accessible a partir d’un état ¢ s’il existe un entier m tel
que Pijm) > 0.

Deux états ¢ et 7 mutuellement accessible sont appelés communicants, on écrit : i <— 7;
il existe donc deux entiers m et n tels que PZ-(]m) >0 et P](Zn > 0.

La propriété état communicants définie sur I’ensemble des états de la chaine une relation
d’équivalence.

A partir d’une relation d’équivalence, on définit sur ’ensemble des états, des classes

d’équivalences.

Définition 1.3.13. Une chaine de Markov est dite irréductible si elle ne possede qu'une

seul classe d’équivalence. C’est-a-dire tous ses états communiquent entre eux.

1.3.5.2 Temps moyen de retour

Définition 1.3.14. Soit un espace d’état .S, soit un état i € S

La variable aléatoire T; définie par :
T, =inf{n > 1, X, =i}
est appelée "temps moyen du premier retour” a ¢ lorsque la chaine part de .

1.3.5.3 Réccurence et transiance

Définition 1.3.15. Un état ¢ est dit récurrent si partant de 7 on y revient presque surement
en temps fini :

Dans le cas P(T; = +00/Xo = 1) > 0 i est dit transitoire. i.e si avec une probabilité
positive on le quitte pour ne jamais y revenir.

On dit qu’un état ¢ est récurrent positif lorsque le temps moyen de retour en 7 est fini :

Dans le cas ou pu; = E(T;|Xo =1i) = 400 i est dit récurent nul.
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1.3.5.4 Périodicité et appériodicité

Définition 1.3.16. On appelle période d'un état i U'entier d(i) définie par :

d(i) = PGCD{n >1, P >0}

lorsque d(i) = 1 i est dit apériodique.

1.3.5.5 Ergodicité

Définition 1.3.17. Un état ¢ qui est a la fois récurent positif et apériodique est dit

ergodique.

Soit (X,,) une chaine de Markov irréductible a espace d’état discret S ,i un état de la

chaine de Markov avec 7 € S.

Théoréme 1.3.3. a) Sii est un état transitoire (ot récurent nul) alors

lim P™ =0

n—-~oo w
b) Sii est un état ergodique (récurent positif et apériodique) alors
: m 1 :
lim P;" = — avec p; = E[T;|Xo =1].

Théoréme 1.3.4. a) Sii est un état transitoire (ot récurent nul) alors

lim P™ =0, VjeS.

n—:oo v
b) Sii est un état ergodique (récurent positif et apériodique) alors

lim pt = P05 < o0lXo =)

1.3.6 Théoreme d’existence et d’unicité de la distribution sta-
tionnaire

Théoreme 1.3.5. Une chaine de Markov irréductible possede une distribution stationnaire
si et seulement si ses états sont tous ergodiques.

Alors cette distribution coincide avec la distribution limite solution de :
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Wizzﬂ-i-Pji VZGS

jes
Zm:l VieSm >0
ies
Preuve

Soit (X)) une chaine de Markov irréductible.

=) par contraposé, si tous les états sont transitoires (ol reccurent nuls) alors

Vi, j € S, lim, Pij") = 0 == il ne peut exister une distribution stationnaire 7; car

VJ c S Ty = Z?szz(jn)
jes
(Propriétés de la distribution stationnaire)

et quand n — 00,Vj € S : m; = 0 (contradiction)

D’ou il existe une distribution stationnaire dans une chaine de Markov irréductible

alors tous les états sont ergodiques.

<—=)considérons une chaine de Markov irréductibles dont tous les états sont ergodiques,

d’aprés le théoreme 1.3.4

Vies lim P™— L — m;

Montrons que 7; = {fracly;} est une distribution stationnaire.

7; est une distribution de probabilitée

en effet V7 ESM%_ >0

Soit M un nombre entier arbitraire
On a
n+m m n m n
P =S PR 2 S PR
kes kesS
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Quand m — oo on aura
M
DI
k=1
et quand M — oo
T > Y TPy
k=1

Montrons que cette relation est une égalitée.

Raisonons par I’absurde supposons qu’il existe j € S tel que

T > Z WkPIC(?)
k=1

alors
YIRS 3 BN
JjES jES kes
or
> > mBg = Y B> m
jes kes jes kes
SO
kesS  jes
alors

dom> ) om

jes kesS
(contradiction )
DouVje S

m =) mby

kes
Quand n — oo

: (n) _
nh—1>noo ij — 7

T = (Z k) Tj.

keS

et

d’ou

Zﬂ'kzl car m; > 0.
kes
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Donc {t} = {7,} est une distribution de probabilité.

Montrons qu’elle est unique.

Supposons qu’il existe une autre distribution stationnaire 7} alors par définition

Vie S = Z?T;P;;‘

jes
et quand
1 1
n — 00 Wf:ZW;‘—:—.
ies M
Donc

. 1
VieS: {m}={—}
Hi
D’ou I'unicité.
Remarque 1.3.4. Ce théoreme est tres important en pratique lorsque 'espace d’état S

est fini.
En effet, il est facile de voir si une chaine de Markov est irréductible. Si elle est alors

sa distribution limite se calculera en résolvant le systeme linéaire suivant :

E i Py = m;

i€S

Zﬂ—jzl

JES
1.3.7 Etat absorbant

Définition 1.3.18. Un état ¢ est dit absorbant si le processus ne peut plus quitter cet
état une fois qu’il est rentré, en d’autre terme si P; = 1. Une chaine de Markov est dite

absorbante si elle comprend en moins un état absorbant.
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1.3.8 Résumé

Propriétés d’une chaine de Markov :
1. Aucune chaine finie n’est transiente.
2. Dans une chaine de Markov finie, il n’existe pas d’état récurrent nul.

3. Toute chaine de Markov finie, possede au moins une classe récurrente positive, donc

au moins une distribution stationnaire portée par cette classe.

4. Une chaine de Markov transiente ne possede pas de distribution stationnaire.



Chapitre

Le modele Page Rank

2.1 Principe de base de 'algorithme Page Rank

Les documents hypertextes fournissent des liens les uns vers les autres, ainsi on peut
considérer le web comme un immense graphe dont les sommets sont les pages web qui
seront numérotés de 1 a n et les liens sont les arcs.

Le principe des classements des pages web est basée sur un systeme de citations.

Plus une page recoit de liens externes plus elle est importante. Une page en émettant
beaucoup de liens diminue son importance.

Si on note u(7) le poids ou I'importance d’une page i, on peut exprimer le principe de
base de I'algorithme par I'idée d’un vote ou chaque page vote en fonction de son poids.

Ainsi si une page émet des liens vers un certain nombre de page on estime qu’elle vote
pour ces pages en distribuant son propre poids a égalité entre chaque page.

Soit 7 une page web, on note ¢; le nombre des liens émis par la page (i) et u(i) le poid
de la page web i .

Le poid d’une page web peut ainsi étre modélisé par la formule suivante :

i) = Z% G) i=1-.m (2.1)

J—>1
ol j — ¢ si la page j pointe un lien vers la page 1.

Soit la matrice H = (h;;) la matrice definies par :

1 . . .
P st J — 1k
1] .
stnon

24
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On peut écrire la formule (%) pour la Fig 2.1 sous forme matricielle :

o 1 1 1 1
L g0 0 1
H= ill00(2)
il(2)100
il0310
4 2

2.2 Un premier exemple.

Nous supposons que nous disposons d'une toile de cinq pages, notre espace d’état est
S={1,2,..5}

FIGURE 2.1 — Une toile de cinq pages et ses liens

Les arétes tracés entre les pages indiquent par exemple que :
e Les liens de la page 1 pointent vers les pages 2,3,4 et 5.
e Les liens de la pages 5 pointent vers les pages 1 et 2.

e Les liens de la page 3 pointent vers les pages 1 et 4.
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2.2.1 Marche aléatoire sur le web

Supposons qu’'une personne navigue sur notre toile en cliquant sur les liens qui lui sont
offerts. Par exemple s’il se trouve a la page 3 il aura le choix de cliquer sur le lien vers la
page 4 ou sur le lien vers la page 1 . Les évenements étant supposés équiprobables; il y a
50% de chances de cliquer sur la page 1 et autant de cliquer sur la page 4. Ainsi apres un
clic le surfeur va se trouver soit sur la page 1 soit sur la page 4. A partir de la on peut

calculer la probabilité conditionnelle de se trouver sur chaque page. Voir Fig 2.2.

X (1) =0 X (1) =1/2 X (1) =1/4
X (2) =0 X (2) =0 X (2)=1/8
X(3)=1 X (3)=0 X(3)=0
X (4) =0 X (4) =1/2 X (4) =1/8
X (5) =0 X (5) =0 X (5) =1/8
Départ Premier clic Second clic

FIGURE 2.2 — Les deux premiers pas de la marche aléatoire sur un réseau de 5 pages.

La Fig 2.2 répond a cette question pour les deux premiers clics d’'un promeneur com-
mencant a la page 3. Cette page offre deux liens, et le promeneur ne pourra aller qu’aux
pages 1 et 4. Ainsi apres le premier clic, il se trouvera a la page 1 avec une probabilité %
et a la page 4 avec une probabilité % c’est ce qui est indiqué dans la colonne médiane de la

Fig 2.2 par les deux relations

indiquent qu’apres le premier clic, le promeneur ne pourra pas étre aux pages 2,3 et 4
car aucun lien ne mene de la page 3 vers ces dernieres.

Les chemins de la Fig 2.2 indiquent les probabilités de visiter chacune des cinq pages.
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On peut également procéder au méme calcul en supposant a chaque fois des pages de
départ différentes.

On veut calculer les probabilités de visites des cinq pages apres deux clics X; et Xy
sachant que le promeneur commence par la page 3. Ceci est exprimé par une probabilité
conditionnelle F;;.

Ou P(X; = 1|Xy = 3) désigne la probabilité que le promeneur se trouve a la page
1 apres le premier clic (X; = 1)s’il se trouvait en 3 au départ (X, = 3).Ainsi, on peut

modélisé la navigation sur Internet par une chaine de Markov. Voir Fig 2.4.

0.5

FIGURE 2.3 — Graphe d'une chaine de Markov associée a un réseau de 5 pages.

Le calcul des probabilités pour les deux prémieres itérations est :
P(X;=1|X,=3)=1

P(X1 =3|Xo=3) =0,
P(X;=4]Xo=3)=3
P(X;=5|Xy=3)=0
et
P(Xy=1|X,=3)=1
P(Xy=2|Xy=3) =
P(X; =3|X=3) = §
P(X,=5|Xo=3)=12
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D’une fagon générale il suffit d’écrire la matrice de transition pour la toile représentée
dans la Fig 2.3

0§ 1 114
103500
S=|31 00 3 0
5000 1%
5 2000

Si on connait la distribution initiale et la matrice de transition d’une chaine de Markov
on peut alors calculer la distribution des probabilités des états.
Soit alors le vecteur initial supposé au départ 7(0) = (0,0, 1,0, 0) et la matrice de transition
cité au-dessus.

Le vecteur de probabilité calculé pour la premiére itération 7 est simplement m = Pr

est donc

plz1 =1) 0 3 ¢ i 1 0 y
p(z1 =2) 10300 0 3
m=|plz1=3)|=|3 00 10 1{=10
p(zy = 4) 5 000 3 0 0
p(z; =5) 5 2000 0 0

De la méme fagon, le second clic donnera lien & un vecteur de probabilité m = Prt

obtenu :

1
=D\ (035 53\ (2) (4
p(zs =2) 101200 0 :
= |plza=3)=| 1 00 1 0 =13
p(zy = 4) 5 000 2 (2) 3
plaz = 5) Proo00/\,) \d

En observant le graphe de la Fig 2.3 on constate que tous les états communiquent entre
eux donc la chaine de Markov est irréductible.
Tous les états de la chaine sont récurrents positifs i.e le temps moyen de premier retour
pour chaque état est fini
pi = E(T;| Xo = 1) < 400.
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De plus tous les états sont apériodiques

d(1) = d(2) = ---d(5) = PGCD{2,3,4,5,6} = 1.

Donc tous les états sont ergodiques.

D’apres le théoreme 1.3.6, il existe une unique distribution stationnaire

T = (m, - ,Ts5).

Le calcul sous Maple nous a permis de calculer la distribution stationnaire de la Fig

2.3, les résultats sont obtenus ainsi :

y a=0.15 \
Méthode de la puissance
() Tn)

0.2279
0.1930
0.1930
0.1930
0.1930

oo oo

TABLE 2.1 — Vecteur de classement des pages web de la Fig 2.1.

2.3 Un modele de navigation sur le web pour un
probleme d’absorption

Le graphe suivant est une légere variante de I'exemple donné a la Fig 2.3, ou la page 5
n’émet pas de liens. Quand le surfeur arrivera a la page 5 il n’aura plus de choix de liens
sortants.

La page 5 devient ainsi une page importante ce qui ne reflete pas vraiment la structure

de la toile.
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FI1GURE 2.4 — Graphe d’une chaine de Markov absorbante

La matrice de transition de cette toile est alors

EEEE
0100
A=1] 3 00 % 0
5 0001
00001
Le vecteur de classement calculé sous Maple est
| a =015
Méthode de la puissance
T(0) T(n)
0 0.2121
0 0.1779
1 0.1913
0 0.1923
0 0.2263

TABLE 2.2 — Vecteur de classement de la chaine de Markov absorbante Fig 2.4 .

Dans ce cas la méthode de la puissance ne converge pas vers le bon vecteur propre.On
constate que 'ordre le plus important est atribué a la page 5, ce qui ne correspond pas
vraiment a la structure des liens observée.

Dans ce genre de cas on introduit un vecteur ligne équiprobable pour que la chaine de

Markov soit non absorbante.

0 1 1 11
1441144
A= 300 30
Tooo0 !
11 1 1 1
5 5 5 5 5
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Le résultat obtenus pour le calcul du vecteur de classement apres élimination de 1’état

absorbant est :

| a=0.15 |
Méthode de la puissance
) T(n)

0.2898
0.1159
0.1739
0.2028
0.2173

oo o os

TABLE 2.3 — Vecteur de classement associé & une chaine de Markov non absorbante.

2.4 L’algorithme Page Rank avec une probabilité
d’abandon

Le modele de la marche aléatoire expliqué précédemment suppose implicitement qu’une
personne qui navigue sur le net va nécessairement choisir un lien parmi ceux proposés par
la page ot il se trouve.

Ceci n’est évidemment pas réaliste car une personne qui navigue peut décider soit de
commencer sur une nouvelle page completement différente soit tout simplement d’arréter
sa recherche.

Pour tenir compte de cette situation on introduit alors la probabilité abandonner la na-
vigation selon la structure des liens et de recommencer la navigation sur une page aléatoire
sur la toile.

Soit S la matrice stochastique associée a une chaine de Markov et G : R* — R”

I’application définie par :

G(z) =aSz+ (1 — a)e.

avec :

a est la probabilité qu’un utilisateur continue a suivre la structure des liens du web.

1 — « est la probabilité qu’il abandonne et recommence a nouveau sur une nouvelle
page choisie au hasard.

Le parametre « est fixé par les programmeurs de Google.
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11 .

e=(%,% ... 1) est un vecteur qui représente la probabilité de se retrouver sur 'une
n’'n n

des pages formant la toile.

2.5 Matrice de téléportation
On peut réécrire la formule précédente comme un probleme de point fixe par rapport
a .

Soit la matrice F définie par :

—r
3=

1 1
n n

On va montrer que pour tout vecteur stochastique v on a EFv =e

alors
% % u1 % D iy Vi
Bo=| f | = f
% % Un % D iy Vi
comme v; est stochastique Z?:l v; = 1 alors
1
n
Fv=e=
1
n

La matrice de téléportation permet ainsi par produit vectoriel de simuler une sorte de
processus de saut qui permet de sauter d’une page web vers une autre sans respecter la

structure des liens.
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2.6 Existence d’une distribution stationnaire pour
P’algorithme Page Rank

Le théoreme suivant a pour objet de décrire les propriétés de la matrice de Google.

Théoreme 2.6.1. Soit le modele Page Rank définie par l'application suivante
Gla)=aS+(1—-a)E.

avec S est la matrice des connexions, E est la matrice de téléportation.

St la matrice S est stochastique alors G [’est aussi.

Preuve

e S est stochastique alors

VijeNs; €01 et Y sy=1Vi

=1
On a alors

1
Gij :OéSij—i-(l—Oé)— Vi, j € {1, ,n}
n
Vi,j€{l,---,n} ona

OSSZ'J'

IN
—

0<as;; < «

1 1
= 0<as;j+(1—a)—<a—

S
3

d7OﬁVZ,j€N0§G”§1

e On a

Comme on a
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et

alors

— Z;-Zzl Gij == 1

2.7 Le modele Page Rank en tant que probleme de
point fixe

Nous avons déja prouvé précédemment que que la chaine de Markov associée a la

matrice de transition définie par ’application
Glo)=aS+(1—-a)E.

admet une distribution stationnaire et qu’on a calculé pour les Fig 2.1 et Fig 2.3.
En terme d’analyse numérique, cette distribution stationnaire est un point fixe de ’ap-
plication G : R* — R",
Gao(z) = aSz + (1 — a)e. (2.2)
Ou S est la matrice des connexions,a est la probabilité de suivre les liens offerts, x est

un vecteur dans R™ et e représente le vecteur équiprobable.

1

1
Proposition 2.7.1. Soit S € R™™"™ une matrice stochastique et G : R* — R", l"applica-
tion définie par

Gao(z) = aSz + (1 — a)e.

avec o une constante « €0, 1[, alors G est contractante de rapport «, par conséquent

elle admet un point fize unique qui est la distribution stationnaire de G(«).



Le modele Page Rank

Preuve

Soient deux vecteurs x et y € R™ |

On a

Gox —Goy = (aSz+ (1 —a)e) —

= aS(x—y)

Ceci permet de calculer la norme

| aS(z —y) |

D’ou

IN

IN

IN

|Oé|||5(x— v) |l

IQIZIZ% vi)

=1 gj=1

aZ|st i)

=1 j=1

ad | (wi—w) | ) sy
i=1 j=1

all(z—y)|

|Gz =Gyl<aflz—yl.

(aSy — (1 — a)e)



Chapitre

Etude de Palgorithme Page Rank

3.1 Estimation de la probabilité d’abandon

Le parametre o représente la probabilité qu’un utilisateur de moteur de recherche
Google suit les liens qui lui sont offert et 1 —« est la probabilité d’abondon avec 0 < o < 1.

La probabilité 1 — a a été fixé par les deux fondateurs de Google a 0.85. Des études
statistiques ont montrés qu’en moyenne un utilisateur clique sur 6 liens successif avant de
quitter et recommencer a nouveau. Le calcul de cette probabilité est basique :

Soit I’évenement A : un utilisateur suit 6 liens parmi n liens qui lui sont offert.

Soit I’évenement B : un utilisateur quitte la recherche et recommence a nouveau apres

avoir suivi 6 liens.

Alors
P(B)=1-P(A).
Or que
P(A) = n(n—1)(n — 2)(nn'— 3)(n —4)(n—5) e
On a alors
P(B)=1- A5,

Pour un ensemble de pages estimé a 40 pages web on aura

P(B) = 0.99.
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3.2 Sensibilité de Dalgorithme aux conditions ini-
tiales.

Dans 'algorithme Page Rank, le parametre 1 — a est placé habituellement a 0.85 mais
il peut théoriquement varier entre 0 et 1 et la matrice des connexions est toujours choisi
de tel sorte qu’elle soit stochastique.

D’apres le modele de Page Rank
Gla)=aS+ (1 -a)E.

G dépend de o et S.

L’algorithme Page Rank met a jours régulierement ces deux parametres dans sa formule.
Nous allons explorer la sensibilité aux variations de chaque parametre.

I1 faut noter qu’on s’attend a ce qu’un classement reste stable. En effet il serait anormal

si I’algorithme proposait des réponses completement différentes pour de petits changements.

3.2.1 Sensibilité par rapport a La probabilité d’abandon 1 — «

Nous allons commencer par 1’étude de la sensibilité de 1'algorithme par rapport a la
probabilité d’abandon.

Soit ’application de I'algorithme Page Rank suivante :
Gla)=aS+ (1 —-a)E.

Soient m(a) = (m (), -+, m,()) le vecteur de classement (ou le vecteur de distribution
stationnaire) associé a GG, S la matrice des connexions associé et m; et my deux vecteurs de
classements associés a deux valeurs oy et as respectivement.

om représente la variation de 7 tel que dm = m; — 7y et da la variation de « tel que
oo = (vp — Qg

Alors on a

m—me = (S+(1—a)E)m — (S+ (1 —a)E)
= S+ (m —m) + Sme(ag —ag) — (g — an)E

Ce qui donne
om = a1 Som + Smeda — da .
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Par 'inégalité triangulaire on obtient

o [[< an [[S I om ([ + (1S [z [[[] de || + [ dex |

On a 7 est stochastique alors ", m; = 1 =>|| 7 ||< 1 et comme S est stochastique
onala’ " si=1
D’ou

| o7 ||< 2| da ]l
—_— 1 .

-«
Donc si on prend « trop proche de 1 le probleme est sensible aux conditions initiales.

On illustre cette section par quelques exemples de pratique qui justifie le choix de «.

On donne une matrice des connexions qui correspond a huit pages du web.

Rl —wi- O O Ok O
RO =W O kl-ol—= O O
O olrwi= Okl— O =I-N|—
Solr O O OoulI- O
ol O ORI=ulFI= O
O O O OriIFagl=I= O
O O OO OO
O ol O O o=~ =

Le tableau suivant montre les valeurs propres et les vecteurs propres associés a la matrice
des connexions S fixe et celles de la matrice de Google ainsi que le classement des pages

selon leurs importance pour une valeur 1 — « fixé a 0.85 tout en changeant la distribution

initiale.
m(0) | m(n) | rang || m2(0) | 7(n) rang
% 0.1379 | 1 z 0.1250 || 1
5 0.1233 | 3 - 0.1250 || 1
5 0.1323 | 4 z 0.1250 || 1
3 0.1158 | 8 z 0.1249 || 2
! 0.1201 | 5 z 0.1249 || 2
2 0.1172 | 7 % 0.1249 || 2
5 0.1179 | 6 z 0.1249 || 2
5 0.1351 | 2 0 0.1250 || 1

TABLE 3.1 — Vecteurs de classement des huit pages web pour 1 — « fixé a 0.99 et différentes
distributions initiales
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Voici un autre exemple pour le calcul des vecteurs de classement pour la méme matrice
de I'exemple précédent et le classement des pages selon leurs importance pour une méme

distribution initiale tout en variant la probabilité d’abandon 1 — « .

l—a=04 l—a=056 l1-a=08 [ 1-a=0.99
w(n) | rang | w(n) | rang | w(n) | rang | w(n) | rang
0.1912 1 0.1644 1 0.1427 1 0.1250 1
0.1091 4 0.1173 4 0.1225 4 0.1250 1
0.1570 3 0.1453 3 0.1348 3 0.1250 1
0.0871 8 0.1002 8 0.1127 | 8 0.1249 | 2
0.1002 ) 0.1102 ) 0.1183 ) 0.1249 2
0.0912 6 0.1033 7 | 0.1145 7 101249 | 2
0.0894 7 0.1037 | 6 0.1153 6 0.1249 2
0.1745 2 0.1552 2 0.1388 2 0.1250 1

TABLE 3.2 — Vecteurs de classement des huit pages web pour différentes valeurs de «

3.2.2 Sensibilité par rapport a la matrice des connexions

La matrice des connexions représente le rapport des liens entre les pages web. Dans
cette section on s’intéresse a la sensibilité de I'algorithme par rapports aux changements
de cette matrice.

Une preuve sera établie pour faire 1'objet.
Soit le modele de Page Rank donné par la formule suivante :

Gla)=aS+(1—-a)E.

Soient Sy, S7 deux matrices de connexions, g, 1 deux vecteurs de classements associés
a Gy et (G respectivement.
Soit dm = m; — my une variation de 7.

On a alors

™ — T — (CYSl — (1 — Oé)E)ﬂ'l — (CKSO — (1 — Oé)E)ﬂ'o
= aSm—(1—a)Er —aSym — (1 — a)Em

et on aussi
(1-—a)Em — (1 —a)Em =0.
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car 7 et my sont des vecteurs de probabilité et

i T, = 1.
j=1

alors
S (mY [
VATV IR
™ Ty = 048171'1 - a507r0
= 065177'1 + OéS(]’YTl - 04507'('1 - OéSOﬂ'O
= Oé(Sl — SU)TH + 0680(71'1 — 7T0)
— (7T1 — 7T0) — O./So(ﬂ'l — 7T()) = a(Sl S())
— (Id—OéSO)(’ﬂ'l—’ﬂ'o) = OZ(Sl S)
— m —m = a(ld—aSy) *(S; — So)m((Id — aSy) est inversble)
= 0 = Od( — OCSQ) (557T1
on aura
Iom [|< e || Id —auSo [|7H] 65 [l o ] -
on aussl

7 est stochastique donc Y7 m = 1= m [|<1

% || Id — Sy ||[= 1 — « car
1 0 .0 S11 -+ -+ Sip
0 -0
‘ -«
: -0
0 - 0 1 Spl ccc cor Spm

comme Y7 s;; = 1 alors
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(a]
_o O O

d’ou le résultat.
donc

a
| om HSE |65 -

Soit deux matrices de connexions S7 et S, ou Sy est une légere modification de la

matrice S7 ou on a ajouté un lien de la page 8 vers la page 7.

00310000 3 00310000 3
1 g1 11 1 11 1 g I 11 1 11
010 L1101 016111 g1
SRR RS R I
s = Y1303 00 o fO05 303300
00000O01L1 00000011
11 1 11 1
I IR OO I IR OO
¢ ¢ 6 6 o 6 § ¢ ¢ 56 6
5 3000000 5 3300000

Voici un exemple qui montre la sensibilité du vecteur de classement par rapport aux

changements de la matrice des connexions S et Sy lorsque (1 — o) — 1.

Sy Sy
7w(n) | rang | 7w(n) | rang
0.1250 1 0.1220 5
0.1250 1 0.1280 1
0.1250 1 0.1280 1
0.1249 2 0.1249 3
0.1249 2 0.1068 6
0.1249 2 0.1041 7
0.1249 2 0.1173 5
0.1250 2 0.1248 4

TABLE 3.3 — Vecteurs de classements associés aux deux matrice S7 et Sy pour une valeur
1—a=0.99.
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3.3 Vitesse de convergence de ’algorithme

La vitesse de convergence de la méthode de la puissance dépend de la valeur propre sous
dominante de G, X\o(G) = «, plus o — 0 plus la vitesse de convergence de la méthode
de la puissance est rapide.

Le vecteur de classement est calculé au bout de 50 a 100 itérations [2].

o Nombre d’ittération
0.5 | 34

0.75 | 81

0.8 104

0.85 | 142

0.9 219

0.95 | 449

0.99 | 2292

0.99 | 23015

TABLE 3.4 — Effet du parametre a et le nombre d’itération nécessaire a une précision de
10710 voir [2]

3.4 Propriété spectrale des valeurs propres du modele
Page Rank

Nous allons a présent étudier la propriété spectrale du modele Page Rank renforcer par

une preuve.

Proposition 3.4.1. Soit le modeéle Page Rank donné par la formule :
Gla)=aS+ (1 —-a)E.

Si le spectre de la matrice stochastique S est {1, Xa, -+, A\, } alors le spectre de G est
{1,aXg, -+ ,a\, }.

Preuve
Soit S une matrice stochastique de spectre Sp = {1, Ag, -+, A\, }.
Posons G = aS + (1 —a)E.
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S est stochastique donc S.v = v ou le vecteur colonne v est un vecteur propre de S
pour la valeur propre 1.

Posons

A= (v,T).

ol v est le vecteur propre associé a la matrice S et 7' une matrice n x (n — 1) choisi de

-1 _ v
=(r)

ot v’ est un vecteur ligne et 7" une matrice (n — 1) x n. Effectuons le produit par bloc

g, (Y (Vv T
]n_A A_(T/)(UaT)_(T/U T’T)

sorte que A soit inversible.

Notons

on déduit

Considérons

A‘lSA:(;{,)S(U T):(;l,)(Sv ST):(;/,)(U ST):(;/,Z ;g)

par identification

1 *
-1 .
A5 = < 0 T'ST )
La matrice A~1SA étant semblable & S et a exactement les mémes valeurs propres
17>\27"' 7)\71-

Calculons maintenant

1 R B 1 % vEv VET
A GA_(T’ >G(“ T)—O‘( 0 T’ST)+<1_O‘>(T'EU T’ET>
On obtient
Alga= (1t *
-\ 0 «o(T'ST)
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D’ou les valeurs propres de G sont 1, a)g, -+, a\,.

Conclusion

Pour que I'algorithme Page Rank assure la convergence vers le bon vecteur de classe-
ment, le parametre o doit étre choisi de sorte a respecter les trois contraintes suivantes :

~ Ona

2 da ||
< — 7
om < 2

-«
Alors plus a — 0 plus le modele est numériquement stable .
— Le parametre « représente la probabilité qu'un navigateur suit les liens qui lui sont
offert , donc « doit étre autour de cette probabilité qui est estimé a .
— La vitesse de convergence de méthode de la puissance dépend de «, plus of — 0

plus la vitesse de convergence est rapide, donc « doit étre choisi proche de 0.



Chapitre

Optimisation des opérations de calcul
du vecteur propre

En 2008 U'entreprise Google affirmait indexer 40 milliards de pages. Cette taille im-
posante oblige les concepteurs a utiliser un ensemble de techniques et d’astuces visant a
réduire le cott en calcul au maximum.

Nous proposons dans cette section certaines techniques utilisées pour minimiser le cotit

de calcul du vecteur propre.

4.1 Optimisation de ’espace de stockage

L’algorithme Page Rank se base sur le calcul du vecteur propre de la matrice G qui est
dense et de tres grande taille. Le stockage d’une matrice de cette taille est extréemement
cotiteux meéme avec des installations de pointe. L’espace de stockage nécessaire pour la
matrice de Google d’ordre n? est 2.56.10%? éléments .

La matrice S elle par contre est creuse et permet d’obtenir la matrice G en vertu de la
formule :

Gla)=aS+ (1 —-a)E.

Une étude statistique faite par la compagnie Google sur les pages web montre qu’en
moyenne une page web émet 10 liens, ce qui signifie que la matrice S contient 10n infor-
mations pertinentes ainsi 'espace de stockage est 4.10'! éléments.

Le gain réalisé en utilisant cette technique de stockage est important et permet d’alléger

les appels de I’algorithme.

45
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4.2 Optimisation du nombre d’opérations nécessaires
pour le produit matriciel

4.2.1 Méthode naive

Si on applique la méthode de la puissance on est censé effectuer le produit de la matrice
G par un vecteur a chaque itération.
Pour une matrice de taille n le cott de cette opération est de n opérations de multipli-

cations et n — 1 opérations d’additions. ainsi le nombre d’opération est de 2n? — n.

4.2.2 Formule optimisée

Il est possible de tirer profit de la formule de l'algorithme pour réduire le cout des
opérations en calcul :
Gla)v =aSv+ (1 —a)Ev

Alors Si on applique la puissance pour la formule optimisée on est censé effectuer
le produit de la matrice S par un vecteur a chaque itération plus ’addition du vecteur
équiprobable e .

Comme la matrice S contient en moyenne 10 éléments non nuls par ligne. Le produit
de la matrice S par un vecteur de taille n nécessite 10 opérations de multiplication et 9
opérations d’additions. Ainsi le nombre d’opération calculé pour une seule itération est de

(20n) opérations .

On peut contourner le produit de la matrice de téléportation en faisant la remarque

suivante :

Ev =e Vv stochastique.

On a une matrice de téléportation E et un vecteur stochastique v ,alors

1 1 1 n

no T U1 it Vi
EU g = '

1 1 1 n

pos pos Un pos Zi:l Ui

comme Y. v; =1 alors
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3=

Sl eee

4.2.3 Comparaison entre la méthode naive et la formule opti-
misée

Nous allons a présent comparer le cotuit en calcul des deux méthodes précédentes. Nous
avons utilisé comme repére un processeur ayant une vitesse d'un pétaflops! C’est-a-dire
effectuant 10'° opérations par secondes.En utilisant la matrice G le nombre d’opérations
est évaluée & environ de 3.2.10?! opérations par itération, ainsi il faudrait environ 37 jours.
Mais en utilisant la matrice des connexions S , le nombre d’opérations nécessaires est évalué
a environ 8.10'! opérations, avec une méme machine il faudrait (8.107*s) pour effectuer

une itération.

4.3 Optimisation des opérations de calcul par le test
d’arrét

Le critere d’arrét usuel utilisé par plusieurs méthodes numériques est :

k+1

| 2" — 2 || < e

Ce test nécessite le calcul du vecteur en entier méme si plusieurs composantes ne peuvent
plus étre améliorées.
Pour tenir compte de cette situation 1’algorithme Page Rank utilise un critere différent

qui permet de bloquer le calcul d’'une composante des qu’elle atteint une certaine précision.

| oF T —ah < e

c’est-a-dire lors de calcul du vecteur de classement elle controle les valeurs calculée a
chaque fois une valeur atteinte vérifie ce dérnier critere la valeur sera fixée et I’algorithme

continue le calcul pour le restes des valeurs jusqu’a I'obtention du vecteur propre.

1. Début juin 2008, le super calculateur IBM Roadrunner est le premier a franchir la barre symbolique
du petaflops. Puis, en novembre 2008, c’est au tour du supercalculateur Jaguar de Cray. En avril 2009,
¢’étaient les deux seuls supercalculateurs a avoir dépassés le petaflops.(source Page processeur Wikipédia
18/12/2010)
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Kamvar et Haveliwala [7] ont prouvé que ce critere d’arrét permet de réduire 17% du

temps de calcul du vecteur Page Rank.

Voici un exemple qui calcule le vecteur de classement pour la matrice citée dans le

chapitre précédent tout en précisant le fonctionnement du critere d’arrét.

Itération 1 Itération 2 Itération 3 Itération 4

z; ok R F R F R F S|

x1 | 0.1250 | 0.1611 | 0.1611 | 0.1689 | 0.1689 | 0.1705 | 0.1705 | 0.1706
To | 0.1250 | 0.1221 | 0.1221 | 0.1161 | 0.1161 | 0.1157 | 0.1157 | 0.1155
x3 | 0.1250 | 0.1470 | 0.1470 | 0.1470 | 0.1470 | 0.1479 | 0.1479 | 0.14809
x4 | 0.1250 | 0.0974 | 0.0974 | 0.0977 | 0.0977 | 0.0977 | 0.0977 | 0.0977
x5 | 0.1250 | 0.1114 | 0.1114 | 0.1086 | 0.1086 | 0.1080 | 0.1080 | 0.1079
xg | 0.1250 | 0.1020 | 0.1020 | 0.1008 | 0.1008 | 0.1004 | 0.1004 | 0.1004
x7 | 0.1250 | 0.1049 | 0.1049 | 0.1016 | 0.1016 | 0.1006 | 0.1006 | 0.1004
xg | 0.1250 | 0.1536 | 0.1536 | 0.1590 | 0.1590 | 0.1595 | 0.1595 | 0.1597

TABLE 4.1 — Calcul du vecteur de classement par la méthode de la puissance.

Si on observe le tableau on constate que la valeur x4 n’évolue pas a partir de la troisieme
itération, et la valeur x4 a partir de la quatrieme itération, donc il n’est pas nécessaire de

continuer le calcul qui représente ainsi des opérations de calcul en plus et qui sont inutiles.



Conclusion

Dans ce travail, nous avons étudié I'algorithme Page Rank de la compagnie Google qui
a fait son succes.

La navigation sur le web est modélisée par une chaine de Markov qui a été forcée
pour qu’elle soit irréductible et apériodique ce qui permet de calculer une distribution
stationnaire qui représente le vecteur de classement des pages.

L’algorithme dépend d’une probabilité qui représente la probabilité de suivre ou pas les
liens proposés. Cette probabilité est utilisée comme parametre par Google afin de rendre
I’algorithme stable numériquement.

La taille imposante du web impose des choix judicieux en matiere d’optimisation des
opérations de calcul. Sans quoi I'algorithme serait lent et perdrait son efficacité.

L’algorithme Page Rank fait la chasse aux opérations superflues et élimine tout ce qui
peut étre éliminé comme calculs inutiles.

Nous avons proposés trois techniques parmi celle utilisés par Google pour optimiser les

calculs.

1
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Annexe

Programme utilisé permettant de calculer le vecteur
des classements

restart ;
with(LinearAlgebra) :

Choisir "n” le nombre de pages web. La variable "link” est une liste de paires [i, j],

b 79 299

pointe un lien a la page "j”.

99299
1

ou "[i, j]” signifie la page
n:=38:

links :=
A= Matriz(n,n) :

L := nops(links) :

for i from 1 to n do

for k from 1 to L do

if links [k, 1] = ¢ then A[links[k,2],i] :=1; i :

od :

od :

for i from 1 to n do

s :=add(A[j,i],j =1..n):

ifs <> 0 then for j from 1 to n do A[j,i] := eval f(A[j,i]/s); od : fi;
if s = 0 then for j from 1 to n do A[j,7] := 1.0/n; od : fi;

v
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od :

Aj;

Eigenvalues(A) ;

Remarque : I est la base des complexes.
Vecteur propre de A la matrice des connexions
r:=0:

eigvA = array(l..n) :

Q) := Eigenvectors(A) :

eigs := Q[1] :

for j from 1 to n do

if evalf(abs(eigs[j] — 1.0)) < 1.0e — 6thenr := r + 1; eigvA[r] :== Column(Q[2],j) :
od :

printf V;(A) est de dimension

for j from 1 to r do

s := add(eigvAlj][k], k = 1..n) :

eigvA[j] := map(q— > Re(q), eigvAlj]/s);

print(eiguAlj]);

od :

Vi(A) est de dimension 1

m est la probabilité d’abondan

m :=0.85:

M = eval f((1 — m). A+ m.Matriz([seq([seq(1/n,j = 1.n)],k = 1..n)]));
Calcul du spectre de la matrice Google.

Eigenvalues(M) ;

Calcul du vecteur propre de la matrice de Google par la commande de Maple.
Q2 := Eigenvectors(M) :

eigs == Q2[1] :

for j from 1 to n do

if evalf(abs(eigs[j] — 1.0)) < 1.0e — 6theneigvM := Column(Q2[2],7j) : fi;
od :

s := add(eigvM[k], k = 1..n) :

eigvM := eval f(map(qq— > Re(qq), eiguM/s),16) ;

Méthode de la puissance



Annexe vi

Calcul du vecteur propre de la matrice de Google par la méthode de la puissance avec
le vecteur initial qui contient 1/n comme composante.

s := Vector(n) :

for j from 1 to n do

slj] :==1./n

od :

T = s;

for k from 1 to 1000 do

znew = (1 —m) * Ax+mx*s:

znew := xnew/Norm(xnew, 1) :

if Norm(z — xnew, 1) < 1.0e — 3 then break; fi;

for i from 1 to n do

print (z[i], znewli, k) ;

od :

T = rnew;

od :

k;

;

eigvM ;

T = s;

for k from 1 to 1000 do

znew := (1 —m)*x Az +mxs:

znew = xnew/Norm(znew, 1) :

for j from 1 to n do

if abs(x[j] — xnew[j]) > 0.001 then

print (z[j], znewj]);

z[j] == znewlj];

fi;

od :

od;
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