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Introduction

)n+1

o . , A —1
La série harmonique alternée, de terme général G kaks

pour n entier strictement positif,
n

converge vers In 2, tandis que celle obtenue en réordonnant les termes de la suite de facon
a sommer beaucoup plus vite les termes pairs que les termes impairs converge vers IHTQ
La conclusion que nous pouvons en tirer est qu’il y a un réel probléme mathématique
a permuter les termes d’une série semi convergente. Ce qui conduit a introduire une
définition de la somme qui exclut ce genre de situation et qui assure que la sommation
donne le méme résultat quel que soit 'ordre choisi.

La loi d’addition sur les scalaires ou les vecteurs vérifie certaines propriétés, telles
que l'associativité et la commutativité. Celles-ci permettent de définir naturellement les
sommes de familles finies, auxquelles les propriétés de ’addition, considérée comme opéra-
tion binaire, s’étendent aisément. Les difficultés surviennent lorsqu’on envisage d’étendre
la sommation & des familles infinies discrétes. La notion de sommabilité est une extension
de la notion de la convergence absolue au cas oul les termes de la série dépendent d’un en-
semble d’indices I quelconque, et ol par conséquent, il n’y a pas d’ordre des termes de la

série. Elle vise a étendre les calculs de sommes sous la forme » . _; a; ou aucune condition

iel
de dénombrabilité, ni d’ordre n’est imposée a ’ensemble des indices I, contrairement a la
notion de série. Il s’agit donc de pouvoir définir la somme de fagon globale.

Le premier chapitre est dédié & quelques rappels concernant notament la dénombra-
bilité.

Dans le second chapitre, nous présentons le cas ot les a; sont des nombres réels ou des

nombres complexes. Pour faciliter 'utilisation dans d’autres branches des mathématiques

(analyse complexe, séries de Fourier, analyse fonctionnelle...), on étudie dans la premiere
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partie de ce chapitre les familles positives pour lesquelles il n’existe qu'un phénomeéne
d’accumulation, sans compensation, qui permet dans tous les cas d’attribuer a la famille
(a;)icr une somme, finie ou infinie. Eunsuite, nous exposons les familles sommables de
nombres réels (resp. de nombres complexes), nous définissons trés simplement la notion
de sommabilité et celle de somme en séparant les parties positives et les parties négatives
(resp. les parties réelles et les parties imaginaires). Un résultat trés important pour cette
partie est celui de I’équivalence entre la sommabilité et I’absolue sommabilité.

Dans le troisieme chapitre, nous étudions les familles vectorielles dont la famille des
normes a une somme finie. Il n’est alors pas difficile d’attribuer a la famille initiale une
somme vectorielle qui posséde toutes les vertus souhaitables.

Nous nous situons d’emblée dans le cas ot les a; sont des éléments d’un espace vectoriel
normé et nous donnons la définition de la convergence d’une série de vecteurs de terme
général a; dans un espace vectoriel normé, ’ensemble d’indexation étant N. On dit que
cette série converge et a pour somme le vecteur S de FE si la suite des sommes partielles
Sn = ag + ai + ... + a, converge vers S, autrement dit si ||.S,, — S| tend vers 0 quand n

tend vers +oo. Ceci s’écrit encore
Ve > 0,3ng € N,Vn > ny, ||S, — S| < e. (0.0.1)

Si on veut généraliser ceci & une famille de vecteurs (a;);cs, out I est un ensemble infini
. 2 1 N . P P 9 2 .
quelconque, on se heurte immédiatement & une difficulté, c’est qu'une écriture comme
Vi > ig, n’a en général pas de sens dans I qui n’a aucune raison d’étre muni d’une relation
d’ordre total. Essayons alors de traduire 1'idée exprimée par (0.0.1) sans faire appel a
la structure d’ordre de N. On remarque pour cela que S, réalise une approximation
n
de S par la somme d’'un nombre fini de termes de la famille (a;);ey avec une erreur
IS, — S| < e. Cette approximation peut étre réalisée par une somme finie indexée par
n’importe quel ensemble I,, = {0,1,...,n} pourvu que n > ny. Pour se débarrasser de
la relation d’ordre intervenant dans cette derniere écriture on la reformule en [, D I,,,.

Réécrivons maintenant (0.0.1) & l’aide des ensembles emboités I,,.

ZCLZ‘—S

i€l

Ve > 0,3y =1I,, ={0,1,....,n0},VI, D I, <e. (0.0.2)




Introduction

Au risque d’insister lourdement, notons que dans ’écriture, "VI,, D I,,,", I,, ne désigne
pas n’importe quelle partie finie de N, mais un ensemble fini de la forme {0,1,2,...,n}.
Avons nous réussi ainsi a expurger (0.0.1) de la relation d’ordre sur N7

En fait non, nous avons seulement réussi a la cacher dans la définition des ensembles
1, d’entiers consécutifs entre 0 et n. Si on veut vraiment généraliser & un ensemble
d’indexation I quelconque, on est donc condamné a renoncer a cette structure particuliere
des I, et & ne retenir que leur finitude. On est ainsi amené a introduire une nouvelle notion

de convergence pour la série de terme général a;

Ve > 0,3J (fini) C N, VI fini tel que J C I C N, < e.

ZCLZ'—S

i€l

L’objet du quatriéme chapitre est de définir les familles sommables induites par la
structure de groupe topologique. En mathématiques, et plus particuliérement en topologie
générale, un filtre est une structure définie sur un ensemble, et permettant d’étendre la
notion de limite aux situations les plus générales. La théorie des filtres a été inventée en
1937 par Henri Cartan, et utilisée par le groupe Bourbaki. 11 suffit en effet d’une addition
(la loi de composition interne du groupe) et d’une topologie pour "additionner des objets
en quantité quelconque", plus précisément les objets considérés sont des éléments d’un
groupe topologique commutatif et séparé.

La derniére partie de ce mémoire est consacré a quelques applications des familles

sommables, justifiant ainsi leur intérét.



CHAPITRE

1 Chapitre rappels

1.1 Dénombrabilité

1.1.1 Introduction

Compter des objets et faire des additions, voila bien les deux activités les plus élémentaires
a la base des mathématiques. Et pourtant & y regarder de plus prés, ce n’est pas si facile.
Déja pour un ensemble fini, la méthode qui consiste a regarder ses éléments 1'un aprés
lautre et a les compter (donc a les numéroter) n’est applicable que pour de « petits »
ensembles. Le plus souvent on s’en sort en faisant une représentation de ’ensemble a
dénombrer & l'aide d’'un autre ensemble plus familier. Elle est d’ailleurs & la base du
processus de comptage qui consiste simplement & mettre en bijection un ensemble avec
un ensemble de nombres entiers. Cette notion de bijection permet d’étendre en un certain

sens le dénombrement aux ensembles infinis.

1.1.2 Notion d’ensemble dénombrable

Définition 1.1.1 Un ensemble I est dit fini s’il est vide ou s’il est en bijection avec un
ensemble {1, ....n} pour un certain entier n > 1. Un tel n est alors unique et est appelé

cardinal de E. Par convention le cardinal de ’ensemble vide est 0.

Définition 1.1.2 Un ensemble est dit dénombrable s’il est en bijection avec N. Il est dit

au plus dénombrable s’il est fini ou dénombrable.



1.1. Dénombrabilité

Théoréme 1.1.1 (Cantor)

Soit I un ensemble. Alors il n’existe pas de bijection de I sur Ps(I).

Démonstration. Par I'absurde. Soit ¢ une bijection de I sur P(I). Construisons

une partie de I en posant :
A={zel:z ¢ ¢x)}.
Puisque ¢ est une bijection de I sur Ps(I), A posséde un antécédant par ¢, notons le .

Alors par définition méme de la partie A, il vient
To ¢ A xy € p(xg) & 19 € A

Ce qui est absurde. m

1.1.3 Critéres de dénombrabilité

Théoréme 1.1.2 Soit I un ensemble. S’il existe une injection de I dans N, alors I est

dénombrable.

Démonstration. Soit ¢ une injection de I dans N. Alors I'application g de I dans
©(I), qui a un élément i de I associe (i), est évidemment bijective (on a rendu ¢ surjective
en restreignant son ensemble d’arrivée). On a ainsi construit une bijection de I sur une

partie de N, I est dénombrable par définition. m

Théoréme 1.1.3 Soit I un ensemble. S’il existe une surjection de N sur I, alors I est

dénombrable.

Démonstration. Soit ¢ une surjection de N sur I. Soit ¢ un élément de I. ¢ étant
surjective, ’ensemble des antécédents de i par ¢ est une partie non vide de N. Soit a(7)
son plus petit élément. Construisons une partie de N en posant A = {a(i);i € [}. Alors
I’application de A dans I est évidemment une bijection; on a mis I en bijection avec une
partie de N, I est dénombrable.

En d’autres termes, pour rendre ¢ injective, on a sélectionné un et un seul antécédent
par ¢ de chaque élément 7 de I. En notant A I’ensemble de tous ces éléments-1a, il suffit

de restreindre ¢ a A pour la rendre injective. =



1.1. Dénombrabilité

Lemme 1.1.1 Toute partie infinie de N est dénombrable.

Démonstration. Soit [ une partitie infinie de N. On construit une bijection ¢ de
N sur I par récurrence en utilisant le fait que toute partie non vide de N admet un plus
petit élément.

On initialise la récurrence en posant
Iy =1,p(0) = min I
Ensuite, pour n > 1, si on a défini p(k) et I pour i =0,...,n — 1, on pose
I,=1\¢({0,..,n—1}),¢(n) =min I,

L’ensemble ¢ ({0,...,n — 1}) = {¢(0), ..., o(n — 1)} est fini donc I,, est non vide puisque
I est infini. On peut donc construire ainsi de proche en proche tous les ¢(n) pour n € N.
De plus il est clair par construction que pour tout n > 1, p(n — 1) < ¢ (n).
L’application ¢ est donc strictement croissante, ce qui entraine son injectivité. Pour
voir qu’elle est surjective, soit m un élément quelconque de I. Comme m est un entier,
il n’y a qu'un nombre fini d’entiers strictement inférieurs & m, donc & fortiori qu’un
nombre fini n d’éléments de I inférieurs strictement a m (éventuellement aucun). Ainsi
m est le (n + 1)-iéme plus petit élément de I, d’ou ¢(n) = m. Nous venons de montrer
qu'un élément quelconque de / a au moins un antécédent par ¢, autrement dit que ¢ est

surjective. m

Proposition 1.1.1 Toute partie infinie d’un ensemble dénombrable est elle-méme dénom-

brable.

Démonstration. Soit A une partie infinie d’'un ensemble dénombrable B. Il existe
alors une bijection g : B — N. Sa restriction g & A est une bijection de A sur g(A).
L’ensemble g(A) est une partie infinie de N, car si elle était finie, il en serait de méme
pour A. Par le lemme 1.1.1, il existe une bijection ¢ de g(A) sur N. L’application
pog: A — N est une bijection comme composée de deux bijections. L’ensemble A est

donc dénombrable. m



1.1. Dénombrabilité

Remarque 1.1.1 I résulte immédiatement de la proposition que si I’ensemble B contient

une partie infinie A non dénombrable, B est lui méme infini non dénombrable.

Remarque 1.1.2 La proposition nous permet de caractériser les ensembles au plus dénom-
brables comme ceux qui sont en bijection avec une partie de N, ou encore comme ceux qui
s’injectent dans N. De méme, les ensembles dénombrables sont les ensembles infinis qui

s’injectent dans N.

Proposition 1.1.2 (i) Pour tout d > 1, si X1, ..., X4 sont dénombrables, alors le produit
cartésien X1 X...x Xy est dénombrable. En outre, si tous les X; sont non vides, X1 X...X Xy
est infini dénombrable dés que 'un des X; est infini dénombrable.

(i1) Une réunion d’ensembles dénombrables est dénombrable.

Démonstration. Montrons (i) par récurrence sur d. On suppose d = 2. Les ensem-
bles X; et X, étant dénombrables, il existe deux injections ®; de X; dans N,7 = 1;2.
Alors application ® : X; x Xy — N x N définie par ®((x1;22)) = (P1(z1); Po(x2)) est
injective, et donc le produit X; x X5 est dénombrable.

Supposons maintenant que Xs soit infini dénombrable. Soit z; € X; un élément
fixé. Alors N s’injecte dans X;x X, par I'application ¢(n) = (x1;®5'(n)). Supposons
maintenant le résultat vrai au rang d. Notons que X7 X ... x X1 = (X7 X ... x Xg) X X411,
et quitte a réindexer, on peut toujours supposer que Xy, est infini dénombrable. Ainsi,
on conclut par le cas d = 2.

Montrons (ii). Posons X = igIXi ou I C N, et X;,i € I est dénombrable. Pour tout
i € I, on considére une injection ¢; de X; dans N. Pour chaque z € X, on définit I’entier

n(z) = min {i € I;z € X;}. Soit maintenant ’application ® : X — N? définie par

® (x) = (n(2), Pn(@) (1)) .

Montrons que ® est injective. Soit x # y. Alors soit n(z) # n(y) et dans ce cas
O(z) # D(y), soit n(x) = n(y) = p ce qui implique =,y € X, et alors ¢, () # ¢, (v)
car ¢, est injective. Dans ce cas on a donc ®(x) # ®(y). Donc @ est injective et X est

dénombrable. m



1.2. Espaces vectoriels normés

Proposition 1.1.3 Un ensemble I est dénombrable si et seulement si il existe une suite

croissante (J,,) de parties finies de I dont la réunion est I.

Démonstration. La condition est nécessaire car N vérifie cette propriété et donc
tout ensemble en bijection avec N également. Inversement, supposons qu’il existe une
telle suite croissante (J,). Posons Ky = Jy et K,, = J,\Ju—1. On a [ = nLGJNKn et les
ensembles K, sont deux a deux disjoints. Soit d,, = card (K,,).

Considérons une bijection ¢,, de K,, sur {do + ... + d,_1,do + ... + d,,_1}. Soit ¢ : [ —
N l'application définie par ¢k, = ¢,. Alors ¢ est injective de I dans N et donc I est

dénombrable par définition. m

1.2 Espaces vectoriels normés

On parle d’espaces vectoriels sur le corps R ou sur le corps C. Les définitions sont les

mémes en substituant R a4 C ou vice versa.

Définition 1.2.1 On appelle espace vectoriel sur un corps k tout ensemble E muni de
deux lois «+» et «.» tel que :

1. La loi «+» vérifie les propriétés suivantes :

Pour tout x,y,z € E on ait

e (z4+y)+tz=x+(y+2).

ert+y=y-+zx.

o ]l existe un élément neutre noté Og tel que v + O = x.

o r+ (—x) = Op.

2. La loi «.» vérifie les propriétés suivantes :

Pour tout \,u € R (resp. C) et z,y € E on ait

o lo=ux.

o (A\+ ) =A\x+ pr.

o \(ux)=(Ap).x.

e Mz +y)=Az+ A\y.
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Définition 1.2.2 Un sous-espace vectoriel F' d’un espace vectoriel E est un sous-ensemble
F' non-wide de E tel que :

e six,y € F alorsx+y € F.

e si A\ €R, (resp.C) alors Az € F.

Définition 1.2.3 Un espace (E, ||.||) est dit espace vectoriel normé sur le corps k = R

ou C s’il est muni d’une application ||.|| : E — Ry qui vérifie :
l.VeeE ||z|| =0 2 =0.

2. VA e k,x € E || x| = || ||z]| ou |\ désigne respectivement la valeur absolue si

k =R ou le module si k = C.
3. Vo,y € E, ||z +y| < |zl + ||yl (I’inégalité triangulaire).

Définition 1.2.4 Soit E un K-espace vectoriel et X C E, un sous-ensemble de E. On
dit que X est un sous-espace vectoriel de E s’il satisfait aux conditions de stabilité linéaire,
c’est a dire :

V(z,y) e BEVA € Ko +y€ X et Az € X.

Proposition 1.2.1 Soient F' et F', deux sous espaces vectoriels d’un espace vectoriel E.
L’espace F' + F' est un sous espace vectoriel de E.

Notation : si F' et F'sont tels que N F' = {0}, on dit que F' + F’ est une somme
directe et on note FF & F".

Définition 1.2.5 On appelle espace de Banach E, un espace vectoriel normé complet.

Définition 1.2.6 On appelle produit scalaire sur E toute forme bilinéaire symétrique
définie positive autrement dit, toute application ¢ de E x E dans R vérifiant :

1)Vr € E,y—<x,y> est linéaire, et Vy € E,x —< x,y > est linéaire.

2)V(x,y) € B>, < z,y >=<vy,x > .

3)Vr € E\{0}, < z,2 >> 0.

4)<z,x>=0&2=0.

10
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e Si I/, est un espace vectoriel de dimension finie ou infinie muni d’un produit scalaire,

on dit que F est un espace préhilbertien réel.

Proposition 1.2.2 (Inégalité de Cauchy-Schwarz).
Soit E, un R-espace vectoriel et < .,. >, un produit scalaire sur E. Pour tous (x,y) €

E?% ona

<zy>|<V<wr > /<y y >

Démonstration. Soient = et y, deux éléments quelconques de E. Soit A € R. On
appelle ¢, la fonction définie pour tout z € E par : ¢(x) =< z,z >. Considérons le
polynome : P(A\) = ¢(x + Ay). Le fait que P soit un polyndéme découle de la bilinéarité
du produit scalaire, on est d’ailleurs en mesure de préciser le degré de P : d° (P) = 2. Le

produit scalaire étant une forme définie positive, on en déduit que p(z + Ay) > 0. Or
P\ =<2+ My, z+ Ay >= Np(y) + 2\ < z,y > +¢(x)

Puisque P est un polyndéme du second degré, positif, quel que soit A € R, on en déduit

que son discriminant A est négatif. Ainsi

A=4((<zy>)P?—p)e(y) <0

Cette inégalité s’écrit encore

< z,y>| <V<zox>-/<yy>.
Ce qu’il fallait démontrer. m

Définition 1.2.7 On appelle espace de Hilbert tout espace préhilbertien { H, (.,.)} complet

pour la norme définie par le produit scalaire.

Définition 1.2.8 Une famille (¢;),.; de vecteurs de H est dite orthonormée si ses vecteurs

il

sont de norme 1 et orthogonaux deux o deux (c’est a dire deux & deux disjoints).

Définition 1.2.9 On appelle base d’un Hilbert H, tout sous-ensemble de H orthonormé.
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CHAPITRE

Familles sommables de
nombres réels et de

nombres complexes

2.1 Familles sommables de nombres réels positifs

Dans ce paragraphe I désigne un ensemble quelconque et (a;),.; une famille de réels

positifs ou nuls.

2.1.1 Définitions

Définition 2.1.1 On dit que la famille (a;),.; est sommable si l’ensemble de toutes les
sommes finies
{Zai, J fini C 1}
icJ
est majoré. En d’autres termes,
M > 0 tel queVJﬁm'CI:Zai <M
ieJ
Définition 2.1.2 La borne supérieure de l’ensemble des sommes finies Zai (J par-

icJ
courant l’ensemble de toutes les parties finies de 1) est appelée la somme de la famille

(ai);e; et notée Y, a;.

12



2.1. Familles sommables de nombres réels positifs

C’est a dire

Zai:sup{Zai:Jﬁm'CI}.

i€l ieJ

Remarque 2.1.1 La somme d’une famille de réels positifs est donc toujours définie.
C’est un nombre réel positif fini ou infini. Dans le cas ot une famille (a;),.,; de réels
positifs n’est pas sommable, on convient de poser

Zai = +o00.

el
Remarque 2.1.2 Si (a;),.; est une famille d’éléments de R+ qui contient oo, alors

Zai = +00.

iel
Proposition 2.1.1 Soit (a;),.; une famille sommable. Alors l’ensemble D = {i € I,a; # 0},

appelé support de la famille, est au plus dénombrable. De plus la famille (a;),.p, est som-

mable et
ST
el 1€D
Démonstration. Pour tout n > 1, posons D, = {z el a; > %} de sorte que
U D, =D.
neN*

Montrons que les ensembles D,, sont finis. Raisonons par ’absurde, supposons que D,,
est infini alors il posséde pour tout entier k£ un sous-ensemble K de cardinal k. On aurait

donc

k
Zai > Zai > ﬁ

icl icK
D’otu, pour £ — +o00, on a : Zai = 4o00. La famille (a;);c; ne serait donc pas sommable
ce qui contredit I’hypotheése (Zifeldépart.

Ainsi I’ensemble D est réunion dénombrable d’ensembles finis, et donc dénombrable.
De plus tous les termes dont les indices sont en dehors de D sont nuls, on a immédiatement
S0 =Y

iel ieD

Ce qui achéve la démonstration. m
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2.1. Familles sommables de nombres réels positifs

Théoréme 2.1.1 (Lien entre famille sommable et série)

Soit (a;),c; une famille sommable. Considérons la bijection suivante :
©0:N— D, n— p(n)=j,.

Ou D = {jn € I,a;, # 0}, alors la série ), -, a;, est convergente et
+oo
U o
n=0 il

Démonstration. Soient N € N et J = {jo, j1, ..., jn}. On a donc

N
E aj, = E a; S E Qa;.
n=0 ieJ €D

Donc les sommes partielles de la série E a;, sont majorées et la série converge.
n>0
Par passage a la limite on obtient

+o0

> aj, <> a;. (2.1.1)

n=0 ieD
Inversement, soit J une partie finie de D et soit N € N, tel que J C {jo, j1,-..,jn}- Un
tel entier IV existe puisque 'application ¢ est une énumération de D.

On a alors
N +oo
D a <) a, <) a,
iceJ n=0 n=0
D’ou a fortiori
+00
VJ fini C D : Zai < Zaj”' (2.1.2)
ieJ n=0

Les deux inégalités (2.1.1) et (2.1.2) acheévent la démonstration. m

Corollaire 2.1.1 Pour que la famille (a;);., soit sommable, il est nécessaire et suffisant
400

que la série g aj, soit convergente.

n=0
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2.1. Familles sommables de nombres réels positifs

2.1.2 Propriétés des familles sommables

Théoréme 2.1.2 Soient (a;),.; et (b;),c; deux familles de réels positifs ou nuls..
(i) Si pour tout i € I, a; < b; et si la famille (b;);,.; est sommable alors la famille

(ai);c; est sommable et

Zai < Zbi‘

iel icl
(ii) Si pour tout i € I, a; < b; et si la famille (a;),.; n'est pas sommable alors la famille
(bi);e; mest pas sommable.

(iii) Si les familles (a;);c; et (b;);c; sont sommables alors la famille (a; + b;),., est

sommable et

Zame Zal—i—Zb

el el el

(i) Si la famille (a;),c; est sommable alors pour tout o € R*, la famille (aq;);.; est

sommable et

E OéCLZ':OéE a;.

iel iel
Démonstration. Pour montrer une inégalité du type sup A < [ il suffit, puisque
sup A est le plus petit majorant de A, de montrer que S est un majorant de A, autrement
dit qu’on a o < 3 pour tout o € A.
(i) Si la famille (b;),.; est sommable. Alors, pour toute partie finie .JJ de I,

Zai < Zbi < sz‘-

1eJ e iel

Donc, {Zai, J fini C I } est majoré, la famille (a;),., est sommable et

ieJ
sup {Zai, J fini C I} = Zai < Zbi‘
icJ i€l iel
(ii) C’est la contraposée de (i).
(iii) On sait que le "sup d’une somme n’est pas toujours la somme des sup".
Pour toute partie finie J de I, on a

Sl h) = Yo+ 0 Yt h

ieJ ieJ ieJ el el
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2.1. Familles sommables de nombres réels positifs

et {Z(ai +b;),J fini C I } est majoré, donc la famille (a; + b;),.; est sommable et

ieJ
sup {Z(ai +b;), J fini C I} < Z(ai +b;) < Zai + Zbi (2.1.3)
ieJ iel iel iel

En sens inverse, il faut procéder en deux étapes. Si J et K sont deux parties finies de I,

on a
Zai+zbi < Z a; + Z b; = Z (a; + b;) SZ(ai‘f‘bz’),
ieJ i€k i€ JUK i€ JUK i€ JUK il
D’ou
Zai + Zbi < Z (a; + b;)
icJ ik icl

En prenant la borne supérieure du membre gauche de cette inégalité quand K décrit
I’ensemble des parties finies de I, on obtient
icJ iel iel
En procédant de la méme fagon sur .J, on obtient
iel iel iel
D’apres les inégalités (2.1.3) et (2.1.4), on obtient le résultat.
(iv) Pour toute partie finie J de I, on a
S a0 =0
icJ ieJ
D’ou
S <o
icJ iel
Par définition de la somme d’une famille, on a
Zaai < aZai (2.1.5)
iel iel

Comme la famille (a;);., est sommable alors la famille («va;),., 'est aussi.

el

D’autre part, on a

Zai = Zé.aai < éZaai

i€l i€l el
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2.1. Familles sommables de nombres réels positifs

En multipliant par «, on obtient

aZai < Zaai (2.1.6)
De (2.1.5) et (2.1.6), on déduit 'égalité. m

Corollaire 2.1.2 Soient (a;);c; et (b;),c; deux familles sommables alors pour tous réels

icl

positifs a et (3, la famille (aa; + Bb;)icr est sommable et
Z(aai + 5[)@) = OéZCLi + ﬁ Zbl
iel icl i€l

Démonstration. Ceci résulte directement de la proposition précédente. m

Théoréme 2.1.3 (Sous-familles d’une famille sommable)
Soit (a;);c; une famille sommable.
(i) Si A est une partie quelconque de I alors la famille (a;);., est sommable et
Zai = ZXA (i) a. (2.1.7)
icA il
ol xa est la fonction indicatrice de A dans I.

(i1) Si AC B on a

D ai < as (2.1.8)

icA i€B
(i1i) Si A et B sont des parties disjointes de I alors
i€AUB icA ieB
Démonstration. (i) Notons que Vi € 1,0 < x4 (i)a; < a; et donc (a;),, étant

sommable, (x4 (7) a;),.; 'est aussi.

i€l
Soit J une partie finie de A. Puisque x4 (i) = 1 pour tout i € J, on a
2 =2 xalla <) xali)a
icJ icJ il
On en déduit que la famille (a;),. , est sommable puisque

D i <> xali)a; (2.1.10)

i€A el
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2.1. Familles sommables de nombres réels positifs

Inversement, soit K une partie finie de /. On a
2 xalai= ) a<) o
ieK i€KNA icA
L’inégalité précedente étant vérifiée pour toute partie finie K de I, on a
ZXA (1) a; < Zai (2.1.11)
icl icA
(2.1.10) et (2.1.11) démontrent I’égalité.
(ii) En observant que toute partie finie K de A est aussi une partie finie de B, on peut
écrire

Zai < Zai

€K i€B
En prenant la borne supérieur du membre gauche de cette inégalité quand K d’écrit

I’ensemble des parties finies de A, on obtient

(iii) Pour ce dernier point, on remarque que Vi € I, x4 (¢) + x5 (i) = xaup (i) . =

2.1.3 Suites exhaustives

Définition 2.1.3 On appelle suite exhaustive de I toute suite croissante (J,,) de sous-
ensembles finis de I dont la réunion vaut I. On dit alors que (J,) épuise I, et on note

(Jo) O I.
Lemme 2.1.1 Si (J,) O I et si J est un sous-ensemble fini de I alors
dN >0, tel que J C J, pour n > N.

Démonstration. Si J = {ji,...,j,} alors chaque jj tel que 1 < k < p, est dans
I = U Jy, donc dans un Jy, avec ¢ : {1,p} — N et il suffit de prendre N = max ¢ (k).

neN

Cela justifie le terme de la suite exhaustive : la suite "épuise" I en recouvrant tout

sous-domaine fini & partir d’un certain rang. m
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2.1. Familles sommables de nombres réels positifs

Théoréme 2.1.4 Soient (a;);,.; une famille (sommable ou non) et (Jy,), oy une famille
de parties de I, finies ou infinies, telle que (J,) O I. Alors
; a; nEIJPoo g]; a;.
Démonstration. Considérons pour cela la suite S,, = Zie J, @i, croissante car les J,
croissants et les a; sont positifs.
Si la famille (a;),.; n’est pas sommable, (.S,,) n’est pas bornée ; en effet, en considérant
par ’absurde un de ses majorants M, on peut trouver un sous-ensemble fini J de I tel

que Y .., a; > M, et d’apres le lemme 2.1.1 J est dans les J,, a partir d'un certain rang

N, d’ou

STL:ZG‘ZZZQZ>M

ieJy, icJ
Ce qui est absurde par définition de M. On en déduit que
; =00 = lim ;
; a; = 00 o g}: Q;
Dans le cas ou les a; sont sommables, (.S,) est bornée par S = > a;, donc converge
vers un réel [ < S. !
Sil < S, posons ¢ = S —1 > 0 ; par définition de S = > a;, on peut trouver un
sous-ensemble fini J de [ tel que Y a; > S —e =1, et commezfilans le premier cas J est
dans les J,, a partir d’'un certain rﬁﬁjg N, d’ou

i€

Ce qui est absurde. Et donc

lim Sn:l:S:Zai.

n—00
il

La démonstration est ainsi achevée. m

Remarque 2.1.3 Si I = N, on obtient

—+00 n
E a; = E a; = lim E a;.
n—-40o
=0 =0

el
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2.1. Familles sommables de nombres réels positifs

Proposition 2.1.2 Soit (a;),.,; une famille sur I.
(i) Si on trouve une suite exhaustive (J,,) O I telle que lim ) a; soit finie, alors les

=% J,

(ai);e; sont sommables et

> a; = lim > a (2.1.12)

i€l i€Jn

(i1) Si on trouve une suite exhaustive (J,) O I telle que lim Y a; = oo alors les (a;)

el
= J,

ne sont pas sommables.

Démonstration. (i) Considérons J un sous-ensemble fini de I. D’aprés le lemme
2.1.1, J est dans les J,, & partir d'un certain rang N, d’ou
a; < a; < lim a;
qui est indépendant de J, d’ou la sommabilité voulue.
En appliquant le sens direct, on obtient ’égalité des sommes.
(i) Si les (a;) étaient sommables, on aurait un majorant M de ) ., a; indépendant
du sous-ensemble J fini de I choisi ; or lim,, o, D ;c; @; = 00, donc & partir d'un certain

rang » .. j, @i > M, ce qui est impossible. =

Théoréme de Fubini, version faible

Théoréme 2.1.5 (Faible de Fubini)

Soient (a;)ier une famille sommable sur I et (I;),; une partition de I. On a alors

dai=>> a (2.1.13)

iel jediel;
Démonstration. Tout d’abord, la famille (a;);e; est sommable sur chaque I;. Les

nombres > a; sont par conséquent des réels positifs, et on peut donc parler de leur somme
icl;

Montrons que les paquets > a; sont sommables sur .J. Soient D un sous-ensemble fini
i€l
de J, et pour chaque j; (Jjn)nEN une suite exhaustive de /;. On a alors, en appliquant le
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2.1. Familles sommables de nombres réels positifs

théoreme 2.1.4 a la famille (a;)es,, et car D est fini de J

S a =Yt (Ta

jeDiel; jED ey

=l D

jEDiGJJ’-I

:h_{n Z a; < M.

i€ u_Jr
jeED I
L’ensemble de sommation est inclus dans I car | U J" ) C ( UI; | C | UL | = I,
je€D 7 jED JEJ
donc la famille (Z ai> est sommable.
iel; )
J jeJ

Calculons enfin la somme des paquets. Soit (D,) O J (car J est au plus dénombrable)

> Y

jeJiclj jEDpicl;

= lim E lim E a;
p—00 n— o0

jED, i€

= lim lim E E a;
pP—00ON—00

: p—
JEDpie;

3 ai=lim lim Y q (2.1.14)
pP—00N—00

jeJiclj i€ U Jr
J J b,

Par ailleurs, a p fixé ( U Jf) croit vers U U Ji = U I; donc épuise U I;. On
neN

jEDP neNjeD, JED, jED,
applique le théoréme 2.1.4 & la famille (Z ai) , on obtient
lEIj jeJ
jeDp I jE€Dp

étant donné que ( U Ij> épuise I. Donc
J€Dy

=) a (2.1.15)

i€l jediel;

d’apres (2.1.14) et (2.1.15). =
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2.1. Familles sommables de nombres réels positifs

Proposition 2.1.3 Soit (a;)ier une famille sur I. Si on peut trouver une partition (1), ;

de I telle que les paquets > a; soient finis et sommables sur J, alors la famille (a;);cr est
1€l

sommable sur I et

dai=>> a (2.1.16)

iel jeJicl;
Démonstration. La démonstration de cette proposition est assez simple, il faut juste
prouver que la famille (a;);c; est sommable, puis appliquer le théoréme 2.1.5.
Montrons alors la sommabilité de la famille (a;);e;-

Soient A un sous-ensemble fini de I et M un majorant de Y > a;. On a
jEJIE],

JjeJ jeD

A=ANI=AnN <Aujlj) =U(ANI)= U (ANI))
JjE

i€l;

ou D est le support de la famille (Z az) , donc
jeJ

dau=3 > a

icA jeDicANI;

<Y D wsM

jEDIEL,
Qui est indépendant de A, donc la famille (a;);c; est sommable sur /. En appliquant donc

le théoréme 2.1.5, on obtient

D= )

iel jeJicl;
La proposition est ainsi démontré. m
Le théoreme suivant est évident dans le cas ot les ensembles considérés sont finis : on
peut dans ce cas la considérer comme une généralisation de la propriété d’associativité de
la somme.
Notons qu’il n’y a pas d’énoncé analogue a ce théoréme, pratique a formuler pour
le cas des séries. C’est la la justification principale de I’emploi de la notion de famille

sommable.
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2.1. Familles sommables de nombres réels positifs

Théoréme de Fubini, version forte (Sommation par paquets)

Théoréme 2.1.6 Soit (a;);c; une famille quelconque et soit (I;),., une partition quel-

conque de I. Alors on a

dai=>") a (2.1.17)

iel jediel;
Démonstration. Pour toute partie finie F' de I, on a
F={JnF).
jeJ
L’ensemble F', étant fini, ne rencontre qu'un nombre fini de /;; autrement dit, il existe
une partie finie Jp de J telle que
F=JnF).
JEJF

D’aprés I'associativité des sommes finies, on a
E a; = E a;
1EF JjeJR iG]jﬂF
Et en observant que (/; N F) C I;, on a
2as) | Xa
i€F J€Jr \ i€l

On remplace dans 'inégalité qui précéde Jp par J, puis F' par I, on obtient

Za,-gz Zai : (2.1.18)

iel jed \i€l;
Inverssement, pour toute partie finie Jy de J, I'additivité simple (2.1.9) entraine

S (Ta)- L asyn

j€Jo \i€l; e U Ij iel
J€Jo

DD ai| £ a (2.1.19)

jeJ \i€l; i€l

(2.1.18) et (2.1.19) donnent 1’égalité souhaitée. m
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2.2. Familles sommables de nombres réels de signe quelconque et de nombres complexes

2.2 Familles sommables de nombres réels de signe
quelconque et de nombres complexes

On considére maintenant des familles de nombres réels de signe quelconque (resp. de
nombres complexes). On définit trés simplement la notion de famille sommable et celle de
somme en séparant les parties positives et les parties négatives (resp. parties imaginaires

et parties réelles).

Remarque 2.2.1 [l n’est plus possible d’admettre des valeurs infinies, car on risque de

rencontrer [’opération interdite oo — oo.

Rappelons quelques notations :

Pour a € R, on pose

a sia>0 3 0 sia>0
0 sia<O la| sia<0
Et on a

a=at—a et |a|=at+a .

Pour a € C, on a

(JReal + [Imal) < |a| < |Rea| + |[Imal.

N | —

Nous allons ici nous servir de ces notions pour écrire une famille quelconque (a;),.;
de nombres réels (resp. complexes) en deux familles de réels positifs, et étendre ainsi aux
familles de réels de signe quelconque (resp. familles de nombres complexes) la notion de
famille sommable.

Soit K = R ou C ; soit I un ensemble quelconque d’indices.

Définition 2.2.1 (Famille absolument sommable)
La famille (a;);cr est dite absolument sommable si et seulement si la famille (|a;|)ier

est sommable.
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2.2. Familles sommables de nombres réels de signe quelconque et de nombres complexes

Définition 2.2.2 Une famille (a;),.; du corp K est dite sommable si elle est absolument

sommable. Autrement dit si

Z |CL1’ < +00.

icl
Lemme 2.2.1 Soit A une partie de I, la famille (a;);ca (restriction de la famille au

sous-ensemble A) est encore sommable.

Démonstration. Résulte immédiatement de 'inégalité Z la;| < Z la;|. =
icA i€l
Définition 2.2.3 Soit (a;),.; une famille sommable d’éléments de K.
(i) Pour a; réels, on pose
2 om=) ol =) a;
iel iel iel

(ii) Pour a; complezes, on pose

Z a; = ZRe (a;)" — ZRe (a;)” +1 (Z Im (a;)" — Zlm (Gz’)_>

el icl el icl iel

Proposition 2.2.1 Une famille (a;);,.; de nombres réels quelconques (resp. de nom-

bres complexes) est sommable si, et seulement si, (aj)iel et (a;)ig (resp. (Rea;),.; et

(Im a;),.;) le sont.

Démonstration. (i) Soit (a;),.,; une famille de nombres réels quleconque.
Si la famille (a;),.; est sommable, alors la famille (|a;|),.; est sommable. Puisque pour
tout ¢ € 1

;| = a; +a;,0 <a; <la;| et 0 <a; <layl

On obtient
Za;“ < —1—00,2(1; < +00
iel icl

Inversement, si les familles (a;

; )Z oy €t (a7 )z <7 sont sommables. Puisque

|ai| = af +a;
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2.2. Familles sommables de nombres réels de signe quelconque et de nombres complexes

On définit

Z |a;| = Za:r + Za[

iel iel iel
D’ott (|a;|);c; est sommable. D’aprés la définition 2.2.2 on conclut que (a;),; est som-
mable.

(i) (ai);c; une famille de nombres complexes.

Si la famille (a;),.; est sommable alors la famille (|a;|),.; est sommable. Puisque pour
tout 7 € 1

|Rea;| < la;| et [Ima;| < lay,

On obtient
Z |Re a;| < 400 etz IIm a;| < 400,
iel el
Inversement, si (Rea;);.; et (Ima;),.; sont sommables, comme
0<> fail <> (Reas + [Imay) .
iel iel
Alors (a;);.; est sommable. m
La somme de la famille (a;),.; n’est pas toujours définie, contrairement au cas des

familles de réels positifs.

2.2.1 Propriétés des familles sommables

Proposition 2.2.2 Soient (b;)icr et (¢;)icr deux familles sommables de réels positifs tels
que a; = b; — ¢; alors (a;);e; est sommable et
DD IS
iel icl iel
Démonstration. Comme (b;);c; et (¢;);e; deux familles sommables et a; = b; — ¢;

alors

lai| < |bi| + |cil

D’ou (a;);er est sommable.
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2.2. Familles sommables de nombres réels de signe quelconque et de nombres complexes

De plus 'hypotheése af — a; = b; — ¢; entraine a; + ¢; = a; + b;, donc
iel iel
On applique la linéarité de la somme définie dans le cas des familles a termes réels positifs

pour conclure. m

Corollaire 2.2.1 Soeint (a;)ic; et (b;)icr deux familles sommables. Quels que soient les
réels o et (3, la famille (ova; + (Bb;),c; est sommable et on a
Z(aai + b)) = aZaH—ﬁZbi.
il icl icl
Démonstration. On a
Z laa; + Bbi| < |af Z |a;| + 8] Z i
i€l iel i€l
Et comme (a;)ier et (bi)ier sont deux familles sommables alors (aa; + 8b;),.; est som-

mable. En outre

Z (Oéai + ﬁbl) = Z (aai + ﬁbl)+ — Z (aai + Bbz)_

iel icl icl
=3 (0a)" + 32 (50"~ 3 (am) "~ D2 (80)°
icl il icl el
= (ZGT —Za;) +8 (ij —Zb;>
el = el iel
—ay a+8Y b
iel iel

D’ou I’égalité voulue. m

Corollaire 2.2.2 Si (a;),.; est une famille sommable de nombres complexes alors la

el

famille (@;),.; Uest aussi et

S-S

iel iel
Démonstration. Découle de la linéairité de la somme et des propriétés des nombres

complexes. m
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2.2. Familles sommables de nombres réels de signe quelconque et de nombres complexes

Théoréme 2.2.1 Soit (a;);c;r une famille sommable des éléments de K.

(i) La somme S = >_ a; de cette famille est caractérisé par
il

Ve > 0,3Jy C I tel que VJ € Ps(I),Jy C J = < €.

Zai—S

ieJ

(ii) Soit (I;);es une partition de I. Si pour tout j € J, la famille (a;);cr, est sommable

alors la famille (E ai) est sommable et
jeJ

Sy Y

iel jeJ i€l
(iii) I*(I,C) est un C-espace vectoriel, I’application :
'(I,C) 3 (a5)ies — Z |ai|
iel
est une norme, l’application :
ll(I,(C) = (ai)ig — Zai eC
icl

est linéaire et continue.

Démonstration. (i)1) Sia; € R, soient ST =Y a et S~ =3 a;.3J; et J_ € P;(I)

iel iel
tels que
J+CJ:S+—%<ZCL;F§S+
icJ
Et
J_CJ:>S‘—%<Za;§S‘
ieJ
Alors

JoUJ_CJ= < + <e.

S—Zai

e

S+—ZCL3—

icJ

ST —Za;

ieJ

(1)2) Si a; € C, on écrit a; = Rea; +iIma;. On suppose que Rea; > 0 et Ima; > 0, la

propriété est vraie pour une famille de nombres positifs car alors m = sup > a; : Soit
JEF(I)ie]
Jo € Pr(I) tel que m —e < ) a;. Si Jy C J alors

1€Jo
ZCL]' S Zaj S S

j€Jo jeJ
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2.2. Familles sommables de nombres réels de signe quelconque et de nombres complexes

(ii)1) Sia; € R, on a

E aizg alf =) a;

’iEIj iEIj iEIj

La proposition 2.2.2 implique

2o\ | =2 (e | =)

jed \i€l, jeJ \i€l; jeJ i€l

Donc

Zai :Zaj—Za;

el el il
— + —
=2 | e | -2 | L
JjeJ i€l JjeJ i€l
=22
Jj€J i€l;

(i1)2) Sia; € C, on a

ReZai = ZReai

iel icl
:E E Rea;

jeJ ielj

:ZRe Zai

jed i€l
= Re Z Z a;.
jed iel;
La méme relation est vraie pour la partie imaginaire, ce qui prouve l’identité.

(iii) Le fait que {*(1, C) soit un espace vectoriel et que Y |a;| est une norme résulte de
I'inégalité triangulaire, et des propriétés de croissance et iieé linéarité de la somme d’une
famille de nombres positifs.

Comme a; + b; = a + b/ —a; —b;, la proposition 2.2.2 entraine I’additivité de la
somme pour des familles de nombres réels. Que >~ aa; = @) a; est clair si o, a; € R.

On déduit comme en (ii)2) la linéarité complzaexle. n “
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2.2. Familles sommables de nombres réels de signe quelconque et de nombres complexes

2.2.2 Familles sommables et séries

L’énoncé suivant fait le lien entre la notion de famille sommable et celle de série absolument

convergente. En tennant compte de la proposition 2.1.1 :

Théoréme 2.2.2 Soient D infini et (j,), oy une énumération quelconque de D. Pour que
la famille (a;),.; de réels quelconque soit sommable il faut et il suffit que la série )~ aj;,
soit absolutment convergente. Si cette derniére condition est réalisée, on a
oo
> e = aj,. (2.2.1)
el n=0
Démonstration. Les assertions précédentes résultent immédiatement de la proposi-
tion 2.1.1 et du théoréme 2.1.1.

Pour démontrer (2.2.1), observons qu’en vertu du théoréme 2.1.1, on a

) o0
+ __ + - _ -

Do =D i ety ar =) ay

el n=0 el n=0

D’autre part, on a par définition
_ + _ —
E a; = E a; E a;
iel iel iel

Il suffit donc de montrer que
o0 o0 o0
J— + -
D%, =) a5, =D a,
n=0 n=0 n=0

Ce qui résulte immédiatement de la convergence des séries et du fait que a;, = a;; —aj, .

Remarque 2.2.2 On retrouve, comme corollaire immédiat de cet énoncé le fait bien
(0]

connu que la convergence absolue d’une série E aj, ne dépend pas de l'ordre des termes
. . . n:0 .
de la série. Dans la suite, pour désigner la somme d’une série absolument convergente,

nous emploierons indifféremment la notation série ou la notation famille sommable.

Théoréme 2.2.3 Soit (a;),.; une famille de complexes. La famille (a;);.; est sommable
st et seulement st la série Z:;og a; est absolument convergente.

Dans ce cas la somme de la série et la somme de la famille sommable coincident.
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2.2. Familles sommables de nombres réels de signe quelconque et de nombres complexes

Démonstration. Nous avons démontré ce résultat pour les séries a termes posi-

tifs. Comme la sommabilité et la convergence absolue sont des propriétés de (|a;|);c;,

I’équivalence est donc aussi démontrée pour les familles de complexes.

+o00o
Il reste & prouver que les sommes > a;, définie comme une limite, et > a;, définie
i=0 iEN

comme une combinaison linéaire de 4 bornes supérieures sont égales. m
Cela ne pose pas de probléme non plus. Puisque le résultat est établi pour les familles
a termes positifs et que pour les deux définitions de la somme des applications
+oo
(@i)icr — Z a; et (a;);eny — Zai
iel =0
sont linéaires alors que a; = Re (a;) — Re (a; ) +i (Im (a;") — Im (a;)) .
Il nous reste & examiner ce que devient la propriété de sommation par paquets dans

le cas de familles de réels de signe quelconque.

Théoréme 2.2.4 (Sommation par paquets)

Soit (a;);c; une famille de nombres réels et soit (Ij)jej une partition de I Alors, pour
que la familles (a;);c; soit sommable, il faut et i suffit que chacune des familles (a;);cr,
soit sommable, et que la famille (Zidj |ai|> soit sommable.

icJ

St la famille (a;),.; est sommable, on a

ai=> (D ai]. (2.2.2)

icl jeJ \i€l;
Démonstration. Il résulte du théoréeme 2.1.6 que
2l =2 | 2 lai (2.2.3)
el JjeJ \i€l;
D’ou la premiére assertion.

Supposons maintenant que les deux membres de (2.2.3) soient finis. Dans ce cas, on a

S0 =Y - Y

iel il il
_ + -
=D (D) - | e

jed \i€l, jeJ \i€l;
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2.2. Familles sommables de nombres réels de signe quelconque et de nombres complexes

Le théoeéme 2.1.6 affirme notamment que les familles | > a) et [ Y a; sont
el ieJ i€l i€
sommables. En vertu de la proposition 2.2.2, leur différence ’est aussi, et on peut écrire

Zai = Z Zaj - Za; . (2.2.4)

el jeJ \i€l; 1€

Le théoréme (2.1.6) affirme aussi que pour chaque indice j, les familles (a;r) et (a;) sont

sommables sur [;. La famille (a;) qui s’obtient en prenant leur différence 1'est donc

iEIj7
aussi, et on peut écrire
ST ST
iEIj iEIj iGIj
En reportant dans (2.2.4), on obtient (2.2.2). =
Corollaire 2.2.3 (Théoréme de Fubini)
(i) Soit (aij); jyerxy une famille "double" de réels positifs. Alors on a
> 0% (S - X () 229
(4,5)EIXJT i€l jeJ jed el
(1) Soit (aij)(i erxy une famille double de nombres réels (finis). Alors sil'une des sommes
S bl (Sl ) 3 (S
(id)€TxJ iel \jeJ jeJ \iel
est finie, les deux autres le sont aussi, et on a
> 03 (Su) - X (Tu).
(i)eIxJ el \jeJ jeJ \iel
Démonstration. Il suffit d’appliquer la proposition précédente en observant que
IxJ=J{it xJ=JI < {j}.

iel jed
[

Corollaire 2.2.4 (i) Soient (a;),.; et (b;)._; deux familles de réels positifs. Alors on a

j€J
> aib; = (Za) (ij) (2.2.6)
(i,4)EIXJ iel Jjed

(it) Soient (ai);c; et (bj);c; deux familles sommables de réels de signe quelcongque.

Alors la famille double (a;b;) ; 1., €5t sommable, et Uégalité (2.2.6) est vérifice.
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2.2. Familles sommables de nombres réels de signe quelconque et de nombres complexes

Démonstration. Appliquer le corollaire précédent. m
Nous allons généraliser le corollaire précédent au cas d’un nombre fini quelconque de

familles.

Corollaire 2.2.5 (i) Soient I, I, ..., I}, des ensembles quelconques et soient (agll))ilgl, s (agf))ikgk

des familles de réels positifs indéxées par Iy, I, ..., I}, respectivement. Alors on a

T a0l (ggp) (zagfg) |

(31, i) €L X X T, i1€lr i€l

(i1) Soient maintenant (agll))ileh,...,(az(-f))ikgk des familles de réels de signe quel-

(1) a(k)) est sommable, et [’égalité

conque, supposées sommables. Alors la famille (ail O

précédente est encore vérifiée.

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence a partir du corollaire précé-

dent. m

Exemple 2.2.1 Soit la famille (amn)(m )N+ indexée par N** et définie par

*2 <_1)mn
V(m,n) € N ay, = R
On rappelle que
400 2
S — 1 _~
n:1n2 6
On a
1
Z |am”| - Z m2n2
(m n)EN*2 (m,n)eN*2
D’ou
. 2
5 lowi= (5 2]
(m,n)EN*2 neN*

En utilisant [’égalité, cas particulier de la propriété de Fubini et puisque

Z%<+oo

neN*

Il vient

> Jamn| < +o0.

(m,n)GN*2
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2.2. Familles sommables de nombres réels de signe quelconque et de nombres complexes

La famille (apy) est donc sommable sur N**.

Reste a calculer sa somme T'.

1 1
T= 2,2 Z 2,2
5 men 5 men
(m,n)eN* (m,n)€eN*
nm pair nm impair

Mais en notant P l’esemble des entiers supérieurs a 0 pairs, et I l’ensemble des entiers

supérieurs a 0 impairs, on a

{(m,n) e N* mn paz’r} =(PxP)U(PxI)U(lxP)

FEt
{(m,n) e N*, mn impair} =Ix1.
D’ou
1 1 1 1
Z _m?n? - Z m2n2 + Z m2n2 + Z m2n2
(m,n)eN* (m,n)ePxP (m,n)ePxI (m,n)eIxP
nm pair

(Additivité par rapport aux ensembles) et

1 1
Z men? Z men
(m,n)EN*z (m,n)elxI

nm impair

En posant

1 1
U = E ﬁ etV = E ﬁ,
nepr nel

On obtient, en utilisant la propriété de Fubini (pour les familles positives)

s ()

(m,n)ePxP meP nepP

Et des éqgalités analogues pour les trois autres termes. D’ot
T=U*+20V —-V?

En observant que

S=U+V
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2.2. Familles sommables de nombres réels de signe quelconque et de nombres complexes

Et que

S 3S
Il vient alors
2
|t 3 9| __5
16 16 16 8
Soit
- 288
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CHAPITRE

Familles sommables dans

un espace vectoriel normé

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, les espaces vectoriels considérés sont sur le corps R des nombres réels
ou le corps C des nombres complexes, et (E, ||.||) désigne un espace vectoriel normé, I un

ensemble quelconque et (a;),.; une famille de vecteurs de E.

3.2 Définitions et propriétés

Définition 3.2.1 Une famille (a;),.; de E est dite sommable, de somme S € E si

ZCLZ‘—S

ieJ

Ve >0,3Jy € Pp(I) :VJ € Pp(I) et Jy C J = <e. (3.2.1)

Remarque 3.2.1 (i) La somme de la famille sommable (a;),; est notée S =) a;.
i€l
(11) Un tel S s’il existe est unique.

Définition 3.2.2 (Critére de Cauchy)

Une famille (a;);.; de E vérifie le critére de Cauchy si

V€>0,E|J0€Pf(])ZVJEPf([),JQﬂJ:@j

S

ieJ

<e.
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3.2. Définitions et propriétés

Théoréme 3.2.1 Toute famille sommable de E vérifie le critére de Cauchy.

Démonstration. Soit (a;),.; une famille sommable de £ de somme S, alors pour

e > 0 fixé, il existe Jy € Pr(I) tel que

VJePi(I):J D Jy=

ZCLZ'—S

e

<e

Considerons K € Py(I) tel que K N Jy =0, alors si on pose J = JyU K, ona Jy C J et

D o= a= )

€K ieJ i€Jo

D

ieK

= | 2m -2

ieJ i€Jo

<

Zai—S

ieJ

_|_

Zai—S

i€Jo

< 2e.

Ce qui achéve la démonstration. m

La réciproque de ce théoreme exige de £ d’étre un espace de Banach.

Théoréme 3.2.2 Dans un espace de Banach, une famille vérifiant le critére de Cauchy

est sommable.

Démonstration. Soit la famille (a;),., de £ vérifiant le critére de Cauchy alors pour

¢ = 1, il existe un sous-ensemble fini Jy C I tel que

VJ e PyI),JNJo=0: <1

S

icJ

Supposons construits pour un entier n € N, des ensembles Jy, J1, ..., J, de Py(I) tels que

Jo C J1 C...C J, et pour tout 1 < k <n et tout J € Ps({)

S

ieJ

1

JﬂJk:®:> <l{j——|—]_

Alors, il existe J, ; € Py(I) tel que pour tout J € Py(I)

S

icJ

JNJ,  =0= <

n—+ 2
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3.2. Définitions et propriétés

’

D’ot, en posant J,41 = J, .1 U Jy, ona J, C Jyy1 et pour tout J € P([)

D

icJ

1
< —

JNJp1 =0 =
n=0 n+2

On a donc construit par récurrence une suite croissante (.J,), .y d’éléments de Pr(I) tels

que, pour tout n € N* et pour tout J € Py(!)

1
< -

JNJpt1 =0 =
=0 ——

S

icJ

Montrons que la suite <Zai> est de Cauchy de vecteurs de F.
neN

i€Jn

Vn,p € N, Zai—Zai = Z a; <%.

’ieJn+p ieJn iEJn+p\Jn

De plus E est supposé complet, alors (Zle J al-) , converge vers une limite S € E. Alors
n ne

pour € > 0 donné, il existe ng € N tel que

Vn e N,n>ny— < —et

€
n—+1 2

Alors pour tout Jy € Py(I) tel que J,, C J, on a

Zai—S = Zamt Zaz -5
ieJ 1€ Jng 1€J\Jng
f; j{: a; — S + 2{: a;
i€Jng i€J\Jo
< St <e
2 2

D’ott (a;);c; est une famille sommable. m

Proposition 3.2.1 Soit (a;),., une famille sommable de E alors l'ensemble D = {i €

I:a; #0} est au plus dénombrable.

Démonstration. Pour tout n > 1, posons D,, = {i € I : [ja;|| > 1}. Alors, on a

D = GD”'
n=1
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3.2. Définitions et propriétés

D’autre part, comme la famille (a;),., est sommable, alors

S|

Vn>1,3J,€ Pr(I):¥YJePr(I),J,NJ=0=

S

icJ

<

En particulier, on a D,, C J,, et par conséquent D, est fini. D’ou {i € I : a; # 0} est au

plus dénombrable. m

Proposition 3.2.2 Toute sous-famille d’une famille sommable d’un Banach est som-

mable.

Démonstration. Soit une famille sommable (a;),.;, d’¢lements de E, elle vérifie le

critere de Cauchy c-a-d

V€>O,E|J0€Pf<])ZVJEPf(]),JQﬂJ:@:>

2 o

ieJ

<e.

Soient K C I et la sous-famille associée (a;),.;. On pose Ko = K N .Jp ; on a alors
VJEPf(])ZKoﬂJ:J()mJ

Donc

Ve >0,3Koe Pr(I):VJ e Pr(I),KoNJ =0 = <e.

S

e

Ainsi (a;),.j vérifie le critére de Cauchy et est donc sommable puisque £ est complet. m

Proposition 3.2.3 Soit £ et I' deux espaces vectoriels normés et soit (a;),.,; une famille

sommable, de somme S. Si f € L(E,F), alors (f(a;))ier est une famille sommable et,
F(8) =Y fla.

Démonstration. Tout repose sur 'inégalité ||f (a)| < k||al|,Va; € E qui traduit la
continuité de 'application f.

Soit S = Zai alors ||.S; — S|| < ¢ pour J € Py (I) et J D Jy € Py (I) de la définition
icl
de la sommabilité de la famille (a;),., alors

1S —FS)<k|S,—S|<e

Donc la famille (f(a;))icr est sommable de somme f (S). m
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3.3. Familles normalement sommables

3.3 Familles normalement sommables

Définition 3.3.1 On dit que la famille (a;),.; de E est normalement sommable si la

famille (||as||),c; est sommable dans R*.

Théoréme 3.3.1 Dans un Banach, toute famille (a;),.; normalement sommable est som-

mable.

Démonstration. Soit (a;),., une famille dans un espace de Banach, normalement

sommable. Alors la famille (||a||),.; vérifie le critére de Cauchy
Ve > 0,3 e Pr(I): VI € Pr(I), JonJ=0= |aif| <e.
icJ

Comme

e

ieJ

<3 i

ieJ

V€>0,E|J0€Pf([):VJEPf(I>,J0mJ:®:>

S

e

<e.

La famille (a;),., vérifie le critéere de Cauchy et comme E est complet, elle est sommable.

Théoréme 3.3.2 Une famille (a;);.,; d’un espace vectoriel normé de dimension finie est

el

sommable st et seulement st elle est normalement sommable.

Démonstration. Tout espace vectoriel normé de dimension finie est un espace de
Banach, donc toute famille de vecteurs de E normalement sommable est sommable d’apres
le théoréme 3.3.1.

Réciproquement, comme C s’identifie & R? on peut supposer que F est un R-espace
vecoriel de dimension p. Considérons une base B = (e, ..., €,) de E, alors pour tout i € I,

on a

p
a; = g afek
k=1
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3.3. Familles normalement sommables

ou ay, ...,al sont les coordonnées de a; dans la base B. Comme E est de dimension finie,

toutes les normes sont équivalentes, on munit £ de la norme ||.||; associée a la base B
définie par

1l = )
laillp = max (la;

Comme la famille (a;),.; est sommable de somme S, on a

<e€
B

Ve >0,3Jy € Pr(I):VJ € P(I),Jp C J =

S—Zai

iceJ

On en déduit donc que la sommabilité de la famille (a;),., dans £ équivaut a la sommablité
de chaque famille de cordonnées (af)ie ; dans R pour tout 1 < k& < p. Or, dans R la
sommabilité équivaut a ’absolue sommabilité, donc les familles (‘aﬂ)ie ; sont sommables
pour tout 1 < k < p, donc d’apres la définition 2.1.1, il existe des réels My, ..., M, > 0
tels que, pour tout J € P¢(I) et tout 1 <k <p, on a

> af| < M,

ieJ
D’ou

Z |la;|| g < max (M, ..., M,)

icJ

Et ainsi la famille (||a;||5),., est sommable dans £. =

icl
Proposition 3.3.1 (Application multilinéaire et famille sommable)

Soit E et ' deux espaces mormés, et soit f une application bilinéaire continue de
Ex I dans un espace normé complet E'. Soit (a;);c; (resp.(b;);. ;) une famille sommable
d’éléments de E (resp. deF’') de somme S (resp.Ss).

Lorsque ces deuz familles sont absolument sommables, la famille des f(a;,b;) est aussi

absolument sommable, et sa somme est f(S1,S2).
Démonstration. Comme f est continue, il existe une constante k telle que
1z o)l < k=l - [lyll pour tout z,y.
On a donc

1f Cai, b) | < K flaal] - b5
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Or les familles ||a;|| et ||b;]| étant sommables, la famille produit 1’est aussi, donc la famille
f(ai, b;) est absolument sommable, et comme E’ est complet, elle est sommable.

Remarquons maintenant que pour tout a € E on a
> fla,b;) = f(a, B)
jeJ
De méme pour b € F on a

> flai,b) = f(AD)

el

Donc, d’apres I'associativité de la somme, on a
> o= 3 (st ) - Xston )= 0.
(4,5)eIxJ el \jeJ iel

Ce qui achéve la démonstration. m

3.4 Regroupements

Proposition 3.4.1 Soient (a;),., une famille sommable d’un espace de Banach E et
(I,) O I. La limite lim ) a; existe et ne dépend pas de la suite exhaustive choisie. On
n*)ooieln

a de plus

E a; = lim E a;.
n—oo

iel 1€ln
Démonstration. Soit S, = ) _,; a;; montrons que (S,) est de Cauchy. En effet,

soeint n et p des entiers positifs, on a

HSn+p—Sn||: Zai_zai = Z Q;

ieln+p ie[n iEI7L+p\In
< D laill= > llaill =) llaill-
iEI’,H,p\In ieln+p ie]n

Or la suite S, = > |a;|| converge car les (a;),.;, sont sommables, donc (S,) est de

it |

Cauchy. On en déduit l'existence de [ = lim,, .o ) ;c; ;.
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Montrons & présent que la limite ne dépend pas de la suite exhaustive choisie. Soient
(I,’L) O I, S; = Zie ;a; et I = lim,, Zie ;- a;. On construit par récurrence les deux

suites de N dans N strictement croissantes ¢ et 1 telles que
Lp(l) C I¢(1) C Lp(g) C Iw(Q) C ISO(?’) C ]¢(3) C ...
On a alors, Vn € N
1 =2 < = Syl + 15 = Sowm || + [ S = 2] -

Le premier et le troisiéme terme tendent vers 0. Quant au second

1Spmy = Sem || = || D ai= D all=| D,

i€l i€ly(n) €L, \p(n)
< > all< > [lail| -
ze];,(,n)\lgo('n) ie[‘ﬂ(""‘l)\lﬂa(”)
< D el = > Nl
ieLp(n+1) iEIga(n)

Il tend vers 0. D’ou 'égalité des deux limites. m

Remarque 3.4.1 La réciproque est fausse. Considérons par exemple la famille ((—1)"), oy
ainsi que la suite exhaustive I, = {0,...,2n} : on a lim ¥ (=1)" = 1, et pourtant la
n—00 e,

famille n’est pas sommable.

Théoréme 3.4.1 Soient (a;),.; une famille sommable de somme S, et (Iy)rex une par-
tition de I. Si pour tout k € K la famille (a;);c; est sommable de somme Sy, alors la

famille (Sk)rex est sommable de somme S et l'on a
-3 ($0).
i€l keK \i€l),

Démonstration. Tout d’abord, la famille (a;),., sur chaque I, ; en effet, I C I,

donc

Do llaill <) llal

i€l i€l
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3.4. Regroupements

qui est fini par hypothese.

Montrons ensuite que les paquets Zai sont sommables sur K. Soit J un sous-
i€y,
ensemble fini de K, et pour chaque i € (I}), .y une suite exhaustive de I;. On a alors

oI e <ZZH%II—Z lim " [la|

ked |liel keJiely ZEI”

-t 33

keJiclp

<M

Car UIk C U_[k UIk = I pour tout n.

keJ keJ keK
Calculons enfin la somme des paquets. Soit (.J,) O K

g E a; = lim lim E a;
p—>+oo n—>+oo

keKicly ey
= lim lim E E a;
p—-+00 n—-+4o00
keJpiely
= lim lim E a;
p—+00 n—-+o0
16 U I"
= lim 5 a;
p—+oo
ic U I
kEJp
i€l
Car Iy O Iy et ] O m
k k k

ke Jp ke ke,

neN

Théoréme 3.4.2 Soient (a;),.; une famille d’éléments d’un Banach E et (Iy)rerx une
partition de I telle que :
(i) Vk € K, (||ail]);c;, est sommable et si Sy, = Z l|lal|

i€l
(ii) (Sk)er €st sommable.

Alors (a;),c; est normalement sommable.
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3.5. Relation entre familles et séries

Démonstration. V.J € Py(I),K; ={k € K : JN Iy # 0} est fini. En effet,
k—a,ec JNI

est une injection de K; dans J car k # k' = a;, # ap puisque ay € [, ap € I et
IyN Iy = 0 ((Ig) e une partition de I). On conclut donc que le cardinal de K est
inférieur & celui de J qui est fini, ainsi K ; est fini.

OnaalorsJ:kUKJﬂIk avec Ve, k' € Kj k£ K = (JNIy)N(JNIy) =0 et
€

Si= > ai:Z<Zai>

i€ U (JNIg) keK; \ieJNI
kEK 5

> (Z) <y (ZM)

kck; \icly kcK,; \icly

< ZSk < Zsk-

keK, keK

IN

Ainsi I’ensemble des sommes sur les parties finies de la famille (a;),., est majoré et la

famille est sommable. =

3.5 Relation entre familles et séries

Définition 3.5.1 On rappelle qu’une série (ay), oy est dite commutativement convergente
si pour toute permutation o de N dans N (permutation des indices), la série ZneN Ao (n)

est convergente.

Lemme 3.5.1 Soit (a;),.; une famille sommable de E, pour toute énumération

I = {ig, i1, ., in, ..}

de Uensemble quelconque I, la série Y, a;, est convergente et

)
E a; = E a;,, .
n=0

el

45



3.5. Relation entre familles et séries

Démonstration. Désignons par S la somme de la famille sommable, soit € > 0 donné

et soit K un sous-ensemble fini de I vérifiant (3.2.1), il existe un entier N tel que
Ko C {ig, i1, in}
Pour tout entier n > N, I’ensemle K = {ig, i1, ..., 1, } contient Ky, donc
n
ST T %
k=0

€K
Donc la série ) °  a;, est convergente. m

<E.

Proposition 3.5.1 (Invariance par permutation)
Soit (a;),c; une famille sommable de somme S. Alors pour toute bijection o : I — 1,
la famille (ag(i))iel est sommable de somme S. C’est a dire
D =D o).
il il
Démonstration. Il s’agit de montrer que (b;),.; est sommable de méme somme S
que (a;);c;, les b; étant définis par b; = a,;).

L’hypothese de sommabilité de (a;),., sécrit

V€>O,E|J0€Pf(1)ZVJGPf(I),Jogjﬁ

Zai—S

icJ

<e (3.5.1)

Posons

Jo=0"Jo) ={o(i) i€ Jp}

L’ensemble J| est fini car en bijection avec ’ensemble fini Jy par o~*. Pour tout J’ fini
contenant .Jj), 'ensemble fini o(J’) contient o(.Jj) et ce dernier ensemble est égal a Jy. On

a donc en appliquant (3.5.1) avec o(J') au lieu de J

Zai—S <eg

i€o(J)

Et ceci est vrai pour tout J’ fini contenant Jj. D’autre part on a

Z @ = Zaa(n - Zbi

i€o(J) ieJ’ ieJ’
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3.5. Relation entre familles et séries

Nous avons donc montré que

Ve > 0,3J € Pp(I):VJ' € Py(I),J, C J, <e.

Zbi—S

ieJ’

Autrement dit que (b;),.; est sommable de somme S. m

Théoréme 3.5.1 Soit (a;),.; une suite d’éléments d’un Banach E. Alors (a;);.; est une
famille sommable de somme S si, et seulement si, pour toute bijection o : N — I, la série

Y ien Go(i) converge de somme S.

Démonstration. Supposons que (a;),.; est une famille sommable de somme S, et

soit o une permutation de N et £ > 0. Alors il existe un sous-ensemble fini Jy C I tel que

S—Zai

ieJ

VJo fini: J D Jy, <eg

Soit ng € N tel que

Ainsi

Et par suite on a

S — Z ag(i)
=0

Ce qui prouve que (ag(i))ieN est convergente, d’ou la famille (ag(i)) .oy est de somme

€N
S = Z ag(i).
1=0

Supposons maintenant la famille (a;),., n’est pas sommable, alors elle ne vérifie pas le

critere de Cauchy. Soit € > 0 tel que

V.Jo € P;(N),3J € Pr(N) tel que JoNJ =0 et

2

icJ

> .

Pour Jo = 0, il existe K € P;(N) tel que ||> ;.5 ai|| > £ ; on pose jo = max K.
Maintenant pour Jo = [0, jo|, il existe J; tel que J; N Jy = 0 et Hzieh aiH > ¢ ; on pose

j1 = max Ji. Ainsi, on construit une suite

Jp = {np1, ---vnpﬂ’p} C Uy = [Jp1+ 1,5,
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3.5. Relation entre familles et séries

ol j, = max.J,, telle que

Zier a;

bijection de N telle que sa restriction a U, vérifie o(j,—1 + k) = n,y, pour 1 < k < 1.

> ¢. Evidemment, on a N = UU,. Soit ¢ une
P

Finalement, on a

Jp—1+7p Tp
E Ao(s)|| = E anpyk
s=jp—1+1 k=1
= E a; > ¢
1€Jp

D’ou ZieN aq(;) ne vérifie pas le critére de Cauchy et donc elle est divergente. =

Remarque 3.5.1 Le cas ot K est fini donne un résultat plus simple : Soient (a;),.; une
famille d’éléments de E, et (Iy),_15 une partition de I ; si pour tout k, la famille (a;),.;

est sommable de somme Sy, alors la famille (a;);.; est sommable de somme S = 3 S.
k=1

Remarque 3.5.2 On voit donc bien qu’une série convergente de terme général a, n’est
pas forcément sommable, en fait elle ne vérifie méme pas forcément le critére de Cauchy !
Penser a la série semi-convergente de terme général (—1)"/In(n). Les sommes partielles

correspondent a des sommes finies particuliéres.

Proposition 3.5.2 Soit (a;),.; une famille de vecteurs sur E. Notons A l’ensemble des

1
amilles a = (aq; muni de la norme |la| = o la; N2 op a; € A;, telles que la
i€l

i€l
famille (||ai||2)iel soit sommable. Alors

(i) A est un espace vectoriel.

(i) A muni de ||.|| est un espace de Banach.

Dans ce cas on dit que A est somme directe des espaces de Banach A; et on note

A= PA:.
iel
Démonstration. (i) A est un sous-espace vectoriel du produit cartésien HAi' En
iel
effet, il est stable par multiplication par un scalaire. D’autre part, si a = (a;);.; et
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3.5. Relation entre familles et séries

b= (b;);c; sont deux éléments de A et J € Py (I) alors on a

D Mlai 007 < Y Olall + l1ol)?

icJ icJ
2 2
<D Maall® > 11al* + 2 llaall - 1ol
ieJ ieJ ieJ

Et par l'inégalité de Cauchy Schwarz, on a

D llai+0il* < Y llal® + Y l1bal* + 2\/2 laall®, /> l1bll?

eJ icJ ieJ ieJ icJ

2
> laill*+ > lleal®

icJ icJ

< (llaill + l1oal)*

IN

Ainsi on obtient par la définition 2.1.1 que la famille ||a; + b;||* est sommable et
lla + bl < llal| + [|]

D’ou (a + b) appartient a A, et donc A est un espace vectoriel.

(i) Soit a, = (aj);c; une suite de Cauchy dans A. Pour un € > 0, il existe N > 1 tel
que ||a, — an|| < e pour tous n,m > N. Or ||a} —a*|| < ||an — an|| < ¢, il vient alors
que pour tout 4, (a}), est une suite de Cauchy, et comme l'espace A; est complet, (a}'),,
converge vers un élément a; € I. Posons a = (aj'),.; et soit J un sous-ensemble arbitraire
fini de I, on a

%
2
<Z lai' = ai"| ) < lan — am|| <,
icJ

et en faisant tendre n vers 'infini, on obtient
1
2
(St a1 <
icJ
Il s’ensuit par la définition 2.1.1 que ||a, — a|| < € pour tout n > 1, ce qui montre, d'une

part que a,, — a, et donc a, appartient a A, et d’autre part que (an)n converge vers a. |
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CHAPITRE

Familles sommables dans
un groupe topologique

commutatif

4.1 Introduction

Peut-on s’attendre a ce que la théorie précédente soit valable dans tout groupe topologique
commutatif et séparé, dont la loi de composition est notée additivement?
Dans cette partie, nous exposons la notion de sommabilité dans un groupe topologique

commutatif.

Définition 4.1.1 On appelle groupe topologique un ensemble G muni d’une structure de

groupe et d’une topologie rendant les applications

GxG— G et G— G

(7,y) =y x>zt

continues.

Proposition 4.1.1 (i) Dans un groupe topologique, les applications x — axx et x +— x*a
sont des homéomorphismes.

(ii) La topologie est déterminée par la donnée des voisoinages de l’élément neutre e.
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4.1. Introduction

(111) Un groupe topologique G est dit séparé si et seulement si le singleton {e} est fermé
dans G. Egalement, G est séparé si et seulement si l’intersection des voisinages de e est

réduite a {e}.

Démonstration. (i) Si U est un ouvert de A une partie quelconque alors U * A est
un ouvert (puisque s’écrit aLEJAU x a) et de méme, A x U est un ouvert.

(ii) Tout groupe quotient G/H d’un groupe topologique G par un sous-groupe normal
H est encore un groupe topologique, lorsque G/H est muni de la topologie quotient. De
plus G/H est séparé si et seulement si H est fermé.

(iii) Un groupe topologique est naturellement muni de deux structures uniformes (a
droite et & gauche) qui induisent sa topologie, est qui coincident si le groupe est com-
mutatif. Un groupe topologique est séparé par conséquent complétement régulier. Tout
morphisme de groupes topologiques est uniformément continu pour les structures uni-

formes a droite (resp.a gauche) associées. ®

Théoréme 4.1.1 Un groupe (G, *) muni d’une topologie est un groupe topologique si et

1

seulement si Uapplication G X G +— G; (x,y) — xxy~ " est continue.

Démonstration. Les deux axiomes de la définition entrainent évidemant que ’application

G xGw— G

(z,y) =z y™!

est continue.

Réciproquement,
GxG— @G,
(2, y) =2y
entraine G — G;x — 27! car o — e*x 27! = 27!, est alors continue.
Et
GxG—G et G— G
(z,y) > oy x>t
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4.2. Définitions

entrainent

GxGr— G
(z,y) =z *xy

car (z,y) — z % (y1) " =z %y, est alors continue. m

Définition 4.1.2 On appelle filtre sur un ensemble I, un ensemble F de parties de I qui
posséde les propriétés sutvantes :

(i) Toute partie de I contenant un ensemble de F appartient a F.

(ii) Toute intersection finie d’ensembles de F appartient o F.

(i1i) La partie vide de I n’appartient pas o F.

De (i) et (ii) on déduit que toute intersection finie d’ensembles de F est non vide.
Un filtre F sur [ définit sur I une structure dont les axiomes sont (i), (ii) et (iii); cette
structure est dite structure d’ensemble filtré, et ’ensemble I, muni de cette structure, est

appelé ensemble filtré par le filtre F.

4.2 Deéfinitions

Soit (G, +) un groupe topologique séparé. Soit I un ensemble quelconque et F un filtre

sur I. Le groupe est noté ici additivement et O désigne son élément neutre.

Définition 4.2.1 On dit que la famille (a;);,.; est sommable si Uapplication J — S; a
une limite suivant le filtre F des sections de [’ensemble filtrant des parties finies de I

ordonnées par la relation C . Cette limite est alors appelée la somme de la famille (a;);c; -

La définition précédente équivaut a la suivante.

Définition 4.2.2 La famille (a;),.; est sommable et a pour somme S, si pour tout voisi-
nage V de O dans G, il existe une partie finie Jo de I telle que, pour toute partie finie

J D Jydel, on ait

S—Z&iEV

icJ
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4.2. Définitions

Remarque 4.2.1 (i) Lorsqu’un tel S existe, il est unique ; on l’appel somme de la famille

et on le note Zai.
iel
Démontrons que S est unique lorsqu’il existe.

Pour tout voisinage U de O, il existe un voisinage symétrique V de O tel que
V+Vcl.
Des relations S — S; eV et S"—S; €V oontireS—S €V +V, dou
S—-SeU
L’élément S — S" appartient o tout voisinage de O et comme G est séparé on a donc
S-S5 =0, ouS=29".

(ii) Si I est quelconque et si I' désigne une partie de I telle que a; = 0 pour tout i ¢ I’
alors les familles (a;);c; et (a;),cp sont simultanément sommables (ou non sommables) et

ont des sommes égales.

Proposition 4.2.1 Soient (a;),., et (b;),.; deux familles sommables d’éléments de G sur

icl
le méme ensemble d’indices I, et soient S et S’ leurs sommes respéctivement. La famille
)

(¢i)jers 0 ¢; = a; + b; est sommable et de somme S + 5.

Démonstration. Le résultat découle directement de la définition de famille sommable

de points de G. =

Définition 4.2.3 (Critére de Cauchy)
On dit qu’une famille (a;);cr de G satisfait au critére de Cauchy si, pour tout voisinage

V' de O, il existe Jy € P¢(I) tel que pour tout K € P¢(I), disjoint de Jy, on ait
Sk eV.

Autrement dit, aprés qu’on ait retiré de la famille un nombre fini d’éléments "trop gros”,

toutes les sommes finies sont petites.
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4.2. Définitions

Désignons maintenant par A(Jy) ’ensemble des S; pour lesquels Jy C J.

Proposition 4.2.2 Dire que la famille (a;)c; satisfait au critére de Cauchy équivaut a
dire que pour tout voisinage V de O, il existe un Jy € Py(I) et un translaté a+V de V
tel que A(Jy) C a+ V.

Démonstration. Supposons que (a;);c; satisfait au critére de Cauchy; tout J con-
tenant Jy est de la forme Jy U K, ot K est disjoint de Jy; donc S; C Sy, + Sk. De la
relation Sx € V résulte donc

S;e S, +V
D’ou
A(Jo) C Syy + V.
Etant donné V un voisinage de O, il existe un voisinage symétrique U de O tel que
U+UCV.

Si par hypothese il existe Jy € P¢(I) et a € G tel que A(Jy) C a+ U, on a pour tout

K disjoint de Jy
Sp€a+U;S), +Sk €a+U
D’ou

SkeU+UCV.

Donc la famille (a;),., satisfait au critéere de Cauchy. m
Corollaire 4.2.1 Toute famille sommable satisfait au critére de Cauchy.

Démonstration. Soit (a;);c; une famille sommable alors pour tout voisinage V' de

O, il existe Jy € Py(I) tel que pour tout J € Pf(I) contenant .J; on ait
S—-S,eV

Alors la condition A(Jy) C a+ V se vérifie en prenant pour a la somme S de la famille.

Ce qui achéve la démonstration. m
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4.2. Définitions

Remarque 4.2.2 La réciproque de ce corollaire est fausse en général. FElle n’est vraie

que dans les espaces normés complet.

Proposition 4.2.3 Soit (a;)ic; une famille satisfaisant au critére de Cauchy. Pour tout

voisinage V de O, on a
a; € V' sauf pour un nombre fini d’indices 1.

Démonstration. Il suffit pour le voir d’appliquer le critére de Cauchy aux ensembles

K de la forme {i},oui ¢ Jo. =

Corollaire 4.2.2 Soit (a;);c; une famille sommable dont I’élément neutre admet un sys-
téme fondamental dénombrable de voisinages, l’ensemble des indices i tels que a; # 0 est

au plus dénombrable.

Démonstration. Soit (V;,) un systéme fondamental dénombrable de voisinages de
O. Pour tout n, 'ensemble I,, des indices i tels que a; ¢ V,, est fini. Comme 1’ensemble
des indices i tels que a; # 0 n’est autre que la réunion des I,,, cet ensemble est fini ou

dénombrable donc au plus dénombrable. m

Remarque 4.2.3 Le corollaire précédent n’est plus nécessairement valable lorsqu’on ne

suppose pas que l’origine posséde un systéme fondamental dénombrable de voisinages.

Exemple 4.2.1 Considérons le groupe additif des fonctions numériques finies d’une vari-
able réelle, muni de la topologie de la convergence simple et soit f, un élément de ce groupe

tel que

1 z=ua

0 xz#a

fa(x) =
La famille (f,)qcr est sommable et a pour somme la fonction égale a 1 en tout point de
R*.

Corollaire 4.2.3 Soit G un groupe topologique commutatif séparé et complet, tel qu’un
systéeme fondamental de voisinages de O soit formé de sous-groupes de G. Pour qu’une
famille (a;);cr de points de G soit sommable, il faut et il suffit que lima; = 0 suivant le

filtre des complémentaires des parties de I.
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4.3. Associativité

Démonstration. Soient V' un voisinage de O, H un sous-groupe ouvert de G contenu
dans V, s’il existe une partie finie Jy de I telle que a; € H pour tout i ¢ Jy, on a aussi

Zai € H pour toute partie finie K de I ne rencontrant pas J,. m
€K

4.3 Associativité

Proposition 4.3.1 (Associativité de la somme)

Soit (a;)icr une famille d’éléments de G, et soit (1;);er, une partition quelconque de I.
Si la famille (a;)ic; est sommable ainsi que chacune des sous-familles (a;)icz,, et si l'on
désigne leurs sommes par S et S; respectivement, la famille (S;);cr est sommable et a

pour somme S.

Démonstration. Pour toute partie finie My de L, désignons par D (M) 'ensemble

des sommes finies Zai ou My C M.
ieM
Pour un Jy donné, si 'on note M, Pensemble fini des j tels que Jy N I; # 0, toute

somme Zai pour laquelle My C M est limite de sommes S; ou Jy C J. Il en résulte
ieM

D(My) C A(Jo)

D’ou

D(Mo,) C A(Jo).

Pour tout voisinage V' de O, il existe un .Jy tel que

A(Jy) CS+V
Donc si V est fermé on a aussi

A(Jy) Cc S+V
D’ou

D(My) Cc S+V

Comme les voisinages fermés de O constituent une base de voisinages de O, cette relation

montre que la famille (S;), ., est sommable et de somme S. =
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4.4. Image d’une famille sommable par un homomorphisme continu

Remarque 4.3.1 Il est inexacte que si chacune des sous-familles (a;)icr; est sommable
et la famille des S; sommable, la famille (a;)icr soit toujours sommable.

Pour le voir, il suffit de prendre L infini et chacune des sous-familles réduite a deux
éléments, 'un valant 1, l'autre —1 ; chaque S; vaut 0, donc la famille de S; est sommable,
mais la famille des a; ne l’est pas.

Par contre, voici le cas important ot cet énoncé devient exact. En effet, pour L fini, il
suffit de démontrer lorsque L = {1,2}. On procéde ensuite par récurrence sur le nombre

d’éléments de L. Posons S = Zai, Sy = Zai. Pour tout voisinage V' de l’origine, il
i€lh i€la
existe une partie finie J; (resp. Jy) de Iy (resp. I3) telle que pour toute partie finie Hy

(resp.Hy) de I (resp.ls) contenant Jy (resp.J2), on ait
Zai €SI +V
1€ Hq
Respectivement

ZaiESQ—I—V

i€Ho
Si on pose Jg = J1 U Jy

d a €8+ S+ V+V
icH
D’ot le résultat.

4.4 Image d’une famille sommable par un homomor-
phisme continu

Proposition 4.4.1 Soit G, G’ deux groupes topologique commutatifs et séparés, et soit f
un homomorphisme continu de G dans G'.

Si (ai)ier est une famille sommable dans G, de somme S, la famille (f (a;)),c; est

sommable dans G et de somme S’ = f (Zai> .

icl
Démonstration. Pour toute voisinage V' de O dans G’, posons V = f~1(V'); la

relation

S —S; €V lorsque Jy C J
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4.4. Image d’une famille sommable par un homomorphisme continu

etraine

f(S)— f(S;) € f(V) ou encore S" — S, € V.

Autrement dit la famille (f (a;)),.; est sommable et a pour somme S’. =
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CHAPITRE

5 Applications

5.1 Moment d’ordre k d’une variable aléatoire dis-
créte

() désigne un ensemble quelconque. On note w I’élément générique de Q2 et Py(€2) 'ensemble
des parties finies de €.

On rappelle qu'une partie non vide P de [0, +o0] est dite bornée s’il existe un réel M tel
que < M pour tout x € P. Un tel réel M s’appelle un majorant de P. L’ensemble des
majorants de P admet alors un minimum, qu’on note sup P. Autrement dit, M = sup P
si et seulement si x < M pour tout z € P et M < M’ pour tout majorant M’ de P. Si
P n’est pas bornée, on pose sup P = +o00.

On consideére une application a : Q — [0, +oo[. Pour toute partie finie F' = {wq, ...,w, }

de €2, on pose
n
S o) = Yoater)
F i=1
Comme l'addition est commutative, cette notion ne dépend pas de la fagon dont on a

numéroté les éléments de F'.

Définition 5.1.1 On pose

Za(w) = {sup Za(w) : F partie finie de Q} :

Q

On dit que la famille (a(w)), . est sommable si )y a(w) < +o0.
Q
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5.1. Moment d’ordre k d’une variable aléatoire discréte

On suppose maintenant X est une variable aléatoire réelle, et on introduit la notion

suivante :

Définition 5.1.2 Si la famille {| X (w)|p(w)}, cq est sommable, on dit que X admet un

moment d’ordre 1 et on pose

E(X) = 3 X (w)p(w).

we
On appelle cette quantité [’espérance, ou la moyenne, de X.
Plus généralement, pour tout réel k > 0, on dit que X admet un moment d’ordre k si

la variable aléatoire | X|* admet un moment d’ordre 1.

Il est immédiat de voir que si la variable X est bornée, c’est- a-dire s’il existe un réel
M > 0 tel que | X (w)| < M pour tout w € Q, alors X admet des moments de tout ordre.

L’espérance satisfait les propriétés suivantes :

Proposition 5.1.1 (i) Si la variable aléatoire X admet un moment d’ordre 1, et si
{z;,i € I} désigne l’'ensemble des valeurs prises par X , alors la famille (x; P({X = x;}))icr

est sommable et

E(X)=) zP{X =u}).

el
(ii) Si X et'Y sont deuzx variables aléatoires qui admettent toutes les deux un moment

d’ordre 1, alors pour tout o, B € R, c’est aussi le cas pour la variable o X + BY et on a
E(aX +pY)=aFE(X)+BE(Y)

Démonstration. (i) Posons ; = {w € Q: X (w) = x;}. La famille (€;),., est une
partition de 2, et il ne reste qu’a appliquer la formule de sommation par paquets.

(ii) C’est une conséquence de la linéarité de la somme pour les familles sommables. m
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5.2. Familles orthonormées dans un espace préhilbertien

5.2 Familles orthonormées dans un espace préhilber-
tien

Théoréme 5.2.1 Soit (a;),.; un systéme orthogonal dans H alors la famille (a;);.; est

sommable si et seulement si la famille (||ai||2)iel est sommable dans R. Dans ce cas

2
2
= > llaill*.

iel

D

i€l

Démonstration. Supposons que la famille (||a,||2) est sommable. Pour prouver

i€l
I'existence de S, fixons une énumération I = {ig, i1, ..., in, ...} de ’ensemble quelconque I.

Pour des nombres réels positifs, on sait que

> lla,|* = sup {Z lla;||* : J fini C 1} = la;||* < +o0

n=0 ieJ iel
Sous cette hypohése, on peut définir d’apres le théoréme

2 2 2
S=) a, €H,avec [|S|* = flai |I* =D llail
n=0 n=0 el

Il s’agit de montrer que S vérifie (3.2.1) qui définit les familles sommables. Pour chaque

sous-ensemble fini K de I. Posons

S(K)=> a;€ H

€K

Soit £ > 0 donné et choisissons I'ensemble fini Ky = {ig, 1, ...,iny} avec N assez grand

pour que
2 2 g?
> laill? =" e |? < 1
,iecfo n>N
On a alors
+o0o N +o0o +00
S=Y» a, = Zazn + Z a;, = S(Ko) + Z a;,
n=0 n=0 n=N+1 n=N+1
Donc
+oo 2
IS = SE)* = || Y an | <D lawl* <=
n=N+1 n>N
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5.2. Familles orthonormées dans un espace préhilbertien

Et on a
€
IS~ S(Ko)] < 5.

Soit K un sous-ensemble fini de I, plus grand que Kj; cet ensemble K est obtenu en
ajoutant a Ko des éléments iy, ..., %,,, ou les indices n; sont donc supérieurs & N et ou

on peut supposer que N <nj; < ng < ... <ny,; ona

Donc par le théoréme de Pythagore
P

E iy,

J=1

2
s €’
<3l < 5

n>N

IS(K) = S(Ko)||* =

Donc || S(K) — S(kKo)|| < §. Par 'inégalité triangulaire, on obtient
15 = S < (15 = S(Ko)l| + [[S(K) = S(Ko)|| < e

pour tout sous-ensemble fini K C [ plus grand que Ky, ce qu’il fallait démontrer.
Inversement, supposons que la famille (a;),., est sommable, prenons ’ensemble fini
Ky qui correspond a € = 1 dans (3.2.1). Pour tout sous-ensemble fini J C I, on a, en

prenant K = KoU J que ||S — S(K)| < 1, donc

ISCE) < [IS] +1
Do llaal® < D llasll® = ISE)I® < (IS] +1)*.

1eJ 1eK

On a bien Z l|a;||> < +oo puisque les sommes finies sont bornées par (||S|| + 1)?, donc
iel
la famille (||az||2) .; st sommable dans R. =

i

Définition 5.2.1 Soient (a;);.; une famille orthonormale d’un espace préhilbertien I et

x € E, on appelle coefficients de Fourier de x relativement a la famille (a;) la famalle

(Ci(2));e; 0w Ci (x) = (w,0;) , Vi € 1.

il

> Ci(x)a; est appelée série de Fourier associée o x relativement o la famille ortho-
il

normale (a;)c; -
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5.2. Familles orthonormées dans un espace préhilbertien

Proposition 5.2.1 Soit E un espace préhilbertien. Pour tout systéme orthonormal (a;)

el

dans E et pour tout v € E, la famille (|C; (x)]2)i€[ est sommable et on a l'inégalité de

Bessel sutvante

D1 @) <l

el

Démonstration. Pour montrer que la famille (|C; (ZL‘)|2)ZG ; est sommable, il suffit de

vérifier que I'ensemble ses sommes partielles S; = 37 |C; (x)]” ot J est une partie finie de

1, est majoré.

icJ

Soit J € Py (1) alors

x—ZC’i(x)ai,a:—ZCi(:p)ai> >0,Vx € E.

=) Ci(x) ai> = ||z||* - <Z C; () ai,x> _ <x72(]¢(

icJ ieJ

= ||z + <Z Ci (@) =2) " Ci(2)Ci (@

icJ 1eJ
= |lz|* = Y _ |G (2))”
ieJ
= Jla|* =) _1Ci (@)]* 2 0
icJ
= > 1Ci(@) < |l
icJ

Ce qui achéve cette démonstration. m

x) az‘> +> |G (@)

ieJ

)

Théoréme 5.2.2 Soient E un espace préhilbertien et (a;),., une famille orthonormale

dans E alors les quatre assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Vx,y € E, la famille (CZ- (x) C; (y)) est sommable de somme (x,y) .
iel
(ii) Pour tout z € E,||z|* = 3. |C; (z)]?.

(iii) Pour tout v € E, la famille (C; (v) a;),.; est sommable de somme x

i€l

(z’e =3 Gi(a) a)

(iv) Le sous espace vectoriel engendré par la famille (a;);.; est dense dans E.
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5.2. Familles orthonormées dans un espace préhilbertien

Démonstration. (i)=-(ii): il suffit de prendre y = x et d’appliquer la proposition
5.2.1.

(ii)=(iii): la famille (|C; (x)\Q)iel est sommable de somme ||z]|*, d’on

Ve > 0,3y € Py (1) :VJ € Pr(I),J D Jy = ||lz|* =D |Ci ()| <e

ieJ

Or

2
=lzl* =) _ICi (@) <e

ieJ

el

x—ZCi(a:)ai

icJ

(iii)=(iv): Soit V' le sous espace vectoriel engendré par la famille (a;),., , montrons que
V = F ou encore

Vo e E,Ve > 0,3y € V tel que ||z —y|| <e,

Or Vx € E la famille (C; () a;),.; est sommable de somme x alors
Ve > 0,3Jy € Py (I) tel que ||z —y|| <e

Ouny= > Ci(v)a;etyeV.

i€Jp
(iv)=(i): Solent x € E et ¢ > 0 alors il existe y = > \ja; ou J € Ps(I) tel que
ieJ
x— > Na;|| <eet comme ||[x— > Ci(x)a;|| < ||D Nia; —xf| <e
icJ ieJ icJ
On a
2
2 2
r= Y G@al =l - Y G @ <
ieJ ieJ
Donc la famille (|C; (x)|2)Z .; est sommable de somme [E
Utilisons ’égalité suivante ol j est le nombre complexe j? = —1 et non I'indice sur [

ou J.
ay)=(r+y,zc+y) —(z—y,z—y) +i[{z+iy,z+iy) — (z —iy,z —iy)]

Pour établir (i), soient (C;(x)),c; et (C;i (y)),c; les coefficients de Fourier respectifs de x

el

et y relativement & la famille (a;),;.
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5.3. Bases orthonormales d’un espace préhilbertien

I1 résulte de l'identité précédente que la famille (C’i (x) C; (y)) . est sommable et de
ic
somme (z,y) comme somme de familles sommables (|C; (z) + C; <y>’2>iel (|G (=) = G (y)|2)i€]

Proposition 5.2.2 Soit (a;),.,; une famille orthonormale d’un espace préhilbertien E et

soit x € E alors la projection x' de x sur M le sous espace vectoriel engendré par (a;)

J partie finie de I est définie par ' =Y C; () a;.

e

icJ

Démonstration. Soit y € M alors y = Y \;a; et

ieJ
|z —y|* = <x - Z i, & — Z )\iai>
e e
= Jlall* + 3 (INf? = NG () = M ()
e
= Jlall* + 3" i = G @) = Y 1Ci (@)
ieJ icJ

Or ||z —yl > ||lz||> = 3 |Ci ()] est le minimum de ||z — y|| qui est atteint pour y =
icJ

> C; (z) a; et qui est donc la projection de z sur M. =
=

5.3 Bases orthonormales d’un espace préhilbertien

Définition 5.3.1 Dans un espace préhilbertien E, tout systéme orthonormal qui vérifie

['une des quatre propriétés du théoréme 5.2.2 est appelé une base orthonormale de E.

Définition 5.3.2 Soit E un espace préhilbertien. Un systéme orthonormal est dit maxi-

mal st tout systéme orthonormal qui le contient lui est identique.

Remarque 5.3.1 On dit que (a;),.; est un systéme orthonormal mazimal si et seulement
s1

Pour x € EVi € I,(x,a;) =0 =2 =0.

Théoréme 5.3.1 Si H est un espace de Hilbert, les quatre propositions du théoréme 5.2.2

sont équivalentes a la proposition suivante : le systéme orthonormal (a;),., est maximal.
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5.4. Existence de bases orthonormales

Démonstration. Montrons que cette proposition est équivalente a (iv) (i.e le sous
espace vectoriel engendré par la famille (a;),.; est dense dans H).

Supposons que la famille (a;),., soit maximale et soit M le sous espace vectoriel
engendré par (a;),.;. Si M # E alors comme H = MedM = M # {0} et il existerait
aec M eta # 0 d’ou (a,a;) = 0,Vi € I = (a;);c; n'est pas une famille maximale
— M =H.

Réciproquement, supposons M = H alors pour z € H si (z,a;) = 0,Vi € I on a

relM = {0} par suite (a;),.; est une famille orthonormale maximale. m

5.4 Existence de bases orthonormales

5.4.1 Rappels sur les ensembles inductifs

Définition 5.4.1 Soit A un ensemble ordonné, A est dit inductif si toute partie totale-

ment ordonnée de A est majorée par un élément de A.

Théoréme de Zorn
Dans un ensemble ordonné inductif A, tout élément de A est majoré par un élément

maximal de A.

5.4.2 Application du théoréme de Zorn

Soit A I’ensemble des familles orthonormales d’un espace préhilbertien F ordonné par
I'inclusion, montrons que A est inductif.
Soit S une partie totalement ordonnée de A. Alors S = US est orthonormale car

SES
soient ay,as € S alors

ElSlG:S’\etSQEgtelsqueal651eta2652

Or S est totalement ordonnée d’oll si s; D So ou 1 C S alors aj, as € S; Ou Ay, as € So
donc a; et ay sont orthogonaux (si a; # as), il en résulte que S est un majorant de S.
Donc A est inductif.

Il en résulte que tout espace de Hilbert admet une base orthonormale.
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5.5. Isomorphie des espaces de Hilbert

5.5 Isomorphie des espaces de Hilbert

Soit {2 (I,C) I'ensemble des familles (x;).., de nombres complexes telles que la famille

iel

(| |2)Z . Soit sommable.

Proposition 5.5.1 (?(I,C) est un espace de Banach pour la norme induite par la forme
hermitienne définie positive (x,y) = Y x%; ot x = (3;);c; et y = (Yi);e; Sont deux

iel
éléments de I (I,C).

Démonstration. Montrons que (x,y) = > x;4; a un sens. Pour cela montrons que
i€l
la famille (7;7;),.,; est absolument sommable (donc sommable). Posons o = } |;
i€l

? et

B=> |yZ]2 qui sont deux nombres finis par hypothese.
i€l
Soit J une partie finie de I alors

>l < (Zxﬁ); (Zlyﬁ) <ap

icJ ieJ e

D=

D’ou la famille (|z;7;|);,.; est sommable. Les axiomes de la forme hermitienne définie

positive se vérifient aisément, il s’en suit que [? (I, C) est un espace préhilbertien pour la
1

norme ||z|| = (Z ’:EZ‘Q) .
iel
I?(I,C) est complet.

Soit (2,),cy une suite de Cauchy de * (I, C) alors
Iz =24 = Y i — 2qal” < €%, ¥p,q 2 ng
1€l
1 étant fixé, la suite ("Enﬂ')neN est de Cauchy dans C, d’ou z; = lim x, ;. Dans I'inégalité

n—oo

précédente faisant tendre ¢ vers +oo, il vient

2 2
E :‘xpyi_mi‘ §€7Vp2no
el

1
2
(z |xz-|2) < o - 3 ol

1el i€l i€l
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5.5. Isomorphie des espaces de Hilbert

Comme la suite (), est de Cauchy dans {?(I), elle est donc bornée par un nombre
K, il vient
2
(Z |~”Ui’2> S K = (31), €17 (1)
icl

Et en posant x = (x;),;, il vient

lz = 2pl|* =Y [ — @l* < €%, ¥p > mg
i€l

Il vient que limx, = x = [* (I, C) est un espace de Hilbert. m
p—0oo

Théoréme 5.5.1 Soit E un espace préhilbertien muni d’une base orthonormale (a;);c;
alors Uapplication ¢ de E dans 1> (I,C) définie par : ¢ (x) = (C;(x)),e; famille des

coefficients de Fourier de x est une isométrie linéaire de E sur ¢ (E) ot ¢ (E) = 1*(I,C).

Démonstration. L’application ¢ ci-dessus définie est linéaire et comme

e (@)l = <Z le (aﬁ)\2> = [l=Il

el
¢ est une isométrie. Soit e; € [? (I) la famille telles que tous ses termes soient nuls et I'un
d’eux égal & 1,¢; = ¢ (a;), la famille (¢;),.; € ¢ (E), montrons que ¢ (E) = I1? (I,C).

Soit = (2;),; un élément de I (I, C) alors z)” = 3 |2 et
iel

2 2
lz)* =) |z

i€l

Ve >0,3Jy € Py (1) : < e

Posons y = Y x;e; alors
i€Jp

2

_ Z 2 < &2

1€\ Jo

Tr — E €T;€;

i€Jo

Donc ¢ (E) est dense dans [? (I,C) car y € ¢ (E).
Si F est complet alors ¢ (E) est fermé dans /% (I, C) donc

Ce qui termine cette démonstration. m
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5.5. Isomorphie des espaces de Hilbert

Corollaire 5.5.1 Soit H un espace de Hilbert et soit (a;);.; une base orthonormale de H

alors pour toute famille sommable (\;),.; de nombres complexes, il eviste v € H tel que

el
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Conclusion

Conclusion et perspectives

Dans ce travail, nous avons présenté les familles sommables dont les termes apparti-
ennent & différents ensembles (R, , R, C, e.v.n, groupe topologique). En outre, nous avons
exposé les diverses propriétés de ces familles telles que la relation avec les séries et la
sommation par paquets.

Méme si nous avons donné quelques applications, il reste de nombreuses autres a
explorer dans une multitude de domaines a I'instar de I’algebre, ’analyse complexe, les

probabilités et ’analyse fonctionnelle.
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