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Introduction générale

Les méthodes numériques de résolution des problemes d’extrémum ont pris ces dernieres
années un tres grand essor. Cet interét reflete le role de premier plan occupé par ces
problemes dans les différentes applications pratiques.

Le terme” programmation quadratique” est attribué au probleme de minimisation(ou
de maximisation) d’une fonction objectif quadratique assujutie a des contraintes linéaires.
Cependant,un probleme de programmation quadratique differe d’un probléeme de program-
mation linéaire seulement dans le fait que la fonction objectif contient en plus les termes
sz et x;x,(j # k). La programmation quadratique convexe est ainsi considérée comme une
transition naturelle de la programmation linéaire vers la programmation non linéaire. On
trouve la programmation quadratique dans plusieurs cas pratique comme, regression[4], ges-
tion de production[28], gestion du porteffeuile [6],[27], [7],[26], et la variance minimume|[25].

Plusieurs approches ont été proposées dans ce domaine notament, la méthode la plus
classique qui est celle du simplexe de wolfe[13], la méthode d’activation des contraintes[15],
la méthode des points intérieurs[24], la méthode du gradient avec projection[17], ainsi
que les méthodes de support de R.Gabasov et F.M.Kirolova[19],[16], qui font 'objet de
notre travail. La majorité de ces méthodes ont été développées das le cas de probleme de
programmation linéaire et dont le concept est basé sur celui de la méthode de simplexe
Dantzig 1963 [14].

Dans[18], les auteurs développent la méthode directe de support qui est une généralisation
de la méthode de simplexe. Cette méthode démarre d’une solution réalisable initiale et d'un
support initial(base initiale), elle passe d’un point intérieur ou extréme a un autre point
meilleur jusqu’a ce qu’un point extréme optimale soit atteint. plus tard, ces méme auteurs

développent la méthode adaptée pour la résolution des probeme de controle optimale,
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puis elle est étendue pour la résolution des problemes linéaires et quadratiques sous forme
générale[18], [21], [5], [8], [3], [2], [22], [23].

Historiquement, Barankin et Dorfman [1], furent les premiers & remarquer qu’en
combinant les conditions d’optimalité de Lagrange avec celles du systeme original, la so-
lution optimale d’un probleme quadratique était une solution de base d’un systeme élargi
ayant la propriété que seuls certains couples de variables figuraient dans la base. de son
coté Markowitz montra qu’il est possible de modifier le systeme élargi et d’engendrer pa-
ramétriquement une classe de solutions de base ayant la propriété particuliere ci-dessus et
convergeant vers I'optimum en un nombre fini d’itérations. Enfin, Wolf [13], montra qu’en
modifiant legerement la méthode de simplexe d'une fagon a ne pas autoriser I'introduction
d’une variable dans la base si sa variable complémentaire s’y trouvait déja , on parvenait
aisément a 1’optimum recherché.

Le présent travail, s’inspirant essentiellement des traveaux de Gabassov, Kirillova
et Kostyukova, et de ceux de Bibi [10], Abassi [12],et Bentoubache [11] et Brahmi [3],
est consacré précisemment a la la construction d’algorithme de minimisation d’une fonc-
tionnelle quadratique convexe dans un domaine borné de R". ces derniers sont de nature
itérative, c’est a dire qu’on construit une suite (zx)reny de points de R™, reliés par la re-
lation de récurrence wp,, = wxp + 04, ou £ est un n vecteur réel indiquant la direction
d’amélioration, et # € RT le pas le long de ¢. Cette suite nous conduit vers la solution
optimale z° en un nombre fini d’itérations.

Apres un bref rappel de quelques notions sur les formes quadratiques dans le premier
chapitre, nous avons construit dans le deuxieme une itération de ’algorithme directe de
minimisation d’une fonctionnelle quadratique convexe dans un domaine borné de R". La
méthode utilisée est appelée méthode directe de support. L’itération de ’algorithme est
basée sur le principe suivant : en partant d’une solution réalisable de support initiale{z, Jp},
on construit l'itération {z, Jp} — {Z,Jp} en deux étapes; la premiere étape consiste
a changer la solution réalisable x en une autre solution réalisable z = x + 6/, et dans
la deuxieme qui dépend de la premiere, on construit le support Jp a partire de Jp. Le
troisieme chapitre sera consacré a la résolution du méme probleme par la méthode adaptée
[21] . Dont le principe est pratiquement le méme avec celui de la méthode directe de support
présenté au chapitre 2, sauf qu’au lieu de changé un seul indice, on changera tout les indices
non-optimaux. En méme temps nous introduisons un nouveau concept liant le primal et le

dual et ceci se fera dans le changement de support en construisant la direction duale et un
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pas le long de cette direction.



Chapitre

Rappel Mathématique

1.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons donner quelques définitions et propriétés des fonctions qua-
dratiques et des matrices semi-définie positive. Ceci nous sera utile dans 1’étude ultérieure
de la programmation quadratique convexe. les propriétés non démontrées dans ce chapitre
sont pour la plupart classiques, et relevant d’un cours d’algebre linéaire ou bilinéaire de

base.

1.2 matrices et vecteurs

Soient deux ensembles d’indices :
I1={1,2,3,....i,....m}, J ={1,2,3,..., j, ..., n} ,m < n. une matrice A d’ordre (m x n)

est représentée par I’écriture suivante :

a1 12 ... A1 ... Q1n
921 Q22 ... Q25 ... Q2
A=A(,J)=(a,iel,jel)=
) 179 )
(075} Qg2 ... Qi .o Qip
Am1 Am2 - Qmj ... Qmp

Pour des calcules pratiques, la matrice A se note aussi :
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T
!
Ay
_ _ T
A_ (a17a27 70’]7 7an) - Al
T
A
T
A,
ou
ayj
Csz
aj = A(Iaj) = i
Pj
CLmj
est un vecteur-colonne, AiT = A(i,J) = (an,ais, ..., aig, ..., @;,) est un vecteur-ligne. La

matrice transposée de A seras notée : AT = AT (J,I) = (aj;,j € Ji € 1),

1.3 Matrices et vecteurs partitionnés

On peut effectuer le produit d’une matrice A et d’un vecteur x, apres les avoir parti-

tionnés judicieusement. On dit alors qu’on a effectué un produit par blocs.

En effet, si 'on a

A= (A, A,z = (ml)
o)

Alors on peut écrire :

Ax = (Al, AQ) (.771) = AlfL‘l + AQ.’L’Q.

T2

De méme pour

Ay Ai a1 51)
A= = b=
(A21 A22) v (352)7 (52 ’
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L’equation Az = b peut alors s’ecrire

Anzy + Arpzy = by,
Ag1x1 + Agoo = by,

On peut partitionner une matrice d’'une maniere arbitraire. Par exemple, si A = A(I, J)
est une matrice d’ordre (m X n) et que Jp et Jy sont deux sous-ensembles quelconques de

J tels que

Jp Uy =J,Js NJy =,

Alors on peut partitionner A de la fagon suivante :

A =(ay,ay,...,aj,...,a,) = (Ap, AN)

AVGCAB:A(IajB)aAN:A<I,JN).Six:x(J): <xB

Alors on peut écrire :

),.CEB:CU(JB),ZEN:ZE(JN),
TN

Axr = Zajxj = Zajxj + Zajmj

jeJ j€JB JjEIN

:A([,JB)SL’(JB)+A([,JN)(13(JN)

= AB-Q?B + AN.CEN.

1.4 Rang d’une matrice

Définition 1.4.1. le nombre maximum de colonnes (considérées comme des vécteurs de
R™ ) linéairement indépendantes d’une matrice A est égal au nombre maximum de ligne
(considérées comme des n-vecteurs lignes) linéairement indépendantes. Ce nombre est ap-

pelé rang de la matrice A et il est noté par rang(A).
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1.5 Discussion générale sur 1’éxistence et le nombre
de solutions d’un systeme linéaire

1.5.1 Généralités et définitions

Soit m et n deux nombres entiers. Un systeme de m équations linéaires a n inconnues

T1, T2, ..., Tj, ..., Ty, 8'écrit comme suit :

a1 + ajpxe + ...+ A1 5 + .. Fappr, = bl,
a21T1 + Ao + ... + a2 + ...+ agpx, = bg,

.................................. :bi’ (1'1)

\

ou les coefficients a;;sont des nombres réels.

Les nombres by, by, ..., b, sont appelés les membres libres du systeme (1.1) ou les seconds

membres. En posant

T b1

T2 bQ
A_(alj71<l<m71<]§n)’x: b= . )

Tn by

le systeme(1.1) s’écrit alors sous la forme matricielle suivante :

Az =b. (1.2)

Définition 1.5.1. le systeme(1.2) linéaire est dit le rang complet en lignes si rang(A) = m,
m < n et de rang complet en colonnes si rang(A) = n, n < m.si deux systéme d’équations
linéaires, avec le meme nombres d’inconnues, possedent éxactement les memes solutions,

on dit alors qu’ils sont équivalents. on a ainsi le théoreme suivant :

Théoreme 1.5.1. Si M est une matrice réquliere d’ordre m, alors les systémes Ax = b,
MAx = Mb sont équivalents.

Théoréeme 1.5.2. Le systéme Ax =b

a) posséde une solution unique si rang(A) = rang(A,b) = n.
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b) posséde une infinité de solutions si rang(A) = rang(A,b) < n.
c) est impossible si rang(A) < rang(A,b).

1.5.2 Solutions basiques d’un systeme d’équations

x
Soit x = ( B) un vecteur partitionné qui est solution du systeme Ax = b, ou
TN

rang(A) = m < n, avec zg € R™. Alors est dit solution basique si xy = 0 et si les
vecteurs qui composent la sous-matrices carrée Ap sont linéairement indépendants. Une

solution basique est dite non dégénérée si
x; #0,Yj € Jp,avec xp = A;b.
1.6 Propriétées des formes quadratiques semi -définies
positives

Définition 1.6.1. Une fonction réelle de la forme suivante :

F(z) = ZZaijxixj. (1.3)

i=1 j=1

est dites forme quadratique de n variables x1, xo, ..., T,,.
En posant ' = (1,2, ...,2,), et A = (a;;,1 <i,j <n), la formule s’écrit sous la forme

suivante :
F(x)=2"Ax

1.6.1 Gradient et Hessien d’une forme quadratique

Définition 1.6.2. soit une fonction de classe C1  f : R® — R. le gradient de la fonction

f est définit par :

g@)=Vf(z)=|?| =2Dz+c
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ol g—i est les dérivées partielles de f (x) par rapport a x;.

Définition 1.6.3. Soit une fonction de classe C? f : R® — R. Le hessien de la fonction

f est définie par :

92 f 82f 82f
021 81128:E2 t Ox10xn
02 f o°f 02 f
Y- >
H (.CL') —_ V2f (l') —_ 8:(22'8121 0 'xg 8m2'8wn
o 9 2f
Oxndxr1 Oxpdry 7 02xy,

Définition 1.6.4. soit une fonction de classe C'  f : R® — R. La dérivée directionnelle

de f dans la direction ¢ au point z est :

0 h) —
a_£<x>:£%f($+ })L f(:)j):% (z + ho) o
= diﬁf (z + h) |h0€1+...+d;;nf (z + hl) |h=0ln

=V'f(x)l
Si ||¢|| = 1 alors la dérivée directionnelle est le taux d’accroissement de f dans la direction
¢ au point z. Le taux d’accroissement est maximal dans la direction du gradient.
1.6.2 Forme quadratiques définies et non définies

Soit la forme quadratique F' (z) = 2’ Dx

Définition 1.6.5. F'(z) est dite définie positive si 2’Dxz > 0,Vz € R™ et x # 0. Elle est

dite semi-définie positive ou définie non négative si 2’Dx > 0,Vx € R" et x # 0.

Définition 1.6.6. F'(z) est dite définie négative si 2’Dx < 0,Vx € R"™ et x # 0. Elle est
dite définie non positive si 2'Dx < 0,Vx € R et x # 0.

Définition 1.6.7. Une matrice symétrique D dite matrice définie positive (non négative)
et se note D > 0,(D > 0),si elle associé a une forme quadratique définie positive (non

négative).

Définition 1.6.8. Une forme quadratiqueF (z) est dite non définie si F' (z) est positive

pour certaines valeurs de x et négative pour d’autres.
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1.6.3 Propriétés des matrices définies positives et non négatives

Les matrices symétriques définies positives ont des propriétées trés intéressantes. En

voici quelques unes :
Propriété 1.6.1.

Soit une matrice symétrique D = (d;;,1 <1i,7 <n) si D est définie positive (non

négative), alors on a : d;; > 0(d;; > 0), Vi =1,2,3,...,n.
Propriété 1.6.2.

Soit la matrice D partitionnée de la maniere suivante :

D11 Dy
D = .
{Dm D22}

Si D> 0(D >0), Alors les sous matrices principales Dj; et Doy sont aussi définies po-
sitives(non négatives). D'une maniere générale, toutes les sous matrices principales d'une

matrice définies positive (non négatives) est définies positive (non négatives).
Propriété 1.6.3.

Un élément diagonal d'une matrice symétrique D définie non négative ne peut s’annuler

que si les autres éléments de la méme lignes et colonne s’annulent aussi.
Propriété 1.6.4.

Soit D une matrice symétrique définie non négative. Si z est un point quelconque mais

fixé de R™ tel que 2’ Dz = 0, on a alors Dz = 0.

1.7 convexité

La convexité joue un role trés importannt dans la théorie classique de 'optimisation.Elle
est un outil indispensable pour la recherche des conditions a la fois nécessaires et suffsantes

d’optimalité.

1.7.1 Ensemble convexe

Définition 1.7.1. Un ensemble C' dans R" est dite convexe si Yz 2o € C) N\ € [0,1],le
vecteur x = Az + (1 — N)zg € C.
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1.7.2 Propriétés des ensembles convexes

Si C] et (5 deux ensembles convexes de R",alors K = C; N (5 est convexe et

K ={2\z = 2, + 9,21 € Ciet x5 € Cs} est convexe.

Définition 1.7.2. Une fonction convexe f(z),r € C est dite strictement convexe si

I'inégalité (1.2) est stricte pour tous les points z1 xo de C, avec z1 # x5 et A € |0, 1]

1.7.3 Propriété des fonctions convexes

Propriété 1.7.1.

Soit une fonction réelle définie sur un ensemble convexe C' C R™. Alors f est convexe si

seulement si son épigraphe

epi (f) ={(x,r):x€Cr> f(x)} CR" xR

est un ensemble convexe

Propriété 1.7.2. Soit f une fonction réelle définie sur un ensemble convexe C' C R™. Alors

f est convexe si seulement si :

f (Z >\z’5i> < /\sz (s:) (1.4)

ous; €Coi=1,2,...,p,\ >0,

Propriété 1.7.3. Soit une fonction réelle de classe C',définie sur un ensemble convexe

C C R™. Alors fest convexe si seulement si :

f)—f@)>(@—y) Vf(x),Vz,yeC (1.5)

Propriété 1.7.4. Soit une fonction réelle de classe C? définie sur un ensemble convexe

C C R™. Alors fest conveze si seulement si :

(y—a) H(z)(zr—y) >0,Vz,yeC (1.6)
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Propriété 1.7.5. 5i C' C R" est un ouvert convexe, Alors f est convexe si et seulement

St :

H(z)>0,Vz el

Nous remarquons qu’une fonction quadratique semi-définie positive est une fonction

CONvere.

Définition 1.7.3. Le vecteur £ € R", ¢ # 0 est appelé direction admissible en point x € S
s'il existe un réel a > 0 tel que z + 6¢ € S,V0 € [0,a].Si = est un point itérieure,alors

toutes les directions sont admissible.

1.8 Programmation convexe

e Le probleme de la Programmation mathématique, consiste a minimiser(maximiser),
une fonction scalaire(dite fonction objectif) sous des contraintes linéaires. Ces probléemes

ont généralement la forme suivante :

f@*) =minf(z),z €S
S={zeR"/gi(x)=Alx—b;<0,iel}, 1={1,23,..,m},

e bhec ™

e f est une fonction réelle a n — variables.

e r est un n — vecteur qui vérifie les contraintes du probleme.

e S est le domaine des solutions.

e A est une (m x n) matrice et rangA = m < n.

En fonction de la nature de la fonction objectif, on tombe sur une classe spéciale pro-
grammes mathématiques :

® mar,cs¢ x programme linéaire.

e mar,.csr’ Dx + ¢'r programme quadratique.

e Plus particulier, la classe de la programmation convexe (resp.strictement convexe),qui
consiste a minimiser une fonction convexe (resp.strictement convexe) en un ensemble

convexe.
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Un probléme de programmation quadratique est convexe dont la matrice D est (le hes-
sien de la fonction objectif est semi défini positif).De plus un probléme de programmation
linéaire est un probleme quadratique dégénré (D = 0)

e Fonction linéaire : une fonction linéaire est définie de la maniere suivante :
frx—yavecy=ax

ol le nombre a est un réel quelconque.Ce réel a s’appelle le coefficient de proportionna-
lité. En repartant de I’égalité y = ax, on voit que pour z différent de zéro, on peut diviser
les deux membres par z.

¢ Fonction quadratique : Une fonction réelle de la forme suivante :
n n
F(l’) = ZZaijmixj.
i=1 j=1

est dites forme quadratique de n variables x1, xo, ..., T,
e Fonction convexe : Une fonction réelle f définie sur un ensemble convexe C de
™, est dite convexe, si pour tous les points x; y de C' et pour tout nombre réel positif ou

nul A tel que 0 < X\ < 1 'inégalitée suivante est vérifiée :

FOz+ (1 =XNy) <Af(x)+ 1=\ F(y)

1.8.1 Minimisation avec contrainte
Définition 1.8.1. Soit f une fonction réelle, définie sur un ensemble ouvert S de R". La
fonction f admet un minimum local en z* € S si 3 B(z*,€) C S, telle que
f(z) = f(a7), Vo € Bz, ¢)
Définition 1.8.2. Soit f une fonction réelle, définie sur un ensemble ouvert S de R". La
fonction f admet un minimum global en z* € S si
flz) > f(z*),Vz € S

Théoréme 1.8.1. [12] :
Si x* est un minimum local de f sur R™ et si f est différentiable sur * alors V f(z*) = 0

condition de stationnaritée)
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Conditions nécessaires de minimalité de Karush-Kuhn-Tucker (K.K.T)

Définition 1.8.3. La fonction de L(z;\) = f(z) + > 1", Migi(x) est appelée fonction de
Lagrange associée au probleme de minimisation de f sur S, ou le vecteur

A= (A1, Aoy oy An) € R™ X > 0, est appelé vecteur des multiplicateurs de Lagrange.

Théoréeme 1.8.2. Karush-Kuhn-Tucker (K.K.T)1951[12]
Si x* est minimum local de f sur S alors il IN* = (A}, A5, ..., A%) > 0 tel que :
(i) Vf(z") + 222, A Vai(x") = 0,
(1)\iVg;(x*) = 0,i € 1.

1.8.2 Avantage de la convexitée

Théoréme 1.8.3. [9]
Tout probleme quadratique convexe dont la valeur est finie admet(au moins) une solu-

tion.

e Tout probleme strictement convexe admet au plus une solution.
e Tout minimum local est un minimum global.
e La stationnaritée a elle seule constitue une condtion nécéssaire et suffisante de

minimalité globale.

Théoréme 1.8.4. Théoréme de KKT conveze[9]
Soit (x*,\*,) un couple de vecteurs vérifiant les conditions de KKT :
- (i). VLy(z*, \*) =0, X\ >0, i€l
- (1) Nigi(z*) =0, i€l

alors le vecteur x constitue le minimum globale de f sur S.



Chapitre

Méthode directe de support pour la
résolution d’un PQC a variables
bornées

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous rapelons la méthode directe de support pour la résolution des
programmes quadratiques convexes a variables bornées, basée sur la métrique du simplexe.
Le principe de cette méthode est le suivant : partant d’une solution réalisable de support
initial, formée d’une solution réalisable et de deux matrices non dégénérées correspondant
respectivement aux contraintes et a la fonction objectif, chaque itération consiste a trou-
ver une direction d’amélioration et un pas maximal le long de cette direction de facon a
améliorer la valeur de la fonction objectif, tout en s’assurant de ne pas sortir du domaine

admissible déterminé par les contraintes du probleme.

2.2 position du probleme et définitions :

Le probleme de programmation quadratique convexe a variables bornées se présente

sous la forme suivante :

1,
min f(z) = 37 Dz + 'z, (2.1)
Az = b, (2.2)
d- <z <d", (2.3)

17
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OuD =D >0,cux,d,d" sont des n — vecteurs, b un m — vecteur, A est une matrice
de dimension m X n, avec rangA = m < n.

e Un vecteur = vérifiant les contraintes (2.2) et (2.3) est appelé solution réalisable (SR)
du probleme (2.1)-(2.3).

e Une solution réalisable 2° est dite optimale si

1 / 1.,
f(z%) = E(xo) Dz% 4 2 = min(§x Dz + '),
Ou z est pris parmi toutes les solutions réalisables du probleme (2.1)-(2.3).

e D’autre part, une solution réalisable z‘est appelé e-optimale ou suboptimale si

fa9) = f(a%) <e

Ou 2° est une solution optimale du probleme (2.1)-(2.3) et € un nombre positif ou nul
choisi a 'avance.
e Soit un sous- ensemble d’indices Jg C J tel que |Jp| = |I| = m. I'ensemble Jp est

alors appelé support des contraintes du probleme (2.1)-(2.3) si
det(AB) = det(A(I, JB)) 7& 0.

e Le couple {z, Jg} formé de la solution réalisable x et du support des contraintes Jg
est appelé solution réalisable de support des contraintes(SRSC).

e Une SRSC est dite non-dégénérée si : d; < x; < d;r, j€Jp

e Soit g(x) = Dz + ¢ = (¢, g)y) le vecteur gradient de la fonction f au point z. On

définit le vecteur le vecteur des multiplicateurs 7 :
' =[r(2)] = gp A5’ (2.4)
Le vecteur des couts réduits E :
E'=[E(@)] =g —n'A=(Ep Ey), Ep =0,Ey = gy — 7' Ay (2.5)

e Soit Jp un support des contraintes du probleme (2.1)-(2.3) et Jy = J \Jp.
Définissons la n x (n — m)-matrice Z et la matrice carrée d’ordre n — m, M comme
suit :

—AG' Ay ,
7 = et M = M(Jy,Jy)=2Z'DZ, (2.6)

]n—m

Ou 1,,_,, est la matrice identité d’ordre n — m.
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e On appelle support de la fonction objectif (2.1), I'ensemble des indices Js C Jy tel
que
det(M(Js, Jg)) # 0.

Posons Jyny = Jy\Js.

e On appelle support du probleme (2.1)-(2.3), la couple Jp = {Jp, Jg} Formé du
support des contraintes Jg et de celui de la fonction objectif Jg.

e On appelle solution réalisable de support (SRS) du probleme (2.1)-(2.3) le paire
{z, Jp} formé de la solution réalisable x et de support Jp. Elle est dite accordée si :
E(Js) = 0.

e Une solution réalisable de support des contraintes est dite non dégénérée si :

dy <wz;<df,jeJp

e On appelle estimation de suboptimalité de la SRSC {z, Jp} la quantitée {x, Jp}

définie par :

Bz Jg)= > Ej(e;—dy)+ > Ei(y—df). (2.7)

Ej>0,j€ JN Ej<0,j€ JN

e Soit ¢ € R". Le vecteur ¢ est dit une direction admissible pour le probleme (2.1)-(2.3) si

Al = 0. Une direction admissible ¢ est dite direction d’amélioration au point x si E'¢ < 0.

2.3 Formule d’accroissement de la fonction objectif

Soit {z, Jp} une SRSC du probleme (2.1)-(2.3). Considérons une autre solution réalisable

quelconque T = = + Ax. L’accroissement de la fonction objectif s’ecrit alors
1
Af=f(z)— f(z) =4 (x)Ax + §(A$)/DA]J. (2.8)

Par ailleus, on a

AT = Ax = b=— Az — Az = AAx = 0.
En posant Azp = Az(Jp), Axy = Ax(Jy), I'égalitée AAx = 0 peut aussi s’écrire :

ANz = A(I, Jg)Az(J5) + A(I, Jy)Az(Jy) = 0.

c’est-a-dire
Aﬂ?B = ALE(JB) = —AEIANALUN. (29)
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Grace a cette derniere égalité, I'accroissement (2.8) devient
Af = gg(x)Azg + gy (z)Azy + %(Az)’DAx

= gh(—AZ ANnAz ) + gy (@) Az + %(AI),DAI

= (g — 95AG An)Azy + %(Am)’DAx

= EyAxy + %(Ax)'DAx
Exprimons le terme (Az)’DAx en fonction de Axy :

/
(Az) DAz = ( ﬁii ) D ( ﬁii )

B ( — A AxAzy ) I ( —AG AyAzy )

A[L’N AZ‘N
! / !
= (Azy)’ ( Ap Av ) D ( Ap Ax > Azy
In—m In—m
L’accroissement A f devient
1
Af = f(z)— f(z) = ENyAxy + i(AxN)’MAxN. (2.10)

2.4 Critere d’optimalité et de suboptimalité

Théoreme 2.4.1. (critére d’optimalité) [12]

Soit {x, Jp} une SRSC du probleme (2.1)-(2.3). Alors les relations :

E; >0, pour z; =d;
E; <0, pour z; = d; (2.11)
E;=0 pour dj’<a:j<dj+,j€JN,

sont suffisantes pour I'optimalité de la solution réalisable z. Ces mémes relations sont

aussi nécéssaires dans le cas ou la SRSC {z, Jp }est non-dégénérée.
Démonstration. voir [12]
Théoréme 2.4.2. (condition suffisante de suboptimalité) [12].

soient {x, Jp} une SRSC du probleme (2.1)-(2.3) et € > 0 arbitraire.

Si 84z, Jg} < € alors la solution réalisable x est € — optimale.

Démonstration. voir [12]
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2.5 Méthode de résolution

2.5.1 construction de la direction d’amélioration

On calcule I'estimation de suboptimalité 3 {x, Jg}. Si G{z, Jg} < ¢, alors z est une
solution € — optimale du probleme (2.1)-(2.3). Sinon, on choisit I'indice j, de la maniere
suivante :

|Ej| = max [Ej],
Jj€JNNO

avec
Invo ={j € Iy i [E; > 0,2; > d; |ou[E; < 0,z; < dj]}.

Puis, on construit une direction admissible ¢ = (¢;,j € J)comme suit :
éjo = —sign (Ejo) )

;=0,7%# jo,J € Inn = In\Is; (2.12)

Les composantes ¢;,7 € Jg, seront déduit de telle sorte que les composantes d’indices
j € Js du vecteur E(x + £) soient nulles. Notons par Z = x4+ {, E = E(z) = E(x + () et

exprimons Fy en fonction de Ey. On a

92 = Gosh) (77 ) = A5+ o = sh - WAy = [En()] (213)
Donc
= [Bx(@)] = @) Z = (Dx + D +0) 7
— (D +¢)Z +(D0)Z
=lg(x)'Z+0DZ
= [Eyx(z)] +¢'DZ
or l A ANe
- (1)-()
D’ou

Ey =[Ex(2)] +(yZ'DZ = [Ex(2)] + (yM

Par conséquent,
Ex = Ex + MUy, (2.14)
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Les composants ¢}, j € Jg, Sont alors calculées de telle sorte a avoir E(Js)=0:

E(Js) = E(Js)—l-M(Js, JN)gN = M(JS, JN)gN =0= M(JS, JS)ES—l-M(Js, JNN)ENN = 0.
D’ou
ls = —[M(Js, Js)| "' + M(Js, Inn)nny = —Mg "M (Js, jo)lsy- (2.15)

Quant aux composantes du vecteur £ = (¢;,j € Jp), elles seront calculées avec la formule :

lp=—AZ ' Anly (2.16)

2.5.2 Changement de la solution réalisable et du vecteur des
colits réduits

On construit une nouvelle solution réalisable Z, et le nouveau vecteur des cotits réduits
E de telle sorte que {7, Jp} soit une solution réalisable de support accordée, et ce, tout en

diminuant la valeur de la fonction objectif. Soient
T = x+90€,EN = EN"‘HO(SNaEB = 0,

Ou /¢ est la direction d’amélioration définie par les formules suivante et
) N = MY N-

Le nombre 6° se calcule comme suit :
90 = min{Qjo,Hjl,HjS,Qf} (217)

Ou 0;, est calculé de facon a ce que les contraintes de bornes sur le vecteur Zyy Soient

vérifiées,

dj_ —x; < 6’0@ < d;“ — x5, J € JIyy = dj_jo —Tj, < —Qosign(EjO) < d;g

—z;,. (2.18)

Donc - '
6, — { (xio —d), si Ej, > 0;
(djo — ), siEj <0.

Le nombre 8}, est calculé de fagon a ce que les contraintes de bornes sur le vecteur Zg

Soient vérifiées,
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d; —x; <0l < df —ux;, je s (2.19)

et 0;, est calculé de facon a ce que les contraintes de bornes sur le vecteur Zp Soient
vérifiées,
d; —x; <0 <df —xj, j € Jp. (2.20)
Donc 9]'1 = IﬂiIleJB 6)]‘ et 0]-5 = minjejs 6)]', avec
(dj-lb) /Ej, si gj > 0;
0]‘ = (d; — l’j) /£j7 S1 gj < 0;
00 sil; =0.
Quant a 6y, il se calcule de fagon a ce que le passage de la solution réalisable z a la solution
réalisable T assure une diminution maximale de la fonction objectif : en remplacant Az y

par 8%y dans la formule (2.10), on aura
0 1 0\2 !
En vertu des formules (2.12), 'accroissement A f devient :
1
Af =—0°|E;| + 5(90)26’NM£N (2.22)

Posons a = 0\ Ml = (65 > 0 et définissons la fonction de la variable réelle § comme
suit :
1
a(0) = —|E,,|0 + §0492

Il est clair que pour a > 0, la fonction @(f) atteint son minimum au point 0y = Of', de
plus deQée) =a=0yMly>0.
Dong, afin d’assurer une diminution maximale pour la fonction objectif, on prendra
0, — |E;°‘, sia>0
! 00, si a=0
2.5.3 Changement de support
Si

E_'j>07j€ JN Ej<0,j€ JN
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alors la nouvelle solution ¥ est e — optimale. Sinon, on procede au changement de support :
¢ Si 0° = 0,,, alors on posera Jg = Jg, Js = Js, Jp = Jp.

¢ Sif = 0;,, alors on calcule les composantes du vecteur
W = e AZ A(IL Js U {jo})0(Js U {jo}) = (x5,5,5 € Js U {jo}). (2.24)

ou i, représente la position de j; dans I’ensemble Jpg.

¢ Si Js=0ouxj; =0,Vj € Jg, alors on posera

Jp = (Je\{i1}) U {jo}, Js = Js. Jp = {JB, Js}.

4 Sinon on choisit un indice j, de Jg tel que |z;, ;.| = max;es,{x},;},puis on pose

Jp = (Je\{i1}) U {4}, Js = Js\{J.}, Jp = {JB, Js}.

¢ Si 0° = 0,,, alors on posera Jg = Jg, Js = Js\{js}, Jp = {JB, Js}.
¢ Si 0° = 0;, alors on posera Jg = Jg, Js = Js U {jo}, Jp = {JB, Js}.

2.6 Algorithme de la méthode directe de support pour
la résolution d’un PQC a variables bornées

Soientz, J, une solution réalisable de support (SRS) accordée initiale pour le probleme
(2.1)-(2.3) et € un nombre arbitrairement positif ou null. Le schéma de 'algorithme de la
méthode directe de support pour la résolution d’'un PQC a variable bornés est décrit dans

les étapes suivantes :

(1) Calculer les matrices Z et M :
(2) Calculer les vecteurs g(z) = (g%, 9y),m et E' = [E(z)] = (Ey, Ely)
(3) Calculer G(z, Jp)
e Si 3 =0, alors {z, J,}, une solution réalisable optimale.
e Si § <, alors {z, J,}, une solution réalisable € — optimale.
(4)Changement de la solution réalisable et du vecteur des cotits réduits et de la nouvelle
valeur de la fonction objectif
T=x+0% Ey=FEy+6%y, et f(z)=f(z)— 66+ 5(0°)q;

e Déterminer I’ensemble des indices non-optimaux :

Jvnvo={j€Jn:[E; <0 et x; < d;r]ou[Ej >0 et x;>d; ]}
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e choisir 'indice j, :
| Ejo| = max | By,

JEINNO

e Calculer les directions ¢ et dn

e Calculer le pas maximal 6° le long de la direction /.

e Calculer a et 0
(5) calculer /3,

e Si 3 < ¢, alors {7, J,}, une solution réalisable € — optimale.
(6) changement de support Jp — Jp :

e Si ° =0, alors poser Jp = Jg, Js = Js, Jp = Jp, Jp = Jp, Js

e Si 0" =6, , alors calculer z;,;,7 € Jg avec la formule (2.24) :

Si Jg =0 ouxj; =0,¥j € Jg; sinon choisir un j, de Jg tel que

|z;,5.] = max;e s {xj;},puis on pose

Tg = (Je\{in}) U{i}, Js = Js\ {5}, Jp = {JB, Js}-
e Si ° =0, alors on posera Jg = Jp, Js = Js\{js}, Jp = {JB, Js}.

e Si 0° =0}, alors on posera Jp = Jp, Js = Js U {jo}, Jp = -{JB, Js}.
(7) Poser x = 7, Jg = Jp, Jg = Js, J, = J, et aller a 'étape (1).

Exemples. [llustrons la méthode directe de support sur ’exemple suivant :

min f(z) = 222 + 215 — 23129 — 4x1 — 629,
T1+ T+ 23 =2,
Ty + 5$2 + x4 = 5

—1<z;<10,j=1...,4

On a
4 -2 0 0
-2 4 00 1110 , ,
D=1"9 0 00 ’A:<1 5 0 1>,b:(275),c:(—4,—6,o,0).
0 0 00

! / / 1 / ’
d = (_1’_1’_1’_1) ’d+ - (10’ 10’ ]‘07 10) L= (Oa07275) ,f(ZL‘) - 51’ Dz +cx=0.

I={1,2},J={1,2,3,4}, Jg = {3,4}, Iy = {1,2}, In = Inn, Js = 0, J, = {Jp, Js}.
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Premiere itération :
Calcul des matrices Z et M :

Al =L, —AG Ay = Ay = < :1 :é ) ;

(-AF'AN Y | 01 Cn, [ 4 =2
Z_( 7 >_ o | M=2Dz=( , |

Calcul du vecteur des couts réduits :

ﬂ-/ - g%Agl - (07 0)7 E;V - (Elv E2) - g;\f - 7T/‘AN - <_47 _6)

Calcul de I'estimation de suboptimalité 5 (x, Jp).

B=pJs)= >, Ei(e—d)+ Y, Ej(x;—df)

Ej>0,j€ JN Ej<0,j€ JN

= Ey(21 — d}) + Es(2s — df) = 40 + 60 = 100 > 0.

calcul de ’ensemble non-optimaux :

E; < Oetzy < df =10; By < Octzy < dy =10 = Jyno = {1,2}.

Recherche de l'indice entant jj :

max |EJ| = |E2| =6 :>j0 = 2.

Jj€JINNO
Calcul des directions £ et Oy :

gjo =Vl = —szgn(E2) = 1,61 =0= gN = (61762)/ = (0, ].),

(g = (l3,0) = —AG Anly = (=1, -5);

f - (61762763764), = (07 1a _17 _5)
On = (61,05) = (—=2,4) .

Calcul de pas maximale 6" :
9]'0 :92:d§“—x2:10
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6 6
6;, = min f; = min {3, 0,} = min {3, —} =_-=j; =4

j€JB 5 5
;s = oo car Jg = 0,
, |Es| 3
o NON YU f a 2’
0 : 0
0" = min{0;,,0;,,0;,0;} = 0;, = B

Calcul de la nouvelle solution et de nouveau vecteur des couts réduit :

6 4 ;= _ —-32 —6.,
T=2+0%=(0,-,-,-1),Ey = (E,E) = Ex + 0%y = (—, —) .
55 5 5
Remarquons qu’on a bie
1> —108
f(z) = 57 Dz +dz = 55
Calcul de la nouvelle valeur de I'estimation de suboptimalité :
_ _ _ 1864
ﬁ = ﬁ([f, JB) = El(i’l — di‘r) + EQ(ZZ’Q — d;) = 2—5 > 0.

Changement de support :
90 = ejletjs = @ — jB = {3,2},J_S = Js,jN = {1;4},J_NN = Jn.
deuxiéme itération :on a
_ 6 4
JB = {372}7JS - ®7JN - JNN = {1,4},..'23 = (Oagvga_l) 7f(I) - T ar °

Calcul des matrices Z et M :

0

=1 124 14
] ,M:Z’DZ:(%?1 245>.
5

1

Calcul du vecteur des cotits réduits :

_ —6 —154 6
' = gpAz = (0, g)aEﬁv = (B, By) =gy — T AN = (57— 52
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Calcul de I'estimation de suboptimalité 5 (x, Jp).
B=Bds) = D> Eile-d)+ > Eife-d)
E;>0j€ Jy E;<0,j€ Jn

= El(l‘l — dii_) + E4(I4 — di) =—>0.

calcul de ’ensemble non-optimaux :

FE; < Oetxy < di’— =10 = JNNO = {]_}
Recherche de I'indice entant jj :

154
Ej|=|E| = — = jo=1
5, 1Bl = 1Bl = 5 = o

Calcul des directions £ et dy :

gjo = 51 = —SZgTL(El) = 1764 =0= EN = (£17€4)/ = (1,0),

, _ —4 -1,
lp = (53752) = _ABIANEN = (?, ?) ;
/ -1 -4
0= (01,05,05.04) = (1, —, —
(1727374) (:57570)
/ 124 14,
oy = (01,04) = (—, —) .
v =000 = (55 57)

Calcul de pas maximale 0 :
9]'0 :91 :di——l‘lzlo

9 9
0, = min g, = min{6s,6,} = min{—,ll} =- = j; =3.

i€z 1 1
/ 124 |Ey| 77
0; :oocara:€N6N22—5,9f:T:@;
7

90 = min{GjO,le,HjS,Hf} = ef = @

Calcul de la nouvelle solution et de nouveau vecteur des couts réduit :

7739 —6
62627 31’

29,

1),7EN = <E1,E4)/ = By + 0%y = (0, 3—1) .

T=x+0%=(

Calcue de la nouvelle valeur de la fonction objectif :

F(&) = Fa) 0 |Ba] + 5000 = 22
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Calcue de la nouvelle valeur de I'estimation de suboptimalité :

B=0(z,Jp) = Esy(z4 —d;) = 0.

Parcoségent, la solution réalisable optimale et 'optimum sont donnés par

759 6 505

@7@757_1> ,€tf(.’lf ) - T a6

T = 62
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2.7 conclusion

Dans ce chapitre nous avons rapellé la méthode directe de support pour la résolution
d’un P.Q.C a variables bornées, basée sur la métrique du simplexe et cela en changeant un
seul indices parmi les indices non optimaux. Sa particularité est de manipuler les variables
de décision telles qu’elles se présentent initialement sans modification préliminaire. De plus,
cet algorithme est doté d’un critere d’arrét qui peut donner une solution approchée avec

une précision choisie a 'avance.



Chapitre

Méthode adaptée pour la résolution
d’un PQC a variables borneés

3.1 Introduction

Le principe de cette méthode est pratiquement le méme que celui de la méthode directe
de support (voir chapitre 2), c’est a dire, qu’au lieu d’utiliser la métrique du simplexe en
changeant un seul indice non basique jy [20], on utilisera une autre métrique dite adaptée
qui consiste a considerer tous les indices non optimaux en fonction des quels on construit
une direction d’amélioration de la fonction objectif et le pas le long de cette direction. De
plus nous avons proposé une variante de cette méthode qui consiste a changer le support

avec la regle du pas simple, et cela en faisant intervenir le principe de duale.

3.2 position du probleme et définitions :

Dans ce chapitre nous reprenons le méme probleme et les méme définitions que dans le

chapitre précédent c’est a dire :

min f(z) = %x,Dx + ', (3.1)
Az = b, (3.2)
d- <z <dt, (3.3)

\ ’ — .
OuD =D >0, cx,d ,d" sont des n — vecteurs, b un m — vecteur, A est une matrice

de dimension m x n, avec rang(A) = m < n.

31
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e Un vecteur = vérifiant les contraintes (3.2) et (3.3) est appelé solution réalisable (SR)
du probleme (3.1)-(3.3).

e Une solution réalisable z° est dite optimale si

1 / 1,
fa%) = 5(1:0) Dz 4+ 2’ = min(éx Dx + dx),
Ou x est pris parmi toutes les solutions réalisables du probleme (3.1)-(3.3).

e D’autre part, une solution réalisable z‘est appelé e-optimale ou suboptimale si

flaf) = f(z®) < e

Ou 2° est une solution optimale du probleme (3.1)-(3.3) et € un nombre positif ou nul
choisi a ’avance.
e Soit un sous- ensemble d’indices Jg C J tel que |Jp| = |I| = m. I'ensemble Jp est

alors appelé support des contraintes du probleme (3.1)-(3.3) si
det(Ap) = det(A(I, Jg)) # 0.

e Le couple {z, Jg} formé de la solution réalisable x et du support des contraintes Jg
est appelé solution réalisable de support des contraintes(SRSC).

e Une SRSC est dite non-dégénérée si : d; <uz; < d;r, j€Jp

e Soit g(x) = Dz + ¢ = (g5, g)y) le vecteur gradient de la fonction f au point z. On

définit le vecteur le vecteur des multiplicateurs 7 :
7 = [r(@)] = gp Az (3.4)
Le vecteur des couts réduits E :
E' =[E@x)] =g —7A=(F3, Ey),Eg=0,Ey =gy —7Ax (3.5)

e Soit Jp un support des contraintes du probleme (3.1)-(3.3) et Jy = J \Jp.
Définissons la n X (n — m)-matrice Z et la matrice carrée d’ordre n —m, M comme
suit :

—AG Ay ,
7 = et M = M(Jy,Jy)=2Z'DZ, (3.6)

Inm
Ou I,_,, est la matrice identité d’ordre n — m.
e On appelle support de la fonction objectif (3.1), I'ensemble des indices Jg C Jy tel
que
det(M(Js, Js)) # 0.
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Posons Jyny = Jy\Js.

e On appelle support du probleme (3.1)-(3.3), le couple Jp = {Jp, Js} Formé du
support des contraintes Jp et de celui de la fonction objectif Jg.

e On appelle solution réalisable de support (SRS) du probleme

(3.1)-(3.3) le paire {z, Jp} formé de la solution réalisable x et de support Jp. Elle est
dite accordée si :

e Une solution réalisable de support des contraintes est dite non dégénérée si : d; <
xj < dj, j € Jp.

e On appelle estimation de suboptimalité de la SRSC {z, Jp} la quantitée {x, Jp}

définie par :

Ble,Jp)= >  Ei(z;—d;)+ > Ei(z—df). (3.7)

E;>0,5€ Jn E;<0,j€ Jn

e Soit ¢ € R". Le vecteur ¢ est dit une direction admissible pour le probleme (3.1)-(3.3) si

Al = 0. Une direction admissible ¢ est dite direction d’amélioration au point x si E'¢ < 0.

3.3 Formule d’accroissement de la fonction objectif

Soit x, Jp une SRSC du probleme (3.1)-(3.3). Considérons une autre solution réalisable

quelconque ¥ = x 4+ Ax. L’accroissement de la fonction objectif s’écrit alors :

/ 1 I
f(:f’) — f(x) = ENA;E + §A LL’NMAJIN

3.4 Critere d’optimalité et de suboptimalité

Théoréme 3.4.1. (critére d’optimalité) [12]

Soit {x, Jp} une SRSC du probleme (3.1)-(3.3). Alors les relations :

E; >0, pour x; =d;
E; <0, pour z; = d; (3.8)
E;=0 pour dj_<xj<d;“,j€JN,

sont suffisantes pour I'optimalité de la solution réalisable . Ces mémes relations sont

aussi nécéssaires dans le cas ou la SRSC {z, Jp }est non-dégénérée.
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Théoréme 3.4.2. (condition suffisante de suboptimalité) [12].

soient {z, Jp} une SRSC du probleme (3.1)-(3.3) et € > 0 arbitraire.
Si B{x, Jp} < € alors la solution réalisable = est € — optimale.
Avant de construire ’algorithme dual, rappelons les notions et les propriétés de la

méthode duale pour la résolution d'un PQC a variables bornées.

3.5 Probleme dual et ses propriétés

Considérons le probleme primal(3.1)-(3.3), et son probleme dual se formule ainsi :

1
max L(\) = —§I€/Dli + by +v'd —w'd" (3.9)
Dk +c— Ay —v+w=0, (3.10)
v2>0,w=>0. (3.11)

Ou

(3.9) est la fonction de Lagrange.

(3.10) n’est que la condition de stationnaritée. V. L(k,y,v,w) = 0.

Notons que (3.9)-(3.10) est un programme quadratique concave qui est intéressant a
résoudre par rapport a son primale, car les variables x et y sont des variables sans restriction
de signe. Pour le probleme dual introduisons les définition suivantes :

e Le quadruplet A = (k,y,v,w) vérifiant les contraintes du probleme (3.9)-(3.11) est
appelé solution réalisable dual de ce probleme.

e Le n-vecteur 6 = Dk + ¢ — A’y est appelé vecteur co-solution réalisable , associé au
solution réalisable dual \.

e Un solution réalisable dual \° = (k°, 4%, v° w?) est dit optimal si
1
L(\) = —550’D/<;0 + 0y’ +0"d — w”dt = mixxll()\)

e la co-solution réalisable dual §° est dit optimale si §° = Dr" 4 ¢ — A'y°.

e Un solution réalisable dual A\ est dit € — optimal ou suboptimal si on a :
L) — LX) <e

Ot € > 0 est un nombre arbitraire choisi & I’avance et \° un solution réalisable dual optimal.
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e La paire {\, Jp} formé du solution réalisable duale A et de support du probléeme
Jp, défini précédemment, est appelé solution réalisable dual de support du probleme (3.9)-
(3.11).

e De méme, la paire {6, Jp} est appelée co-solution réalisable de support pour le
probleme (3.9)-(3.11).

e x est appelé pseudo-solution associée au support Jp = Jg, Js.

e «; est appelé solution du probleme primale si d; < r; < dj.

Soit les partitions suivantes :
o Jxn=Jn\Js=J UJH J nJt=0.
e Le triplet d’indices Jo = {Jp, JT,J~} est appelé support coordinateur, s’il existe

un pseudo-solution réalisable k tel que :

. +
{ 6; >0, JeJr, (3.12)

9; <0, JeJ,

On dit dans ce cas que le pseudo-solution réalisable k est associé au support coordinateur
Jo.

3.6 Rappel sur ’algorithme dual

3.6.1 Critere d’optimalité dual
Théoréme 3.6.1. (critére d’optimalité)[3]

les relations d; < k; < d;r pour tout j € J, = JgUJg; sont suffisantes pour I'optimalité
du co-solution réalisable de support coordinateur 6, .J.. Elles sont aussi nécessaires dans le
cas ou 6, J. est non dégénéré. Le pseudo-solution réalisable x correspondant au co-solution

réalisable optimal est alors une solution optimale pour le probleme primal.

3.6.2 Critere de suboptimalité dual
Théoréme 3.6.2. (critére de suboptimalité)[3]

Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une solution x soite-optimal est qu’il

existe un support coordinateur J., tel que (53, J.) < €.
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3.6.3 Schéma de ’algorithme dual de support (DSM)

L’algorithme de la méthode duale de support (DSM) présente dans les étapes suivantes :
(0) soit une co-solution réalisable de support initial {4, Jo },ainsi que son pseudo -slution
réalisable correspondant k.
(1) Tester 'optimalité du co-slution réalisable de support coordinateur {4, Jo} :
e (1.a) Si les relations d’ optimalité sont vérifiées , alors k est optimal pour le probleme
primal(3.1) et donc on arréte 'algorithme.
e (1.b) Sinon, calculer les nombres suivats :

o — Iﬁj—dj_,SiI{j<dj je,]no
J Ky —dj,si Ky > df P

e (1.c) choisir un indice j; € J° vérifiant a;, = max {|a;|,j1 € Jr°} .
Aller & (2)

(2) Construction d’une nouvelle co-solution réalisable et de sa pseudo-solution associée.

e (2.a) Calculer les direction £ et ¢ comme suit :

Iny =0, tj, = —signoy,, t(‘]P\ ]1) =0,
ls = —J‘{?Z’(Js,ﬁ)s’ign%u tvw = DI, Jp)lp — Ayng;
ZB == —AE Agls, q = [Agl} D, (JB, Jp)lp - tB
e (2.b) Calculer le pas optimal o = min{o},, o;, },ou
o { —(;A, si ljl 7é 0, o . . o —(Z—j, si 5jtj < O,
0, = i . 0j, = min o;,avec 0; = j _
00; si 1, =0 JEINN 00; si 0;t;, >0

e (2.c) Si 0 = oo alors le probleme dual est borné et par coséquent sont dual (3.1) est
irréalisable .
Donc on arréte 1’algorithme.

e (2.d) Sinon(o < 00), calculer
§=0+o0t, R=kr+ol, §=y+oq,

Aller a (3)
(3) Construction d’un nouveau support coordinateur Jo = {Jg, Jg, J*, J~}.
e (3.a) Sio =0y, j1 € Jp = Jp U Jg,alors la composante x;, devient réalisable et par
coséquent l'indice j;sera dans J~ ott J* selon la régle suivante

Jt=JtUg, J-=J Sil; >0,
J+:J+, J_:J_Ujl Sll]1<0

J € Jnn
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e (3.b) Si j, € Jg,alors Jp = Jp, Js = Js\Ji.
e (3.c) Si j; € Jp,choisir un idice j. € Jg tel que Zj,;, = Z(j1,j.) # 0 et poser :

Jg = (Jg\j1) Ujs, Js = Js\Js

Aller & (1) en partant de {6, Jo}.k

e (3.d) Sinon (¢ = g,) et donc l'indice j; n’est pas optimal . calculons le nombre
dj1 = /%jl — lj1 <0 Si tj1 = 1, 07]-1 = @jl - U5 > 0 S7 tjl = —1,

e (3.e) Si ny = M (jo, jo) — M (jo, js) Mg ' M(js, jo) # 0, alors I'indice jy est supprimé

de Jyn et sera dans Jg :

Js=JsUjo, Jp=Jp, JIyyv=JInn\Jo
Jt=J"NnJdvy, J =J NJyn

Aller a (2)
en partant de {6, Jo},& ,@j, 1
e (3.f) Si ny = 0,alors permuter d’abord les indices ,ji,,jo, de la maniére suivante :
e (3.2) Si ,j1 € jg,alors Jg = Jg, Js = (Js\Jj1) U Jo
e (3.h) Sinon , poser Jz = (J5\j1) U jo, Js = Jg et

j _j \j _j+:J+ ﬂ_jNNUjla_ jf :J_fﬂjNN Si tjl =1
NN = JN\Js, J+:J+ﬂJNN, Jo=J NJynUn Si tj, = -1

Par la suite , on corrige le pseudo-slution réalisable en posant kK = k + Z, ou la direction

d’amélioration [ est déterminée comme suit :
[J 0 ] ;é jl? j € jNN7 _
ljl — lij_l Sl tjl = ]_, ljl = Ujl — K“j_l Sl tjl = -1

JS) = —M(jg, js)_lM(j&jl)iju Z(JB> = Z(jB7 jN)iN

l

~

J1

(

ou M et Z sont des matrices définies par la relation (3.6). Aller a (1) en partant de
{5, jc}.et ];‘

Dans cet algorithme nous utiliserons que la construction d’une nouvelle co-solution

~

duale et sa pseudo-solution duale de I’étape (2.a),(2.b).
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3.7 Construction d’une direction d’amélioration adaptée

On calcule I'estimation de suboptimalité 5 {z, Jg}. Si f{x, g} < €, alors x est une
solution € — optimale du probléme (3.1)-(3.3). Sinon, on construit une direction admissible

¢ = (¢;,7 € J)comme suit :

d;—.Tj ng gdj—x]-,je JNN:JN\JS- (313)

Afin de calculer les composantes de la direction ¢, considérons ’accroissement
1
Af = _ — iy y/—
f=fa+0=flo)= > B+ _ > B+ S¢Dt
Ej>0,j€ JN E7<0,j€ JN

En tenant compte de la métrique (3.13), la partie linéaire de celui ci atteint son minimum

pour les valeurs des composantes de {yy = (¢;,7 € Jyn) suivantes :

d; — Ty, si Ej > 0,
gj = d;'_ — Ty, si Ej < 0; J € Jnn (314)
0 si Ej = O7

Les composantes de ¢(Js) seront déduites a partire de Ej(x + () = 0,5 € Jg, donc
M(Js, Js)l(Js) + M(Js, Iyn)l(JIny = 0)

Dot : £(Jg) = —Mg'M(Js, Jnn)l(Jnn) Les composantes £(.Jp seront déduite de Al = 0,
d'ott: £(Jp) = —AZ' (AslsAxnEnn). sorte que les composantes d’indices j € Jg du vecteur

E = E(x + () soient nulles. Le nouveau vecteur de couts réduits s’écrit
Ex = Ey+ My (3.15)
Comme E(Jg) = 0, les composantes ¢;, j € Jg serons alors calculées comme suit :

E(Js) =0= M(Js, JN>£N =0= M(JS, Js)gg -+ M(Js, JNN)£NN =0

3.8 Changement de la solution réalisable et du vec-
teur des coits réduits

On construit une nouvelle solution réalisable Z, et le nouveau vecteur des cotits réduits
E comme suit :
T = x+90€,EN = EN—FHO(SN,EB = 0,
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Le nombre 0° se calcule comme suit :
090 = min{l,ﬁjl,ﬁjs,eﬁ} (316)

Ou 1,0;,,0,, est calculé de facon a ce que les contraintes de bornes sur le vecteur z Soit

vérifié.
dj_—ZEj §90€j de_—.%j, j € JNN (317)
d]_ — X, < lgogj < d;'_ — Ty, j € JB (318)
d; — .’L‘j S @0€j S d;r — 13]', j c JS (319)
Donc

0. _ (:z:jo — d]_o) , sl By > 0;
(dj(_) — CL’jO) , si Ejo < 0.

Donc 9]'1 = mianJB 6)]‘ et 0]-5 = minjejs 6)]', avec
(dj-lb) /Ej, si Ej > 0;
0]‘ = (d; — SL’j) /£j7 si gj < O,

o0 sil; =0;

Le nombre §° = 1 représente le pas correspondant aux indices de Jyy. Quant a 0p, il se
calcule de fagcon que le passage de x a T assure une relaxation maximale de la fonction

objectif tout en gardant le méme signe pour E; et E;.

Ej(2) = ¢/(2)2. Ex(z) = Ex(x +6%)

EN(.T) = EN(.CE) + HOMKN = EN(I') + 6‘05]\[

On posera donc 0p = 0;, = minoj,j € Jyy avec

{ _;jj, si Ejéj <0
O'] —= J

oo, Dans les autres cas

5j = M(], JN)KN.
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3.9 Calcul de la nouvelle estimation de suboptimalité

Soit 3(Z, Jg) la nouvelle estimation de suboptimalité. On a

B, Jp)= > Ei(z—dj)+ > Ej(z—d)=01-0)8-6"1-6)a<p
E;j>0,5€ Jy E;j<0,j€ Jn

(3.20)
Si # < ¢, alors la nouvelle solution Z est optimale, sinon on procede au changement de

support.

3.10 Changement de support avec la regle algébrique

¢Si0°=06; <1let 3 > € alors le choix de Iindice j, n’est pas unique.

soit i1 représente la position de j; dans l’ensemble Jg. Pour 'indice j;, on a
—1
Uy ==Y e Agtail; == ajl; #0
Jje JIN Jje JIN

Il existe alors un indice jy € jn tel que xj,;, # 0. cette derniere condition nous assure, par
conséquent, queJp = (Jg\{j1}) U {Jjo}, est bel et bien un support.

Si on peut avoir z;,;, # 0, avec jy € jg on posera donc

Je = (Je\{i1}) U {jo}, Js = (Js\{Jo})-

4 Sinon on choisira un indice jo de Jyn tel que x;,,, # 0 et on posera

Jp = (Je\{ji}) U o}, Js = Js\{j.}

¢ Si 0° = 0,,, alors on posera Jp = Jg, Js = Js\{Jjs},
¢ Si 0° =0, alors on posera Jp = Jp, Jg = Js U {j.}.

3.11 Changement de support avec la regle du pas
simple :

Dans la variante ci-dessus, le choix de 'indice jj est basé uniquement sur une condition
algébrique. Ici, on s’éfforcera de choisir j, en faisant une itération duale qui consiste a

construire une direction duale et un pas dual le long de cette direction. A cet effet, on peut
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faire correspondre a la solution réalisable x,.J,, une co-solution réalisable ¢ et une solu-
tion réalisable duale A = (y,v,w) du probleme (3.9)-(3.11) dual, en utilisant les relations

suivantes :

is = — Mg  Z'(Js, J,)[D(Jy, Jp) Ag'b + () — Mg M(Js, Jyn)rinn
KB = Agl(b — AN)HN

et puis nous allons passer & la construction du co-solution réalisable de support {6, J¢}

et sa pseudo-solution réalisable correspondant & :

4
d=0+ot, E=k+ol et ajlz{ﬁjl

]-E’
Rj — djl’

sid; > Iij_‘#;
si Ky > dj.

et puis nous utilisons ces réultats pour calculer les directions duales ¢ et ¢ tel que :

ty, = —sign(ay,), (= Zls telque lg=—Mg'Z't;

0

nous allons passer au calcule du pas optimale ¢" avec ¢° = min {o,; 0}, }.

a; . 5. .
—%n. si 1, #0; . — st 0;t; <05

05, = 7 . 0j, = mIn o0;,avec o; = J .
0; si l;, =0 j€INN 00; si 0;t; >0

e Sioc =oj,5n € Jp = JpUJg,alors la composante k; devient réalisable et par

coséquent l'indice j;sera dans J~ ou J7' selon la regle suivante :

i—"_:(]-i_Ujl, J =J" Silj1>0,
J+:J+, J =J"Un Silj1<0.

e Sij; € Jg,alors Jg = Jg, Jg = Js\Jj1-
e Si j; € Jp,choisir un idice j,. € Jg tel que x;,;, = x(j1,j«) # 0 et poser :

Jp = (Jg\j1) Ujs, Js = Js\Js-
Jo={Jp, Js, J T, T}
3.12 Algorithme de la méthode adaptée avec la regle
algébrique

Soient{z, J,} une solution réalisable de support (SRS) initiale pour le probleme (3.1)-

(3.3) et € un nombre arbitrairement positif ou null. Le schéma de la méthode adaptée avec

J € Jnn
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la regle algébrique pour la résolution d’'un PQC a variables bornées est décrit dans les

étapes suivantes :

(1) Calculer les matrices Z et M :
(2) Calculer les vecteurs g(x) = (¢, 9%),m" et E' = [E(x)] = (Ep, EY)
(3) Calculer G(zx, Jp)
e Si =0, alors {z, J,}, une solution réalisable optimale.
e Si § <, alors {x, J,}, une solution réalisable ¢ — optimale.
(4)Changement de la solution réalisable et du vecteur des cotuts réduits et de la nouvelle
valeur de la fonction objectif
T=x+0% Ey=EN+0%N
e Calculer les directions ¢ et dn
e Calculer le pas maximal ° le long de la direction d’amélioration.
e Calculer a et f(z) = f(z) — 0°8 + 1(6°)c;
e Si 0" =1 alors 7, J, une solution réalisable optimale.
(5) calculer 3,
e Si 3 < ¢, alors {7, J,}, une solution réalisable € — optimale.
(6) changement de support Jp — Jp :
e Si 0" = 6;, alors dans ce cas choisir un indice jy :
e soit i; représente la position de j; dans 'ensemble Jg. Calculer le (n —m) — vecteur
h=nh(Jy): N = (zj;,] € JIn) =€), A" An;

e S'il existe un indice jy € jg tel que z;,;, # 0, alors poser
Je = (Je\{j1}) U o} Js = (Js\{jo}), et J, = {Jp, Js}.
e Sinon choisir un indice jy € Jyn tel que z;,,, # 0 puis poser
Jg = (Je\{i1}) U{jo}, Js = Js, et J, = {Jp, Js}

e Si ° =0, alors poser Jg = Jp, Js = Js\{ijs}, et J, = {Jp, Js}.
e Si ° =0, , alors poser Jg = Jp, Jg = JsU{j.}, J, = {Jp, Js}.
(7) Poser x = &, Jg = Jp, Js = Js, J, = J, et aller a I'étape (1).
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3.13 Algorithme de la méthode adaptée avec la regle
du pas simple :

(1) Calculer les matrices Z et M :
(2) Calculer les vecteurs g(x) = (¢, 9y),7m" et E' = [E(x)] = (Ep, EY)
(3) Calculer §(z, Jg)
e Si =0, alors {z, J,}, une solution réalisable optimale.
e Si § <, alors {x, J,}, une solution réalisable ¢ — optimale.
(4) Changement de la solution réalisable et du vecteur des couts réduits et de la nouvelle
valeur de la fonction objectif
T=x+0% Ey=EN+60%Nn
e Calculer les directions ¢ et dn
e Calculer le pas maximal ° le long de la direction d’amélioration.
e Calculer a et f(z) = f(z) — 0°8 + 1(6°)c;
e Si 0" =1 alors 7, J, une solution réalisable optimale.
(5) calculer 3,
e Si 3 < ¢, alors {7, J,}, une solution réalisable € — optimale.
(6) changement de support Jp — Jp :
e calculer le pseudo-solution réalisable s
e construire le co-solution réalisable de support {d, Jo} et son pseudo-solution
réalisable correspondant k :
e calculer les direction duale t et /¢

0

e calculer le pas optimale o%avec 0® = min {cj,;0;,} de tel sorte que :

e Sio =0, /1 € Jp=JpUJg,alors la composante x; devient réalisable et par

coséquent l'indice jisera dans J~ ou J* selon la regle suivante :

tz+:J+Ujl, J- =J Silj1>0,
J+:J+, J =J"Unpn Siljl<0.

e Si ji € Jg,alors Jp = Jp, Js = Js\Jj1.
e Si j; € Jp,choisir un idice j, € Jg tel que x;,;, = x(j1,j«) # 0 et poser :

Jg = (Jg\j1) Ujs, Js = Js\js

(7) Aller a 'étape 3
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Exemples. Résolvoons le PQC suivant avec la regle Algebrique : .

min f(x) = 42? — 4x 29 + 225 + 221 + 19 — 35 — T4,
r1 —4xs + 3 = 3,
21‘1 + X2+ x4 = 4

—2<11<2,0<122,<42<23<5-3<14<6

On a
8 —4 00
—4 4 00 1 -4 10 , /
D=1"9 0 00 ’A—(g 1 0 1),b—(i’>,4),(:_(2,1,—3,—1).
0 0 00

! ! ! 1 ! I
d- =(-2,0,2,-3),d" = (2,4,5,6) ,z = (0,0, 3,4) ,f(x)zﬁxijch:O.
[=1{1,2).J ={1,2,3,4},J5 = {3,4} . Jy = {12}, J, = {Jp. Js} .
10
ABZ(@37G4)=[2=(0 1)

Premieére itération :
Calcul des matrices Z et M :

8§ —40 0 0 9
44 0 0 0 1 /
0 0 00 4 1
AT = D —A Ay = —Av = "1 7).
9
10
o —AG AN 0 1 L B 8 —4 _1_}15
Z_< 7 )_ Yoy |m=zpz=( 5 )t
9 1

La matrice M est défini alors prenons Jg = Jy = {1.2}, Jyy = JTUJ~ =0.

Calcul du vecteur des couts réduits :

7T/ = gIBAIB1 = (_37 _1)7 Eg\f = <E17 E2) = g?\f - W/AN = (77 _10)'
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Calcul de I'estimation de suboptimalité 5 (x, Jp).

B=0(xJg)= >  Eiz;—dj)+ >  E(x;—d))

E;>0,5€ Jy E;<0,4€ Jy
— By(xy —dy) + By(xg — df) = 14 + 40 = 54 > 0.
Calcul des directions ¢ et oy :
G=di —xy= -2l =df —xy=4=ly = (l1,0,) = (—2,4);
(g = (03, 0,) = —AG Anly = (18,0)';
0= (0y,05,05,04) = (—2,4,18,0)
Oy = (01,0,) = (32,24) .

Calcul de pas maximale 0° :

1 1 1
b, = jrrel(ljf;@j = min {03,604} = min {§,+oo} =3 =0, =05 = g’ j1 = 3.
st = min Gj = min {01,02} = min{l, ]_} =1= st =0, = 1, js=1.,
Jj€Js=Jn
. . [—Fy —Es ) -7 10 7 , .
Ojyr —jfrré{]I]lv {01,002} = mm{ 5. o } = mm{_—32, ﬂ} =3 = Jr =1
1
00 = min{l, 0j1’9j570-jr} = le = 93 = §
Calcul de la nouvelle solution et de nouveau vecteur des couts réduit :
2 4 ;o= N 31 66,
=1+ 006 = (__7 _7574) 7EN = (E17E2) = EN + (905N = (_a __) .
9°9 9 9
Calcul de la nouvelle valeur de la fonction objectif :
o = oy = 160.
1459

1
7) — o 90 - 90 2., — ialishtedy
F(7) = () = 08+ 5 (6o = —=
Calcul de la nouvelle valeur de I'estimation de suboptimalité :

_ 2608
ﬁ:ﬁ@m@):ﬂ—ﬁ%ﬂ—mg—ﬁ%a:75—:32w8>0

h/ = (l‘jlj)j - JN) = GglABIAN = (l’gll'gg) — %E}X'ﬁjlﬂ =4 = j() = 2.
N
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Jp = {J\j1} Ujo = {2,4},Js = Js\jo = {1}, Jx = {1.3}.
Itération 2 :
I =124}, Jy ={1,3},Js = {1} .o = (—3,4,5,4).
Calcul des matrices Z et M
8 —4 00 —% 2
_ | -4 4 00 -3 1|, 1417 c o, 14
g($) = Da+c = 0 0 0 0 5 + -3 (_3757_37 1) -IN = (_57_3)
0 0O 00 4 —1
17
/
=(—,—1).
_1 11
AEzl:( 1 1)>—A§1AN= ( ) _41),
2 2 2
1 0
—1
z—(~ABANY | 5 g M =27'DZ = %3 _1% :
I, 0 1 -3 1
9 _1
2 2
Calcul du vecteur des couts réduits :
_ 13 21 41
7T/ = g%AB1 = (_Ev _1)7E§\/ - <E17E3) = 49N — 7T/AN = (187 _E)

Calcul de Iestimation de suboptimalité 3 (z, Jg) .

B=pJs)= >, Ei(y—d)+ >, E(x;—df)

Ej>0,j€ JN Ej<0,j€ JN
_ 4 336
:El(xl—dl)—i-Eg(l'g—d:g) = — ~207>0.
162
Calcul des directions £ et dy :
16 / 16 .,
ly :df — T = —5,63 :d; — T3 =0= /Iy = (61,63) = (—5,0) ;
/ -1 4 !
lp = (62764) = —AB Anly = (—574) )
/ 16 4 /
0= (b1, 0y, 05, 0y) =(——,—=,0,4
(17 2,43, 4) ( 97 9707 )
100 4.,

6]\/‘ — ((51,(52)/ — MEN — (—7, g) .
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Calcul de pas maximale 6" :

6;, = min §; = min {6,,6,} = min {1,1

=s=b,=0=5 = =4
icis 2} 2 e J

Ojs =1=0;, =0 =1, js=1.,

—-FE, —FE 21 21
ajT:min{al,ag}:min{ ! 3}:min{ }:—:>jT:1;

TN 5 6 2007~ 200
. 21
00 = mln{l,ﬁjl,ejs,ajr} =04, =01 = %

Calcul de la nouvelle solution et de nouveau vecteur des couts réduit :

—736 716 _ 884, - N 31 66,
T = 00 = (— " 5220 Ev=(E.E) = Ex+0%y = (2 ——Y).
rerE (3500 1800 % 200 B = (B Bo) = B + 00w = (5, =)
Calcul de la nouvelle valeur de la fonction objectif :
/ 1600
1
f(@) = f(z) - 6°8+ 5(60)% = —18.12.
Calcul de la nouvelle valeur de I'estimation de suboptimalité :
~ 3024
=Bz, J5) = (1— 698 —6°(1 —")a=. — —— ~ 0.1

Donc I'algorithme s’arréte. avec la solution réalisable optimale et 'optimum sont donnés

par

L (2736 716 88,
Tr =
1800 " 1800 7 200
f(z*) = —18.12.

Exemples. Résolvoons le PQC suivant avec la regle du pas simple .

min f(x) = 42? — 4x,29 + 225 + 221 + 19 — 35 — T4,
r1 —4xy + 13 = 3,

21’1+Q32+1’4I4
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—2<21<2,0<19<42<23<5,-3<14<6

On a
8 —4 0 0
—4 4 0 0 1 -4 1 0 / /
D= 0 0 00 ’A_(Q 1 0 1)76_(374)76_(2717_37_1>.
0 0O 0 O

’ / 7 1 ! I
d~ =(-2,0,2,-3),d" = (2,4,5,6) ,2 = (0,0,3,4) ,f($):§$DQS—|—C$:0.
I={1,2},J ={1,2,3,4}, Jp = {3,4} , Jy = {12}, J, = {Jg, Js}.

1 0
ABZ(CL3,G4)=I2:(O 1)

Premiere itération :

Calcul des matrices Z et M

8§ —4 0 0 0 2
-4 4 00 0 1 /
g(.’L’) = Da+c = 0 0 0 0 3 + —3 = (27 1, -3, _1) g?\f = (27 1)>ng = <_37 _1)7
0O 0 00 4 -1
_ _ -1 —4
ABl = .[2, ABlAN - _AN - . - )
2 1
1 0
A7t _ 11
()& s (e (1)
-2 -1

La matrice M est défini alors prenons Jg = Jy = {1.2}, Jyy = JTUJ™ =0.

Calcul du vecteur des cofits réduits :
' = ggAg' = (=3,-1),Ey = (E1, By) = gy — 7' Ay = (7, —10).
Calcul de Iestimation de suboptimalité 3 (z, Jg) .

B=Bds)= Y. E(y-d)+ Y Be-d)
Ej>0,j€ JN Ej<0,j€ JN

Calcul des directions £ et dy :

61 = d; — T = —2,62 = d2+ — T =4 —= €N = (61762)/ = (—2,4)l,
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(g = (l3,04) = —AZ'Anly = (18,0) ;
0= (ly,05,05,04) = (—2,4,18,0)
oy = (01,8,) = (32,24)".
Calcul de pas maximale §° :

: : .1 1 1.
0, :jnquljr;@» = min {6s,0,} = m1n{§,+oo} =g= 0, =6 = g 1= 3.

6]'5 = min 9]:mln{91,92}:mln{l,l}:1:>9]s :91 :1, ]521 y

Jj€Js=Jn
L . —-EB —Ey| . -7 10 7 —
er_j?ébl;lv{al702}_mln{ 61 ) 52 } _mln{—_?ﬂ’ﬂ} _§:>jT—17
0 . 1
0" = mln{l’ 0j1’9j570jr} = 9j1 =0 = §
Calcul de la nouvelle solution et de nouveau vecteur des couts réduit :
2 4 ro= _ 31 66,
i:w+0%:(—@§jA%EN:(&JQ):EW+9%N:Q§f"§»

Calcule de la nouvelle valeur de la fonction objectif :

o = oy = 160.

] 1 o 1459
f(z) = f(x) —0°6 + 5(90) a=——

Calcul de la nouvelle valeur de I'estimation de suboptimalité :

_ 2608
ﬁ:ﬁ@m@):ﬂ—ﬁ%ﬁ—Wﬂ—ﬁ%a:—5—232w8>0

Pour changer le support,faisons une itération duale avec un pas simple; pour cela en

calculant
Kg = MSTIZ/(JS, Jp)[D(Jp, JB)AEIb + C(Jp)] — MS_«IM(JS, JNN)HNN-
KB = Agl(b — ANl{N).

ks = Mg'Z (Js, Jp)[D(Jp, Jp) Ap'b + c(Jp)] —

(-1 - 1 0 -1 -2
T\ -3 - 01 4 -1

5

1M(Js, JNN)KJNN

D [ = | =

0
0
0
0

o O OO
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)

@:A;@—mmmz(i)—(;_f)(

Donc : kg = (%,’TS)/.

Calcul des direction duales t et ¢ :

W~

Donc : /4;5:(

| 1o
N—
I
/N
el
SN—

pour cela nous avons besoin de calculer o,
Onaji =3donc ks >df = az=kz—djf =8 —5="21
ty, =tz —sign(az) = —1,t; =ty =t3 =0 Donc : t = (t,ta,t3,t4) = (0,0, —1,0)

et £ = Zlg, avec ls = M](,IZ/t.

/

0
i1 10 -1 =2 0 =3
s () o -(2)
i3 01 4 -1 —01 =
1 0 2
0 1 =3 =z
-2 -1 s

Calcul du pas maximal o :tel que :

nous avons Jyy =) = 0, = ¢

{ o sily £ 0; 41

25
,etonaﬁgz—z7é0:>03:_

0, =03 = 25

00 sinon

Donc :
: . [41 41
o = min{0;,,0;, } = min 55 00 T 03 = 5
Nous avons : ¢ = 0;,, avec (j; = 3) € Jp alors le nouveau support coordinateur J. =
[T, Js, J*, J-} est obtenue en posant < Jy = (J\{jn}) U (b Js = (Js\{3.}), o j. €
Jset vérifie x; ;. # 0.
On choisit par exemple j, = 2 car x3; = 4 # 0 alors Jp = (Jp\3) U {2} = {2,4},
Js = (Js\{2}) = {1}, - = {3}, /" =0

Itération 2 :
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Jp=1{2,4},J v ={1,3},Js = {1} .o = (-2,5,5,4).
Calcul des matrices Z et M :
8 —4 0 0 —% 2
-4 4 00 — 1 14 17 , 14
_ _ 9 (= -t o (22
0O 0 0O 4 -1
17
g/B - (37 _1)
L -1 ) 11
Ap :< ! 1)’_A§AN:(_42 _41>=
4 4 4
1 0
I, 0 1 ’ -3 )
9 _1
4 1
Calcul du vecteur des cotts réduits :
_ 13 21 41
= ngABl - (_E7 _1)7E§V - <E17E3) - gg\f - W/AN - (1_87 _E)
Calcul de l'estimation de suboptimalité 3 (z, Jg) .
B=B@Js)= > Ei(r—d)+ > Ei(e;—d))
E;>0,5€ Jn E;<0,j€ Jn
_ " 336
:E1($1—d1)+E3(ZE3—d3) = —~207>0.
162
Calcul des directions £ et dy :
16 / 16
0 :d; — I = —3,63 :d; —r3=0= /Ny = (61,63) = (—6,0) ;
, - 4
lp = (52754) = —AB Anly = (—574) )
, 16 4 /
0= (ly,05,05,0y) =(——,—=,0,4
(17273,4) ( 97 9>a)
, 100 4.,
5]\[:(61,52) :MXN: (—7,§) .

Calcul de pas maximale §° :

1
6;, = min ; = min {6, 04} = min {1,
Jj€JB

2

1 1 ,
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9j5:1:>9j5291:17 js =1.,

in { ) . [—Ey —E3 ) 21 21 . ]
. — Inin = Mmin = Imin — ., OO = — r = ,
Tir = gy, W0 I 5, 05 200’ &

‘ 21
60 — mln{:l)e]l?e]S’O-]T} = O-jT — 0-1 = %.

Calcul de la nouvelle solution et de nouveau vecteur des couts réduit :

—736 716 884, - 31 66

T=a4+0%=(—— —— 5 - Ey=(E,E) =Ey+0%y= (= "
roe (800" 1800° > 2000+ BV = (B Ba) = Bx 4608 = (50, =)
Calcul de la nouvelle valeur de la fonction objectif :
/ 1600
o = KN(sN = 8—1
1
f(z) = f(z) —6°8 + §(90)204 = —18.12.
Calcul de la nouvelle valeur de I'estimation de suboptimalité :
7 3024
= B(z =(1-696-6°1-0"a=—-——"—~-01

Donc I'algorithme s’arréte. avec la solution réalisable optimale et 'optimum sont donnés
par
—736 716 884 .,

x* - ( Y 7 ) )
1800 " 1800~ 200
flz*) = —18.12.
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3.14 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons proposé une nouvelle méthode de résolution des pro-
grammes quadratiques convexes a variables bornées dite la méthode de pas simple qu’est
une variante de la méthode primale pour tester 'optimalité de la solution réalisable et la
méthode dual pour faire le changement de support, ou nous changeant touts les indices
non-optimaux.Afin de tester 'éfficacité de cette méthode nous avoun proposé un exemple

numérique explicatif.



Conclusion générale

Dans ce travail nous avons proposé une variante de la méthode adaptée pour la résolution
d’un probleme de programmation quadratique convexe a variables bornées. Avant cela,
nous avons exposé la méthode directe de support pour la résolution du méme probleme,dans
le but de rappeler le principe des méthodes de R.Gabasov et F.M.Kirolova pour la résolution
d’un probleme de programmation quadratique convexe a variables bornées qui est basée sur
la métrique du simplexe.Ensuite nous avons traité le méme probleme en utilisant un concept
différent de celui du simplexe c’est-a-dire en changeant tous les indices au méme tenps, c¢’est
la méthode adaptée.Enfin en se basant sur les travaux de M.O.Bibi, et M.Bentobache dans
le cas linéaire,nous avons utilisé la regle du pas simple pour éfféctuer le changement de
support et ce résultat a été confirmer par un exemple numérique.

Perspective

e Utiliser la regle du pas multiple pour éffféctuer le changement de support.

e Trouver une nouvelle estimation de suboptimalité dans le cas du pas simple.

o4
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