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INTRODUCTION GENERALE

Les structures mécaniques sont susceptibles de présenter des comportements
tres divers, selon les caractéristiques de leurs matériaux constitutifs, les
chargements subis, la nature des Liaisons entre éléments structuraux le concept
d’élément fini fournit, un cadre générique permettant la définition des méthodes
de calcul approchées des structures dans toute leur diversité, adaptées a la prise

en compte de configurations géométriques complexes et de comportements varies
[16].

Pour poser les bases nécessaires a I'introduction de la méthode des éléments finis,
on s’appuie sur des rappels des équations d’équilibre en élasticité linéaire tridim-
ensionnelles et bidimensionnelles.

Pour le dimensionnement des structures de génie civil, plusieurs problémes tridimensio-
nnels peuvent étre simplifiés et traités en bidimensionnels (contrainte plane ou bien
déformation plane).

Les exemples les plus rencontrés dans la littérature sont les barrages, tunnels et autre.

Dans notre projet de fin d’étude nous allons nous intéresser a ces deux types de
modé¢lisations et essayer de voir le rapport de fiabilité de certaine modélisation bidim-
ensionnelle (barrage, tunnels, semelles filantes) par rapport a la modélisation
tridimensionnelle de ces derniers pour le cas statique et dynamique. Ce travail contient
une introduction générale, quatre chapitres et une conclusion générale.

Dans le premier chapitre, nous allons exposer deux méthodes de formulation des
équations d’équilibres en ¢lasticité linéaire pour les deux cas bidimensionnel et
tridimensionnel, et fait ’objet & I’introduction au deuxiéme chapitre qui concerne la

discrétisation par élément finis et la formulation des matrices caractéristiques.

Le troisiéme chapitre est consacré a 1’é¢tude statique, dont on présentera deux parties : la
premicre partie porte sur la modélisation d’une semelle filante dans les espaces bis et
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tridimensionnels basée sur la méthode des ¢léments finis en utilisant le code ABAQUS,
et La deuxiéme partie comporte la modélisation d’un tunnel.

Au dernier chapitre, on s’intéresse a 1’étude dynamique d’un barrage poids sous 1’effet
d’un chargement sismique pour les deux cas de modélisation.

On cléture notre manuscrit par une conclusion générale et quelques
recommandations.



CHAPITRE 1
FORMULATION DES EQUATIONS

D’EQUILIBRES EN ELASTICITE LINEAIRE

1.1 Introduction

En mécanique des solides et des milieux continus, on établit des regles et relation
fondamentales intrinséques, certaines indépendamment des propriétés particu-
lieres des matériaux, d’autres valables pour des classes étendues. Ce caractere
général donne une grande puissance pour les applications ultérieures. Lorsque le
matériau est solide et obéit a un comportement linéaire réversible (loi de Hooke,
linéarisation matérielle) et que les déformations et déplacements sont tres petits
(linéarisation géométrique), on aboutie a la théorie de I’élasticité, branche la plus
développée de la mécanique des solides. [11, 5,4].

Pour aboutir a un ensemble d’équations rendant possible la résolution de tous
problémes, la mécanique des solides nécessite trois principes :

e La statique ce consacre aux forces internes transmises par la matiere ; elle
établit le concept de contrainte et ses propriétés, puis, a partir des lois du
mouvement d’Euler, dans les équations gouvernantes I'équilibre statique ou
dynamique locale instantané du solide.

e Lacinématique est I'étude géométrique du changement de forme du solide ;
elle établit la mesure de la déformation locale, puis livre des relations

liant déformations et déplacements

3



Chapitre 1 formulation des équations d’équilibre en élasticité linéaire

e Les lois constitutives ou de comportement permettent de caractériser le
matériau constituant le solide et fournissent des relations reliant statique et
cinématique ; la reponse physique macroscopique de la matiere apparait a
ce niveau, puisque ces lois font appel aux résultats provenant de
I'observation expérimentale [11]. [18].

Le but du présent chapitre est la formulation des équations d’élasticité linéaire,
pour le cas tridimensionnel ainsi que les deux états plans de contrainte et de
déformation, pour le cas statique et dynamique.

1.2 Formulation des équations d’équilibres dynamiques

Les équations d’équilibre peuvent étre élaborées par au moins deux démons-
tration : I'une basée sur des équations locales (équilibre d’'une brique élémentaire)
et 'autre sur des équations intégrales (équilibre globale) [2].

1.2.1 Formulation par brique élémentaire

Soit un solide élastique, linéaire ou on découpe un parallélipade rectangle, ou
brique élémentaire de cotés d x, paralleles aux axes x i Sur ce corps isolé agissent
des tractions de surface sur les six faces et des forces de volume f;.

On s’intéresse a la variation de tenseur contrainte en fonction de la position de
point, on cherche la relation qui gouverne les changements des composantes oj

lors de passage d’un point a un point voisin distantde d x,d %, d x.

Les variations sont schématisées dans la figure (1.1), qui ne montre que les
composantes paralleles a I'axex;, par simplicité.



Chapitre 1 formulation des équations d’équilibre en élasticité linéaire

| oo
31
(o31+ —— dx;) dxg dxs
x2 ’ dx2
N T P = ondxedxs
+  _
# ¢$\ » — - I
| \ v
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| %
v
il
o2 dxydxs —F —" ' . / Y
- ol Rk
' // Yy - <
e /]
pidv - [ 0o
= (oa+ ™ dx») dx;dx;
~ ox2
fidv
-~ o1 dx; dx;
oo
(on+ dx;) dxs
OxX1

Figure 1.1. Brique élémentaire isolé (translation selonx; )

La projection sur X; de la somme des forces appliquées sur ce corps infiniment

petit, de centre M et de cotés dxi, dx, et dxs; est nulle. Les contraintes qui
interviennent sont représentées sur la figure (1.1), donc la loi de quantité de

mouvement selon x, s’écrit:

do
_01 1dX2dX3 - 02 1dX1dX3 - 03 1dX1dX2 + (01 1+ Wlldxl) dXZdX3
1

d0, 1 003 4
+ (02 1+ —dxz) dx,dx; + (03 1+ de3) dx, dx,

0x,
+f1dX1dX2dX3 == pyldxl dXZdX3 (1.1)
Apres simplification, le systeme (1.1) donne suivant I'axe x,, '’équation suivant :
0011 0021 0034
91 0%, 9%, fi PY1 (1.2)

L’application de la méme procédure permet d’obtenir les projections de I'équation

de mouvement suivant les directions x,et x5 finalement, on aboutit a:



Chapitre 1 formulation des équations d’équilibre en élasticité linéaire

0011 002, 00 31

dx,1 0x, 6x2+f1:’0y1

60'12 60'22 60'32

axl axz ax3+f2:p¥ (1'3)

60_13 60'23 60_33

6x1+ 6x2+ 6x3+f3 P
011, 022, 022 : contraintes normales
012,023, 013 : contraintes de cisaillement
fi.f2.13 : forces volumiques
P h,P 2P 13 : forces d’inerties

Selon le principe de réciprocité des contraintes tangentielles, qui stipule que sur
deux facettes orthogonales, les composantes des contraintes tangentielle
perpendiculaires a I'aréte commune sont égales et simultanément diriger vers
cette aréte ou opposées a celle —ci.

021=0 21, $1= 013 023 = 032 (1.4)
Donc le systeme(1.3)devient s’écrit comme suit :

Fr +tfi=pY (1.5)
1.2.2 Formulation par la méthode intégrale (théoréme de diver-
gence)

Les équations d’équilibres précédents peuvent étre obtenues d’'une maniére
mathématique directe grace au théoréme de divergence.

On considére une portion de volume V quelconque d’un solide en équilibre, Ce

dernier est soumis a des forces volumiques et a des forces d’inertie"-my ".On
note, f, les forces de volumes etf; les forces de surface qui s’applique sur le

contour A, I'égalité des forces s’écrit :

F, + Fs = my (1.6)
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z
y
X
Figure 1.2. Portion de volume considérée
Fv : vecteur de force de volume
Fs : vecteur contrainte agissent en tout point de surface A
Y : Accélération de la partie dv ayant la masse m

La somme des forces de volume est :

J f; dv (1.7)
A

La somme des forces de surface est:
J t; dA (1.8)
A

La somme des forces d’inertie est :

J‘pyidv (1.9)

\'%

L’égalité des forces s’écrit :

indV+ ftidAzfpyidV (1.10)
Y A \4
Avec:
y=2 (1.11)
dt

L’effort de cohésion s’exprime par :
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Ti = oij nj (i,j =1,23) (1.12)
Oij : tenseur des contraintes.

Yi : vecteur d’accélération.

n; : vecteur unitaire perpendiculaire a la surface.

L’intégral de surface peut étre réécrit a un intégral de volume par le théoreme de
divergence(Gauss) comme suit :

J ti dA = J Oj ]n]dA = J (O] j ‘QV (113)

A A \'%

L’équation (1.12) devient :

\4 14 \4

\4
Dongc, I'équation d’équilibre dynamique devient :

oij i+ fi = pvi (1.16)
Sous forme matricielle :

divlo]T+f,=py (1.17)

div = ( Jd a 0 ) 118

V= xd yd z (1.18)

Par le théoreme de réciprocité :

[o]" = [o] (1.19)

divfo] +f,=p y (1.20)

1.3 Equation d’équilibre statique

L’ensemble des équations (1.3) constitue les équations différentielles de
conservation de la quantité de mouvementou simplement équation local de
mouvement. En I'absence de mouvement lorsque le milieu est au repos le vecteur
d’accélération y est nul, on obtient les équations d’équilibres statiques :
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001, 001, 00 13

0dx, 0x, 0x,

60'22 00'21 60'23

0dx, 0x,1 0xs3

60_31 60'32 60_33

0x1 axZ axg
Donc:

i fr =0

6;)c+fl

Gi]"j'l‘fi=0

Sous forme matricielle :

divifo] +f, =0

+f

+f3=

(1.21)

(1.22)

(1.23)

(1.24)

1.4 Equation d’élasticité linéaire en 3D

Ce sont les relations et I'’équation usuelle d’'un milieu élastique continu (relation

déformation-déplacement, relation contrainte déformation).

1.4.1 Equation cinématique

Les déformations sont les dérivées des déplacements, elle s’écrit sous forme

indicielle comme suit :
1
& j= E(ui Ty

u; : Déplacement suivant xi

Sous forme matricielle :

( Ju
0x
ov
(€x ) dy
&y a_w
_ Ez _ aZ
& —<ny>— {a_u-l_@
Yy y/ ay ox
\Yx 7 ov ow
—_ + —_
dz dy
du 4 ow
\9z = 0x’

(1.25)

u
v} (1.26)
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[L] : Opérateur différentielle donné par

- d
ax
0
0 a_y 0
d
(; (; 72
[L] = 3y ox 0 (1.27)
d d
O 7z 5y
d 0
7z Y 3x

1.4.2 Loi constitutive de Hooke isotrope

Les équations constitutives, qui décrivent le comportement du milieu, rendent
compte de la relation entre les tensions et les déformations. Pour un solide
élastique linéaire, la loi de Hooke établit une relation linéaire entre les contraintes

et les déformations :
0; ;= Djj k1 (1.28)
D; j k:Le tenseur d’élasticité linéaire.

Pour des raisons de simplicités on écrit :

o = Ds¢
Avec:
1—v v v 0 0 0
1—v % 0 0 0
1—v 0 0 0
1-2v
po Ed-V) 00 (1.29)
1+ -2v) 1-2v '
sym. >
1-2v
2

E : Module de Young.
v : Coefficient de poissant.

10
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1.5 Cas d’élasticité plane

Vu la symétrie des tenseurs et dans le but d’alléger les écritures le probleme

d’élasticité plane peut étre défini comme suit :

Jx gx
u={"1 ., {0} ={0y} , {e}={8y] (1.30)
y Y

Tx Vx

u et v sont les composantes de déplacement dans le sens x et y.

Le vecteur des déformations {e} s’écrit :

( du

d x
dv u

e =0 35 >=[L]{v} (1.31)

du 0

\dy 0¥

[L] :Estun opérateur différentielle, il est donné par :

)
ax 0
L=, 92 (1.32)
dy
9 0
19y 9 xl

La matrice [D] differe selon que c’est un état de contrainte plane ou de déformation
plane.

1.5.1 Etat plan de contrainte

On considere une paroi (fig. 1.3), De plan moyen situé dans (x, y), et d’épaisseur t
constante est petit vis-a-vis des démentions mesurées selon x et y (paroi mince),
soumise a des forces parallele au plan (x, y), et constantes dans le sens d’épaisseur.

11
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8
¥
N

AAA

{

'.

o~

1

1
\:tf

Y

/L* i
[ AN f }
>
i/

Plaque avec trou Paroi chargée
Figure 1.3.: Etat plane de contrainte

Les composantes o,,7, , et 7, gdes contraintes sont nulles sur les deux faces

z= +t/2. surtout plan intérieur parallele a (x, y), ces composantes ne peuvent
prendre que des valeurs tres faibles et I'on ne commet pas d’erreur sensible en
affirmant qu’elles sont nulles

o, =0 T, ,= 0 7,,=0 (1.33)

Semblablement, les trois composantes non nulles (tenseur plan)

()}( 172:
o= [Ty ) ay’] (Txy="Ty (1.34)

L’épaisseur t et 'axe z ne jouent donc pas de réle ici: on peut prendre t=1 et
négliger toute les quantités associées a z.

1
& = E (ox — Vo-y)

gy = 1 (o, —voy) (1.35)

Ou, inversement :

E
Ox = m (8X — VEy)

E
0'y = m (Ey — V8X) (136)

Iyy= GYX y

12
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Donc on peut écrire :

o = D¢
1 v 0
E v 1 0
Dl=—— 1.37
2

La réduction de la loi de Hooke tridimensionnelle a I’état plan en supposanto,, 7, ,
et 7, ;nul (1.33) fournit les équations (1.35), mais également

v
e ~ (ox + 0y) (1.38)

Cette équation montre que, d'un point (x, y) a l'autre, les déformations et
déplacements varie légerement a travers I'épaisseur de la paroi (effet de coefficient
de poisson). C’est pour cette raison que les contraintes (1.33) ne sont, en réalité,
pas exactement nulles. On démontre toute fois qu’elles sont essentiellement
fonction de z?et donc d’autant plus petites que t est faible.

1.5.2 Etat plan de déformation

On considere un solide infiniment long dans la direction z (fig.1.4), sollicite,
toutefois, comme au cas précédent (force agissent dans les plans perpendiculaire a

z et constante avec z).

Tunnel Barrage

Figure 1.4 : Etat plane de déformation

Toutes les tranches d’épaisseur t de ce solide sont dans le méme état et se
déforment et déplacent dans leur plan moyen, parallele au plan (x, y). Il en résulte

e, =0 Yy z=0 Yy z=10 (1.39)

Les autres composantes de la déformation (tenseur plan)

13
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Yx
T

£ =ly,, (Yxy= Yy (1.40)
2

Les déplacements (u, v) sont constants le long de z. L’épaisseur t et 'axe z ne
jouent pas de role ici.

La loi de Hooke est:

1+v
& = E [(1 —V)o, — Vo-y]
1+v
gy = 5 [(1 —Vv)o, — voy] (1.41)
1
Yx y= ETX y
Inversement
O = A F WA = 2v) [~ Ve vyl
oy = ATV =20 [(1 —Vv)g, + ve,] (1.42)

Txy= Gny

Donc on peut écrire :

e =Do
” ]
LT
E(1—v) v
T A+va-2n|a-v ! 0 (143)
0 1-2v
2(1 —v)l

E : module de Young.

v : coefficient de poisson.

G : module de coulomb.

La réduction de la loi de Hooke tridimensionnelle a Iétat plan fournit les équations

(1.41), mai également
0, = V(GX + oy) (1.44)

Les contraintes o, agissent longitudinalement, sur les sections planes paralléles
a(x, y). Si on isole une tranche, elles en garantissent la planéité des deux faces
(principe de la coupe). Elles ne constituent pas une inconnue de probléme
puisqu’elles se calculent une fois oyet o,0btenues.

14



CHAPITRE 2

DISCRETISATION PAR ELEMENTS FINIS

2.1 Introduction

Les probléemes rencontrés par I'ingénieur sont souvent des phénomenes physiques
réels qui sont généralement représentés par des équations aux dérivées partielles
sur un domaine géométrique avec des conditions aux limites sur ces frontiéres et
comme ce domaine représente un milieu continu alors, il possede une infinité de
degrés de libertés, ce qui rend la résolution du probleme tres difficile et méme
impossible. Pour pouvoir étudier le comportement de ces phénomenes, I'ingénieur
est donc amené a remplacer le systéeme continu par un systéme discret équivalent
ayant un nombre fini de degrés de libertés. Cela peut se faire en utilisant des
méthodes de résolutions numériques appelées méthode de discrétisation.

La méthode de discrétisation la plus populaire en génie civil est la méthode des
éléments finis. La méthode des différences finies et la méthode de frontiére, sont
aussi d’emploi courant. En gros, la méthode des différences finies vise a résoudre
directement la forme différentielle du probléme en cherchant la valeur numérique
des inconnus en un certain point, dit nceud formant une grille usuellement
réguliere. Pour appliquer les deux autres méthodes il faut transformer la forme
différentielle en une forme intégrale mathématiquement équivalente et diviser le
domaine et la frontiere en un maillage d’éléments de formes géométriques
simples. On cherche alors la valeur numérique des inconnues en un certain
nombre de points typiques de maillage. Les nceuds situés dans le domaine v et sur
sa frontiere A pour la méthode des éléments finis ou sur la frontiere A pour la
méthode des éléments de frontiere. [10]. [8]. [1].

Le but De ce présent chapitre est la discrétisation par éléments finis des équations
d’élasticité linéaire retrouvées dans le chapitre précédent, pour le cas tridimensio-

15
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nnel ainsi que les deux états plans de contrainte et de déformation, pour le cas
statique et dynamique.

2.2 Les grandes lignes de 1a MEF

De nos jours la méthode des éléments finis est tres réputée pour la résolution des
problémes d’ingénieries, cette derniere est apparue vers 1955 en méme temps que
les ordinateurs puissants; d’abord appliquée aux calculs des structures et solides.
Quand on a réalisé qu’elle représentait une méthode générale de résolution
numérique des problemes aux limites, alors des 1965 a ce jour cette méthode a
pris une extension fantastique. Toute modélisation conduit a des équations
différentielles avec des conditions aux limites lui devait accessible: structure
solide, chaleur, fluide, électromagnitique,... etc. Que se soit des problemes statiques
ou dynamiques linéaires ou non linéaires, isotropes ou non isotropes.
[10,8].Généralement toute étude faite par la méthode des éléments finis nécessite

le passage par les étapes suivantes : [1]. [19]

Probléme physique

| |
v v

Discrétisation du domaine [ Modele mathématique ]

Y

Choix des fonctions
L D’interpolations )

I |
v

[ Ecriture des matrices ]
élémentaires

[ Formulation variationnelle ]

Assemblage des matrices globales
Application des conditions aux
limites.

Résolution du systéme global.

2.1. Etapes générales de la méthode des éléments finis.

16
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Etapel: on se pose un probleme physique sous la forme d'une équation
différentielle ou aux dérivées partielles a satisfaire en tout point d’'un domaine,
avec des conditions aux limites sur le bord nécessaires et suffisantes pour que la
solution soit unique.

EtapeZ: on construit une formulation intégrale du systeme différentielle a
résoudre et de ses conditions aux limites: c’est la formulation variationnelle du

probléme

Etape3 : on choisit la famille du champ locale, c’est-a-dire a la fois la position des
nceuds dans les sous domaines et les polynomes (ou autre fonctions) qui
définissent le champ local en fonction des valeurs aux nceuds (et éventuellement
les dérivées).la maille complétée par ces information est alors appelée “élément”.

Etape4 : on rameéne le probléme a un probléme discret: c’est la discrétisation. En
effet, toute solution approchée est completement déterminée par les valeurs aux
nceuds des éléments. C'est dans cette étape que se fait le calcul des matrices
élémentaires.

bY

Etape5: c’est la phase d’assemblage, elle consiste a construire les matrices
(rigidité, masse, ...) de tout le domaine (matrices globales), a partir des matrices
caractéristiques des différents éléments (matrices élémentaires) probablement
calculées dans I'étape(4).

Etape6 : I'assemblage donne naissance a un systeme global qui peut étre linéaire
ou non linéaire a résoudre.il définit, soit un probléme d’équilibre qui concerne un
cas stationnaire ou statique, soit un probleme de propagation qui concerne le cas
(dynamique), dans lequel il faut déterminer les variations physiques, et la
propagation d’une valeur initiale

2.3 Différentes forme des éléments

Nous présentons les formes de quelques éléments classiques correspondant a des
domaines a une, deux ou trois dimensions.

Chaque élément est identifié par un nom précisant sa forme ainsi que le type de
frontiere. De plus, nous donnons le nombre de nceuds géométrique nécessaire
pour le définir. Il faut que le nombre de nceuds géométrique sur chaque frontiere
soit compatible avec la forme de la courbe qui constitue.

17



Chapitre 2 discrétisation en éléments finis

Elément a une dimension

Linéaire (2) linéaire (3)

L ]
L ]

Elément a deux dimensions

Elément triangulaire
Linéaire (3) quadrique (6)
Elément quadrilatéraux j
Linéaire (4) quadrique(8)

Eléments a trois dimensions

Eléments tétraédriques

7

Linéaire (4) quadratique (10)

Elément hexaédrique

Linéaire 8 quadratique (20)

2.2 : types d’éléments

18
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cubique (4)

L

cubique (9)

.

cubique (12)

PEN

cubique (16)

cubique 32
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2.4 Formulation variationelle (intégral)

Le principe des travaux virtuels est bien connu et tres rependue, il est souvent
formulé en termes d’égalité des travaux effectué par les forces extérieurs et
intérieures lors d’'un déplacement virtuelle quelconque.

Ce concept est essentiel pour la résolution des équations aux dérivées partielle. En
effet, les déplacements sont remplacer par une fonction arbitraire continue sur le

domaine et I'’équation est réécrite sous forme intégrale [1]. [9]. [11].

2.4.1 Enoncé du principe des travaux virtuels

Un solide déformable est en équilibre si le travail virtuel extérieur est égal au
travail virtuel intérieur pour tout champ de déplacement virtuel compatible. [9]

Le principe des travaux virtuels peut étre obtenu en appliquent la formulation

variationelle aux équations de mouvement.

En prenant comme fonction de pondération des petits déplacements (déplacement

virtuel).
Y =6u & ,v, Wy’ (2.1)

La forme intégrale (1.18) s’écrit comme suit :

[ 8wt - pyav=o0 22)

14

fSui o jqv + f 6 yf; dv — f 6 ypy;dv =20 (2.3)

\% \% v
A + B - C =0

A =f 8 yojdv = J((S uoip‘jdv—ffs y jo; dv (2.4)
14 14 14

A= Al - AZ
Par le théoreme de divergence on aboutit a I'écriture suivante :

A, = J((S Y 0j)dv = J 8 yo;ndA (2.5)
14 A

A, = —f Sy jo;dv = —f 8 ¢ joi dv (2.6)

4 14

19
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On remplace les équations (2.5) et (2.6) dans I’équation (2.4)

On obtient :

A= f 6ui Oj p]dA - f 681 ,]'O-i FlV (27)
A \'%

L’équation (2.2) devient :

— f SEi ,]'O-i ij + f 8ui (O] )n]dA + f 8uifi dv — f 5uipyidv
\% A \% \%

=0 (2.8)
On pose : o; jnj=t (le vecteur contrainte)

—f8£T0dv+f5utdA+f5ufdv—f8upydv=0 (2.9)
v A v v
Travail virtuel intérieur
Wint = — f 8eT 6dv : Travail virtuel intérieur
A

Travail virtuel extérieur

Ws = f SutdA : travail virtuel des forces de surface
A

Wv = J ouf dv : travail virtuel des forces de volume
A

Wi = f Supydv :travail virtuel des forces d’inerties
\4

Remarque :

Dans le cas statique I'équation d’équilibre statique s’écrit:

—f (‘SaTde+f8utdA+J6ufdv=O (2.10)
v A v
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2.5 Choix du champ des déplacements (interpolation)

La méthode des éléments finis est une méthode d’approximation par sous
domaine, et pour ce la on choisissant une interpolation nodal. On obtient pour

chaque nceud i de cordonné x;

u=Niu;+Nyu,+N3us...Npun

v=N1V1+N,V,+N3V3...Nuvn (2.11)
w=N1w1+N,W,+N3wW3...Nywn

On remarque que les fonctions d’interpolation nodale sont les méme pour les trois
équations, quant a n il représente le nombre de nceud de I’élément choisi,

I'expression (2 .1) peut s’écrire sous forme matricielle de la manier suivant :
U = NUn (2.12)
U= (u,v,w)T (2.13)
N : Est la matrice des fonctions d’interpolation nodale, et elle est donné par :

N, 0 ON; O O-Nn O 0
0O Nb 00 N, O-0 Nn O (2.14)
0 0 N;O0 O Nz=0 0 Nn

N =

Sous forme générale on I'écrie :

N, 0 O
N=|0 N; O (2.15)
0 0 N
U n: Représente les valeurs nodales inconnues qui sont les déplacements aux
nceuds
{U 1 = (uy, vy, Wy, Uy, Uy Wy e e . Uy, Uy, W) (2.16)
{Un=(,v,w) (2.17)

Pour le cas d’élasticité tridimensionnelle, chaque nceud doit correspond troie

degrés de liberté (u ,v ,w
Donc:

{U}=[N{U (2.18)

u n N, 0 O i
{v} = Z [\(; N, 0 g;} (2.19)
w) o o Nl W
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Nous pouvons servir de I'approximation de {U}pour définir € que nous pouvons

écrire sous forme :
{e} = [L][U] = [L]IN{U % = [B{U 1 (2.20)
[B] = [L][N] (2.21)

[B]: Matrice de déformation ou “strain matrix “dans la terminologie Anglo-

Saxonne, nous pouvons écrire [B]explicitement sous la forme :

r ONi ]
g 0 0
dNi
0 a_y 0

dNi
0 0 E
[BI =] aNni  oNi (222)
oy ox
JONi JNi
JNi JNi
2 0 k.

Pour le Cas 2D :

Pour le cas d’élasticité bidimensionnelle, chaque nceud doit avoir deux degrés de

liberté (u ,v)

Donc:

EEDN [ 225

d Ni
—-— 0
X
Bl=| , 2N (2.24)
dy
d Ni d Ni
dy 0 xl
Le champ des déplacements virtuels (fonction poids) s’écrit comme suit :
Su =NUn (2.25)
du =N 6Un (2.26)

Le vecteur accélération s’écrit comme suit :
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Si=dN Up=N 6Un (2.27)
Le vecteur {6 gpeut s’écrire maintenant comme suit :

§e=8BUn (2.28)

6e=BdsUn (2.29)

De plus, nous supposons que le matériau est linéaire élastique ; il obéit a la loi de
Hooke

o0 =D e =D B Un (2.30)
2.6 Expression des matrices élémentaires

2.6.1 Expression de la matrice rigidité

L’expression de la matrice rigidité s’obtienne a partir de la discrétisation de
I'expression de travail virtuel intérieur :

W, = f §eTo dv (2.31)
v
En introduisant les expressions des équations (2.29) et (2.30) dans (2.31) :

W, = f&sTo dv =J-(B<SUH)TDBUn dv
v v

W, = f SUTBTDBU, dv = 8UTKU, (2.32)
v

D’ou:

K= f BT D B dv (2.33)

A%
Avec:

K: Matrice rigidité de systéeme
D : Matrice d’élasticité

B : Matrice de déformation

Pourle Cas 3D:
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discrétisation en éléments finis

1—-v v
1—-v
E(1-v)
0= 4
+v)(1-2v)
sym.
- dNi 0 0
0x
0 JONi 0
dy
0 0 JONi
[B] = 0z
“10Ni  ONi 0
dy  0x
0 dNi OJNi
dz dy
ONi ONi
L 0z 0x -
Pour le Cas 2D :
e Etatplan de contrainte
1 v 0
E v 1 o0
D|=———
2
e Etatplan de déformation
1
E(1—-v) 4
D=
1+v)1-2v)|A =)
0

24

v 0 0 0
v 0 0 0
1—v 0 0 0
1-—2v
0 0
2
1-—2v
2
1-—2v
2
v
(1-v)
0
0 1-—2v
2(1 —v)l

(2.34)

(2.35)

(2.36)
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[B]

0
o 2N (2.37)

2.6.2 Expression de la matrice masse

L’expression de la matrice masse s’obtienne a partir de la discrétisation de
I'expression de travaille virtuelle de la force d’inertie

Wi=f5upydv=f5upijdv (2.38)
14 14
Remplagant I’équation (2.26) et (2.27) dans (2.38) on obtient :
Wi=51£J-NTdeVUn=51£MUn (2.39)
14
Avec:
M= J NT p Ndv (2.40)
14

L’expression de la matrice masse telle qu’elle obtenue en (2.40) est appelé masse
cohérent ou répartie qui s’écrit sous forme explicite :

Pourle Cas 3D:
.0 0 N, 0 O
Mij=f 0 N ofplo N ofav (2.41)
v b o NI Jo o N
NN, 0 0
M, = J ol 0 NN 0 |av (2.42)
5 0 0 NN,
Pour le Cas 2D :
M J [NiNj 0 ]d (2.43)
.= V .
v Pl o NN,

Elle peut étre aussi exprimée sous forme concentrée (matrice diagonale) en
concentrons la masse sur les nceuds
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Chapitre 2 discrétisation en éléments finis

\%4

I : Matrice identité

2.6.3 Expression de vecteur chargement

L’expression de vecteur chargement s’obtienne a partir de la discrétisation de
I'expression des travaux virtuelles des forces surfacique et forces volumique

W =f5ufdv+f5utdA (2.45)

On remplagant I'équation (2.24) dans (2.39):

W = f 5UrT1Ndev+f5UgNTtdA (2.46)
W = 8UT fNdev+ f NT tdA (2.47)
74 A
We = SUTF (2.48)
F=fNdev+f NT tdA (2.49)
|4 A

F : Le vecteur chargement
L’expression explicite s’écrit:

Pourle Cas 3D:

i 0 0 1
F= f 0 N, O Hdv (2.50)
0 0 N,

1 i 0 0
3 v 10 0 N
Pour le Cas 2D :

F—JB O] dA+fE) £]{}dv (2.51)

Le vecteur chargement donné par lexpression (2.50) dépend de type de

chargement appliqué il est composé d'un chargement surfacique tel que les
pressions et d’'un chargement volumique comme par exemple le poids propre et les
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charges sismique.si en s’intéresse uniquement a la repense sismique, I'expression
du vecteur F s’écrira :

F =J NTrpiigdv (2.52)

v
L’expression explicite s’écrit :

i 0 01nm
Fz—f 0 Ny O §yzppigdv=MIi, (2.53)
M : matrice masse
ijg : accélération sismique a la base
r :vecteur de couplage dynamique
Donc finalement I’équation d’équilibre dynamique sera donnée par :
MU+ CU+ KU =F (2.54)

M, K et F : sont donnés respectivement par les expressions (2.33), (2.40) et (2.49).

Concernant la matrice d’amortissement Con utilise généralement 'amortissement
de Rayleigh qui exprime la matrice d’amortissement sous forme d’une
combinaison linéaire de la matrice masse M et de la matrice de rigidité K [12].

CS = alM + azK (255)

Aveca, eta, : coefficients arbitraires satisfaisant les conditions d’orthogonalités

qui peuvent étre obtenues par :
HEP 25
ay w, +ow, L 1 '
Avec:
w4 : Fréquence du premier mode.
wy, : Fréquence du mode supérieur.

& : Taux d’amortissement critique.
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CHAPITRE 3

APPLICATION AU CAS STATIQUE

3.1 Introduction

En mécanique des solides déformables, les théories utilisant des géométries a deux
dimensions plongées dans l'espace tridimensionnel permettent généralement des
gains de temps appréciables par rapport aux théories entierement 3D, aussi bien
pour la modélisation que pour le calcul.

Le but de ce présent chapitre est de voir la fiabilit¢ d’'une modélisation bidi-
mensionnelle en déformation plane par rapport a une modélisation 3D du méme
probléme.

La premiére partie de ce présent chapitre, concerne la modélisation d’'une semelle
filante qui repose sur un massif de sol. Dans la dixiéme partie, on s’intéressera a la
modélisation d'un tunnel.

3.2 Application pour le cas d'une semelle filante

Cette application, concerne I'étude statique d’une semelle filante sous voile qui
repose sur un massif de sol avec une interaction parfaite, les conditions aux limites
sont prises en compte, encastrement pour la limite inférieur du sol (y=0) ; pour les
limites latérales les déplacements sont bloqués, le sol de la fondation est considéré
a I'état de consolidation (pas de tassement sous son poids propre), la surface libre
de la fondation est chargée verticalement par deux types de chargement (une
charge constante, et un chargement sinusoidal).
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Chapitre 3 Application au cas statique

3.2.1 Systeme étudié

Soit une semelle filante supposée rectangulaire définie par sa hauteur h, sa largeur
b et salongueur L ; elle est mise en contact directe avec un massif de sol qui définit
par sa largeur B, sa longueur Ls et sa profondeur H.

La géométrie du systeme semelle filante-sol, ainsi le maillage correspondant sont
représentés par les figures (3.1), (3.2) pour le cas tridimensionnel, et les figures
(3.3), (3.4) pour le cas bidimensionnel. Les caractéristiques géométriques du
systéme semelle filante-sol, utilisées dans ce présent chapitre, sont illustrées dans
le tableau (3.1) et les caractéristiques mécaniques par le tableau (3.2).

Pour le cas bidimensionnel la semelle ainsi que le sol de fondation sont modélisés
en déformation plane par des éléments finis quadrilatéraux linéaires Q4 avec deux
degrés de libertés par nceud qui représentent les deux composantes de champs de
déplacement. Pour le cas tridimensionnel la semelle filante ainsi que le sol de
fondation, sont discrétisés par des éléments hexaédriques avec trois degrés de
libertés par nceud qui représentent les trois composantes du champ des

déplacements.
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Figure 3.1: la géométrie de systeme semelle filante-sol (3D)

Figure 3.2: le maillage correspondant au systéme (3D)
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L

<« b—>

A
@®
v

Figure 3.3: La géométrie du systeme semelle filante-sol (2D)

Figure 3.4: le maillage de systeme (2D)

Tableau 3.1 : Caractéristiques géométrique du systeme

Géométries
Semelle Largeur (b) (m) 1.3
Langueur (L) (m) 6
Hauteur(h) (m) 0.4
Sol Largeur (B) (m) 9.3
Langueur (Ls) (m) 18
Hauteur(H) (m) 4
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Tableau 3.2 : Caractéristiques mécaniques de la semelle

Matériaux
Masse volumique (ps) (t/m3) 2.5
semelle Module de Young (Es) (KPa) 32.10°
Coefficient de Poisson (v) 0.2
Masse volumique (ps) (t/m3) 1.7
sol Module de Young (Es) (KPa) (100,1000,1900, 2800). 10°
Coefficient de Poisson (v) 0.3

3.2.2 Influence de module de Young sur le comportement de la
fondation
Pour les deux cas bi et tridimensionnels, et en faisant varier le module de Young du

sol (100, 1000, 1900, 2800 MPa), on s’intéressera aux différents nceuds de controle

(nx1, Nxz, Nx3 ; Nz1, Nz2, Nz3) indiqués sur la figure ci-dessous.

Y

L.

Nx1 Nx2 Nx3

Y

L X nx nx2

nx3

nz1

(@) (b)

Figure 3.5: les nceuds considérés suivant la largeur et la longueur pour les deux cas

(a) Tridimensionnelle ; (b) bidimensionnelle

3.2.2.1 Etude des déplacements
» chargement constant Q=500KPa

On prend les trois nceuds qui sont définis suivant la largeur dans le paragraphe
précédant, et on suit I'évolution de ses déplacements ; quatre valeurs de module de
Young sont prises en compte dans cette étude (100, 1000, 1900, 2800MPa) pour
les deux cas bidimensionnel et tridimensionnel. Les résultats sont groupés dans le
tableau ci-apres (les déplacements sont donnés en millimetre).
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Comme chargement on applique une pression de 500 KPa sur la partie supérieure

de la fondation ainsi que son poids propre.

Tableau 3.3 : Déplacements u, aux différents nceuds de la largeur et pour les différentes positions

selon la longueur

E=100 MPa E=1000 MPa
position Nx1 Ny2 Ny3 Nx1 Ny2 Ny3
2D -1,848 -1,864 -1,868 -0,177 -0,190 -0,193
z=0L -1,488 -1,517 -1,522 -0,121 -0,139 -0,143
z=0.25L -1,617 -1,630 -1,635 -0,160 -0,171 -0,175
Z=0.5L -1,658 -1,670 -1,674 -0,170 -0,181 -0,185
E=1900 MPa E=2800 MPa
2D -9,09.1072 | -1,01.1071 | -1,04.1071 | -6,04.1072 | -6,96.1072 | -7,23.1072
z=0L | -590.1072 | -7,25.1072 | -7,60.1072 | -3,81.1072 | -4,91.1072 | -5,21.1072
z=0.25L | -8,26.1072 | -9,22.1072? | -9,57.1072 | -5,51.107% | -6,34.1072 | -6,65.1072
z=0.5L | -8,79.1072 | -9,77.1072 | -1,01.1071 | -5,87.107% | -6,72.1072 | -7.04.1072

D’apres le tableau 3.3, on remarque I'augmentation des valeurs du déplacement

vertical uz de 'extrémité vers le milieu de la fondation suivant la largeur (de noeud

ny1 vers le nceud ny3). De plus, a chaque fois qu'on augmente la valeur de module

de Young du sol on a eu une diminution des déplacements.

Par ailleurs, en comparant les valeurs du déplacement obtenues par la modélisa-

tion bidimensionnelle, a celles données par la 3D, on constate une 1égere amplifica-

tion des résultats donnés par la modélisation en déformation plane par rapport a

la 3D.

Pour mieux illustrer la différence des résultats pour les deux cas, on présente ci-

dessous la variation du tassement de la fondation en fonction de la largeur les

figures (3.6 a 3.9) pour les différentes valeurs de (E).
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0,2 0.2 0,4 0,6 0,8 1

0,4
-0,6

1 0,25L
1,2 0,5L
1,4
1,6
1,8
2

tassement (mm)

2D

largeur (b)

Figure 3.6: tassement de la fondation suivant la largeur pour les deux modéles avec E=100MPa

0
$ 0,2 0,4 0,6 0,8 1
-0,05
E
E 01 —oL
t
@ -0,15 0,5L
(%} \ /
£ w 20
-0,2
0,25
largeur (b)

Figure 3.7: tassement de la fondation suivant la largeur pour les deux modeles avec E=1000MPa

0
$ 0,2 0,4 0,6 0,8 1

-0,02
E 0,04
£ —0L
-
§ -0,06 ’ 0,25L
£
& 0,5
w
. 0,08 \__/ 2D

o ——————

0,12

largeur (b)

Figure 3.8: tassement de la fondation suivant la largeur pour les deux modéeles avec E=1900MPa
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0,4 0,6 0,8 1

-0,01 |
-0,02 |

A
v

-0,08 !

— L
-0,04 e (), 251
0,5L

D

-0,05

tassement (mm)

-0,06

-0,07

largeur (b)

Figure 3.9: tassement de la fondation suivant la largeur pour les deux modéles avec E=2800MPa

D’apres ces figures, on remarque que le tassement est trés important au milieu de
la fondation suivant la largeur due a la concentration de la charge, et la courbe
donnée par le bidimensionnel est proche de celle obtenue par le tridimensionnel
au niveau du milieu de la fondation c'est-a-dire a z=0.5L.

Les résultats obtenus pour les trois nceuds suivant la longueur (nzi, nz2, nz3), sont
représentés dans le tableau suivant :

Tableau 3.4 : tassement de la fondation aux différents nceuds de la longueur suivant les déférentes
positions de la largeur pour les quatre variantes de (E)

E=100 MPa E=1000 MPa
position nz1 nz2 nz3 Nz1 nz2 nz3
x=0b -1,488 -1,617 -1,658 -0,121 -0,160 -0,170
x=0.25b -1,517 -1,630 -1,670 -0,139 -0,171 -0,181
x=0.5b -1,522 -1,635 -1,674 -0,143 -0,175 -0,185
E=1900 MPa E=2800 MPa
x=0b |-590.10"2 | -8,26.1072 | -8,79.1072 | -3,81.1072 | -5,81.1072 | -5,87.1072
x=0.25b | -7,25.1072 | -9,22.1072 | -9,77.1072 | -4,91.1072 | -6,34.1072 | -6,72.1072
x=0.5b |-7,60.10"2|-9,57.1072 | -1,01.107! | -5,21.1072 | -6,65.1072 | -7.04.1072
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Une fois de plus, on remarque l'augmentation des valeurs de déplacement du
nceud nz1 vers le nceud nz3 (de 'extrémité de la fondation vers le milieu suivant la
longueur).

Pour mieux illustrer la différence des résultats pour les deux cas de modélisations,
on présente ci-dessous la variation du tassement de la fondation en fonction de la
longueur, avec prise en compte des différentes valeurs de (E).

0
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

0,2

0,4
__ 06 ——0b (3D)
E -0,8 0,25b (3D)
E 1 0,5b(3D)
2 -1,2 —— 0b (2D)
7.} 7
[}
® 14 —0,25b (2D)

-1,6 \ / ——0,5b(2D)

-1,8

2
longueur (L)

Figure 3.10: tassement de la fondation suivant la longueur aux différentes positions pour

E=100MPa
0
$ 0,2 0,4 0,6 0,8 1
-0,05
_ ——0b(3D)
E o1 0,25b (3D)
E \ / ——0,5b (3D)
@ -0,15 ——0b (2D)
g ~— ——0,25b (20)
——0,5b (2D)
0,2
0,25

longueur (L)

Figure 3.11: tassement de la fondation suivant la longueur aux différentes positions pour
E=1000MPa
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0,00E+00
0 02 04 06 08 1

-2,00E-02
2 -4,00E-02 Ob (3D)
£ ——0,25b (3D)
-
E 6,00E-02 \ ,  ——0,5b(3D)
£
5 ——0b(20)
£ _8,00£-02 k 7 ——0,25b (20)

S~ — 0,50 (20)
-1,00E-01
-1,20E-01
longueur (L)

Figure 3.12: tassement de la fondation suivant la longueur aux différentes positions pour

E=1900MPa
0
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
-0,01
-0,02
= ——0b(3D)
E -0,03 ——0,25b (3D)
£ 004 \ / ——05b(3D)
£
g \ / ——0b (2D)
E -0,05 /

N
- '

longueur (L)

-0,06

-0,07

-0,08

Figure 3.13: tassement de la fondation suivant la longueur aux différentes positions pour
E=2800MPa

D’apres ces figures on voit que la déformé de la semelle filante nous donne une
flexion avec une valeur maximal obtenue au milieu de la fondation (0.5L) pour le
cas tridimensionnel a cause de la rigidité flexionnelle de la semelle filante. Par
contre pour le cas bidimensionnel, on remarque I"absence de cette flexion.

Les figures suivantes nous montrent la déformé de la semelle filante pour chaque
valeur de E dans les deux cas de modélisation, on remarque que la déformé est trés

importante au milieu de la fondation (Les valeurs du déplacement sont données en
metre).
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u,uz
-1.498e-03
-1.514e-03
-1.531e-03
-1.548e-03
-1.564e-03
-1.581e-03
-1.598e-03
-1.614e-03
-1.631e-03
-1.648e-03
-1.664e-03
-1.681e-03
-1.698e-03

u,uz
-5.932e-05
-6.391e-05
-6.851e-05
-7.310e-05

-9.149e-05
-9.608e-05
-1.007e-04
-1.053e-04
-1.099e-04
-1.145e-04

u,uz
-1.717e-03
-1,720e-03
-1.722e-03
-1.724e-03
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-1.746e-03

u, uz
-1.049e-04
-1.068e-04
-1.087e-04
-1.106e-04
-1.125e-04
-1.144e-04
-1.163e-04
-1.182e-04
-1.201e-04
-1.220e-04
-1.239e-04
-1.258e-04
-1.277e-04

E =100MPa

a8 4

E =1900 MPa

o

Modeéle (3

E =100MPa

u,uz
-1.219e-04
-1.283e-04
-1.348e-04
-1.412e-04
-1.477e-04
-1.541e-04
-1.605e-04
-1.670e-04
-1.734e-04
-1.79%e-04
-1.863e-04
-1.927e-04
-1.992e-04

E =1000MPa

E =2800 MPa

u, u2
-3.832e-0S5
-4,209e-05
-4,586e-0S5
-4.962e-05
-5.339%e-0S5
-5.716e-05
-6.092e-05
-6.46%e-05
-6.846e-05
-7.222e-0S
-7.599%e-05
-7.976e-0S
-8.352e-05

D)

u, uz

-2.033e-04
-2.053e-04
-2.074e-04
-2.095e-04
-2.116e-04
-2.137e-04
-2.157e-04
-2.178e-04
-2.199e-04
-2.220e-04
-2.241e-04
-2.262e-04
-2.282e-04

.

E =1900MPa

u,u2

-7.013e-05
-7.192e-05
-7.371e-05
-7.550e-05
-7.729e-05
-7.908e-05
-8.087e-05
-8.267e-05
-8.446e-05
-8.625e-05
-8.804e-05
-8.983e-05
-9.162e-05

2%

Modéle (2

D)

E =1000MPa

E =2800MPa

Figure 3.14: déformé de la fondation pour les deux modeles (2D, et 3D) pour les différentes valeurs

de E
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E =100MPa E=1000 MPa
U, u2
u, u2 -1.219e-04
-1.498e-03 -1.283e-04
-1.514e-03 -1.348e-04
-1.531e-03 -1.412e-04
-1.548e-03 -1.477e-04
-1.564e-03 padiend
-1.581e-03 loasind
-1.598¢-03 edeend
-1.614e-03 1siiend
-1.631e-03 1idend
-1.648e-03 S
-1.664e-03 1es3end
-1.681e-03 1aglens
-1.698e-03 :
E =1900MPa E =2800MPa
U, uz U, u2
N N -3.832e-05
2asgene -4.209e-05
6.391e-05
) . -4.586e-05
6.851e-05
) ) -4.962e-05
7.310e-05
. - -5.339e-05
7.770e-05
. . -5.716e-05
8.230e-05
) - -6.092e-05
8.689e-05
_ ) -6.469e-05
9.149e-05
. . -6.346e-05
9.608e-05
) - -7.222e-05
1.007e-04
_ ) -7.599e-05
1.053e-04
. . -7.976e-05
1.099e-04 26205
-1.145¢-04 -8.352e
Coupe suivant z (0.5L)
E =100MPa E =1000MPa
U, u2 U u2
-1.498e-03 -1.219e-04
-1.514e-03 -1.283e-04
-1.531e-03 -1.348e-04
-1.548e-03 -1.412e-04
-1.564e-03 -1.477e-04
-1.581e-03 -1.541e-04
-1.598e-03 -1,605e-04
-1.614e-03 -1,670e-04
-1.631e-03 -1.734e-04
-1.648e-03 -1.799e-04
-1.664e-03 -1.863e-04
-1.681e-03 -1.927e-04
-1.698e-03 -1.992e-04
E =1900MPa E =2800MPa
U, u2 U U2
-5.932e-05 -3.832¢-05
-6.391e-05 -4.209e-05
-6.851e-05 -4,586e-0S
-7.310e-05 -4.962e-0S
-7.770e-05 -5.339e-0S
-8.230e-05 -5.716e-0S
-5.689e-05 -6.092e-05
-9.149e-05 -6.469e-05
-9.608e-05 -6.846e-05
-1.007e-04 -7.222e-0S
-1.053e-04 -7.599¢-05
-1.099e-04 -7.976e-05
-1.145e-04 -8,352e-05

Coupe suivant x (0.5b)

Figure 3.15: déformé de la fondation aux différentes positions de la 3D pour les différentes valeurs
deE
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Remarque :

D’apres les figures 3.10 a 3.13, on constate que le tassement de la fondation
donnée par la modélisation bidimensionnelle a été uniforme selon la longueur
Comme conséquence, il n’y a pas une flexion suivant 'axe z, une option ABAQUS
nous a permis de montrer le comportement de la fondation sur toute sa longueur
pour le cas de la modélisation en déformation plane.

u,uz2
+6.047e-07
-2.443e-06
-5.490e-06
-8.537e-06
-1.158e-05
-1.463e-05
-1,.768e-0S
-2.073e-05
-2,377e-0S
-2.682e-05
-2.987e-0S
-3.292e-05
-3.596e-05

Figure 3.16: déformé de la fondation pour le cas de la modélisation en déformation plane

Les valeurs du déplacement uz obtenues au milieu de la fondation (nx3) pour les
différentes valeurs du module de Young sont représentées sous forme d’un histo-
gramme afin de bien illustrer 'influence de module de Young sur le tassement de la
fondation
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0,0018
£ 0,0016
0,0014 -
0,0012 -
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0,0008 -
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0 m

moL

mO0,25L

mo,5L

déplacement u2 (

m2D

100 1000 1900 2800
module de Young (E)

Figure 3.17: déplacement u; en fonction de module d’Young
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On remarque a partir de la figure 3.17 :

e les déplacements sont importants pour un sol de faible rigidité
(E=100MPa), et la valeur maximale des déplacements est donné par la
modélisation bidimensionnelle.

e Les écarts des valeurs du déplacement entre le bidimensionnel et le
tridimensionnel dans le sol rigide sont faibles par rapport a ceux obtenus
pour le cas d’un sol souple.

e dans le sol rigide on voit la convergence des résultats obtenus par la
modélisation bidimensionnelle et ceux obtenus par la modélisation tridim-
ensionnelle au niveau de 0.5L.

» chargement sinusoidal F=Q sin(t)

Dans le but de tester I'influence de la variation de la charge sur le tassement de la
fondation en plus de poids propre de la fondation, un chargement sous forme
d’une fonction sinusoide est appliqué sur la surface supérieure de la fondation. La
fonction choisie est sous la forme F=Q sin(t), pour une période qui varie de Os a t=
20s avec un pas de temps 0.1s, et une magnitude Q=500KPa, pour mieux illustrée

la variation de chargement considéré en fonction de temps on représente la figure

ci-dessous

a00 |\ A A /
gl \ [\ [\ ]
- R W A W B
g,_zoo 0 5 ‘o / 15 20 25
PUERVERVERY.

\V/ \V \/

temp (s)

Figure 3.18: chargement en fonction de temps

La encore, nous réalisons deux cas de modélisation bi et tridimensionnelle, pour
différentes variantes du module de Young, avec les différentes positions suivant z
(OL, 0.25L, 0.5L), les valeurs de déplacement vertical (uz) au niveau du nceud (nx3)
sont représentées dans les figures suivantes.
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Pour cette application on adaptera deux step, dans le premier on considere
uniquement le poids propre de la semelle pendant une période de 1 seconde
(t=1s), puis on affecte le deuxiéme step dans lequel on applique le chargement
représenter par la figure (3.18) au niveau de la surface de la fondation.

E 10,001 A A A

ERyo S L W A W A

.‘g 0 I \ I \ I \ z=0L
£ _0,0005 © s \ 10 \is| % 25 2=0.25L
é -0,001 )VI \VI \VI \\ z=0.5L
§ 00015 ‘

Incrément

Figure 3.19: déplacement u; en fonction du chargement pour E=100MPa
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E
= 0,0001 A A A
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()]
g J A 2=0.25L
£ 000005 © 5 1 15 25
g k 2=0.5L
@ -0,0001
S ——2D
s -0,00015
O ’ ‘
o

w00z Y | |

-0,00025

Incrément

Figure 3.20: déplacement u; en fonction du chargement pour E=1000MPa
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Figure 3.21:déplacement u; en fonction du chargement pour E=1900MPa
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Figure 3.22: déplacement u; en fonction du chargement pour E=2800MPa

Ici, la comparaison entre les résultats de « 2D » et de « 3D » montrent que la varia-
tion de chargement n’influence pas sur les résultats de déplacement pour les deux
cas de modélisation par rapport aux résultats retrouveés pour le cas de la charge
constante. Car le bidimensionnel représente la 3D a (z=0.5L), ce qui confirme les
résultats trouvés dans le cas d’application d’'un chargement constant.

3.2.3 Etude des contraintes

Dans tout programme d’éléments finis, les contraintes sont déterminées élément
par élément selon la relation contraintes-déformations-déplacements (o, €, u)
apres résolution du systéme algébrique.

Pour notre cas on a choisi le critere de Von Mises qui s’écrit sous forme :
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1
Oy M= E\/(@ — 03)? + (0, — 03)% + (03 — 07)? (3.1)

Noun nous intéressons dans cette présente étude au champ des contraintes, en
quelques endroits de la fondation comme indiquer sur la figure 3.5, pour les
différentes valeurs de module d’élasticité (E).

On reporte les valeurs des contraintes de Von Mises les plus défavorables pour les
deux cas de simulation dans le tableau ci-apres (les valeurs sont données en KPa).

Tableau 3.5 : contraintes dans la fondation aux différents nceuds de la largeur suivant les
différentes positions de la longueur de 3D et 2D pour les quatre variantes de (E)

E=100 MPa E=1000 MPa
position Nx1 Ny2 Ny3 Nx1 Ny2 Ny3
2D 241,09 378,95 590,36 207,0.2 318,52 504,43
z=0L 593,80 617,23 887,36 397,63 453,75 659,05
z=0.25L 419,67 411,92 545,78 243,20 306,41 467,57
Z=0.5L 510,53 471,29 578,47 258,73 315,84 480,57
E=1900 MPa E=2800 MPa
2D 186,81 280,42 446,75 173,32 254,80 405,51
z=0L 332,10 393,78 571,00 294,44 358,87 516,82
z=0.25L 205,33 271,02 420,01 185,23 247,43 384,13
z=0.5L 214,12 278,85 432,77 192,03 254,29 395,60

D’apres les résultats obtenus, par le logiciel ABAQUS, on remarque la diminution
des valeurs de contraintes avec 'augmentation de la valeur du module de Young
(E), et les valeurs obtenues par la modélisation tridimensionnelle sont plus
importantes que celles données par la modélisation bidimensionnelle.

En outre, a chaque fois qu’on s’éloigne de I'extrémité vers le milieu (de nx1 vers nx3)
suivant la largeur en voit I'augmentation des contraintes due a la réaction de la
semelle a l'effort appliqué a ce niveau. On remarque aussi, la convergence des
valeurs des contraintes obtenues pour le cas bidimensionnel vers celles obtenues
dans le cas tridimensionnel au niveau de 0.5L.
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Le tableau ci-apres reporte les valeurs des contraintes aux différents nceuds
suivant la longueur pour les deux cas de simulation :

Tableau 3.6 : contraintes dans la fondation aux différents nceuds de la longueur suivant les
différentes positions de la largeur pour les quatre variantes de (E)

E=100 MPa E=1000 MPa
position Nz1 Nz nz3 Nz1 nz nz3
x=0b 593,80 419,67 510,53 397,63 243,20 258,73

x=0.25b 617,23 411,92 471,29 453,75 306,41 315,84

x=0.5b 887,36 445,78 578,47 659,05 467,57 480,57
E=1900 MPa E=2800 MPa
x=0b 332,10 205,33 214,12 294,44 185,23 192,03

x=0.25b 393,78 271,02 278,85 358,87 247,43 254,29

x=0.5b 571,00 420,01 432,77 516,82 384,13 395,60

En voit bien d’apres ce tableau que la concentration des contraintes est obtenue
au niveau des extrémités n;1 selon la longueur, et la diminution des valeurs des
contraintes avec I'augmentation de la rigidité de sol.

Les figures ci-aprés montrent la distribution des contraintes dans la semelle filante
pour les différentes valeurs du module de Young, et les deux cas de modélisation,
on remarque que les contraintes sont concentrées aux extrémités de la semelle et
plus précisément au nceud de controle ny3. (Les valeurs des contraintes sont
données en KPa)
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S, Mises

(Avg: 759)
+8,965e+02
+8.253e+02
+7.542e+02
+6.830e+02
+6.119e+02
+5.407e+02
+4.696e+02
+3.985e+02
+3.273e+02
+2,562e+02
+1.850e+02
+1.139e+02
+4,.274e+01

S, Mises

(Avg: 759%)
+5.768e+02
+5.298e+02
+4.828e+02
+4.35%+02
+3.88%e+02
+3.419e+02
+2,950e+02
+2.480e+02
+2.010e+02
+1.540e+02
+1.071e+02
+6.011e+01
+1.314e+01

S, Mises

(Avg: 759%)
+5.456e+02
+5.017e+02
+4.578e+02
+4.139e+02
+3.700e+02
+3.262e+02
+2.823e+02
+2.384e+02
+1.945e+02
+1.506e+02
+1.067e+02
+6.282e+01
+1.893e+01

S, Mises

(Avg: 759%)
+4,963e+02
+4,552e+02
+4.141e+02
+3.730e+02
+3.318e+02
+2,907e+02
+2,496e+02
+2.085e+02
+1.674e+02
+1.262e+02
+8.511e+01
+4,399e+01
+2.870e+00

E=100 MPa

E=1900 MPa

E=1000 MPa

S, Mises

(Avg: 75%)
+6.656e+02
+6.118e+02
+5.579e+02
+5.040e+02
+4,502e+02
+3,963e+02
+3.424e+02
+2,886e+02
+2,347e+02
+1.809e+02
+1.270e+02
+7.314e+01
+1.928e+01

E=2800 MPa

S, Mises

(Avg: 75%)
+5.461e+02
+5.014e+02
+4.567e+02
+4.121e+02
+3.674e+02
+3.227e+02
+2,780e+02
+2,333e+02
+1.886e+02
+1.440e+02
+9.927e+01
+5.459e+01
+9.906e+00

(a) Modéele 3D

E=100 MPa

E=1900 MPa

E=1000 MPa

S, Mises

(Avg: 759%)
+4,992e+02
+4.581e+02
+4.170e+02
+3.759%e+02
+3.348e+02
+2,937e+02
+2.527e+02
+2.116e+02
+1.70Se+02
+1.294e+02
+8.827e+01
+4,717e+01
+6.076e+00

S, Mises

(Avg: 759)
+4,943e+02
+4,532e+02
+4.121e+02
+3.710e+02
+3.299e+02
+2,888e+02
+2,477e+02
+2.066e+02
+1.655e+02
+1.244e+02
+8.327e+01
+4.217e+01
+1.071e+00

(a) Modele 2D

E=2800 MPa

Figure 3.23: Distributions des contraintes pour les déférentes valeurs de (E) dans les deux cas de
modélisation
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E=100 MPa E=1000 MPa
S, Mises S, Mises
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+6.011e+01 +5.459e+01
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Coupes suivant x (0.5b)

Figure 3.24: Distributions des contraintes pour les déférentes valeurs de (E) et aux différentes
positions de la 3D
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Pour mieux illustrées le champ de concentration des contraintes au nceud (nx3),
on consigne les valeurs maximal des contraintes sous forme d'un histogramme

1000
900
800 -
700 -
600 -
500 -
400 -
300 -
200 -
100 -

O .

mz=0L

mz=0,25L

contrainte (KPa)

z=0,5L
m2D

100 1000 1900 2800
module de Young (E)

Figure 3.25:1'évolution des contraintes pour les différentes valeurs de E

D’apres cette figure on remarque :

e La concentration des contraintes sont a I'extrémité de la fondation (z=0L)
quel que soit la valeur du module de Young

e Les valeurs maximales des contraintes données par la modélisation
bidimensionnelle et tridimensionnelle se trouve dans le sol de faible rigidité
(E=100MPa)

e La Convergence des résultats obtenus par la modélisation bidimensionnelle
vers ceux obtenus par la modélisation tridimensionnelle a (z=0.5L)

e Les écarts des valeurs de contraintes entre le bidimensionnel et le
tridimensionnel a z=0L diminuent avec I'laugmentation de la rigidité de sol.

e Les écarts des valeurs de contraintes entre le bidimensionnel et le
tridimensionnel dans le sol souple sont remarquables.

3.3 Application pour le cas d’'un tunnel

Dans cette partie, on s’intéressera a 1’étude des concentrations de contraintes et
des déplacements dans une vofite d'un tunnel encastré a sa base.
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3.3.1 Systeme étudié

Pour la modélisation du tunnel on adoptera des éléments linéaires triangulaires
avec deux degrés de liberté pour le cas bidimensionnel, et des éléments tétraéd-
riques avec trois degrés de liberté dans le cas de modélisation tridimensionnelle

La géométrie du tunnel, le maillage correspondant sont définis dans les figures

(3.26 a 3.29), les caractéristiques géométriques et mécaniques sont définis dans le
tableau (3.7).

e —

Figure 3.26: géométrie du modéle (3D)

Figure 3.27: maillage correspond au modéle (3D)
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Q (KN /m)

IR AR 2R R AR AR

H
v
< B >
Figure 3.28 : géométrie du modele (2D)
Figure 3.29: maillage correspond au modele (2D)
Tableau 3.7: Caractéristiques mécanique et géométrique du systéme
D H L B E Q
v
(m) (m) (m) (m) (MPa) (KN/m?)
8 9 180 18 2800 0.4 500

Avec:
D: le diametre de la voiite
H: lahauteur totale du tunnel

L: lalongueur du tunnel
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B: lalargeur du tunnel

3.3.2 Etude du déplacement

On s’intéresse a la volte d’un tunnel, et on suit I'évolution des déplacements pour
les deux cas de modélisation (2D) et (3D), la déformé du tunnel et Les

déplacements obtenus par le logiciel ABAQUS se résume aux graphiques suivants.

u, uz
+0.000e+00
-2.455e-04
-4.909e-04
-7.364e-04
-9.818e-04
-1.227e-03
-1.473e-03
-1.718e-03
-1.964e-03
-2.209e-03
-2.455e-03
-2.700e-03
-2.945e-03

Modéle (3D)

u,uz
+0.000e+00
-1.605e-04
-3.211e-04
-4.816e-04
-6.421e-04
-8.026e-04
-9.632e-04
-1.124e-03
-1.284e-03
-1.445e-03
-1.605e-03
-1.766e-03
-1.926e-03

Modele (2D)

Figure 3.30: déformé de la volite du tunnel en 3D et 2D
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U, uz
+0.000e+00
-2.455e-04
-4.909e-04
-7.364e-04
-9.818e-04
-1.227e-03
-1473e-03
-1.718e-03
-1.964e-03
-2.209e-03
-2.455e-03
-2.700e-03
-2.945e-03

Coupe suivant z (0.25L)

u, vz
+0.000e+00
-2.455e-04
-4.909e-04
-7.364e-04
-9.818e-04
-1.227e-03
-1.473e-03
-1.718e-03
-1.964e-03
-2.209e-03
-2.455e-03
-2.700e-03
-2.945e-03

Coupe suivant z (0.5L)

u, uz
+0.000e+00
-2.455e-04
-4.909e-04
-7.364e-04
-9.818e-04
-1.227e-03
-1.473e-03
-1.718e-03
-1.964e-03
-2.209e-03
-2.455e-03
-2.700e-03
-2.945e-03

Coupe suivant x (0.5L)

Figure 3.31: différentes coupes de la déformé de la volite du tunnel en 3D
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Une premiere analyse de la déformé de la figure (3.31) met en évidence un
déplacement supérieur pour le cas tridimensionnel (2.945 mm) par rapport a celui
obtenu par la modélisation bidimensionnelle (1.926 mm).

Afin de mieux apprécier l'évolution des déplacements pour les différentes
positions de la voite (0L, 0.25L, 0.5L) en 3D et en 2D, on reporte les résultats sur
la figure (Fig 3.32) avec la comparaison entre les deux cas de modélisation.

\N /)

€ 05
£
® -1
£ 2D
()]
215 0,5l
g \\/ / 0,251
Q.
$ 25

’ \_/

_3 -

voute

Figure 3.32: déplacement vertical de la voiite du tunnel pour les deux cas (2D) et (3D)

On voit bien d’apres la figure (3.32) que le déplacement vertical (uz) obtenu dans
la partie supérieure de la volite au point (1) est tres important a cause de la
concentration des charges, et La partie inferieur de la volite aux points (2 et 3)
nous donne des déplacements nuls a cause de I'encastrement.

On remarque aussi que les déplacements sont amplifiés au niveau des fronts de
taille (z=0 L) lorsqu’a ce niveau il n’y a pas de blocage des déplacements suivant z
(les extrémités sont libres). A chaque fois qu’on s’éloigne de cette position vers le
milieu (0.25L, 0.5L) les déplacements diminuent progressivement.

Afin de comparer les résultats de déplacement obtenus par la modélisation
bidimensionnelle par rapport a ceux des déplacements obtenus avec la modé-
lisation tridimensionnelle aux différentes positions, on présente sur la figure
(3.33) le déplacement vertical (uz) au niveau du nceud (n1).
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0,003

0,0025

0,002

0,0015

0,001

Déplacement vertical (m)

0,0005

2D 0,5L 0,25L oL

Figure 3.33: déplacement vertical a la téte de la votte pour les différentes positions de la 3D et
celle de 2D

On constate, d’apres la figure, que la valeur du déplacement donnée par le modele
2D est tres proche de celle donnée par le modele 3D au niveau de (0.5L).

La figure ci- dessus montre bien le déplacement de la volite au nceud (1) suivant sa
longueur pour les deux cas de modélisations.

N
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w
/

1
w

longueur (L)

Figure 3.34: déplacement vertical au point (1) suivant la longueur pour les deux cas (2D et (3D)

A partir des informations fournies par les deux modeles qui sont représentés dans
la figure (3.34) on constate que les déplacements au point (1) sont constants sur
toute la longueur du tunnel pour le cas bidimensionnel, cette valeur est
sensiblement la méme que pour le cas 3D au niveau de (0.51).
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3.3.3 Etude des contraintes

Nous nous intéressons ensuite a I’évolution des contraintes pour les deux cas de
simulation, la concentration de la contrainte est localisé a la partie inférieure de la
volite au niveau de I’encastrement, les figures ci-aprés montrent bien la répartition
des contrainte. (Les valeurs de contrainte sont données en KPa)

S, Mises

(Avg: 75%)
+2.663e+03
+2.448e+03
+2.234e+03
+2.019e+03
+1.805e+03
+1.590e+03
+1.376e+03
+1.161e+03
+9.465e+02
+7.320e+02
+5.174e+02
+3.029e+02
+8.840e+01

Modele (3D)

S, Mises

(Ava: 75%)
+1.257e+03
+1.164e+03
+1.071e+03
+9.781e+02
+8.852e+02
+7.924e+02
+6.995e+02
+6.066e+02
+5.137e+02
+4.208e+02
+3.279e+02
+2.350e+02
+1.421e+02

Modele (2D)

Figure 3.35: distribution des contraintes dans la vo{ite du tunnel en 3D et 2D
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S, Mises

(Avg: 75%)
+2.663e+03
+2.448e+03
+2.234e+03
+2.019e+03
+1.805e+03
+1.590e+03
+1.376e+03
+1.161e+03
+9.465e+02
+7.320e+02
+5.174e+02
+3.029e+02
+8.840e+01

Coupe suivant z (0.25L)

S, Mises

(Avag: 75%)
+2.663e+03
+2.448e+03
+2.234e+03
+2.019e+03
+1.805e+03
+1.590e+03
+1.376e+03
+1.161e+03
+9.465e+02
+7.320e+02
+5.174e+02
+3.02%e+02
+8.840e+01

Coupe suivant z (0.5L)

S, Mises

(Avg: 75%)
+2.663e+03
+2.448e+03
+2.234e+03
+2.019e+03
+1.805e+03
+1.590e+03
+1.376e+03
+1.161e+03
+9.465e+02
+7.320e+02
+5.174e+02
+3.029e+02
+8.840e+01

Coupe suivant x (0.5b)

Figure 3.36: distribution des contraintes dans la voite aux différentes positions de la 3D

56



Chapitre 3 Application au cas statique

Une fois de plus le champ de concentration des contraintes maximales sont donné
par la modélisation tridimensionnelle. Pour mieux apprissiez la concentration des
contraintes, on consigne les valeurs des contraintes aux points (2) sous forme d’un
histogramme.

2500

2000

1500

1000

Contrainte (KPa)

500

oL 0,25L 0,5L 2D

Figure 3.37: distribution des contraintes dans la voiite du tunnel pour les différentes positions de
la3D et 2D

On voit que les résultats des contraintes obtenus par la modélisation tridimen-
sionnelle a (z=0.5L) sont proches de ceux obtenus par la modélisation bidimensio-
nnelle, et au niveau de z=0L les valeurs des contraintes sont plus grandes par
rapport a celles obtenues pour z=0,25L et z=0,5L aussi que le modele 2D.

3.4 Conclusion

La comparaison des résultats obtenus pour les différentes valeurs de E, permet de
constater 'effet du module de Young sur le tassement de la fondation, les résultats
des déplacements dans le sol rigide sont nettement réduits ce qui implique une
diminution de la fleche.

La comparaison entre les deux cas de simulation 2D et 3D permet de constater que
les résultats obtenus par la modélisation en déformation plane tendent toujours
vers le milieu de la 3D.
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L’étude tridimensionnelle de la fondation a montré I'effet de la longueur sur les
valeurs de déplacement, et le comportement de la fondation pour le cas

tridimensionnel par apport au modele réduit (2D).
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CHAPITRE 4

APPLICATION AU CAS DYNAMIQUE

4.1 Introduction

Ce présent chapitre est consacré a la présentation du comportement dynamique
d’un barrage poids pour les deux cas de simulation (2D et 3D). En premier lieu on
s'intéressera a la détermination des modes propres et les fréquences du barrage
dans le cas des vibrations libres, puis en passe a l’étude de la réponse sismique du
barrage en terme de déplacement, contrainte et déformation.

Dans cette présente étude, on va comparer les résultats obtenus par la modélisa-
tion tridimensionnelle a ceux obtenus par la modélisation bidimensionnelle.

4.2 Présentation de systeme considéré

Dans notre étude, on va s’intéresser au cas du barrage de Pine Flat au Kings River
en Californie USA. Le comportement mécanique du barrage, est supposé linéaire,
élastique et isotrope. Les caractéristiques mécaniques et physiques requises pour
I’étude sont : la masse volumique (p,), le coefficient de poisson (v}) et le module
de Young (Ep).

La monolithe du barrage, de hauteur Hg et de largeur Ac a la créte et Ag a la base,
est discrétisé en N éléments quadrilatéraux isoparamitriques a deux degrés de
liberté par nceud en bidimensionnel. Pour le cas tridimensionnel le barrage est
discrétisé par des éléments hexaédriques avec trois degrés de liberté par nceud.

La géométrie du barrage est montrée sur la figure (4.1) en 3D et le maillage
correspondant sur la figure (4.2). La figure 4.3 montre la géométrie de barrage en
2D et le maillage correspondant est montré sur la figure (4.4). Les dimensions du
barrage sont données dans le tableau 4.1 avec les propriétés mécaniques
constituant la structure du barrage.
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I‘\ AR\H

Figure 4.1: Géométrie du barrage en 3D

Figure 4.2: le maillage correspondant au systeme 3D
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Chapitre 4

Ac

— A ———

Figure 4.3: Géométrie du barrage en 2D

L]

Figure 4.4: le maillage correspondant
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Tableau 4.1 : caractéristiques mécaniques et géométriques du barrage

HB Hc AB Ac LB E P

\Y
(m) (m) (m) (m) (m) (MPa) (t /m?3)
122 18.5 96 9.75 1000 34470 0.2 2.483

4.3 Etude des vibrations libres

A fin de prévoir et de comprendre le comportement dynamique d’une structure
donnée (cas du barrage), on doit connaitre ses parametres modaux : les fréquences

et les modes propres.

La résolution du probleme aux fréquences et modes propres d'un modele
d’éléments finis, correspond aux problémes de valeurs et vecteurs propres d’'un

systéme matriciel.

Le tableau 4.2 montre les résultats de calcul des périodes de vibration en
considérant le barrage vide (sans interaction fluide-structure), pour les deux cas
2D et 3D. Les résultats obtenus pour le cas 2D sont comparés a ce donnés par la

référence [20].

Tableau 4.2 : période (en secondes) du barrage seul

mode 1 2 3 4 5

Référence [20] 0.2595 0.1293 0.0926 0.0737 0.0491
Abaqus 2D 0.2595 0.1315 0.0919 0.0747 0.0499
Abaqus 3D 0.2578 0.2533 0.2460 0.2362 0.2245

On note dans ce tableau, que les périodes propres obtenues par le logiciel (Abaqus)
sont proches de celles obtenues par la référence [20].

D’autre part, on peut remarquer que les périodes obtenues par la modélisation
tridimensionnelle sont plus grandes que celles obtenues par la modélisation
bidimensionnelle a partir du deuxiéme mode.

Par ailleurs, I'écart entre les périodes propres obtenues pour les défirent modes de
la 3D est tres petit.

En outre, pour une comparaison de plus, les trois premiers modes propres de
vibration du barrage sont représentés dans les figures 4.5 et 4.6, la figure 4.5
montre les modes obtenus pour le cas bidimensionnel, et la figure 4.6 ceux obtenus
pour le cas tridimensionnel.
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ODB: 2DSTATIQUE.odb  Abaqus/Standard 6.10-1  Sat Jun 02 19:43:08 Paris, Madrid 2012

Step: Step-1

Mode 1: Value = 586.15 Freq= 3.8532 (cycles/time)
Primary Var: U, Magnitude

Deformed Var: U Deformation Scale Factor: +1.220e+01

ODB: 2DSTATIQUE.odb  Abaqus/Standard 6.10-1 Sat Jun 02 19:43:08 Paris, Madrid 2012

Step: Step-1

Mode 2: Value = 2282.0 Freq= 7.6028 (cycles/time)
Primary Var: U, Magnitude

Deformed Yar: U Deformation Scale Factor: +1.220e+01

ODB: 2DSTATIQUE.odb  Abaqus/Standard 6.10-1  Sat Jun 02 19:43:08 Paris, Madrid 2012

Step: Step-1 .
Mode 3: Value = 4668.1 Freq= 10.874 (cycles/time)

Primary Yar: U, Magnitude
Deformed War: U Deformation Scale Factor: +1.220e+01

Figure 4.5: modes de déformation Abaqus (2D)
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ODB: 3DS.0odb Abaqus/Standard 6.10-1 Sat Jun 02 21:46:39 Paris, Madrid 2012

Step: Step-1

Mode 1: Value = 593.65 Freq= 3.8778 (cycles/time)
Primary Var: U, Ul

Deformed Var: U Deformation Scale Factor: +1.000e+02

ODB: 3DS.odb Abaqus/Standard 6.10-1 Sat Jun 02 21:46:39 Paris, Madrid 2012

Step: Step-1

Mode 2: Value = 614,91 Freq= 3.9466 (cycles/time)
Primary Var: U, U1

Deformed Var: U Deformation Scale Factor: +1.000e+02

ODB: 3DS.0db Abaqus/Standard 6.10-1 Sat Jun 02 21:46:39 Paris, Madrid 2012
Step: Step-1
Mode 3: Value = 652.03 Freq= 4.0640 (cycles/time)

Primary Var: U, Ul
Deformed Var: U Deformation Scale Factor: +1.000e+02

Figure 4.6: modes de déformation Abaqus (3D)
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4.4 Etude de la réponse sismique

La prévision du comportement dynamique des structures de grandes dimension,
telles que les barrages, est équivalente a I'analyse sismique.

4.4.1 L’excitation dynamique considérée

L’excitation dynamique considérée dans cette étude, est I'enregistrement
accélérométrique des composantes horizontales du séisme de I'Impérial Valley du
18 mai enregistré a la station d’EL-Centro. La figure 4.6, représente les dix
premieres secondes de cet accélérogramme, celles les plus critiques.

40

\ \ \
30 I amax=34.17cm/s2 & t=2.14s

. | n

LI Y A LA
» T LT
% AN TN :

-30

accélération (cm/s)
N
o o
—

Temps (s)

Figure 4.7: Accélération sismique du séisme de I'Impérial Valley d’El-Centro
4.5 Résultats et interprétation

4.5.1 Influence de l'accélérogramme sur les déplacements au
niveau de la créte du barrage

L’histoire temporelle des déplacements, vitesses et accélérations de chaque degré
de liberté de la structure du barrage est donné par la solution de I'’équation du
mouvement donné par I'expression (2.54). La réponse en déplacements obtenue
par le logiciel ABAQUS a la créte du barrage est représentée sur les figures
suivantes pour les deux cas de modélisation bi et tridimensionnelles.

Les solutions sont calculées en fixant le taux d’amortissement critique du béton a
5%.
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0.03

0.02 A

Tl
IR 1R
v \

L AT A 8 p st AL
IR il A e 1A

Déplacement (m)

-0.02

-0.03

’U
< Umax=-0.037m a t=2.55sec
L L

-0.04
0 2 4 6 8 10

temps (s)

Figure 4.8: Déplacements relatifs horizontaux en créte du barrage de Pine Flat au niveau 0.25L
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Figure 4.9: Déplacements relatifs horizontaux en créte du barrage de Pine Flat au niveau 0.5L
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Figure 4.10: Déplacements relatifs horizontaux en créte du barrage de Pine Flat pour 2D

Tout en se basant sur ces figures, on peut conclure que, les courbes suivent la
méme allure et les pics des déplacements en valeurs absolue obtenus par la
modélisation bidimensionnelle sont proches de celles obtenues avec la modélisa-
tion tridimensionnelle, et la valeur maximale des déplacements produite au méme
instant (t=2.55 sec).
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On résume dans la figure 4.11, les valeurs maximales des déplacements
horizontaux en créte du barrage pour les deux cas de simulations a l'instant t =
2.55 sec.

0,037

0,037

0,036

0,035
0,034 0,033

0,033 0,032

0,032
0,031

déplacement horizontal (m)

0,03

0,029
0,25L 0,5L 2D

Figure 4.11: Déplacement horizontal en créte de barrage a I'instant t=2.55s pour les défirent
positions en 3D et 2D

On voit, d’apres la figure 4.11, le rapprochement des résultats donnés par le
modele 2D a ceux de la 3D au niveau de 0.5L. Et que le déplacement du modele 3D
au niveau de 0.25L est plus grand que le déplacement a 0.5L ainsi que le modeéle
2D.

La variation des déplacements en fonction de la distance horizontale (la longueur)
a la créte du barrage pour les deux approches (2D et 3D), est bien montrée sur la
figure suivante.

0,005

; /i
0,005 0,2 04 0,6 0,8 1

0,01 \ /
-0 (;15 \ /
-;),02 \ / —3D

-0,025 \ / 2D
' \ /

-0,03 \ 7

Déplacement horizontal

-0,04
-0,045

Longueur

Figure 4.12: Déplacement horizontal suivant la longueur en créte de barrage a t=2.55s pour les
deux cas (2D et 3D)
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La figure 4.12 montre que le comportement en terme de déplacement horizontal
relatif a la créte du barrage donné par le modele réduit 2D est uniforme sur toute
sa longueur, ce qu’est le cas contraire pour le modele 3D. En terme comparatif le

2D représente la 3D au niveau du milieu.

La variation des déplacements en fonction de la distance verticale (la hauteur du

barrage) a t=2.55sec, sont illustrés dans la figure ci-dessous.

0,25L

0.5L
2D

0,8

Lahauteur

04

0,2
NG

0

z000
t00°0
9000
8000
100
r10'0

100

déplacement vertical (m)

Figure 4.13: Déplacement vertical suivant la hauteur a t=2.55s pour les deux cas (2D et 3D)

D’prés la figure 4.13 on remarque, que les déplacements verticaux dans le cas
bidimensionnel sont un peut proches de ceux obtenus par la 3D au niveau de 0.5L,

et la valeur maximale donnée a la créte du barrage.

En outre, les amplifications importantes dans la réponse temporelle obtenue par
les deux modeles a la créte du barrage, montrent l'influence de la rigidité sur les

déplacements du barrage.

4.5.2 Etude des contraintes

Pour voir la distribution des contraintes dans le barrage sous I'effet de 1'accéléro-
gramme d’El-Centro a l'instant t=2.55sec pour les deux cas de simulations (2D et

3D), on présente les résultats dans les figures ci-apres.
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S, Mises
(Avg: 75%)
+5.582e+03

+4.937e+02
+3.117e+01
Max: +5.582e+03
Elem: PART-3D-1.252
Node: 38
Min: +3.117e+01
Elem: PART-3D-1.26380
Node: 28284

Y ODB: 3Dyna.odb Abaqus/Standard 6.10-1  Sun Jun 03 12:01:45 GMT+02:00 2012

Lz Step: Step-1
X Increment S510: Step Time = 2.550

Primary Var: S, Mises
Deformed War: U Deformation Scale Factor: +3.073e+02

Modéle 3D

S, Mises

(Avg: 75%)
+4.446e+03
+4.077e+03
+3.709e+03
+3.340e+03
+2.971e+03
+2.602e+03
+2.234e+03
+1.865e+03
+1.496e+03
+1.127e+03
+7.584e+02
+3.896e+02
+2.085e+01

Max: +4.446e+03
Elem: PART-2D-1.16
Node: 2

Min: +2.085e+01

Elem: PART-2D-1417
Node: 6

g ODB: Job-2D.odb  Abaqus/Standard 6.10-1 Mon Jun 04 03:21:54 GMT+02:00 2012

t Step: Step-1
= X Increment 510: Step Time =  2.550

Primary Yar: S, Mises
Deformed Yar: U Deformation Scale Factor: +3.591e+02

Modele 2D

Figure 4.14: contrainte dans le barrage sous I'effet d’accélérogramme d’El-Centro a I'instant
t=2.55sec pour les deux cas (2D et 3D)
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S, Mises

(Avg: 75%)
+5.582e+03
+5.119e+03
+4.657e+03
+4.194e+03
+3.732e+03
+3.269e+03
+2.807e+03
+2.344e+03
+1.881e+03
+1.419e+03
+9.563e+02
+4.937e+02
+3.117e+01

Max: +5.582e+03
Elem: PART-3D-1.252
Node: 38

Min: +3.117e+01
Elem: PART-3D-1.26380
Node: 28284

b4 ODB: 3Dyna.odb Abaqus/Standard 6.10-1 Sun Jun 03 12:01:45 GMT+02:00 2012

t Step: Step-1
» X Increment 510: Step Time = 2.550

Primary Var: S, Mises )
Deformed Var: U Deformation Scale Factor: +3.073e+02

Coupe suivant z (0.25L)

S, Mises

(Avg: 75%)
+5.582e+03
+5.119e+03
+4.657e+03
+4.194e+03
+3.732e+03
+3.269e+03
+2.807e+03
+2.344e+03
+1.881e+03
+1.419e+03
+9.563e+02
+4.937e+02
+3.117e+01

Max: +5.582e+03
Elem: PART-3D-1.252
Node: 38

Min: +3.117e+01

Elem: PART-3D-1.26380
Node: 28284

Y ODB: 3Dyna.odb  Abaqus/Standard 6.10-1  Sun Jun 03 12:01:45 GMT+02:00 2012

Increment
Primary Var: S, Mises .
Deformed Var: U Deformation Scale Factor: +3.073e+02

t Step: Step-1
- X 510: Step Time =  2.550

Coupe suivant z (0.5L)

Figure 4.15: différentes coupes de la 3D

Qualitativement, les deux champs ont des allures tres proches, mais on constate
que le champ 3D représente une forte concentration de contrainte au niveau de
(0.25L, et 0.5L) par rapport aux extrémités (OL), la ou la réaction de barrage a
I'effort sismique est trés importante. Pour effectuer une comparaison plus précise,
on reporte les valeurs des contraintes pour les différentes positions du barrage sur
la figure 4.16.
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6000 5297,35

5000 4455,87 4347,71

4000

3000

1659,01
2000

Contrainte (KPa)

1000

oL 0,25L 0,5L 2D

Figure 4.16: contrainte dans le barrage pour les différentes positions de 3D et 2D

On voit sur la figure 4.16, I'importance des contraintes dans les zones lois des
extrémités (0.25L, 0.5L). Cette figure montre aussi que les résultats donnés par le
modele bidimensionnel sont presque les mémes avec ceux calculés par la 3D a

0.5L. Eta 0.25L le 3D présente des contraintes plus importantes par rapport au cas
2D.

4.5.3 Les déformées du barrage

Nous nous s’intéressons maintenant a la déformé du barrage, calculable par les
deux approches (2D et 3D). Les figures ci-dessous représentent une carte de cette
quantité obtenue, en 3D pour les différentes positions et en 2D.
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E, Max. Principal
(Avg: 75%)

+1.123e-05
+1.945e-07

Max: +1.326e-04
Elem: PART-3D-1.40772
Node: 45861

Min: +1.945e-07
Elem: PART-3D-1.18901
Node: 22625

Y ODB: 3Dyna.odb Abaqus/Standard 6.10-1 Sun Jun 03 12:01:45 GMT+02:00 2012

| Step: Step-1
z X Increment 510: Step Time =  2.550

Primary Var: E, Max. Principal
Deformed Var: U Deformation Scale Factor: +3.073e+02

Modele (3D)

E, Max. In-Plane Principal

(Avg: 75%)
+1.179e-04
+1.081e-04
+9.833e-05
+8.856e-05
+7.878e-05
+6.900e-05
+5.922e-05
+4.944e-05
+3.966e-05
+2.989e-05
+2.011e-05
+1.033e-05
+5.502e-07

Max: +1.179e-04
Elemn: PART-2D-1.1
Node: 76

Min: +5.502e-07
Elem: PART-2D-1.417
Node: 6

Y ODB: Job-2D.0odb  Abaqus/Standard 6.10-1 Mon Jun 04 03:21:54 GMT+02:00 2012

I Step: Step-1
» X Increment S10: Step Time = 2.550

Primary Yar: E, Max. In-Plane Principal
Deformed Yar: U Deformation Scale Factor: +3.591e+02

Modéle (2D)

Figure 4.17: déformée du barrage sous l'effet d’accélérogramme d’El-Centro a l'instant t=2.55s
pour les deux cas (2D et 3D)
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E, Max. Principal

(Avg: 75%)
+1.326e-04
+1.215e-04
+1.10Se-04
+9.948e-05
+8.845e-05
+7.742e-05
+6.639e-05
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+4.432e-05
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+2.226e-05
+1.123e-05
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Max: +1.326e-04

MNode: 45861
Min: +1.945e-07

Node: 22625

Elem: PART-3D-1.40772

Elem: PART-3D-1.18901

Y

..

ODB: 3Dyna.odb Abaqus/Standard 6.10-1 Sun Jun 03 12:01:45 GMT+02:00 2012

Step: Step-1

Increment S10: Step Time =  2.550

Primary Var: E, Max. Principal

Deformed Yar: U Deformation Scale Factor: +3.073e+02

Coupe suivant z (0.25L)

E, Max. Principal

(Avg: 75%)
+1.326e-04
+1.215e-04
+1.105e-04
+9.948e-05
+8.845e-05
+7.742e-05
+6.639e-05
+5.535e-05
+4.432e-05
+3.329e-05
+2.226e-05
+1.123e-05
+1.945e-07

Max: +1.326e-04

Node: 45861
Min: +1.945e-07

Node: 22625

Elem: PART-3D-1.40772

Elem: PART-3D-1.18901

Y

..

ODB: 3Dyna.odb Abaqus/Standard 6.10-1 Sun Jun 03 12:01:45 GMT+02:00 2012

Step: Step-1

Increment S10: Step Time =  2.550

Primary Var: E, Max. Principal

Deformed Var: U Deformation Scale Factor: +3.073e+02

Coupe suivant z (0.5L)

Figure 4.18: contrainte dans le barrage sous I'effet d’accélérogramme d’El-Centro a I'instant

t=2.55s pour les deux cas (2D et 3D)

On voit bien d’apres ces figures que la déformée est importante dans la partie

amont du barrage pour les deux cas de modélisation, et la valeur maximal donnée

par le modéle 3D (1.326.107%), Un peut plus grande de celle trouver par le modele

2D (1.179.107%).

73



Conclusion générale

CONCLUSION GENERALE

Dans ce présent travail, nous avons fait une étude comparative pour deux
approches (2D, et 3D), on a choisi un cadre théorique du type mécanique des
milieux continus en statique et en dynamique. L’étude numérique a été effectuée
par un logiciel d’élément finis ABAQUS.

Les résultats obtenus nous ont permis de conclure pour chaque application :
L’étude statique d’'une semelle filante sur un massif de sol montre que :

v L’augmentation de la rigidité du sol conduit a une diminution de tassement
de la fondation ainsi que la convergence des résultats pour les deux
modeles bidimensionnel et tridimensionnel a 0.5L.

v' La diminution des contraintes avec 'augmentation de la valeur du module
de Young, ménent a la convergence des résultats 2D vers ceux de la 3D au
niveau du milieu de la fondation.

v" Le champ de concentration des contraintes maximales est donné par la
modélisation tridimensionnelle.

L’étude statique de la volite d’'un tunnel en terme de déplacement et contrainte,
nous a conduit a montrer que :

v' A chaque fois qu’on s’éloigne de I'extrémité vers le milieu du tunnel, les
résultats calculés en termes des déplacements et contraintes diminuent,
c’'est la qu'on obtient la convergence des résultats donnés par le 2D avec
ceux de la 3D.

L’étude de comportement dynamique du barrage poids encastré, nous a conduits a
faire les conclusions suivantes :

v La réponse du barrage a I'excitation sismique en terme de déplacement est
trés importante a la créte, et le champ 3D donne des valeurs plus grandes
par apport a celles de 2D
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v' D’autre part, le bidimensionnel représente la 3D au niveau de 0.5L (le
milieu du barrage).

La finalité de notre étude nous conduit a dire que :
e Lecas 2D correspond toujours au milieu du modele.

e Pour le cas de la semelle filante, plus le modele est rigide, plus les résultats
de la 2D converge vers ceux de la 3D.

e Moins l'ouvrage considéré est important plus les résultats de la 2D
convergent vers ceux de la 3D.

En vu de ces résultats obtenus, on peut dire que le calcule 2D est valable pour des
ouvrages de taille moyenne, rigide et dont les conditions aux limites font qu'on
s’'intéresse plus particulierement au milieu du modele.

75



Conclusion générale

BIBLIOGRAPHIE

[1] : Amar Khenane, « méthode des éléments finis. Enoncé des principe de base »,
office des publications universitaires.

[2] :A.seghir, « Note de cours d’élasticité », département de G.civil, université A.
Mira de Bejaia 2010/2011

[3]:S. Forest & M. Amestoy, « mécanique des milieux continue », Ecole Nationale
Supérieure des Mines de Paris.

[4] :L. Khezzar& A. Haddad, « Mécanique des Milieux continue. Une introduction »,

Office des Publications Universitaires.

[5] :M.D.Pedro&].Botsis «Introduction a Ila Mécanique des Solides et des
Structures », Presses polytechniques et universitaires Romandes.

[6] :J.L. Batoz&Gounidhatt « Modélisation des structures par éléments finis, solide

élastique », volume1.

[7]:M. Part, « Emploi des éléments Finis en Génie Civil. La Modalisation des

Ouvrages », A.F.P.C.

[8] :L. ramdani& R. Bendahmane « Etude de la réponse sismique des réservoirs de
stockage ».mémoire de fin d’etude, université A. Mira de Bejaia 2006.

[9] :N.Belhamedi&A.Bourooba « Etude de la réponse sismique des Barrages Poids en
Béton par la méthode des éléments finis », mémoire de fin d’étude, université A.
Mira de Bejaia 2005.

[10] : Francois Frey&].Jirosek « analyse des structures et milieux continue, Méthode
des élément finis », Presses polytechniques et Universitaire Romandes. Volume6

[11] : Francois Frey, « analyse des structures et milieux continue, Mécanique des
solides », traité de génie civil de I’école polytechnique. Fédérale de
laussane.volume3.

[12] :0.C. Zienkiewicz&R.L.Taylor, « la méthode des éléments finis. Formulation de

base et probléme linéaires », Afnor, technique, 1991.

[13] : Yves debard, «méthode des éléments finis .élasticité a une dimension »,
université du Mans. Master modélisation numérique et réalité virtuelle. http://iut

.univ-lemans.fr/ydlogi/index.html.

76



Conclusion générale

[14] :Vuong_Dieu Trinh, « thése doctoral spécialité mécanique »,1'école nationale

supérieure d’arts et métiers.
[15] : Yves debard, « Elasticité », institut universitaire de technologie du Mans.

[16] : Marc bonnet &AttilioFrangi « analyse des solides déformables par la méthode
des éléments finis ».bonnet@ins.polytechnique.fr. Attilio. frangi@polimi.it.

[17] : Stéphanie Basseville& Frédéric Feyel. « Méthodes de Résolution en éléments
finis», Ecole Nationale supérieure des Mines de Paris. Enseignement

spécialisé « éléments finis », S3733-S3735.
[18] :]. Garrigues, « Statique des solides élastiques en petite
Déformations », école supérieur de mécanique de marselle.

[19] :A.Seghir, « note de cour MEF », département génie civil, université A. Mira de
Bejaia 2011/2012.

[20] :A.Seghir, « these doctoral spécialité Génie Civil », département génie civil,

université A. Mira de Bejaia.

77



78






République Algérienne Démocratique et Populaire

Ministère de l’Enseignement Supérieur 

et de la Recherche Scientiﬁque



Université A. MIRA, - Bejaïa –

Faculté de Technologie

Département de Génie Civil



Mémoire

Pour obtenir le titre du Master en Génie Civil

Option : Matériaux et Structure

Thème

ÉTUDE COMPARATIVE ENTRE UNE MODÉLISATION PAR ÉLÉMENTS FINIS  2D&3D

Présenté par 

		MR.

		BOUMRAOU

		MADJID



		MELLE.

		MERKHOUF

		SOUHILA





SOUTENU LE 25 - 06 - 2012 DEVANT LE JURY COMPOSÉ DE :

		MR.

		OURABEH

		ADNANE

		

		Président



		MR.

		RAMDANI

		LYES

		

		Rapporteur



		MR.

		BELLHAMDI

		NOURDINE

		

		Examinateur



		

		

		

		

		











[image: ]



15











Dédicaces





Avec une grande joie je dédie ce modeste travail :

A mes chère parents qui ma beaucoup aidé durant mes études

A mes très chers  frères et sœurs  Malika, Nadia, Nacira, Aziz, Rahima, karim, Karima, et en particulier Wassila

A la mémoire de ma grand-mère paternel

A mes nièces Dalissia, Ilina, Ikrame que j’aime beaucoup 

A mes tantes et oncles, et mes cousines 

A mes beaux  frères et belles sœurs  

A tous mes amis(es) sans exception

A  mon binôme Madjid et sa famille

SOUHILA

Je dédie ce modeste travail

A la mémoire de mon défunt frère

A mes  parents qui ma beaucoup aidé durant mes études

A mes frères, Omar et sa femme, Massi et sa futur femme Sonia, Remtane

A mes sœurs, badiaa, saida et son marie.

A mes nièces et mes neveux en particulier Hilda

A ma chère Souhila et sa famille

  

MADJID











	







50



Remerciements

· Nous souhaitons en premier lieu exprimer toute notre gratitude à notre promoteur Mr L. Ramdani pour nous avoir encadrés, pour ses nombreux  conseils, son soutien et ses qualités humaines. Nos remerciements vont également aux membres de notre jury pour avoir accepté d’examiner et de juger notre travail.

Qu’il veuille bien accepter nos remerciements les plus sincères.

· Il nous est agréable d’exprimer nos remerciements à toutes les personnes qui, par leur aide, leurs conseils et leur encouragement, ont contribué la réalisation de ce mémoire.

· Nous nous en voudrions de ne pas remercier tout le personnel encadrant dans le département de Génie Civil, pour avoir contribuer à notre formation de Master, sans oublier aussi HASSIBA la secrétaire du département.

· Nous remercions tous nous amis qui nous ont aidé et en particulier B.Mohemed Amine 

· Nous tenons à remercier nos deux familles pour leur soutien moral et matériel sans égal durant tous nos études. 









TABLE DES MATIÈRES

Introduction générale	1

 Formulation des Equations D’équilibres en Elasticité Linéaire	3

1.1	Introduction	3

1.2	Formulation des équations d’équilibres dynamiques	4

1.2.1	Formulation par brique élémentaire	4

1.2.2	Formulation par la méthode intégrale (théorème de diver- gence)	6

1.3	Equation d’équilibre statique	8

1.4	Equation d’élasticité linéaire en 3D	9

1.4.1	Équation cinématique	9

1.4.2	Loi constitutive de Hooke isotrope	10

1.5	Cas d’élasticité plane	11

1.5.1	Etat plan de contrainte	11

1.5.2	Etat  plan de déformation	13

Discrétisation Par Eléments Finis	15

2.1	Introduction	15

2.2	Les grandes lignes de la MEF	16

2.3	Différentes forme des éléments	17

2.4	Formulation variationelle (intégral)	19

2.4.1	Enoncé du principe  des travaux virtuels	19

2.5	Choix du champ des déplacements (interpolation)	21

2.6	Expression des matrices élémentaires	23

2.6.1	Expression de la matrice rigidité	23

2.6.2	Expression de la matrice masse	25

2.6.3	Expression de vecteur chargement	26

application au cas statique	28

3.1	Introduction	28

3.2	Application pour le cas d’une semelle filante	29

3.2.1	Système étudié	29

3.2.2	Influence de module de Young sur le comportement de la fondation	32

3.2.3	Etude des contraintes	43

3.3	Application pour le cas d’un tunnel	48

3.3.1	Système étudié	49

3.3.2	Etude du déplacement	51

3.3.3	Etude des contraintes	55

3.4	Conclusion	58

 application au cas dynamique	59

4.1	Introduction	59

4.2	Présentation de système considéré	59

4.3	Etude des vibrations libres	62

4.4	Etude de la réponse sismique	65

4.4.1	L’excitation dynamique considérée	65

4.5	Résultats et interprétation	65

4.5.1	Influence de l’accélérogramme sur les déplacements au niveau de la crête du barrage	65

4.5.2	Etude des contraintes	68

4.5.3	Les difformées du barrage	71

5	Conclusion générale	74

6	Bibliographie	76

0	



4	



























TABLE DES FIGURES

Figure ‎1.1. Brique élémentaire isolé (translation selon)	5

Figure ‎1.2. Portion de volume considérée	7

Figure ‎1.3. : Etat plane de contrainte	12

Figure ‎1.4 : Etat plane de déformation	13

‎ Figure 2.1. Étapes générales de la méthode des éléments finis.	16

‎ Figure 2.2 : types d’éléments	18

Figure ‎3.1: la géométrie de système semelle filante-sol (3D)	30

Figure ‎3.2: le maillage correspondant au système (3D)	30

Figure ‎3.3: La géométrie du système semelle filante-sol (2D)	31

Figure ‎3.4: le maillage de système (2D)	31

Figure ‎3.5: les nœuds considérés suivant la largeur et la longueur pour les deux cas	32

Figure ‎3.6: tassement de la fondation suivant la largeur pour les deux modèles avec E=100MPa	34

Figure ‎3.7: tassement de la fondation suivant la largeur pour les deux modèles avec E=1000MPa	34

Figure ‎3.8: tassement de la fondation suivant la largeur pour les deux modèles avec E=1900MPa	34

Figure ‎3.9: tassement de la fondation suivant la largeur pour les deux modèles avec E=2800MPa	35

Figure ‎3.10: tassement de la fondation suivant la longueur aux différentes positions pour E=100MPa	36

Figure ‎3.11: tassement de la fondation suivant la longueur aux différentes positions pour E=1000MPa	36

Figure ‎3.12: tassement de la fondation suivant la longueur aux différentes positions pour E=1900MPa	37

Figure ‎3.13: tassement de la fondation suivant la longueur aux différentes positions pour E=2800MPa	37

Figure ‎3.14: déformé de la fondation pour les deux modèles (2D, et 3D) pour les différentes valeurs de E	38

Figure ‎3.15: déformé de la fondation aux différentes positions de la 3D pour les différentes valeurs de E	39

Figure ‎3.16: déformé de la fondation pour le cas de la modélisation en déformation plane	40

Figure ‎3.17: déplacement u2 en fonction de module d’Young	40

Figure ‎3.18: chargement en fonction de temps	41

Figure ‎3.19: déplacement u2 en fonction du chargement pour E=100MPa	42

Figure ‎3.20: déplacement u2 en fonction du chargement pour E=1000MPa	42

Figure ‎3.21:déplacement u2 en fonction du chargement pour E=1900MPa	43

Figure ‎3.22: déplacement u2 en fonction du chargement pour E=2800MPa	43

Figure ‎3.23: Distributions des contraintes pour les déférentes valeurs de (E) dans les deux cas de modélisation	46

Figure ‎3.24: Distributions des contraintes pour les déférentes valeurs de (E) et aux différentes positions de la 3D	47

Figure ‎3.25: l’évolution des contraintes pour les différentes valeurs de E	48

Figure ‎3.26: géométrie du modèle (3D)	49

Figure ‎3.27: maillage correspond au modèle (3D)	49

Figure ‎3.28 : géométrie du modèle (2D)	50

Figure ‎3.29: maillage correspond au modèle (2D)	50

Figure ‎3.30: déformé de la voûte du tunnel en 3D et 2D	51

Figure ‎3.31: différentes coupes de la déformé de la voûte du tunnel en 3D	52

Figure ‎3.32: déplacement vertical de la voûte du tunnel pour les deux cas (2D) et (3D)	53

Figure ‎3.33: déplacement vertical à la tête de la  voûte pour les différentes positions de la 3D et celle de 2D	54

Figure ‎3.34: déplacement vertical au point (1) suivant la longueur pour les deux cas (2D et (3D)	54

Figure ‎3.35: distribution des contraintes dans la voûte du tunnel en 3D et 2D	55

Figure ‎3.36: distribution des contraintes dans la voûte aux différentes positions de la 3D	56

Figure ‎3.37: distribution des contraintes dans la voûte du tunnel pour les différentes positions de la 3D et 2D	57

Figure ‎3.38: déformé de la moitie de la cavité  du tunnel pour les deux cas de  modélisation (3D et2D)	58

Figure ‎3.39: distribution des contraintes pour la moitié de la cavité du tunnel en 3D et 2D	58

Figure ‎4.1: Géométrie du barrage en 3D	60

Figure ‎4.2: le maillage correspondant au système 3D	60

Figure ‎4.3: Géométrie du barrage en 2D	61

Figure ‎4.4: le maillage correspondant	61

Figure ‎4.5: modes de déformation Abaqus (2D)	63

Figure ‎4.6: modes de déformation Abaqus (3D)	64

Figure ‎4.7: Accélération sismique du séisme de l’Impérial Valley d’El-Centro	65

Figure ‎4.8: Déplacements  relatifs horizontaux  en crête du barrage de Pine Flat au niveau 0.25L	66

Figure ‎4.9: Déplacements  relatifs horizontaux en crête du barrage de Pine Flat au niveau 0.5L	66

Figure ‎4.10: Déplacements  relatifs horizontaux en crête du barrage de Pine Flat pour 2D	66

Figure ‎4.11: Déplacement horizontal en crête de barrage à l’instant t=2.55s pour les défirent positions en 3D et 2D	67

Figure ‎4.12: Déplacement horizontal suivant la longueur en crête de barrage à t=2.55s pour les deux cas (2D et 3D)	67

Figure ‎4.13: Déplacement vertical suivant la hauteur à t=2.55s pour les deux cas (2D et 3D)	68

Figure ‎4.14: contrainte dans le barrage sous l’effet d’accélérogramme d’El-Centro à l’instant t=2.55sec pour les deux cas (2D et 3D)	69

Figure ‎4.15: différentes coupes de la 3D	70

Figure ‎4.16: contrainte dans le barrage pour les différentes positions de 3D et 2D	71

Figure ‎4.17: déformée du barrage sous l’effet d’accélérogramme d’El-Centro à l’instant t=2.55s pour les deux cas (2D et 3D)	72

Figure ‎4.18: contrainte dans le barrage sous l’effet d’accélérogramme d’El-Centro à l’instant t=2.55s pour les deux cas (2D et 3D)	73











TABLE DES TABLEAUX

Tableau ‎3.1 : Caractéristiques géométrique du système	31

Tableau ‎3.2 : Caractéristiques mécaniques de la semelle	32

Tableau ‎3.3 : Déplacements u2 aux différents nœuds de la largeur et pour les différentes positions selon la longueur	33

Tableau ‎3.4 : tassement de la fondation aux différents nœuds de la longueur suivant les déférentes positions de la largeur pour les quatre variantes de (E)	35

Tableau ‎3.5 : contraintes dans la fondation aux différents nœuds de la largeur suivant les différentes positions de la longueur de 3D et 2D pour les quatre variantes de (E)	44

Tableau ‎3.6 : contraintes dans la fondation aux différents nœuds de la longueur suivant les différentes positions de la largeur pour les quatre variantes de (E)	45

Tableau ‎3.7: Caractéristiques mécanique et géométrique du système	50

Tableau ‎4.1 : caractéristiques mécaniques et géométriques du barrage	62

Tableau ‎4.2 : période (en secondes) du barrage seul	62









NOTATIONS

		symbole

		désignation



		V

		Le domaine



		A

		Contour



		∂

		Opérateur de dérivée partielle 



		⍴

		Masse volumique



		 

		Vecteur d’Accélération 



		𝜔

		Fréquence 



		δ

		Fonction de Dirac



		ε

		Tenseur de déformation



		D

		Matrice d’élasticité



		f

		Vecteur des forces de volume



		u

		Déplacement



		T

		L’effort de cohésion 



		U

		Vecteur déplacement



		M

		Matrice masse 



		C

		Matrice d’amortissement 



		N

		Fonction de forme 



		L

		Opérateur différentielle



		 

		Teneur de contrainte  



		ν

		Coefficient de poisson



		a

		Coefficient arbitraire



		 

		Contrainte de cisaillement



		G

		Module de coulomb



		B

		Matrice de déformation



		N

		Vecteur unitaire



		E

		Module de Young



		x, y, z

		Cordonnée principale









[bookmark: _Toc327542751]Introduction Générale



	Les structures mécaniques sont susceptibles de présenter des comportements très divers, selon les caractéristiques de leurs matériaux constitutifs, les chargements subis, la nature des Liaisons entre éléments structuraux le concept d’élément fini fournit, un cadre générique permettant la définition des méthodes de calcul approchées des structures dans toute leur diversité, adaptées à la prise en compte de configurations géométriques complexes et de comportements varies [16].

Pour poser les bases nécessaires à l’introduction de la méthode des éléments finis, on s’appuie sur des rappels des équations d’équilibre en élasticité linéaire tridim-ensionnelles et bidimensionnelles. 

Pour le dimensionnement des structures de génie civil, plusieurs problèmes tridimensio-nnels peuvent être simplifiés et traités en bidimensionnels (contrainte plane ou bien  déformation plane).

Les exemples les plus rencontrés dans la littérature sont les barrages, tunnels et autre.

Dans notre projet de fin d’étude nous allons nous intéresser à ces deux types de modélisations et essayer de voir le rapport de fiabilité de certaine modélisation bidim-ensionnelle (barrage, tunnels, semelles filantes) par rapport à la modélisation tridimensionnelle de ces derniers pour le cas statique et dynamique. Ce travail  contient une introduction générale, quatre chapitres et une conclusion générale. 

Dans le premier chapitre, nous allons exposer deux méthodes de formulation des équations d’équilibres en élasticité linéaire pour les deux cas bidimensionnel et tridimensionnel, et fait l’objet à l’introduction au deuxième chapitre qui concerne la discrétisation par élément finis et la formulation des matrices caractéristiques.

Le troisième chapitre est consacré à l’étude statique, dont on présentera deux parties : la première partie porte sur la modélisation d’une semelle filante dans les espaces bis et 






tridimensionnels basée sur la méthode des éléments finis en utilisant le code ABAQUS, et La deuxième partie comporte la modélisation d’un tunnel. 

Au dernier chapitre, on s’intéresse à l’étude dynamique d’un barrage poids sous l’effet d’un chargement sismique pour les deux cas de modélisation.  

                                                                                                           Introduction générale





On clôture notre manuscrit par une conclusion générale et quelques recommandations. 
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[bookmark: _Toc318268594][bookmark: _Toc327542753]Introduction 

En mécanique des solides et des milieux continus, on établit des règles et relation fondamentales intrinsèques, certaines indépendamment des propriétés particu-lières des matériaux, d’autres valables pour des classes étendues. Ce caractère général donne une grande puissance pour les applications ultérieures. Lorsque le matériau est solide et obéit à un comportement linéaire réversible (loi de Hooke, linéarisation matérielle) et que les déformations et déplacements sont très petits (linéarisation géométrique), on aboutie à la théorie de l’élasticité, branche la plus développée de la mécanique des solides. [11, 5,4].

Pour aboutir à un ensemble d’équations rendant possible la résolution de tous problèmes, la mécanique des solides nécessite trois principes :

· La statique ce consacre aux forces internes transmises par la matière ; elle établit le concept de contrainte et ses propriétés, puis, à partir des lois du mouvement d’Euler, dans les équations gouvernantes l’équilibre statique ou dynamique locale instantané du solide.

· La cinématique est l’étude géométrique du changement de forme du solide ; elle établit la mesure de la déformation locale, puis livre des relations liant déformations et déplacements





· Les lois constitutives ou de comportement permettent de caractériser le matériau constituant le solide et fournissent des relations reliant statique et cinématique ; la reponse physique  macroscopique de la matière apparait à ce niveau, puisque ces lois font appel aux résultats provenant de l’observation expérimentale [11]. [18].

Le but du présent chapitre est la formulation des équations  d’élasticité linéaire, pour le cas  tridimensionnel ainsi que les deux états plans de contrainte et de déformation, pour le cas statique et dynamique.   

[bookmark: _Toc318268595][bookmark: _Toc327542754]Formulation des équations d’équilibres dynamiques

Les équations d’équilibre peuvent être élaborées par au moins deux démons-tration : l’une basée sur des équations locales (équilibre d’une brique élémentaire) et l’autre sur des équations intégrales (équilibre globale) [2].

[bookmark: _Toc318268596][bookmark: _Toc327542755]Formulation par brique élémentaire 

Soit un solide élastique, linéaire ou on découpe un parallélipade rectangle, ou brique élémentaire de côtés 𝑑, parallèles aux axes 𝑥𝑖. Sur ce corps isolé agissent des tractions de surface sur les six faces et des forces de volume 

 On s’intéresse à la variation de tenseur contrainte en fonction de la position de point, on cherche la relation qui gouverne les changements des composantes  lors de passage d’un point à un point voisin distant de 𝑑, 𝑑 , 𝑑.

Les variations sont schématisées dans la figure (1.1), qui ne montre que les composantes parallèles à l’axe, par simplicité.

 





Chapitre 1                               formulation des équations d’équilibre en élasticité linéaire
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[bookmark: _Toc327606224]Figure ‎1.1. Brique élémentaire isolé (translation selon)

La projection sur xde la somme des forces appliquées sur ce corps infiniment petit, de centre M et de cotés 𝑑𝑥₁, 𝑑𝑥₂ et 𝑑𝑥₃ est nulle. Les contraintes qui interviennent sont représentées sur la figure (1.1), donc la loi de quantité de mouvement selon 𝑥₁ s’écrit:







Après simplification, le système (1.1) donne suivant l’axe, l’équation suivant :



L’application de la même procédure permet d’obtenir les projections de l’équation de mouvement suivant les directionsetfinalement, on aboutit à:













		₁₁, 𝜎₂₂, 𝜎₂₂

		: contraintes normales



		,  

		: contraintes de cisaillement



		,,

		: forces volumiques	



		

		: forces d’inerties





Selon le principe de réciprocité des contraintes tangentielles, qui stipule que sur deux facettes orthogonales, les composantes des contraintes tangentielle perpendiculaires à l’arête commune sont égales et simultanément diriger  vers cette arête ou opposées à celle –ci.



Donc le systèmedevient s’écrit comme suit :
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Les équations d’équilibres précédents peuvent être obtenues d’une manière mathématique directe grâce au théorème de divergence.

On considère une portion de volume V quelconque d’un solide en équilibre, Ce dernier est soumis à des forces volumiques et à des forces d’inertie On note les forces de volumes et les forces de surface qui s’applique sur le contour A, l’égalité des forces s’écrit :
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		FV

		: vecteur de force de volume



		FS

		: vecteur contrainte agissent en tout point de surface A



		

		: Accélération de la partie dv ayant la masse 𝑚





La somme des forces de volume est :



La somme des forces de surface est :



La somme des forces d’inertie est :



L’égalité des forces s’écrit :



Avec :  



L’effort de cohésion s’exprime par :

                                      

		σ𝑖𝑗 

		: tenseur des contraintes.



		𝛾𝑖 

		: vecteur d’accélération.



		n𝑗 

		: vecteur unitaire perpendiculaire à la surface.	





L’intégral de surface peut être réécrit  à un intégral de volume par le théorème de divergence(Gauss) comme suit :



L’équation (1.12) devient : 





Donc, l’équation d’équilibre dynamique devient :



Sous forme matricielle :





Par le théorème de  réciprocité :
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L’ensemble des équations (1.3) constitue les équations différentielles de conservation de la quantité de mouvement ou simplement équation local de mouvement. En l’absence de mouvement lorsque le milieu est au repos le vecteur d’accélération 𝛾 est nul, on obtient les équations d’équilibres statiques :

  







Donc :





Sous forme matricielle :
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Ce sont les relations et l’équation usuelle d’un milieu élastique continu (relation déformation-déplacement, relation contrainte déformation).
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Les déformations sont les dérivées des déplacements, elle s’écrit sous forme indicielle comme suit :



: Déplacement suivant xi 

Sous forme matricielle :



 : Opérateur différentielle donné par



[bookmark: _Toc318268601][bookmark: _Toc327542760]Loi constitutive de Hooke isotrope

Les équations constitutives, qui décrivent le comportement du milieu, rendent compte de la relation entre les tensions et les déformations. Pour un solide élastique linéaire, la loi de Hooke établit une relation linéaire entre les contraintes et les déformations :



D𝑖𝑗𝑘𝑙 : Le tenseur d’élasticité linéaire.

Pour des raisons de simplicités on écrit :



 Avec :



E : Module de Young.

: Coefficient de poissant.

[bookmark: _Toc318268602][bookmark: _Toc327542761]Cas d’élasticité plane

 Vu la symétrie des tenseurs et dans le but d’alléger les écritures le problème d’élasticité plane peut être défini comme suit :







u et  sont les composantes de déplacement dans le sens x et y.

Le vecteur des déformations  s’écrit :








Est un opérateur différentielle, il est donné par : 



La matrice [D] diffère selon que c’est un état de contrainte plane ou de déformation plane.

[bookmark: _Toc318268603][bookmark: _Toc327542762]Etat plan de contrainte

On considère une paroi (fig. 1.3), De plan moyen situé dans (x, y), et d’épaisseur t constante est petit vis-à-vis des démentions mesurées selon x et y (paroi mince), soumise à des forces parallèle au plan (x, y), et constantes dans le sens d’épaisseur.

[image: H:\img710.jpg]Plaque avec trou



Paroi chargée





[bookmark: _Toc327606226]	Figure ‎1.3. : Etat plane de contrainte

Les composantes  et des contraintes sont nulles sur les deux faces z surtout plan intérieur parallèle à (x, y), ces composantes ne peuvent  prendre que des valeurs très faibles et l’on ne commet pas d’erreur sensible en affirmant qu’elles sont nulles



Semblablement, les trois composantes non nulles (tenseur plan)



	

L’épaisseur t et l’axe z ne jouent donc pas de rôle ici : on peut prendre t=1 et négliger toute les quantités associées à z.







Ou, inversement :







Donc on peut écrire :





La réduction de la loi de Hooke tridimensionnelle à l’état plan en supposant et  nul (1.33) fournit les équations (1.35), mais également



Cette équation montre que, d’un point (x, y) à l’autre, les déformations et déplacements varie légèrement à travers l’épaisseur de la paroi (effet de coefficient de poisson). C’est pour cette raison que les contraintes (1.33) ne sont, en réalité, pas exactement nulles. On démontre toute fois qu’elles sont essentiellement fonction de et donc d’autant plus petites que t est faible.

[bookmark: _Toc318268604][bookmark: _Toc327542763]Etat  plan de déformation

On considère un solide infiniment long dans la direction z (fig.1.4), sollicite, toutefois, comme au cas précédent (force agissent dans les plans perpendiculaire à z et constante avec z).
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[bookmark: _Toc327606227]Figure ‎1.4 : Etat plane de déformation

Toutes les tranches d’épaisseur t de ce solide sont dans le même état et se déforment et déplacent dans leur plan moyen, parallèle au plan (x, y). Il en résulte



Les autres composantes de la déformation (tenseur plan)



Les déplacements (u, v) sont constants le long de z. L’épaisseur t et l’axe z ne jouent pas de rôle ici.

La loi de Hooke est :





Inversement







Donc on peut écrire :





E : module de Young.

𝜈 : coefficient de poisson.

G : module de coulomb.

La réduction de la loi de Hooke tridimensionnelle à l’état plan fournit les équations (1.41), mai également



Les contraintes  agissent longitudinalement, sur les sections planes parallèles à(x, y). Si on isole une tranche, elles en garantissent la planéité des deux faces (principe de la coupe). Elles ne constituent pas une inconnue de problème puisqu’elles se calculent une fois et obtenues.

Chapitre 1                               formulation des équations d’équilibre en élasticité linéaire
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[bookmark: _Toc315809264][bookmark: _Toc316285944][bookmark: _Toc327542764][bookmark: _Toc317758133]Chapitre 2                                                      Discrétisation Par Eléments Finis 

[bookmark: _Toc317758134][bookmark: _Toc327542765]Introduction

Les problèmes rencontrés par l’ingénieur sont souvent des phénomènes physiques réels qui sont généralement représentés par des équations aux dérivées partielles sur un domaine géométrique avec des conditions aux limites sur ces frontières et comme ce domaine représente un milieu continu alors, il possède une infinité de degrés de libertés, ce qui rend la résolution du problème très difficile et même impossible. Pour pouvoir étudier le comportement de ces phénomènes, l’ingénieur est donc amené à remplacer le système continu par un système discret équivalent ayant un nombre fini de degrés de libertés. Cela peut se faire en utilisant des méthodes de résolutions numériques  appelées méthode de discrétisation. 

La méthode de discrétisation la plus populaire en génie civil est la méthode des éléments finis. La méthode des différences finies et la méthode de frontière, sont aussi d’emploi courant. En  gros, la méthode des différences finies vise à résoudre directement la forme différentielle du problème en cherchant la valeur numérique des inconnus en un certain  point, dit nœud formant une grille usuellement régulière. Pour appliquer les deux autres méthodes il faut transformer la forme différentielle en une forme intégrale mathématiquement équivalente et diviser le domaine et la frontière en un maillage d’éléments de formes géométriques simples. On cherche alors la valeur numérique des inconnues en un certain nombre de points typiques de maillage. Les nœuds situés dans le domaine v et sur sa frontière A pour la méthode des éléments finis ou sur la frontière A pour la méthode des éléments de frontière. [10]. [8]. [1].

Le but De ce présent chapitre est la discrétisation par éléments finis des équations d’élasticité linéaire retrouvées dans le chapitre précédent, pour le cas  tridimensio-

nnel ainsi que les deux états plans de contrainte et de déformation, pour le cas statique et dynamique.   

[bookmark: _Toc137891292][bookmark: _Toc138179675][bookmark: _Toc317758135][bookmark: _Toc327542766]Les grandes lignes de la MEF

De nos jours la méthode des éléments finis est très réputée pour la résolution des problèmes d’ingénieries, cette dernière est apparue vers 1955 en même temps que les ordinateurs puissants; d’abord appliquée aux calculs des structures et solides. Quand on a réalisé qu’elle représentait une méthode générale de résolution numérique des problèmes aux limites, alors dès 1965 à ce jour cette méthode a pris une extension fantastique. Toute modélisation conduit à des équations différentielles avec des conditions aux limites lui devait accessible : structure solide, chaleur, fluide, électromagnitique,… etc. Que se soit des problèmes statiques ou dynamiques linéaires ou non  linéaires, isotropes ou non isotropes. [10,8].Généralement toute étude faite par la méthode des éléments finis nécessite le passage par les étapes suivantes : [1]. [19]

Problème physique



Discrétisation du domaine

Choix des fonctions

D’interpolations



Modèle mathématique



Formulation variationnelle



Ecriture des matrices   élémentaires

Assemblage des matrices globales.

Application des conditions aux limites.

Résolution du système global.































[bookmark: _Toc327606228]‎ Figure 2.1. Étapes générales de la méthode des éléments finis.





Etape1 : on se pose un problème physique sous la forme d’une équation différentielle ou aux dérivées partielles à satisfaire en tout point d’un domaine, avec des conditions aux limites sur le bord nécessaires et suffisantes pour que la solution soit unique.

Etape2 : on construit une formulation intégrale du système différentielle a résoudre et de ses conditions aux limites : c’est la formulation variationnelle du problème

Etape3 : on choisit la famille du champ locale, c’est-à-dire à la fois la position des nœuds dans les sous domaines et les polynômes (ou autre fonctions) qui définissent le champ local en fonction des valeurs aux nœuds (et éventuellement les dérivées).la maille complétée par ces information est alors appelée “élément“.

Etape4 : on ramène le problème à un problème discret : c’est la discrétisation. En effet, toute solution approchée est complètement déterminée par les valeurs aux nœuds des éléments. C’est dans cette étape que se fait le calcul des matrices élémentaires.

Etape5 : c’est la phase d’assemblage, elle consiste à construire les matrices (rigidité, masse, …) de tout le domaine (matrices globales), à partir des matrices caractéristiques des différents éléments (matrices élémentaires) probablement calculées dans l’étape(4).

Etape6 : l’assemblage donne naissance à un système global qui peut être linéaire ou non linéaire à résoudre.il définit, soit un problème d’équilibre qui concerne un cas stationnaire ou statique, soit un problème de propagation qui concerne le cas (dynamique), dans lequel il faut déterminer les variations physiques, et la propagation d’une valeur initiale  

[bookmark: _Toc327542767] Différentes forme des éléments

Nous présentons les formes de quelques éléments classiques correspondant à des domaines à une, deux ou trois dimensions.

Chaque élément est identifié par un nom précisant sa forme ainsi que le type de frontière. De plus, nous donnons le nombre de nœuds géométrique nécessaire pour le définir. Il faut que le nombre de nœuds géométrique sur chaque frontière soit compatible avec la forme de la courbe qui constitue. 









Elément à une dimension

[image: ]

        Linéaire (2)                            linéaire (3)                                cubique (4) 



Elément à deux dimensionsElément triangulaire



[image: ]



Linéaire (3)		quadrique (6)	cubique (9)



[image: ]Elément quadrilatéraux



 Linéaire (4)	  quadrique(8)	cubique (12)



Eléments à trois dimensions

Eléments tétraédriques 

[image: ]

       Linéaire (4)                                       	quadratique (10)                                cubique (16)

Elément hexaédrique 

[image: ]

                    Linéaire 8                               	quadratique (20)                       cubique 32

[bookmark: _Toc327606229]‎ Figure 2.2 : types d’éléments
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[bookmark: _Toc317758136][bookmark: _Toc327542768]Formulation variationelle (intégral)

Le principe des travaux virtuels est bien connu et très rependue, il est souvent formulé en termes d’égalité des travaux effectué par les forces extérieurs et intérieures lors d’un déplacement virtuelle quelconque.

Ce concept est essentiel pour la résolution des équations aux dérivées partielle. En effet, les déplacements sont remplacer par une fonction arbitraire continue sur le domaine et l’équation est réécrite sous forme intégrale [1]. [9]. [11].

[bookmark: _Toc317758137][bookmark: _Toc327542769]Enoncé du principe  des travaux virtuels

Un solide déformable est en équilibre si le travail virtuel extérieur est égal au travail virtuel intérieur pour tout champ de déplacement virtuel compatible. [9]   

Le principe des travaux virtuels peut être obtenu en appliquent la formulation variationelle aux équations de mouvement.

En prenant comme fonction de pondération des petits déplacements (déplacement virtuel).  



	La forme intégrale (1.18) s’écrit comme suit :





                               A        	B     	C   	    =0





                    =                                          

Par le théorème de divergence on aboutit à l’écriture suivante :        







On remplace les équations (2.5) et (2.6) dans l’équation (2.4)

On obtient :





L’équation (2.2) devient :



On pose :   𝜎𝑖𝑗 n𝑗=t (le vecteur contrainte)



Travail virtuel intérieur

		

		: Travail virtuel intérieur





Travail virtuel extérieur

		

		: travail virtuel des forces de surface



		

		: travail virtuel des forces de volume



		

		: travail virtuel des forces d’inerties 



















Remarque :

Dans le cas statique l’équation d’équilibre statique s’écrit:



[bookmark: _Toc317758138][bookmark: _Toc327542770]Choix du champ des déplacements (interpolation)                 

La méthode des éléments finis est une méthode d’approximation par sous domaine, et pour ce la on choisissant une interpolation nodal. On obtient pour chaque nœud 𝑖 de cordonné 𝑥𝑖

𝑢=𝑁₁u₁+𝑁₂u₂+𝑁₃u₃…𝑁𝑛u𝑛

𝜈=𝑁₁v₁+𝑁₂v₂+𝑁₃v₃…𝑁𝑛v𝑛	       

𝑤=𝑁₁w₁+𝑁₂w₂+𝑁₃w₃…𝑁𝑛w𝑛

On remarque que les fonctions d’interpolation nodale sont les même pour les trois équations, quant à n il représente le nombre de nœud de l’élément choisi, l’expression (2 .1) peut s’écrire sous forme matricielle de la manier suivant :





𝑁 : Est la matrice des fonctions d’interpolation nodale, et elle est donné par :



Sous forme générale on l’écrie :



𝑈𝑛 : Représente les valeurs nodales inconnues qui sont les déplacements aux nœuds 





Pour le cas d’élasticité tridimensionnelle, chaque nœud doit correspond troie degrés de liberté  

Donc :





Nous pouvons servir de l’approximation de pour définir 𝜀 que nous pouvons écrire sous forme :





 Matrice de déformation ou '̏strain matrix ˝dans la terminologie Anglo-Saxonne, nous pouvons écrire explicitement sous la forme :



Pour le Cas 2D :

Pour le cas d’élasticité bidimensionnelle, chaque nœud doit avoir deux degrés de liberté  

Donc : 





Le champ des déplacements virtuels (fonction poids) s’écrit comme suit :





Le vecteur accélération s’écrit comme suit :



Le vecteur peut s’écrire maintenant comme suit :





De plus, nous supposons que le matériau est linéaire  élastique ; il obéit à la loi de Hooke



[bookmark: _Toc317758139][bookmark: _Toc327542771]Expression des matrices élémentaires 

[bookmark: _Toc317758140][bookmark: _Toc327542772]Expression de la matrice rigidité 

L’expression de la matrice rigidité s’obtienne à partir de la discrétisation de l’expression de travail virtuel intérieur :



En introduisant les expressions des équations (2.29) et (2.30) dans (2.31) : 





D’ou:



Avec :

K : Matrice  rigidité de système 

D : Matrice d’élasticité

B : Matrice de déformation



Pour le Cas 3D :





Pour le Cas 2D :

· Etat plan  de contrainte





· Etat plan  de déformation









[bookmark: _Toc317758141][bookmark: _Toc327542773]Expression de la matrice masse 

L’expression de la matrice masse s’obtienne a partir de la discrétisation  de l’expression de travaille virtuelle de la force d’inertie 



Remplaçant l’équation (2.26) et (2.27) dans (2.38) on obtient :



Avec :



L’expression de la matrice masse telle qu’elle obtenue en (2.40) est appelé masse cohérent ou répartie qui s’écrit sous forme explicite :

Pour le Cas 3D :







Pour le Cas 2D :





Elle peut être aussi exprimée sous forme concentrée (matrice diagonale) en concentrons la masse sur les nœuds



I : Matrice identité

[bookmark: _Toc317758142][bookmark: _Toc327542774]Expression de vecteur chargement 

L’expression de vecteur chargement s’obtienne a partir de la discrétisation de l’expression des travaux virtuelles des forces surfacique et forces volumique



On remplaçant l’équation (2.24) dans (2.39):









F : Le vecteur chargement

L’expression explicite s’écrit:

Pour le Cas 3D :





Pour le Cas 2D :



Le vecteur chargement donné par l’expression (2.50) dépend de type de chargement appliqué il est composé d’un chargement surfacique tel que les pressions et d’un chargement volumique comme par exemple le poids propre et les charges sismique.si en s’intéresse uniquement à la repense sismique, l’expression du vecteur F s’écrira :   



L’expression explicite s’écrit :





		M

		: matrice masse



		

		: accélération sismique a la base



		r

		: vecteur de couplage dynamique





Donc finalement l’équation d’équilibre dynamique sera donnée par :



M, K et F : sont donnés respectivement par les expressions (2.33), (2.40) et (2.49).

Concernant la matrice d’amortissement Con utilise généralement l’amortissement de Rayleigh qui exprime la matrice d’amortissement sous forme d’une combinaison linéaire de la matrice masse M et de la matrice de rigidité K [12].	







Avecet : coefficients arbitraires satisfaisant les conditions d’orthogonalités qui peuvent être obtenues par :



  Avec :

 : Fréquence du premier mode. 

 : Fréquence du mode supérieur.



 : Taux d’amortissement critique.
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[bookmark: _Toc327542775]Chapitre 3                               application au cas statique

[bookmark: _Toc327542776]Introduction

En mécanique des solides déformables, les théories utilisant des géométries à deux dimensions plongées dans l'espace tridimensionnel permettent généralement des gains de temps appréciables par rapport aux théories entièrement 3D, aussi bien pour la modélisation que pour le calcul.

Le but de ce présent chapitre est de voir la fiabilité d’une modélisation bidi-mensionnelle en déformation plane par rapport à une modélisation 3D du même problème.

 La première partie de ce présent chapitre, concerne la modélisation d’une semelle filante qui repose sur un massif de sol. Dans la dixième partie, on s’intéressera à la modélisation d’un tunnel.

[bookmark: _Toc327542777]Application pour le cas d’une semelle filante

Cette application, concerne l’étude statique d’une semelle filante sous voile qui repose sur un massif de sol avec une interaction parfaite, les conditions aux limites sont prises en compte, encastrement pour la limite inférieur du sol (y=0) ; pour les limites latérales les déplacements sont bloqués, le sol de la fondation est considéré a l’état de consolidation (pas de tassement sous son poids propre), la surface libre de la fondation est chargée verticalement par deux types de chargement (une charge constante, et un chargement sinusoïdal).

[bookmark: _Toc327542778]Système étudié

Soit une semelle filante supposée rectangulaire définie par sa hauteur h, sa largeur b et sa longueur L ; elle est mise en contact directe avec un massif de sol qui définit par sa largeur B, sa longueur LS  et sa profondeur H.  

La géométrie du système semelle filante-sol, ainsi le maillage correspondant sont représentés par les figures (3.1), (3.2) pour le cas tridimensionnel, et les figures (3.3), (3.4) pour le cas bidimensionnel. Les caractéristiques géométriques du système semelle filante-sol, utilisées dans ce présent chapitre, sont illustrées dans le tableau (3.1) et les caractéristiques mécaniques par le tableau (3.2).

Pour le cas bidimensionnel la semelle ainsi que le sol de fondation sont modélisés en déformation plane par des éléments finis quadrilatéraux linéaires Q4 avec deux degrés de libertés par nœud qui représentent les deux composantes de champs de déplacement. Pour le cas tridimensionnel la semelle filante ainsi que le sol de fondation, sont discrétisés  par des éléments hexaédriques avec trois degrés de libertés par nœud qui représentent les trois composantes du champ des déplacements.
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[bookmark: _Toc327606230]Figure ‎3.1: la géométrie de système semelle filante-sol (3D)
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[bookmark: _Toc327606231]Figure ‎3.2: le maillage correspondant au système (3D)
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[bookmark: _Toc327606232]Figure ‎3.3: La géométrie du système semelle filante-sol (2D)

[image: ]

[bookmark: _Toc327606233]Figure ‎3.4: le maillage de système (2D)



[bookmark: _Toc327606287]Tableau ‎3.1 : Caractéristiques géométrique du système 

		Géométries

		

		



		Semelle

		Largeur (b) (m)

		Langueur (L) (m)

Hauteur(h) (m)

		1.3

6

0.4



		Sol

		Largeur (B) (m)

Langueur (LS) (m)

Hauteur(H) (m)

		9.3

18

4



















[bookmark: _Toc327606288]Tableau ‎3.2 : Caractéristiques mécaniques de la semelle

		Matériaux

		

		



		

		Masse volumique (⍴s)    (t/m3)

		2.5



		semelle

		Module de Young (ES) (KPa)

		32.



		

		Coefficient de Poisson (𝜈)

		0.2



		

		Masse volumique (⍴s)    (t/m3)

		1.7



		sol

		Module de Young (ES) (KPa)

		(100,1000,1900, 2800).



		

		Coefficient de Poisson (𝜈)

		0.3







[bookmark: _Toc327542779]Influence de module de Young sur le comportement de la fondation

Pour les deux cas bi et tridimensionnels, et en faisant varier le module de Young du sol (100, 1000, 1900, 2800 MPa), on s’intéressera aux différents nœuds de contrôle (nx1, nx2, nx3 ; nz1, nz2, nz3) indiqués sur la figure ci-dessous.
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              (a)	                                                                                              (b)

[bookmark: _Toc327606234]Figure ‎3.5: les nœuds considérés suivant la largeur et la longueur pour les deux cas  

                            (a)  Tridimensionnelle     ; (b) bidimensionnelle

Etude des déplacements 

· chargement constant Q=500KPa

On prend les trois nœuds qui sont définis suivant la largeur dans le paragraphe précédant, et on suit l’évolution de ses déplacements ; quatre valeurs de module de Young sont prises en compte dans cette étude (100, 1000, 1900, 2800MPa) pour les deux cas bidimensionnel et tridimensionnel. Les résultats sont groupés dans le tableau ci-après (les déplacements sont donnés en millimètre). 

Comme chargement on applique une pression de 500 KPa sur la partie supérieure de la fondation ainsi que son poids propre. 

[bookmark: _Toc327606289]Tableau ‎3.3 : Déplacements u2 aux différents nœuds de la largeur et pour les différentes positions selon la longueur 

		

		E=100 MPa

		E=1000 MPa



		position

		nx1

		nx2

		nx3

		nx1

		nx2

		nx3



		2D 

		-1,848

		-1,864

		-1,868

		-0,177

		-0,190

		-0,193



		z=0L 

		-1,488

		-1,517

		-1,522

		-0,121

		-0,139

		-0,143



		z=0.25L

		-1,617

		-1,630

		-1,635

		-0,160

		-0,171

		-0,175



		Z=0.5L 

		-1,658

		- 1,670

		-1,674

		-0,170

		-0,181

		-0,185



		

		E=1900 MPa

		E=2800 MPa



		2D 

		-9,09.

		-1,01.

		-1,0

		-6,04.

		-6,96.

		-7,23.



		z=0L 

		-5,90.

		-7,25.

		-7,60.

		-3,81.

		-4,91.

		-5,21.



		z=0.25L 

		-8,26.

		-9,22.

		-9,57.

		-5,51.

		-6,34.

		-6,65.



		z=0.5L 

		-8,79.

		-9,77.

		-1,01.

		-5,87.

		-6,72.

		-7.04.







D’après le tableau 3.3, on remarque l’augmentation des valeurs du déplacement vertical u2 de l’extrémité vers le milieu de la fondation suivant la largeur (de nœud nx1 vers  le nœud nx3).  De plus, à chaque fois qu’on augmente la valeur de module de Young du sol on a eu une diminution des déplacements.

Par ailleurs, en comparant  les valeurs du déplacement obtenues par la modélisa-tion bidimensionnelle, à celles données par la 3D, on constate une légère amplifica-tion des résultats donnés par la modélisation en déformation plane par rapport à la 3D. 

Pour mieux illustrer la différence des résultats pour les deux cas, on présente ci-dessous la variation du tassement de la fondation en fonction de la largeur les figures (3.6 à 3.9) pour les différentes valeurs de (E).



[image: ]

[bookmark: _Toc327606235]Figure ‎3.6: tassement de la fondation suivant la largeur pour les deux modèles avec E=100MPa
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[bookmark: _Toc327606236]Figure ‎3.7: tassement de la fondation suivant la largeur pour les deux modèles avec E=1000MPa
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[bookmark: _Toc327606237]Figure ‎3.8: tassement de la fondation suivant la largeur pour les deux modèles avec E=1900MPa

[image: ]

[bookmark: _Toc327606238]Figure ‎3.9: tassement de la fondation suivant la largeur pour les deux modèles avec E=2800MPa

D’après ces figures, on remarque que le tassement est très important au milieu de la fondation suivant la largeur due à la concentration de la charge, et la courbe donnée par le bidimensionnel est proche de celle obtenue par le tridimensionnel au niveau du milieu de la fondation c'est-à-dire à z=0.5L. 

Les résultats obtenus pour  les trois nœuds suivant la longueur (nz1, nz2, nz3), sont représentés dans le tableau suivant :

[bookmark: _Toc327606290]Tableau ‎3.4 : tassement de la fondation aux différents nœuds de la longueur suivant les déférentes positions de la largeur pour les quatre variantes de (E)

		

		E=100 MPa

		E=1000 MPa



		position

		nz1

		nz2

		nz3

		nz1

		nz2

		nz3



		x=0b 

		-1,488

		-1,617

		-1,658

		-0,121

		-0,160

		-0,170



		x=0.25b

		-1,517

		-1,630

		-1,670

		-0,139

		-0,171

		-0,181



		x=0.5b 

		-1,522

		- 1,635

		-1,674

		-0,143

		-0,175

		-0,185



		

		E=1900 MPa

		E=2800 MPa



		x=0b 

		-5,90.

		-8,26.

		-8,79.

		-3,81.

		-5,81.

		-5,87.



		x=0.25b 

		-7,25.

		-9,22.

		-9,77.

		-4,91.

		-6,34.

		-6,72.



		x=0.5b 

		-7,60.

		-9,57.

		-1,01.

		-5,21.

		-6,65.

		-7.04.







Une fois de plus, on remarque l’augmentation des valeurs de déplacement du nœud nz1 vers le nœud nz3 (de l’extrémité de la fondation vers le milieu suivant la longueur). 

Pour mieux illustrer la différence des résultats pour les deux cas de modélisations, on présente ci-dessous la variation du tassement de la fondation en fonction de la longueur, avec prise en compte des différentes valeurs de (E).
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[bookmark: _Toc327606239]Figure ‎3.10: tassement de la fondation suivant la longueur aux différentes positions pour E=100MPa
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[bookmark: _Toc327606240]Figure ‎3.11: tassement de la fondation suivant la longueur aux différentes positions pour E=1000MPa
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[bookmark: _Toc327606241]Figure ‎3.12: tassement de la fondation suivant la longueur aux différentes positions pour E=1900MPa

 [image: ] 

[bookmark: _Toc327606242]Figure ‎3.13: tassement de la fondation suivant la longueur aux différentes positions pour E=2800MPa

D’après ces figures on voit que la déformé de la semelle filante nous donne une flexion   avec une valeur  maximal obtenue au milieu de la fondation (0.5L) pour le cas tridimensionnel à cause de la rigidité flexionnelle de la semelle filante. Par contre pour le cas bidimensionnel, on remarque l’absence de cette flexion.  

Les figures suivantes nous montrent la déformé de la semelle filante pour chaque valeur de E dans les deux cas de modélisation, on remarque que la déformé est très importante au milieu de la fondation (Les valeurs du déplacement sont données en mètre).

		E =100MPa

		E =1000MPa
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		E =1900 MPa

		E =2800 MPa
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Modèle (3D)

		E =100MPa

		E =1000MPa
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		E =1900MPa

		E =2800MPa
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Modèle (2D)

[bookmark: _Toc327606243]Figure ‎3.14: déformé de la fondation pour les deux modèles (2D, et 3D) pour les différentes valeurs de E 

		E =100MPa

		E =1000 MPa
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		E =1900MPa

		E =2800MPa
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Coupe suivant z (0.5L)

		E =100MPa

		E =1000MPa
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		E =1900MPa

		E =2800MPa
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Coupe suivant x (0.5b)

[bookmark: _Toc327606244]Figure ‎3.15: déformé de la fondation aux différentes positions de la 3D pour les différentes valeurs de E

Remarque :

D’après les figures 3.10 à 3.13, on constate que le tassement de la fondation donnée par la modélisation bidimensionnelle a été uniforme selon la longueur Comme conséquence, il n’y a pas une flexion suivant l’axe z, une option ABAQUS nous a permis de montrer le comportement de la fondation sur toute sa longueur pour le cas de la modélisation en déformation plane.  
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[bookmark: _Toc327606245]Figure ‎3.16: déformé de la fondation pour le cas de la modélisation en déformation plane

Les valeurs du déplacement u2 obtenues au milieu de la fondation (nx3) pour les différentes valeurs du module de Young 	sont représentées sous forme d’un histo-gramme afin de bien illustrer l’influence de module de Young sur le tassement de la fondation



[bookmark: _Toc327606246]Figure ‎3.17: déplacement u2 en fonction de module d’Young

On remarque à partir de la figure 3.17 :

· les déplacements sont importants pour un sol de faible rigidité (E=100MPa), et la valeur maximale des déplacements est donné par la modélisation bidimensionnelle.

· Les écarts des valeurs du déplacement entre le bidimensionnel et le tridimensionnel  dans le sol rigide sont faibles par rapport à ceux obtenus pour le cas d’un sol souple.

· dans le sol rigide on voit la convergence des résultats  obtenus par la modélisation bidimensionnelle et ceux obtenus par la modélisation tridim-ensionnelle au niveau de 0.5L. 

· chargement sinusoïdal F=Q sin(t)

Dans le but de tester l’influence de la variation de la charge sur le tassement de la fondation en plus de poids propre de la fondation, un chargement sous forme d’une fonction sinusoïde est appliqué sur la surface supérieure de la fondation. La fonction choisie est sous la forme F=Q sin(t), pour une période qui varie de 0s  a t= 20s avec un pas de temps 0.1s, et une magnitude Q=500KPa, pour mieux illustrée la variation de chargement considéré en fonction de temps on représente la figure ci-dessous  





[bookmark: _Toc327606247]Figure ‎3.18: chargement en fonction de temps

Là encore, nous réalisons deux cas de modélisation bi et tridimensionnelle, pour différentes variantes du module de Young, avec les différentes positions suivant z (0L, 0.25L, 0.5L), les valeurs de déplacement vertical (u2) au niveau du nœud (nx3) sont représentées dans les figures suivantes.

Pour cette application on adaptera deux step, dans le premier on considère uniquement le poids propre de la semelle pendant une période de 1 seconde (t=1s), puis on affecte le deuxième step dans lequel on applique le chargement représenter par la figure (3.18) au niveau de la surface de la fondation.



	

[bookmark: _Toc327606248]Figure ‎3.19: déplacement u2 en fonction du chargement pour E=100MPa



[bookmark: _Toc327606249]	Figure ‎3.20: déplacement u2 en fonction du chargement pour E=1000MPa

	

[bookmark: _Toc327606250]		Figure ‎3.21:déplacement u2 en fonction du chargement pour E=1900MPa



[bookmark: _Toc327606251]		Figure ‎3.22: déplacement u2 en fonction du chargement pour E=2800MPa

Ici, la comparaison entre les résultats de 	« 2D » et de « 3D » montrent que la varia-tion de chargement n’influence pas sur les résultats de déplacement pour les deux cas de modélisation par rapport aux résultats retrouvés pour le cas de la charge constante. Car le bidimensionnel représente la 3D à (z=0.5L), ce qui confirme les  résultats trouvés dans le cas d’application d’un chargement constant.

[bookmark: _Toc327542780]Etude des contraintes

Dans tout programme d’éléments finis, les contraintes sont déterminées élément par élément selon la relation contraintes-déformations-déplacements (𝜎, ε, 𝘶) après résolution du système algébrique. 

Pour notre cas on a choisi le critère de Von Mises qui s’écrit sous forme :



Noun nous intéressons dans cette présente étude au champ  des contraintes, en quelques endroits de la fondation comme indiquer sur la figure 3.5, pour les différentes valeurs de module d’élasticité (E).

On reporte les valeurs des contraintes de Von Mises les plus défavorables pour les deux cas de simulation dans le tableau ci-après (les valeurs sont données en KPa).

[bookmark: _Toc327606291]Tableau ‎3.5 : contraintes dans la fondation aux différents nœuds de la largeur suivant les différentes positions de la longueur de 3D et 2D pour les quatre variantes de (E)

		

		E=100 MPa

		E=1000 MPa



		position

		nx1

		nx2

		nx3

		nx1

		nx2

		nx3



		2D 

		241,09

		378,95

		590,36

		207,0.2

		318,52

		504,43



		z=0L 

		593,80

		617,23

		887,36

		397,63

		453,75

		659,05



		z=0.25L

		419,67

		411,92

		545,78

		243,20

		306,41

		467,57



		Z=0.5L 

		510,53

		471,29

		578,47

		258,73

		315,84

		480,57



		

		E=1900 MPa

		E=2800 MPa



		2D 

		186,81

		280,42

		446,75

		173,32

		254,80

		405,51



		z=0L 

		332,10

		393,78

		571,00

		294,44

		358,87

		516,82



		z=0.25L 

		205,33

		271,02

		420,01

		185,23

		247,43

		384,13



		z=0.5L 

		214,12

		278,85

		432,77

		192,03

		254,29

		395,60







D’après les résultats obtenus, par le logiciel ABAQUS, on remarque la diminution des valeurs de contraintes avec l’augmentation de la valeur du module de Young (E), et  les valeurs obtenues par la modélisation tridimensionnelle sont plus importantes que celles données par la modélisation  bidimensionnelle.

En outre, à chaque fois qu’on s’éloigne de l’extrémité vers le milieu (de nx1 vers nx3) suivant la largeur en voit l’augmentation des contraintes due à la réaction de la semelle à l’effort appliqué à ce niveau. On remarque aussi, la convergence des valeurs des contraintes obtenues pour le cas bidimensionnel vers celles obtenues dans le cas tridimensionnel au niveau de 0.5L.

Le tableau ci-après reporte les valeurs des contraintes aux différents nœuds suivant la longueur pour les deux cas de simulation :

[bookmark: _Toc327606292]Tableau ‎3.6 : contraintes dans la fondation aux différents nœuds de la longueur suivant les différentes positions de la largeur pour les quatre variantes de (E)

		

		E=100 MPa

		E=1000 MPa



		position

		nz1

		nz2

		nz3

		nz1

		nz2

		nz3



		x=0b 

		593,80

		419,67

		510,53

		397,63

		243,20

		258,73



		x=0.25b

		617,23

		411,92

		471,29

		453,75

		306,41

		315,84



		x=0.5b 

		887,36

		445,78

		578,47

		659,05

		467,57

		480,57



		

		E=1900 MPa

		E=2800 MPa



		x=0b 

		332,10

		205,33

		214,12

		294,44

		185,23

		192,03



		x=0.25b 

		393,78

		271,02

		278,85

		358,87

		247,43

		254,29



		x=0.5b 

		571,00

		420,01

		432,77

		516,82

		384,13

		395,60







En voit bien d’après ce tableau  que la concentration des contraintes est obtenue au niveau des extrémités nz1 selon  la longueur, et la diminution des valeurs des contraintes avec l’augmentation de la rigidité de sol.

Les figures ci-après montrent la distribution des contraintes dans la semelle filante pour les différentes valeurs du module de Young, et les deux cas de modélisation, on remarque que les contraintes sont concentrées aux extrémités de la semelle et plus précisément au nœud de contrôle nx3. (Les valeurs des contraintes sont données en KPa)



















		E=100 MPa

		E=1000 MPa
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		E=1900 MPa

		E=2800 MPa
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(a) Modèle 3D

		E=100 MPa

		E=1000 MPa
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		E=1900 MPa

		E=2800 MPa
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(a) Modèle 2D

[bookmark: _Toc327606252]Figure ‎3.23: Distributions des contraintes pour les déférentes valeurs de (E) dans les deux cas de modélisation

 

		E=100 MPa

		E=1000 MPa



		[image: C:\Users\fly-info\Desktop\100\CT 3D 05Z.png][image: C:\Users\fly-info\Desktop\100\CT 3D 05Z.png]

		[image: C:\Users\fly-info\Desktop\1000\CT 3D05Z.png][image: C:\Users\fly-info\Desktop\1000\CT 3D05Z.png]



		E=1900 MPa

		E=2800 MPa
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		[image: C:\Users\fly-info\Desktop\2800\3D CT 05Z.png]





 Coupes suivant z (0.5L)

Coupes suivant x (0.5b)

		E=100 MPa

		E=1000 MPa
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		E=1900 MPa

		E=2800 MPa
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[bookmark: _Toc327606253]Figure ‎3.24: Distributions des contraintes pour les déférentes valeurs de (E) et aux différentes positions de la 3D



Pour mieux illustrées le champ de concentration des contraintes au nœud (nx3), on consigne les valeurs maximal des contraintes sous forme d’un histogramme



[bookmark: _Toc327606254]Figure ‎3.25: l’évolution des contraintes pour les différentes valeurs de E

D’après cette figure on remarque :

· La concentration des contraintes sont à l’extrémité de la fondation (z=0L) quel que soit la valeur du module de Young 

· Les valeurs maximales des contraintes données par la modélisation bidimensionnelle et tridimensionnelle se trouve dans le sol de faible rigidité (E=100MPa) 

· La Convergence des résultats obtenus par la modélisation bidimensionnelle vers ceux obtenus par la modélisation tridimensionnelle à (z=0.5L)  

· Les écarts des valeurs de contraintes entre le bidimensionnel et le tridimensionnel à z=0L  diminuent avec l’augmentation de la rigidité de sol.

·  Les écarts des valeurs de contraintes entre le bidimensionnel et le tridimensionnel  dans le sol souple sont  remarquables.

[bookmark: _Toc327542781]Application pour le cas d’un tunnel

Dans cette partie, on s’intéressera à l’étude des concentrations de contraintes et des déplacements  dans une  voûte d’un tunnel encastré à sa base.

[bookmark: _Toc327542782]Système étudié

Pour la modélisation du tunnel on adoptera des éléments linéaires triangulaires avec deux degrés de liberté pour le cas bidimensionnel, et des éléments tétraéd-riques avec trois degrés de liberté dans le cas de modélisation tridimensionnelle

La géométrie du tunnel, le maillage correspondant sont définis dans les figures (3.26 à 3.29), les caractéristiques géométriques et mécaniques sont définis dans le tableau (3.7).

.
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[bookmark: _Toc327606255]Figure ‎3.26: géométrie du modèle (3D)

[image: C:\Users\HP 630\Desktop\tunnel180\MASH.png]

[bookmark: _Toc327606256]Figure ‎3.27: maillage correspond au modèle (3D)
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[bookmark: _Toc327606257]Figure ‎3.28 : géométrie du modèle (2D)
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[bookmark: _Toc327606258]Figure ‎3.29: maillage correspond au modèle (2D)

[bookmark: _Toc327606293]	Tableau ‎3.7: Caractéristiques mécanique et géométrique du système 

		D

(m)

		H

(m)

		L

(m)

		B

(m)

		E

(MPa)

		

		Q ()



		8

		9

		180

		18

		2800

		0.4

		500





[bookmark: _GoBack]Avec :

		D :

		le diamètre de la voûte



		H :

		la hauteur totale du tunnel



		L :

		la longueur du tunnel



		B :

		la largeur du  tunnel





[bookmark: _Toc327542783]Etude du déplacement

On s’intéresse à la voûte d’un tunnel, et on suit l’évolution des déplacements pour les deux cas de modélisation (2D) et (3D), la déformé du tunnel et Les déplacements obtenus par le logiciel ABAQUS se résume aux graphiques suivants.
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Modèle  (3D) 
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Modèle (2D)	

[bookmark: _Toc327606259]Figure ‎3.30: déformé de la voûte du tunnel en 3D et 2D
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Coupe suivant z (0.25L)
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Coupe suivant z (0.5L)
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Coupe suivant x (0.5L)

[bookmark: _Toc327606260]Figure ‎3.31: différentes coupes de la déformé de la voûte du tunnel en 3D 



Une première analyse de la déformé de la figure (3.31) met en évidence un déplacement supérieur pour le cas tridimensionnel (2.945 mm) par rapport à celui  obtenu par la modélisation bidimensionnelle (1.926 mm).

Afin de mieux apprécier l’évolution des déplacements pour les différentes positions de la voûte (0L, 0.25L, 0.5L) en 3D  et en 2D, on reporte les résultats sur la figure (Fig 3.32) avec la comparaison entre les deux cas de modélisation.





[bookmark: _Toc327606261]Figure ‎3.32: déplacement vertical de la voûte du tunnel pour les deux cas (2D) et (3D)

On voit bien  d’après la figure (3.32) que le déplacement vertical (u2) obtenu dans la partie supérieure de  la voûte au point (1) est très important à cause de la concentration des  charges, et La partie inferieur de la voûte aux points (2 et 3) nous donne des déplacements nuls à cause de l’encastrement.

On remarque aussi que les déplacements sont amplifiés  au niveau des fronts de taille (z=0 L) lorsqu’à ce niveau il n’y a pas de blocage des déplacements suivant z (les extrémités sont libres). A chaque fois qu’on s’éloigne de cette position vers le milieu (0.25L, 0.5L) les déplacements diminuent progressivement.

Afin de comparer les résultats de déplacement obtenus par la modélisation bidimensionnelle par rapport à ceux des déplacements obtenus avec la modé-lisation tridimensionnelle aux différentes positions, on présente sur la figure (3.33) le déplacement vertical (u2) au niveau du nœud (n1).





[bookmark: _Toc327606262]	Figure ‎3.33: déplacement vertical à la tête de la  voûte pour les différentes positions de la 3D et celle de 2D

On constate, d’après la figure, que la valeur du déplacement donnée par le modèle 2D est très proche de celle donnée par le modèle 3D au niveau de (0.5L).

La figure ci- dessus montre bien le déplacement de la voûte au nœud (1) suivant sa longueur pour les deux cas de modélisations.



[bookmark: _Toc327606263]Figure ‎3.34: déplacement vertical au point (1) suivant la longueur pour les deux cas (2D et (3D)

A partir des informations fournies par les deux modèles  qui sont représentés dans la figure (3.34) on constate que les déplacements au point (1) sont constants sur toute la longueur du tunnel pour le cas bidimensionnel, cette valeur est sensiblement la même que pour le cas 3D au niveau de (0.5l).

[bookmark: _Toc327542784]Etude des contraintes

Nous nous intéressons ensuite à l’évolution des  contraintes pour les deux cas de simulation, la concentration de la contrainte est localisé à la partie inférieure de la voûte au niveau de l’encastrement, les figures ci-après montrent bien la répartition  des contrainte. (Les valeurs de contrainte sont données en KPa)
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Modèle (3D)
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Modèle (2D)

[bookmark: _Toc327606264]Figure ‎3.35: distribution des contraintes dans la voûte du tunnel en 3D et 2D
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Coupe suivant z (0.25L)





[image: C:\Users\HP 630\Desktop\tunnel180\05L.png]

Coupe suivant z (0.5L)
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Coupe suivant x (0.5b)

[bookmark: _Toc327606265]Figure ‎3.36: distribution des contraintes dans la voûte aux différentes positions de la 3D



Une fois de plus le champ de concentration des contraintes maximales sont donné par la modélisation tridimensionnelle. Pour mieux apprissiez la concentration des contraintes, on consigne les valeurs des contraintes aux points (2) sous forme d’un histogramme.





[bookmark: _Toc327606266]Figure ‎3.37: distribution des contraintes dans la voûte du tunnel pour les différentes positions de la 3D et 2D

On voit que les résultats des contraintes obtenus par la modélisation tridimen-sionnelle à (z=0.5L) sont proches de ceux obtenus par la modélisation bidimensio-nnelle, et au niveau de z=0L les valeurs des contraintes sont plus grandes par rapport à celles obtenues pour z=0,25L et z=0,5L aussi que le modèle 2D. 

[bookmark: _Toc327542791]	Conclusion

La comparaison des résultats obtenus pour les différentes valeurs de E, permet de constater l’effet du module de Young sur le tassement de la fondation, les résultats des déplacements dans le sol rigide sont nettement réduits ce qui implique une diminution de la flèche.

La comparaison entre les deux cas de simulation 2D et 3D permet de constater que les résultats obtenus par la modélisation en déformation plane tendent  toujours vers le  milieu de la 3D.

L’étude tridimensionnelle de la fondation a montré l’effet de la longueur sur les valeurs de déplacement, et le comportement de la fondation pour le cas tridimensionnel par apport au modèle réduit (2D). 



Chapitre 3                                                                                    Application au cas statique 







[bookmark: _Toc327542792]chapitre 4                               application au cas dynamique

[bookmark: _Toc327542793]Introduction

Ce présent chapitre est consacré à la présentation du comportement dynamique d’un barrage poids pour les deux cas de simulation (2D et 3D). En premier lieu on s’intéressera à la détermination des modes propres et les fréquences du barrage dans le cas des vibrations libres, puis en passe  à l’étude de la réponse sismique du barrage en terme de déplacement, contrainte et déformation.

 Dans cette présente étude, on va comparer les résultats obtenus par la modélisa-tion tridimensionnelle à ceux obtenus par la modélisation bidimensionnelle. 

[bookmark: _Toc327542794]Présentation de système considéré

Dans notre étude, on va s’intéresser au cas du barrage de Pine Flat au Kings River en Californie USA. Le comportement mécanique du barrage, est supposé linéaire, élastique et isotrope. Les caractéristiques mécaniques et physiques requises pour l’étude sont : la masse volumique (), le coefficient de poisson () et le module de Young ().

La monolithe du barrage, de hauteur HB et de largeur AC  à la crête et AB à la base, est discrétisé en N éléments quadrilatéraux isoparamitriques à deux degrés de liberté par nœud en bidimensionnel. Pour le cas tridimensionnel le barrage est discrétisé  par des éléments hexaédriques avec trois degrés de liberté par nœud.

La géométrie du barrage est montrée sur la figure (4.1) en 3D et le maillage correspondant sur la figure (4.2). La figure 4.3 montre la géométrie de barrage en 2D et le maillage correspondant est montré sur la figure (4.4). Les dimensions du barrage sont données dans le tableau 4.1 avec les propriétés mécaniques constituant la structure du barrage.
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[bookmark: _Toc327606269]Figure ‎4.1: Géométrie du barrage en 3D
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[bookmark: _Toc327606270]Figure ‎4.2: le maillage correspondant au système 3D
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[bookmark: _Toc327606271]Figure ‎4.3: Géométrie du barrage en 2D
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[bookmark: _Toc327606272]Figure ‎4.4: le maillage correspondant





[bookmark: _Toc327606294]Tableau ‎4.1 : caractéristiques mécaniques et géométriques du barrage	

		HB

(m)

		HC

(m)

		AB

(m)

		AC

(m)

		LB

(m)

		E

(MPa)

		ν

		

(t /m3)



		122

		18.5

		96

		9.75

		1000

		34470

		0.2

		2.483





[bookmark: _Toc327542795]Etude des vibrations libres 

A fin de prévoir et de comprendre le comportement dynamique d’une structure donnée (cas du barrage), on doit connaitre ses paramètres modaux : les fréquences et les modes propres.

La résolution du problème aux fréquences et modes propres d’un modèle d’éléments finis, correspond aux problèmes de valeurs et vecteurs propres d’un système matriciel.

Le tableau 4.2 montre les résultats de calcul des périodes de vibration en considérant le barrage vide (sans interaction fluide-structure), pour les deux cas 2D et 3D. Les résultats obtenus pour le cas 2D sont comparés à ce donnés par la référence [20].

[bookmark: _Toc327606295]Tableau ‎4.2 : période (en secondes) du barrage seul

		mode

		1

		2

		3

		4

		5



		Référence [20]

		0.2595

		0.1293

		0.0926

		0.0737

		0.0491



		Abaqus 2D

		0.2595

		0.1315

		0.0919

		0.0747

		0.0499



		Abaqus 3D

		0.2578

		0.2533

		0.2460

		0.2362

		0.2245







On note dans ce tableau, que les périodes propres obtenues par le logiciel (Abaqus) sont  proches de celles obtenues par la référence [20].

D’autre part, on peut remarquer que les périodes obtenues par la modélisation tridimensionnelle sont plus grandes que celles obtenues par la modélisation bidimensionnelle à partir du deuxième mode. 

Par ailleurs, l’écart entre les périodes propres obtenues pour les défirent modes de la 3D est très petit.  

En outre, pour une comparaison de plus, les trois premiers modes propres de vibration du barrage sont représentés dans les figures 4.5 et 4.6, la figure 4.5 montre les modes obtenus pour le cas bidimensionnel, et la figure 4.6 ceux obtenus pour le cas tridimensionnel.
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[bookmark: _Toc327606273]Figure ‎4.5: modes de déformation Abaqus (2D)
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[bookmark: _Toc327606274]Figure ‎4.6: modes de déformation Abaqus (3D)

[bookmark: _Toc327542796]Etude de la réponse sismique

La prévision du comportement dynamique des structures de grandes dimension, telles que les barrages, est équivalente à l’analyse sismique.

[bookmark: _Toc327542797]L’excitation dynamique considérée

L’excitation dynamique considérée dans cette étude, est l’enregistrement accélérométrique des composantes horizontales du séisme de l’Impérial Valley du 18 mai enregistré à la station d’EL-Centro. La figure 4.6, représente les dix premières secondes de cet accélérogramme, celles les plus critiques.
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[bookmark: _Toc327606275]Figure ‎4.7: Accélération sismique du séisme de l’Impérial Valley d’El-Centro

[bookmark: _Toc327542798]Résultats et interprétation

[bookmark: _Toc327542799]Influence de l’accélérogramme sur les déplacements au niveau de la crête du barrage

L’histoire temporelle des déplacements, vitesses et accélérations de chaque degré de liberté de la structure du barrage est donné par la solution de l’équation du mouvement donné par l’expression (2.54).  La réponse en déplacements obtenue par le logiciel ABAQUS à la crête du barrage est représentée sur les figures suivantes pour les deux cas de modélisation bi et tridimensionnelles.

Les solutions sont calculées en fixant le taux d’amortissement critique du béton à 5%. 
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[bookmark: _Toc327606276]Figure ‎4.8: Déplacements  relatifs horizontaux  en crête du barrage de Pine Flat au niveau 0.25L
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[bookmark: _Toc327606277]Figure ‎4.9: Déplacements  relatifs horizontaux en crête du barrage de Pine Flat au niveau 0.5L
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[bookmark: _Toc327606278]Figure ‎4.10: Déplacements  relatifs horizontaux en crête du barrage de Pine Flat pour 2D

Tout en se basant sur ces figures, on peut conclure que, les courbes suivent la même allure et les pics des déplacements en valeurs absolue obtenus par la modélisation bidimensionnelle sont proches de celles obtenues avec la modélisa-tion tridimensionnelle, et la valeur maximale des déplacements produite au même instant (t=2.55 sec).

On résume dans la figure 4.11, les valeurs maximales des déplacements horizontaux en crête du barrage pour les deux cas de simulations à l’instant t = 2.55 sec.



[bookmark: _Toc327606279]Figure ‎4.11: Déplacement horizontal en crête de barrage à l’instant t=2.55s pour les défirent positions en 3D et 2D

On voit, d’après la figure 4.11, le rapprochement des résultats donnés par le modèle 2D à ceux de la 3D au niveau de 0.5L. Et que le déplacement du modèle 3D au niveau de 0.25L est plus grand que le déplacement à 0.5L ainsi que le modèle 2D.

La variation des déplacements en fonction de la distance horizontale (la longueur) à la crête du barrage pour les deux approches (2D et 3D), est bien montrée sur la figure suivante. 



[bookmark: _Toc327606280]Figure ‎4.12: Déplacement horizontal suivant la longueur en crête de barrage à t=2.55s pour les deux cas (2D et 3D)

La figure 4.12 montre que le comportement en terme de déplacement horizontal relatif à  la crête du barrage donné par le modèle réduit 2D est uniforme sur toute sa longueur, ce qu’est le cas contraire pour le modèle 3D. En terme comparatif le 2D représente la 3D  au niveau du milieu.

La variation des déplacements en fonction de la distance verticale (la hauteur du barrage) à t=2.55sec, sont illustrés dans la figure ci-dessous. 
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[bookmark: _Toc327606281]Figure ‎4.13: Déplacement vertical suivant la hauteur à t=2.55s pour les deux cas (2D et 3D)

D’prés la figure 4.13 on remarque, que les déplacements verticaux dans le cas bidimensionnel sont un peut  proches de ceux obtenus par la 3D au niveau de 0.5L, et la valeur maximale donnée à la crête du barrage.

En outre, les amplifications importantes dans la réponse temporelle obtenue par les deux modèles à la crête du barrage, montrent  l’influence de la rigidité sur les déplacements  du barrage. 

[bookmark: _Toc327542800]Etude des contraintes 

Pour voir la distribution des contraintes dans le barrage sous l’effet de l’accéléro-gramme d’El-Centro à l’instant t=2.55sec pour les deux cas de simulations (2D et 3D), on présente les résultats  dans les figures ci-après.
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Modèle 3D
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Modèle 2D

[bookmark: _Toc327606282]Figure ‎4.14: contrainte dans le barrage sous l’effet d’accélérogramme d’El-Centro à l’instant t=2.55sec pour les deux cas (2D et 3D)
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Coupe suivant z (0.25L)
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Coupe suivant z (0.5L)

[bookmark: _Toc327606283]Figure ‎4.15: différentes coupes de la 3D

Qualitativement, les deux champs ont des allures très proches, mais on constate que le champ 3D représente une forte concentration de contrainte au niveau de (0.25L, et 0.5L) par rapport aux extrémités (0L), là où la réaction de barrage à l’effort sismique est très importante. Pour effectuer une comparaison plus précise, on reporte les valeurs des contraintes pour les différentes positions du barrage sur la figure 4.16.



[bookmark: _Toc327606284]Figure ‎4.16: contrainte dans le barrage pour les différentes positions de 3D et 2D

On voit sur la figure 4.16, l’importance des contraintes dans les zones lois des extrémités (0.25L, 0.5L). Cette figure montre aussi que  les résultats donnés par le modèle bidimensionnel sont presque les mêmes avec ceux calculés par la 3D à 0.5L. Et à 0.25L le 3D présente des contraintes plus importantes par rapport au cas 2D.

[bookmark: _Toc327542801]Les déformées du barrage

Nous nous s’intéressons maintenant à la déformé du barrage, calculable par les deux approches (2D et 3D). Les figures ci-dessous représentent une carte de cette quantité obtenue, en 3D pour les différentes positions et en 2D. 
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Modèle (3D)
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Modèle (2D)

[bookmark: _Toc327606285]Figure ‎4.17: déformée du barrage sous l’effet d’accélérogramme d’El-Centro à l’instant t=2.55s pour les deux cas (2D et 3D)
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Coupe suivant z (0.25L)
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Coupe suivant z (0.5L)

[bookmark: _Toc327606286]Figure ‎4.18: contrainte dans le barrage sous l’effet d’accélérogramme d’El-Centro à l’instant t=2.55s pour les deux cas (2D et 3D)

On voit bien d’après ces figures que la déformée est importante dans la partie amont du barrage pour les deux cas de modélisation, et la valeur maximal donnée par le modèle 3D (1.326.), Un peut  plus grande de celle trouver par le modèle 2D (1.17).

Chapitre 4                                                                                    Application au cas dynamique





[bookmark: _Toc316285950][bookmark: _Toc327542802]Conclusion générale

Dans ce présent travail, nous avons fait une étude comparative pour deux approches (2D, et 3D), on a choisi un cadre théorique du type mécanique des milieux continus en statique et en dynamique. L’étude numérique a été effectuée par un logiciel d’élément finis ABAQUS. 

Les résultats obtenus nous ont permis de conclure pour chaque application :

L’étude statique d’une semelle filante sur un massif de sol montre que :

· L’augmentation de la rigidité du sol conduit à une diminution de tassement de la fondation ainsi que la convergence des résultats pour les deux modèles  bidimensionnel et tridimensionnel à 0.5L.

· La diminution des contraintes avec l’augmentation de la valeur du module de Young, mènent à la convergence des résultats 2D vers ceux de la 3D au niveau du milieu de la fondation.

· Le champ de concentration des contraintes maximales est donné par la modélisation tridimensionnelle.

L’étude statique de la voûte d’un tunnel  en terme de déplacement  et  contrainte, nous a conduit  à montrer que : 

· A chaque fois qu’on s’éloigne de l’extrémité vers le milieu du tunnel, les résultats calculés en termes des déplacements  et  contraintes diminuent,  c’est là qu’on obtient la convergence des résultats donnés par le 2D avec ceux de la 3D. 

L’étude de comportement dynamique du barrage poids encastré, nous a conduits à faire les conclusions suivantes : 

· La réponse du barrage à l’excitation sismique en terme de déplacement est très importante à la crête, et le champ 3D donne des valeurs plus grandes par apport à celles de 2D

· D’autre part, le bidimensionnel représente la 3D au niveau de 0.5L (le milieu du barrage).

La finalité de notre étude nous conduit à dire que :

· Le cas 2D  correspond toujours au milieu du modèle.

· Pour le cas de la semelle filante, plus le modèle est rigide, plus les résultats de la 2D converge vers ceux de la 3D. 

· Moins l’ouvrage considéré est important plus les résultats de la 2D convergent vers ceux de la 3D.

En vu de ces résultats obtenus, on peut dire que le calcule 2D est valable pour des ouvrages de taille moyenne, rigide  et dont les conditions aux limites font qu’on s’intéresse plus particulièrement au milieu  du modèle.



























































Bibliographie
[1] : Amar Khenane, « méthode des éléments finis. Enoncé des principe de base », office des publications universitaires.
[2] :A.seghir, « Note de cours d’élasticité », département de G.civil, université A. Mira de Bejaia 2010/2011
[3] :S. Forest & M. Amestoy, « mécanique des milieux continue », Ecole Nationale Supérieure des Mines de Paris.
[4] :L. Khezzar& A. Haddad, « Mécanique des Milieux continue. Une introduction », Office des Publications Universitaires.
[5] :M.D.Pedro&J.Botsis	«Introduction a la Mécanique des Solides et des Structures  », Presses polytechniques et universitaires Romandes.
[6] :J.L. Batoz&Gounidhatt « Modélisation des structures par éléments finis, solide élastique », volume1.
[7] :M. Part, « Emploi des éléments Finis en Génie Civil. La Modalisation des Ouvrages », A.F.P.C.
[8] :L. ramdani& R. Bendahmane « Etude de la réponse sismique des réservoirs de stockage ».mémoire de fin d’etude, université A. Mira de Bejaia 2006.
[9] :N.Belhamedi&A.Bourooba « Etude de la réponse sismique des Barrages Poids en Béton par la méthode des éléments finis », mémoire de fin d’étude, université A. Mira de Bejaia 2005.
[10] : François Frey&J.Jirosek « analyse des structures et milieux continue, Méthode des élément finis », Presses polytechniques et Universitaire Romandes. Volume6
[11] : François Frey, « analyse des structures et milieux continue, Mécanique des solides », traité de génie civil de l’école polytechnique. Fédérale de laussane.volume3.
[12] :O.C. Zienkiewicz&R.L.Taylor, « la méthode des éléments finis. Formulation de base et problème linéaires », Afnor, technique, 1991.
[13] : Yves debard, «méthode des éléments finis .élasticité à une dimension », université du Mans. Master modélisation numérique et réalité virtuelle. http://iut .univ-lemans.fr/ydlogi/index.html. 
[14] :Vuong_Dieu Trinh, « thèse doctoral spécialité mécanique », l’école nationale supérieure d’arts et métiers.
[15] : Yves  debard, « Elasticité », institut universitaire de technologie du Mans.
[16] : Marc bonnet &AttilioFrangi « analyse des solides déformables par la méthode des éléments finis ».bonnet@ins.polytechnique.fr. Attilio. frangi@polimi.it.
[17] : Stéphanie Basseville& Frédéric Feyel. « Méthodes de Résolution en éléments finis », Ecole Nationale supérieure des Mines de Paris. Enseignement spécialisé « éléments finis », S3733-S3735.
[18] :J. Garrigues, « Statique des solides élastiques en petite
Déformations », école supérieur de mécanique de marselle.
[19] :A.Seghir, « note de cour MEF », département génie civil, université A. Mira de Bejaia 2011/2012 .
[20] :A.Seghir, « thèse doctoral spécialité Génie Civil », département génie civil, université A. Mira de Bejaia.
 




                                                                                                              Conclusion générale









2D	0	4.9999624490737915E-2	9.9999338388442993E-2	0.14999912679195404	0.19999952614307404	0.24999924004077911	0.29999905824661255	0.34999871253967285	0.39999833703041077	0.44999828934669495	0.50000089406967163	0.55000054836273193	0.60000115633010864	0.6500014066696167	0.700001060962677	0.7500007152557373	0.80000030994415283	0.84999996423721313	0.90000045299530029	0.9500001072883606	1	-7.1527060659170297E-30	-0.28566038236022001	-0.55367883760482106	-0.81077107461169395	-1.0570551967248301	-1.2877386761829301	-1.49615749251097	-1.6737352125346701	-1.8101149471476701	-1.8964225891977502	-1.92634179256856	-1.8964225891977502	-1.8101149471476701	-1.6737352125346701	-1.49615749251097	-1.2877386761829301	-1.0570551967248301	-0.81077107461169395	-0.55367883760482106	-0.28566038236022001	-7.1527060659170297E-30	0,5l	0	4.9999624490737915E-2	9.9999338388442993E-2	0.14999912679195404	0.19999952614307404	0.24999924004077911	0.29999905824661255	0.34999871253967285	0.39999833703041077	0.44999828934669495	0.50000089406967163	0.55000054836273193	0.60000115633010864	0.6500014066696167	0.700001060962677	0.7500007152557373	0.80000030994415283	0.84999996423721313	0.90000045299530029	0.9500001072883606	1	-8.7211542192237908E-31	-0.267442199401557	-0.54050242761150002	-0.78906409908086106	-1.03099562693387	-1.25678488984704	-1.4664770569652299	-1.63877359591424	-1.7712847329676198	-1.8598942551761901	-1.8851227359846199	-1.8611745908856401	-1.77345296833664	-1.6348942881450101	-1.46200391463935	-1.25606916844845	-1.0354405967518701	-0.782585004344583	-0.51384698599577006	-0.22930841078050399	-8.4874641055704004E-31	0,25l	0	4.9999624490737915E-2	9.9999338388442993E-2	0.14999912679195404	0.19999952614307404	0.24999924004077911	0.29999905824661255	0.34999871253967285	0.39999833703041077	0.44999828934669495	0.50000089406967163	0.55000054836273193	0.60000115633010864	0.6500014066696167	0.700001060962677	0.7500007152557373	0.80000030994415283	0.84999996423721313	0.90000045299530029	0.9500001072883606	1	-8.2510657631353003E-31	-0.259227585047483	-0.52146706730127301	-0.774835876654834	-1.0259718401357498	-1.26408063806593	-1.4611603692174	-1.63903401698917	-1.7723232740536299	-1.86145585030317	-1.89088215120137	-1.8604079959914099	-1.7772490391507698	-1.6393092228099699	-1.46550056524575	-1.2542923213913999	-1.01623102091253	-0.75307005317881703	-0.47039802302606398	-0.21565823408309401	-8.38563047894568E-31	0l	0	4.9999624490737915E-2	9.9999338388442993E-2	0.14999912679195404	0.19999952614307404	0.24999924004077911	0.29999905824661255	0.34999871253967285	0.39999833703041077	0.44999828934669495	0.50000089406967163	0.55000054836273193	0.60000115633010864	0.6500014066696167	0.700001060962677	0.7500007152557373	0.80000030994415283	0.84999996423721313	0.90000045299530029	0.9500001072883606	1	-2.8960798962115098E-31	-0.50161354010924697	-0.89566677343100298	-1.2389461044222099	-1.5324682462960499	-1.8113895785063501	-2.068055793643	-2.2851633839309198	-2.4696062318980698	-2.5841172318905601	-2.62689986266196	-2.5927524548023899	-2.4789972230791997	-2.30008526705205	-2.0740935578942299	-1.81993027217686	-1.53769855387509	-1.2268485734239198	-0.88233518181368698	-0.46069460222497599	-3.2084803769120001E-31	voûte

déplacement vertical (mm)

2D	0,5L	0,25L	0L	1.9263417925685601E-3	1.88512273598462E-3	1.89088215120137E-3	2.6268998626619599E-3	Déplacement vertical (m)

3D	0	5.5555556900799274E-3	1.1111111380159855E-2	1.666666753590107E-2	2.222222276031971E-2	2.777777798473835E-2	3.3333335071802139E-2	3.8888890296220779E-2	4.444444552063942E-2	5.000000074505806E-2	5.55555559694767E-2	6.111111119389534E-2	6.6666670143604279E-2	7.2222225368022919E-2	7.7777780592441559E-2	8.3333335816860199E-2	8.8888891041278839E-2	9.4444446265697479E-2	0.10000000149011612	0.10555555671453476	0.1111111119389534	0.11666666716337204	0.12222222238779068	0.12777778506278992	0.13333334028720856	0.1388888955116272	0.14444445073604584	0.15000000596046448	0.15555556118488312	0.16111111640930176	0.1666666716337204	0.17222222685813904	0.17777778208255768	0.18333333730697632	0.18888889253139496	0.1944444477558136	0.20000000298023224	0.20555555820465088	0.21111111342906952	0.21666666865348816	0.2222222238779068	0.22777777910232544	0.23333333432674408	0.23888888955116272	0.24444444477558136	0.25	0.25555557012557983	0.26111111044883728	0.26666668057441711	0.27222222089767456	0.27777779102325439	0.28333333134651184	0.28888890147209167	0.29444444179534912	0.30000001192092896	0.3055555522441864	0.31111112236976624	0.31666666269302368	0.32222223281860352	0.32777777314186096	0.3333333432674408	0.33888888359069824	0.34444445371627808	0.34999999403953552	0.35555556416511536	0.3611111044883728	0.36666667461395264	0.37222221493721008	0.37777778506278992	0.38333332538604736	0.3888888955116272	0.39444443583488464	0.40000000596046448	0.40555554628372192	0.41111111640930176	0.4166666567325592	0.42222222685813904	0.42777776718139648	0.43333333730697632	0.43888887763023376	0.4444444477558136	0.44999998807907104	0.45555555820465088	0.46111109852790833	0.46666666865348816	0.47222220897674561	0.47777777910232544	0.48333331942558289	0.48888888955116272	0.49444442987442017	0.5	0.50555557012557983	0.51111114025115967	0.51666665077209473	0.52222222089767456	0.52777779102325439	0.53333336114883423	0.53888887166976929	0.54444444179534912	0.55000001192092896	0.55555558204650879	0.56111109256744385	0.56666666269302368	0.57222223281860352	0.57777780294418335	0.58333331346511841	0.58888888359069824	0.59444445371627808	0.60000002384185791	0.60555553436279297	0.6111111044883728	0.61666667461395264	0.62222224473953247	0.62777775526046753	0.63333332538604736	0.6388888955116272	0.64444446563720703	0.64999997615814209	0.65555554628372192	0.66111111640930176	0.66666668653488159	0.67222219705581665	0.67777776718139648	0.68333333730697632	0.68888890743255615	0.69444441795349121	0.69999998807907104	0.70555555820465088	0.71111112833023071	0.71666663885116577	0.72222220897674561	0.72777777910232544	0.73333334922790527	0.73888885974884033	0.74444442987442017	0.75	0.75555557012557983	0.76111114025115967	0.76666665077209473	0.77222222089767456	0.77777779102325439	0.78333336114883423	0.78888887166976929	0.79444444179534912	0.80000001192092896	0.80555558204650879	0.81111109256744385	0.81666666269302368	0.82222223281860352	0.82777780294418335	0.83333331346511841	0.83888888359069824	0.84444445371627808	0.85000002384185791	0.85555553436279297	0.8611111044883728	0.86666667461395264	0.87222224473953247	0.87777775526046753	0.88333332538604736	0.8888888955116272	0.89444446563720703	0.89999997615814209	0.90555554628372192	0.91111111640930176	0.91666668653488159	0.92222219705581665	0.92777776718139648	0.93333333730697632	0.93888890743255615	0.94444441795349121	0.94999998807907104	0.95555555820465088	0.96111112833023071	0.96666663885116577	0.97222220897674561	0.97777777910232544	0.98333334922790527	0.98888885974884033	0.99444442987442017	1	-2.63594300486147	-2.4823215790092901	-2.3628165945410697	-2.25964956916869	-2.1732917521148898	-2.10798485204577	-2.0530931651592299	-2.0138483960181501	-1.9693947397172498	-1.94506673142314	-1.9245044095441699	-1.9015318248421	-1.89730210695416	-1.89379812218249	-1.8914137035608301	-1.8853439250960899	-1.88210641499609	-1.88839004840702	-1.88269629143178	-1.88149639870971	-1.8857138929888599	-1.8910997314378599	-1.8882193835452199	-1.8875293899327499	-1.8823216669261502	-1.8823851132765399	-1.88716128468513	-1.8902765586972199	-1.89053360372782	-1.8895160173997301	-1.8899469869211301	-1.8929573707282499	-1.8887397600337901	-1.8900287104770499	-1.8895921530202	-1.88814173452556	-1.89115933608264	-1.8887243932113098	-1.88812322448939	-1.8902480369433801	-1.8822114216163801	-1.8806346924975499	-1.8930869409814501	-1.8948968499898899	-1.88326637726277	-1.8869924824684901	-1.8909296486526699	-1.8866420723497901	-1.88713439274579	-1.8873831722885401	-1.8878041300922599	-1.8840377451852002	-1.88660493586212	-1.8885297467932101	-1.8834413494914801	-1.8902287119999499	-1.8872958607971702	-1.8859321717172901	-1.8890340579673601	-1.8871346255764401	-1.8830257467925502	-1.8810014007613101	-1.8843959551304601	-1.8828992033377301	-1.88782811164856	-1.8879956332966701	-1.8867009785026301	-1.89214816782624	-1.8924452597275401	-1.8876858521252902	-1.8835359951481199	-1.8873437074944401	-1.8832454225048398	-1.8866515019908501	-1.8919202266261002	-1.88866537064314	-1.88876432366669	-1.8895106622949198	-1.88589817844331	-1.8911296501755699	-1.88479735516012	-1.8836249364540001	-1.8892068183049602	-1.8898019334301399	-1.88438885379583	-1.8855659291148201	-1.8879009876400199	-1.8889019265770899	-1.89293234143406	-1.88794080168009	-1.8851227359846199	-1.8933330429717901	-1.8929631914943501	-1.88481668010354	-1.8899245187640201	-1.89178984146565	-1.88673078082502	-1.8899281276390001	-1.8932996317744302	-1.89020216930658	-1.8825044389814098	-1.88541400711983	-1.8862347351387099	-1.8856535898521498	-1.89050100743771	-1.89406704157591	-1.89372559543699	-1.8908343045041001	-1.8916390836238901	-1.8911007791757601	-1.8894146196544201	-1.89096888061613	-1.88746908679605	-1.87881290912628	-1.8865141319111001	-1.8894741078838699	-1.8873726949095699	-1.8916042754426601	-1.8840385600924501	-1.8880582647398099	-1.88694079406559	-1.8830123590305401	-1.87788996845484	-1.88061490189284	-1.88837898895144	-1.89494551159441	-1.8872662913054199	-1.8891667714342502	-1.8885551253333701	-1.8823477439582301	-1.89076247625053	-1.8842465942725499	-1.88666337635368	-1.8873211229219999	-1.8871808424592	-1.89088215120137	-1.88112282194197	-1.88258371781558	-1.87814771197736	-1.88816746231169	-1.88721960876137	-1.8926861230284	-1.89130299258977	-1.8905069446191201	-1.8877903930842901	-1.8918038113042699	-1.89875764772296	-1.8935557454824401	-1.89077947288752	-1.89589383080602	-1.9001205218955901	-1.8988201627507799	-1.8901480361819301	-1.8945740303024601	-1.8897545523941499	-1.8833135254681099	-1.8943040631711501	-1.8868847982958001	-1.8851659260690199	-1.8920981092378499	-1.89238670282066	-1.8894250970333799	-1.88870646525174	-1.8917460693046499	-1.88465241808444	-1.886704005301	-1.8865915481001099	-1.8920970614999499	-1.90401310101151	-1.9065466476604298	-1.9319138955324899	-1.9473899155855201	-1.9752886146307	-2.0103571005165599	-2.04687705263495	-2.1041706204414399	-2.1741441451013102	-2.2548297420144099	-2.3625586181878999	-2.4771301541477397	-2.62689986266196	2D	0	5.5555556900799274E-3	1.1111111380159855E-2	1.666666753590107E-2	2.222222276031971E-2	2.777777798473835E-2	3.3333335071802139E-2	3.8888890296220779E-2	4.444444552063942E-2	5.000000074505806E-2	5.55555559694767E-2	6.111111119389534E-2	6.6666670143604279E-2	7.2222225368022919E-2	7.7777780592441559E-2	8.3333335816860199E-2	8.8888891041278839E-2	9.4444446265697479E-2	0.10000000149011612	0.10555555671453476	0.1111111119389534	0.11666666716337204	0.12222222238779068	0.12777778506278992	0.13333334028720856	0.1388888955116272	0.14444445073604584	0.15000000596046448	0.15555556118488312	0.16111111640930176	0.1666666716337204	0.17222222685813904	0.17777778208255768	0.18333333730697632	0.18888889253139496	0.1944444477558136	0.20000000298023224	0.20555555820465088	0.21111111342906952	0.21666666865348816	0.2222222238779068	0.22777777910232544	0.23333333432674408	0.23888888955116272	0.24444444477558136	0.25	0.25555557012557983	0.26111111044883728	0.26666668057441711	0.27222222089767456	0.27777779102325439	0.28333333134651184	0.28888890147209167	0.29444444179534912	0.30000001192092896	0.3055555522441864	0.31111112236976624	0.31666666269302368	0.32222223281860352	0.32777777314186096	0.3333333432674408	0.33888888359069824	0.34444445371627808	0.34999999403953552	0.35555556416511536	0.3611111044883728	0.36666667461395264	0.37222221493721008	0.37777778506278992	0.38333332538604736	0.3888888955116272	0.39444443583488464	0.40000000596046448	0.40555554628372192	0.41111111640930176	0.4166666567325592	0.42222222685813904	0.42777776718139648	0.43333333730697632	0.43888887763023376	0.4444444477558136	0.44999998807907104	0.45555555820465088	0.46111109852790833	0.46666666865348816	0.47222220897674561	0.47777777910232544	0.48333331942558289	0.48888888955116272	0.49444442987442017	0.5	0.50555557012557983	0.51111114025115967	0.51666665077209473	0.52222222089767456	0.52777779102325439	0.53333336114883423	0.53888887166976929	0.54444444179534912	0.55000001192092896	0.55555558204650879	0.56111109256744385	0.56666666269302368	0.57222223281860352	0.57777780294418335	0.58333331346511841	0.58888888359069824	0.59444445371627808	0.60000002384185791	0.60555553436279297	0.6111111044883728	0.61666667461395264	0.62222224473953247	0.62777775526046753	0.63333332538604736	0.6388888955116272	0.64444446563720703	0.64999997615814209	0.65555554628372192	0.66111111640930176	0.66666668653488159	0.67222219705581665	0.67777776718139648	0.68333333730697632	0.68888890743255615	0.69444441795349121	0.69999998807907104	0.70555555820465088	0.71111112833023071	0.71666663885116577	0.72222220897674561	0.72777777910232544	0.73333334922790527	0.73888885974884033	0.74444442987442017	0.75	0.75555557012557983	0.76111114025115967	0.76666665077209473	0.77222222089767456	0.77777779102325439	0.78333336114883423	0.78888887166976929	0.79444444179534912	0.80000001192092896	0.80555558204650879	0.81111109256744385	0.81666666269302368	0.82222223281860352	0.82777780294418335	0.83333331346511841	0.83888888359069824	0.84444445371627808	0.85000002384185791	0.85555553436279297	0.8611111044883728	0.86666667461395264	0.87222224473953247	0.87777775526046753	0.88333332538604736	0.8888888955116272	0.89444446563720703	0.89999997615814209	0.90555554628372192	0.91111111640930176	0.91666668653488159	0.92222219705581665	0.92777776718139648	0.93333333730697632	0.93888890743255615	0.94444441795349121	0.94999998807907104	0.95555555820465088	0.96111112833023071	0.96666663885116577	0.97222220897674561	0.97777777910232544	0.98333334922790527	0.98888885974884033	0.99444442987442017	1	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	-1.9	longueur (L)

déplacement vertical(mm)

0L	0,25L	0,5L	2D	2332.55712890625	932.0435791015625	931.95635986328125	1236.8182400000001	Contrainte (KPa)

 0,033

0,25L	0,5L	2D	3.6999999999999998E-2	3.2000000000000042E-2	3.3000000000000002E-2	déplacement horizontal (m)

3D	0	9.9999997764827486E-3	1.9999999552965185E-2	2.9999999329447746E-2	3.9999999105930335E-2	5.0000000745058074E-2	5.9999998658895534E-2	7.0000000298023404E-2	7.9999998211860712E-2	9.0000003576278728E-2	0.10000000149011612	0.10999999940395359	0.11999999731779085	0.12999999523162944	0.14000000059604825	0.15000000596046648	0.15999999642372512	0.17000000178813934	0.1800000071525574	0.18999999761581651	0.20000000298023224	0.20999999344349293	0.21999999880791155	0.23000000417232819	0.23999999463558241	0.25	0.25999999046325684	0.27000001072883606	0.28000000119209667	0.28999999165535356	0.30000001192093273	0.31000000238418962	0.31999999284745029	0.33000001311302612	0.3400000035762788	0.34999999403953552	0.3600000143051148	0.37000000476837158	0.37999999523163347	0.38999998569489319	0.40000000596046953	0.40999999642372126	0.41999998688697832	0.43000000715256315	0.43999999761582026	0.44999998807907132	0.46000000834465637	0.46999999880790738	0.47999998927116438	0.49000000953674488	0.5	0.50999999046325684	0.51999998092651367	0.52999997138978072	0.54000002145767212	0.55000001192092896	0.56000000238420045	0.56999999284744263	0.57999998331070712	0.5899999737739563	0.60000002384185791	0.6100000143051254	0.62000000476838002	0.62999999523162864	0.63999998569490024	0.64999997615816174	0.66000002622605225	0.67000001668932074	0.6800000071525576	0.68999999761582642	0.69999998807907982	0.70999997854233265	0.7200000286102296	0.73000001907349943	0.74000000953674361	0.75000000000000688	0.75999999046326605	0.76999998092652122	0.77999997138978705	0.79000002145767212	0.80000001192092896	0.81000000238420045	0.81999999284744263	0.82999998331070712	0.83999997377395663	0.85000002384185791	0.8600000143051254	0.87000000476838002	0.87999999523162864	0.88999998569489402	0.8999999761581543	0.9100000262260437	0.92000001668931275	0.9300000071525576	0.93999999761582642	0.94999998807907982	0.95999997854233265	0.9700000286102296	0.9800000190734931	0.99000000953674316	1	1.035287018190044E-35	-1.2909147189930081E-3	-3.9161192253232002E-3	-7.2630220092834118E-3	-1.0910996235907081E-2	-1.4703761786222461E-2	-1.8449697643518666E-2	-2.2055951878428612E-2	-2.5389639660716081E-2	-2.8364155441522598E-2	-3.0878564342856407E-2	-3.2888829708099442E-2	-3.4393008798360832E-2	-3.5471405833959656E-2	-3.6238297820091719E-2	-3.6817554384470014E-2	-3.7289865314961049E-2	-3.7691142410040714E-2	-3.8016233593225486E-2	-3.8244236260652542E-2	-3.8353540003299741E-2	-3.8331117480994124E-2	-3.8176063448190689E-2	-3.7895642220974815E-2	-3.7507433444261606E-2	-3.7033535540104606E-2	-3.6505259573460111E-2	-3.5955607891082771E-2	-3.5423275083304222E-2	-3.4942317754030242E-2	-3.4545484930276864E-2	-3.4253146499395412E-2	-3.4077715128660896E-2	-3.4013889729976682E-2	-3.404590487480165E-2	-3.4141421318054199E-2	-3.4263398498296752E-2	-3.4368414431810379E-2	-3.4421570599079618E-2	-3.4395236521959492E-2	-3.4281082451344029E-2	-3.408319875598001E-2	-3.3822961151599884E-2	-3.3525779843330383E-2	-3.3222261816263206E-2	-3.2935351133346571E-2	-3.2685197889805673E-2	-3.2481640577317103E-2	-3.233337774872852E-2	-3.2242335379124472E-2	-3.2212398946285255E-2	-3.2242335379124472E-2	-3.233337774872852E-2	-3.2481640577317103E-2	-3.2685201615095749E-2	-3.2935347408057147E-2	-3.3222265541553511E-2	-3.3525772392749786E-2	-3.3822964876890182E-2	-3.4083195030689246E-2	-3.428108990192421E-2	-3.4395232796669242E-2	-3.4421581774950034E-2	-3.4368406981229782E-2	-3.426340967416764E-2	-3.4141413867473616E-2	-3.4045916050672656E-2	-3.4013874828815696E-2	-3.4077726304531097E-2	-3.4253131598234191E-2	-3.4545499831438023E-2	-3.4942299127578742E-2	-3.5423297435045256E-2	-3.5955592989921611E-2	-3.6505289375782013E-2	-3.7033520638942746E-2	-3.7507459521293682E-2	-3.7895616143941886E-2	-3.8176089525222785E-2	-3.8331083953380585E-2	-3.8353562355041504E-2	-3.8244199007749585E-2	-3.801625594496727E-2	-3.7691101431846646E-2	-3.7289883941412E-2	-3.6817513406277341E-2	-3.6238308995962212E-2	-3.5471376031637206E-2	-3.4393008798360832E-2	-3.2888825982809622E-2	-3.087854012847004E-2	-2.8364196419715881E-2	-2.5389572605490691E-2	-2.2056076675653912E-2	-1.8449580296874303E-2	-1.4703988097608141E-2	-1.0910856537520884E-2	-7.2632683441044496E-3	-3.9160884916782379E-3	-1.2902312446385661E-3	1.0218070022836778E-35	2D	0	9.9999997764827486E-3	1.9999999552965185E-2	2.9999999329447746E-2	3.9999999105930335E-2	5.0000000745058074E-2	5.9999998658895534E-2	7.0000000298023404E-2	7.9999998211860712E-2	9.0000003576278728E-2	0.10000000149011612	0.10999999940395359	0.11999999731779085	0.12999999523162944	0.14000000059604825	0.15000000596046648	0.15999999642372512	0.17000000178813934	0.1800000071525574	0.18999999761581651	0.20000000298023224	0.20999999344349293	0.21999999880791155	0.23000000417232819	0.23999999463558241	0.25	0.25999999046325684	0.27000001072883606	0.28000000119209667	0.28999999165535356	0.30000001192093273	0.31000000238418962	0.31999999284745029	0.33000001311302612	0.3400000035762788	0.34999999403953552	0.3600000143051148	0.37000000476837158	0.37999999523163347	0.38999998569489319	0.40000000596046953	0.40999999642372126	0.41999998688697832	0.43000000715256315	0.43999999761582026	0.44999998807907132	0.46000000834465637	0.46999999880790738	0.47999998927116438	0.49000000953674488	0.5	0.50999999046325684	0.51999998092651367	0.52999997138978072	0.54000002145767212	0.55000001192092896	0.56000000238420045	0.56999999284744263	0.57999998331070712	0.5899999737739563	0.60000002384185791	0.6100000143051254	0.62000000476838002	0.62999999523162864	0.63999998569490024	0.64999997615816174	0.66000002622605225	0.67000001668932074	0.6800000071525576	0.68999999761582642	0.69999998807907982	0.70999997854233265	0.7200000286102296	0.73000001907349943	0.74000000953674361	0.75000000000000688	0.75999999046326605	0.76999998092652122	0.77999997138978705	0.79000002145767212	0.80000001192092896	0.81000000238420045	0.81999999284744263	0.82999998331070712	0.83999997377395663	0.85000002384185791	0.8600000143051254	0.87000000476838002	0.87999999523162864	0.88999998569489402	0.8999999761581543	0.9100000262260437	0.92000001668931275	0.9300000071525576	0.93999999761582642	0.94999998807907982	0.95999997854233265	0.9700000286102296	0.9800000190734931	0.99000000953674316	1	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	-3.3000000000000002E-2	Longueur

Déplacement horizontal

 4 347,71

0L	0,25L	0,5L	2D	1659.011962890625	5297.3496093750555	4455.868164062611	4347.7128906250555	Contrainte (KPa)

0L	100	1000	1900	2800	1.5226110117510323E-3	1.4318026660475904E-4	7.6030308264307732E-5	5.2138955652480904E-5	0,25L	100	1000	1900	2800	1.6350378282368706E-3	1.7566014139447621E-4	9.5715637144167247E-5	6.6553351643960909E-5	0,5L	100	1000	1900	2800	1.6744639724493244E-3	1.8576218280941202E-4	1.0134205513168141E-4	7.0421185228042833E-5	2D	100	1000	1900	2800	1.8683029338718198E-3	1.9362231250852845E-4	1.04523736808915E-4	7.2307411755903608E-5	module de Young (E)

déplacement u2 (m)  

0	0.1	0.2	0.30000000000000032	0.4	0.5	0.60000000000000064	0.70000000000000062	0.79999999999999993	0.89999999999999991	0.99999999999999989	1.0999999999999623	1.2	1.3	1.4	1.5000000000000002	1.6000000000000003	1.7000000000000004	1.8000000000000005	1.9000000000000021	2.0000000000000004	2.1000000000000005	2.2000000000000006	2.3000000000000007	2.4000000000000008	2.5000000000000009	2.600000000000001	2.7000000000000011	2.8000000000000007	2.9000000000000008	3.0000000000000013	3.1000000000000014	3.2000000000000015	3.3000000000000007	3.4000000000000017	3.5000000000000018	3.6000000000000019	3.7000000000000042	3.800000000000002	3.9000000000000021	4.0000000000000018	4.1000000000000005	4.2000000000000011	4.3000000000000007	4.4000000000000004	4.5	4.5999999999999996	4.6999999999999975	4.7999999999999989	4.8999999999999986	4.9999999999999982	5.0999999999999979	5.1999999999999975	5.2999999999999972	5.3999999999999968	5.4999999999999964	5.5999999999999961	5.6999999999999957	5.7999999999999954	5.899999999999995	5.9999999999999964	6.0999999999999943	6.199999999999994	6.2999999999999936	6.3999999999999915	6.4999999999999929	6.5999999999999925	6.6999999999999895	6.7999999999999918	6.8999999999999915	6.9999999999999911	7.0999999999999908	7.1999999999999895	7.2999999999999901	7.3999999999999897	7.4999999999999893	7.599999999999989	7.6999999999999886	7.7999999999999883	7.8999999999999879	7.9999999999999893	8.1000000000000014	8.2000000000000011	8.2999999999999865	8.4000000000000021	8.5000000000000018	8.6000000000000014	8.7000000000000011	8.7999999999999847	8.9000000000000021	9.0000000000000018	9.1000000000000014	9.2000000000000011	9.2999999999999847	9.4000000000000021	9.5000000000000018	9.6000000000000014	9.7000000000000011	9.7999999999999847	9.9000000000000021	10.000000000000002	10.100000000000001	10.200000000000001	10.299999999999979	10.400000000000002	10.500000000000002	10.600000000000001	10.700000000000001	10.799999999999979	10.900000000000002	11.000000000000002	11.100000000000001	11.199999999999976	11.299999999999976	11.400000000000002	11.500000000000002	11.600000000000001	11.699999999999974	11.799999999999974	11.900000000000002	12.000000000000002	12.100000000000001	12.199999999999974	12.299999999999972	12.400000000000002	12.500000000000002	12.600000000000001	12.699999999999974	12.799999999999972	12.900000000000002	13.000000000000002	13.100000000000001	13.199999999999974	13.299999999999972	13.400000000000002	13.500000000000002	13.600000000000001	13.699999999999974	13.799999999999972	13.900000000000002	14.000000000000002	14.100000000000001	14.199999999999974	14.299999999999972	14.400000000000002	14.500000000000002	14.600000000000001	14.699999999999974	14.799999999999972	14.900000000000002	15.000000000000002	15.100000000000001	15.199999999999974	15.299999999999972	15.400000000000002	15.500000000000002	15.600000000000001	15.699999999999974	15.799999999999972	15.900000000000002	16	16.099999999999959	16.19999999999996	16.299999999999962	16.399999999999963	16.499999999999929	16.599999999999966	16.699999999999967	16.799999999999969	16.89999999999997	16.999999999999972	17.099999999999973	17.199999999999974	17.299999999999976	17.399999999999977	17.499999999999979	17.59999999999998	17.699999999999985	17.799999999999983	17.899999999999984	17.999999999999986	18.099999999999987	18.199999999999992	18.299999999999986	18.399999999999988	18.499999999999989	18.599999999999987	18.699999999999996	18.799999999999986	18.899999999999999	19	19.100000000000001	19.200000000000003	19.300000000000004	19.400000000000006	19.500000000000007	19.60000000000003	19.70000000000001	19.800000000000011	19.900000000000013	20.000000000000014	0	49.916708323414078	99.334665397530614	147.76010333066981	194.70917115432312	239.71276930210138	282.32123669751769	322.10884361885638	358.67804544976138	391.66345481375475	420.73549240394817	445.60368003073432	466.01954298361312	481.77909270859629	492.7248649942303	498.74749330202735	499.7868015207527	495.83240522623424	486.92381543909693	473.15004384371866	454.64871341284066	431.60468332445788	404.24820190979494	372.85260608836438	337.73159027556869	299.23607205196669	257.75068591073278	213.68994011691447	167.49407507795192	119.62466460699056	70.560004029933026	20.790331216644578	-29.187071713790935	-78.872847071620455	-127.77055101341389	-175.39161384481076	-221.26022164742704	-264.91807045423656	-305.92894547136029	-343.88307959198693	-378.40124765396473	-409.13855553219548	-435.78788620679433	-458.08296837472778	-475.80103694475793	-488.7650588325485	-496.84550181673438	-499.96162878205024	-498.08230441792023	-491.22630631216629	-479.46213733156929	-462.90734116386778	-441.72732786007663	-416.13372111195201	-386.38224377799469	-352.77016278519699	-315.63331893616169	-275.34277129882071	-232.30108970688065	-186.93833241512664	-139.70774909946545	-91.081252136049358	-41.544701408751294	8.4069502421717477	58.274602425241994	107.55999404390428	155.77068175668555	202.42496030829687	247.05667556929995	289.21988219410804	328.49329935939119	364.48452006293394	396.83393192457169	425.21831031426899	449.35404790581202	468.99998838736758	483.95983601574238	494.08411693848677	499.27167268730216	499.47067091988635	494.6791233116918	484.94490542254465	470.36527833988902	451.08591687814823	427.29945404414394	399.24355631174939	367.1985489370615	331.48461504108627	292.45859644587324	250.51042822894925	206.05924262088556	159.54918117468358	111.44495705013162	62.227211753539656	12.387712726687766	-37.575560230896009	-87.163390611479358	-135.88031320546267	-183.23956462594478	-228.76794688765935	-272.01055544466863	-312.53532444642224	-349.9373437967642	-383.84290488178442	-413.91323454280888	-439.84787998583232	-461.38771080639924	-478.3175081350908	-490.46811503324329	-497.71812665318669	-499.99510327535165	-497.27629410199569	-489.58886457566132	-477.00962495104818	-459.66426283235967	-437.72608734421863	-411.41429748436178	-380.99179195951194	-346.76254238857069	-309.06855611852694	-268.28645900021735	-224.82373226731258	-179.11464111842679	-131.61589568291419	-82.802087724168658	-33.160948675614144	16.811523610554143	66.616020709957027	115.75491255075355	163.73721956883222	210.08351841330673	254.33073218617386	296.03675735358797	334.78488109828925	370.18794497621354	401.89221327580094	429.58090742823669	452.97737115422399	471.84783472204708	486.00375069748395	495.30367784743265	499.65469437397422	499.01332635816863	493.38598213730972	482.82888827464336	467.44752776234765	447.39558607026004	422.87341557147664	394.12603368766929	361.44067475600065	325.14392007857265	285.59843483000964	243.19934442691616	198.37028656532507	151.55917837286981	103.23374096891862	53.876826149740744	3.9815918929882201	-45.953425113820444	-95.429290687074626	-143.95165833251627	-191.03570859198479	-236.21099319921012	-279.02613564336963	-319.05334117396438	-355.89267118454978	-389.1760392671269	-418.57088900987031	-443.78351679074399	-464.56200636717864	-480.69874593977454	-492.03250254081894	-498.45003302079704	-499.88721553650583	-496.32969023532843	-487.81300273408112	-474.42224895906526	-456.29122489559569	-433.60108974279399	-406.57855583074837	-375.49362338584274	-340.65688277776587	-302.41641120314625	-261.15429481338316	-217.28281103595157	-171.24030923480362	-123.48683086831389	-74.499512907101163	-24.767820439185481	25.211343903405613	74.938604831476169	123.91710399148162	171.65746440994937	217.68268018644818	261.53288257885202	302.76993485980336	340.98181003407029	375.78670767606923	406.83686875355579	433.82205032083732	456.47262536381731	temp (s)

chargement (KPa)
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Déplacement vertical u2 (m)

z=0L	0	1	1	1.1000000238418799	1.200000047683716	1.299999952316272	1.3999999761581419	1.5	1.6000000238418799	1.700000047683716	1.799999952316272	1.8999999761581419	2	2.0999999046325684	2.2000000476837211	2.2999999523162842	2.4000000953674316	2.5	2.5999999046325684	2.7000000476837211	2.7999999523162842	2.9000000953674316	3	3.0999999046325684	3.2000000476837211	3.2999999523162842	3.4000000953674316	3.5	3.5999999046325684	3.7000000476837211	3.7999999523162842	3.9000000953674316	4	4.0999999046325923	4.1999998092651367	4.3000001907349024	4.4000000953674334	4.5	4.5999999046325923	4.6999998092651367	4.8000001907349024	4.9000000953674334	5	5.0999999046325923	5.1999998092651367	5.3000001907349024	5.4000000953674334	5.5	5.5999999046325923	5.6999998092651367	5.8000001907349024	5.9000000953674334	6	6.0999999046325923	6.1999998092651367	6.3000001907349024	6.4000000953674334	6.5	6.5999999046325923	6.6999998092651367	6.8000001907349024	6.9000000953674334	7	7.0999999046325923	7.1999998092651367	7.3000001907349024	7.4000000953674334	7.5	7.5999999046325923	7.6999998092651367	7.8000001907349024	7.9000000953674334	8	8.100000381469723	8.1999998092651367	8.3000001907348633	8.3999996185303267	8.5	8.600000381469723	8.6999998092651367	8.8000001907348633	8.8999996185303267	9	9.100000381469723	9.1999998092651367	9.3000001907348633	9.3999996185303267	9.5	9.600000381469723	9.6999998092651367	9.8000001907348633	9.8999996185303267	10	10.100000381469727	10.199999809265154	10.300000190734863	10.399999618530376	10.5	10.600000381469727	10.699999809265154	10.800000190734863	10.899999618530376	11	11.100000381469727	11.199999809265154	11.300000190734863	11.399999618530376	11.5	11.600000381469727	11.699999809265154	11.800000190734863	11.899999618530376	12	12.100000381469727	12.199999809265154	12.300000190734863	12.399999618530376	12.5	12.600000381469727	12.699999809265154	12.800000190734863	12.899999618530376	13	13.100000381469727	13.199999809265154	13.300000190734863	13.399999618530376	13.5	13.600000381469727	13.699999809265154	13.800000190734863	13.899999618530376	14	14.100000381469727	14.199999809265154	14.300000190734863	14.399999618530376	14.5	14.600000381469727	14.699999809265154	14.800000190734863	14.899999618530376	15	15.100000381469727	15.199999809265154	15.300000190734863	15.399999618530376	15.5	15.600000381469727	15.699999809265154	15.800000190734863	15.899999618530376	16	16.100000381469727	16.200000762939453	16.299999237060529	16.399999618530273	16.5	16.600000381469727	16.700000762939453	16.799999237060529	16.899999618530273	17	17.100000381469727	17.200000762939453	17.299999237060529	17.399999618530273	17.5	17.600000381469727	17.700000762939453	17.799999237060529	17.899999618530273	18	18.100000381469727	18.200000762939453	18.299999237060529	18.399999618530273	18.5	18.600000381469727	18.700000762939453	18.799999237060529	18.899999618530273	19	19.100000381469727	19.200000762939453	19.299999237060529	19.399999618530273	19.5	19.600000381469727	19.700000762939453	19.799999237060529	19.899999618530273	20	20.100000381469727	20.200000762939453	20.299999237060529	20.399999618530273	20.5	20.600000381469727	20.700000762939453	20.799999237060529	20.899999618530273	21	0	-1.3993768334330812E-5	-1.3993768334330812E-5	-2.6999301553587805E-5	-3.9874885260361027E-5	-5.2491875976556932E-5	-6.4724205003586873E-5	-7.6449658081401139E-5	-8.7551066826564914E-5	-9.7917516541201648E-5	-1.0744542669272283E-4	-1.1603959865169857E-4	-1.2361416884232321E-4	-1.3009343820158392E-4	-1.3541268708650234E-4	-1.3951874279883138E-4	-1.423706125933678E-4	-1.4393977471627295E-4	-1.4421055675484435E-4	-1.431802666047588E-4	-1.4085917791817421E-4	-1.3727050099987905E-4	-1.3245007721707423E-4	-1.2644607340917295E-4	-1.1931848712265805E-4	-1.1113852815469907E-4	-1.0198793461313471E-4	-9.1958136181348265E-5	-8.1149337347597046E-5	-6.9669542426709099E-5	-5.7633456890472316E-5	-4.5161337766330913E-5	-3.2377800380346159E-5	-1.9410577806411704E-5	-6.3892321122695447E-6	6.5561321207497972E-6	1.9296168829896708E-5	3.1703584681964171E-5	4.3654403270920739E-5	5.5029224313330908E-5	6.5714390075301136E-5	7.5603136792779023E-5	8.459666423732568E-5	9.2605107056444288E-5	9.9548444268295888E-5	1.0535731416894123E-4	1.0997366189258173E-4	1.1335136514389887E-4	1.1545668530743569E-4	1.1626857303781691E-4	1.1577892291825442E-4	1.1399263166822493E-4	1.1092753993580278E-4	1.0661427950253721E-4	1.0109593858942389E-4	9.4427661679221149E-5	8.6676067439840992E-5	7.7918622992003046E-5	6.82428144500591E-5	5.7745324738789533E-5	4.6531044063158327E-5	3.4712018532446047E-5	2.2406342395698127E-5	9.736967513163271E-6	-3.1695176403446509E-6	-1.618415444681932E-5	-2.9176906537031802E-5	-4.2017953092000241E-5	-5.4578991694144187E-5	-6.6734515712596923E-5	-7.8363067586907677E-5	-8.9348468463870044E-5	-9.958094597095873E-5	-1.0895827290369459E-4	-1.1738673492800603E-4	-1.247821346623823E-4	-1.3107057020533841E-4	-1.3618922093883181E-4	-1.4008692232891917E-4	-1.4272476255428081E-4	-1.4407634444069201E-4	-1.4412819291465288E-4	-1.4287978410720825E-4	-1.4034358900971711E-4	-1.3654494250658921E-4	-1.3152181054465741E-4	-1.2532436812762345E-4	-1.1801455548266355E-4	-1.0966539412038712E-4	-1.0036031744675781E-4	-9.0192297648172866E-5	-7.9262928920799752E-5	-6.7681408836507527E-5	-5.5563457863173587E-5	-4.3030158849433878E-5	-3.0206736482796842E-5	-1.7221320376848132E-5	-4.2036563172587524E-6	8.716188858670799E-6	2.1409123291960328E-5	3.3748325222405162E-5	4.5610504457728044E-5	5.6877135648392154E-5	6.7435648816172982E-5	7.7180542575661093E-5	8.6014457338025245E-5	9.3849121185487361E-5	1.0060625936603334E-4	1.0621834371704643E-4	1.1062931298511396E-4	1.1379508941899985E-4	1.156840444309657E-4	1.1627729691099633E-4	1.1556892422959208E-4	1.1356600589351729E-4	1.1028855078621034E-4	1.0576930799288801E-4	1.0005343210650621E-4	9.3198039394339581E-5	8.5271618445403874E-5	7.6353368058336324E-5	6.6532396886033443E-5	5.5906839406817319E-5	4.4582859118237211E-5	3.2673597161193213E-5	2.0298053641454401E-5	7.5798748184752998E-6	-5.3538597057924149E-6	-1.8373921193415665E-5	-3.1350216886495E-5	-4.415309376781889E-5	-5.6654629588592804E-5	-6.8729910708499023E-5	-8.0258287198375965E-5	-9.1124573373238446E-5	-1.0122019011760377E-4	-1.1044427083106885E-4	-1.1870464368257983E-4	-1.259187847608727E-4	-1.3201461115386603E-4	-1.3693120854441087E-4	-1.4061946421861649E-4	-1.4304250362329185E-4	-1.4417614147532731E-4	-1.4400904183276E-4	-1.4254286361392587E-4	-1.3979226059745997E-4	-1.3578473590314461E-4	-1.3056030729785583E-4	-1.2417118705343455E-4	-1.1668120714603328E-4	-1.0816521535162095E-4	-9.8708289442584068E-5	-8.8404922280463551E-5	-7.735806138953339E-5	-6.5678090322762823E-5	-5.348170452634913E-5	-4.0890769014367834E-5	-2.8031088731950511E-5	-1.503115072409873E-5	-2.0208481146255512E-6	1.0869825018744702E-5	2.3512069674325216E-5	3.5779568861472099E-5	4.7549747250742107E-5	5.8705005358207077E-5	6.9133879151196724E-5	7.8732169640717575E-5	8.7403976067434996E-5	9.5062649052124565E-5	1.0163166734855741E-4	1.0704538726713752E-4	1.112497338908754E-4	1.1420268128858921E-4	1.1587473272811864E-4	1.1624918261077513E-4	1.1532229109434567E-4	1.131033131969178E-4	1.0961442603729665E-4	1.0489048145245761E-4	9.8978685855400264E-5	9.1938112745993747E-5	8.3839098806495193E-5	7.4762567237487179E-5	6.4799220126589483E-5	5.4048592573963112E-5	4.2618110455806134E-5	3.0621984478785362E-5	1.8180067854700844E-5	5.4166830523173622E-6	-7.540644674009078E-6	-2.0562449208227918E-5	-3.351862324052491E-5	-4.6279710659291704E-5	-5.8718207583297986E-5	-7.0709829742554589E-5	-8.2134771218989044E-5	-9.2878864961678319E-5	-1.028347614919789E-4	-1.1190299846930624E-4	-1.1999294656561701E-4	-1.270237989956554E-4	-1.3292528456077248E-4	z=0.25L	0	1	1	1.1000000238418799	1.200000047683716	1.299999952316272	1.3999999761581419	1.5	1.6000000238418799	1.700000047683716	1.799999952316272	1.8999999761581419	2	2.0999999046325684	2.2000000476837211	2.2999999523162842	2.4000000953674316	2.5	2.5999999046325684	2.7000000476837211	2.7999999523162842	2.9000000953674316	3	3.0999999046325684	3.2000000476837211	3.2999999523162842	3.4000000953674316	3.5	3.5999999046325684	3.7000000476837211	3.7999999523162842	3.9000000953674316	4	4.0999999046325923	4.1999998092651367	4.3000001907349024	4.4000000953674334	4.5	4.5999999046325923	4.6999998092651367	4.8000001907349024	4.9000000953674334	5	5.0999999046325923	5.1999998092651367	5.3000001907349024	5.4000000953674334	5.5	5.5999999046325923	5.6999998092651367	5.8000001907349024	5.9000000953674334	6	6.0999999046325923	6.1999998092651367	6.3000001907349024	6.4000000953674334	6.5	6.5999999046325923	6.6999998092651367	6.8000001907349024	6.9000000953674334	7	7.0999999046325923	7.1999998092651367	7.3000001907349024	7.4000000953674334	7.5	7.5999999046325923	7.6999998092651367	7.8000001907349024	7.9000000953674334	8	8.100000381469723	8.1999998092651367	8.3000001907348633	8.3999996185303267	8.5	8.600000381469723	8.6999998092651367	8.8000001907348633	8.8999996185303267	9	9.100000381469723	9.1999998092651367	9.3000001907348633	9.3999996185303267	9.5	9.600000381469723	9.6999998092651367	9.8000001907348633	9.8999996185303267	10	10.100000381469727	10.199999809265154	10.300000190734863	10.399999618530376	10.5	10.600000381469727	10.699999809265154	10.800000190734863	10.899999618530376	11	11.100000381469727	11.199999809265154	11.300000190734863	11.399999618530376	11.5	11.600000381469727	11.699999809265154	11.800000190734863	11.899999618530376	12	12.100000381469727	12.199999809265154	12.300000190734863	12.399999618530376	12.5	12.600000381469727	12.699999809265154	12.800000190734863	12.899999618530376	13	13.100000381469727	13.199999809265154	13.300000190734863	13.399999618530376	13.5	13.600000381469727	13.699999809265154	13.800000190734863	13.899999618530376	14	14.100000381469727	14.199999809265154	14.300000190734863	14.399999618530376	14.5	14.600000381469727	14.699999809265154	14.800000190734863	14.899999618530376	15	15.100000381469727	15.199999809265154	15.300000190734863	15.399999618530376	15.5	15.600000381469727	15.699999809265154	15.800000190734863	15.899999618530376	16	16.100000381469727	16.200000762939453	16.299999237060529	16.399999618530273	16.5	16.600000381469727	16.700000762939453	16.799999237060529	16.899999618530273	17	17.100000381469727	17.200000762939453	17.299999237060529	17.399999618530273	17.5	17.600000381469727	17.700000762939453	17.799999237060529	17.899999618530273	18	18.100000381469727	18.200000762939453	18.299999237060529	18.399999618530273	18.5	18.600000381469727	18.700000762939453	18.799999237060529	18.899999618530273	19	19.100000381469727	19.200000762939453	19.299999237060529	19.399999618530273	19.5	19.600000381469727	19.700000762939453	19.799999237060529	19.899999618530273	20	20.100000381469727	20.200000762939453	20.299999237060529	20.399999618530273	20.5	20.600000381469727	20.700000762939453	20.799999237060529	20.899999618530273	21	0	-1.7865744666778821E-5	-1.7865744666778821E-5	-3.3751308365027078E-5	-4.9478148866910494E-5	-6.4889129134827636E-5	-7.9830264439808118E-5	-9.415226668352413E-5	-1.0771204688353541E-4	-1.2037411215715364E-4	-1.3201194815337964E-4	-1.425092632416636E-4	-1.517611963208793E-4	-1.5967528452165785E-4	-1.6617245273664607E-4	-1.7118779942393403E-4	-1.7467119323555613E-4	-1.7658784054219725E-4	-1.7691859102342519E-4	-1.756601413944754E-4	-1.7282504995819482E-4	-1.6844167839736085E-4	-1.6255378432106444E-4	-1.5522021567449201E-4	-1.4651425590273166E-4	-1.3652288180310301E-4	-1.25345919514075E-4	-1.1309504770906798E-4	-9.9892684374935966E-5	-8.5870728071313568E-5	-7.1169291913976467E-5	-5.5935262935237303E-5	-4.0320857806364074E-5	-2.4482089429512112E-5	-8.5772107922821526E-6	7.2348593675998031E-6	2.2796131815994412E-5	3.7951125705149784E-5	5.2548413805198995E-5	6.6442145907785784E-5	7.9493504017593306E-5	9.157208114629774E-5	1.0255719098495341E-4	1.1233907571295276E-4	1.2081999739166532E-4	1.279152202187106E-4	1.3355383998714387E-4	1.3767952623311441E-4	1.4025105338078242E-4	1.4124273729976267E-4	1.4064465358387926E-4	1.3846279762219949E-4	1.3471895363182071E-4	1.2945053458679467E-4	1.2271017476450652E-4	1.1456522770458843E-4	1.0509707499295611E-4	9.4400318630505367E-5	8.258184243459409E-5	6.9759720645380481E-5	5.6062075600494031E-5	4.1625768062658276E-5	2.6595042072586306E-5	1.1120078852400458E-5	-4.6445015868812334E-6	-2.0541185222100829E-5	-3.6411136534298388E-5	-5.2095787395956977E-5	-6.7438420956024989E-5	-8.2285747339483527E-5	-9.6489406132604967E-5	-1.0990747978212321E-4	-1.224059087689966E-4	-1.3385980855673562E-4	-1.4415472105611121E-4	-1.5318780788220465E-4	-1.6086880350485758E-4	-1.6712094657123306E-4	-1.7188179481309167E-4	-1.7510376346763524E-4	-1.7675464914646002E-4	-1.7681797908153401E-4	-1.7529311298858664E-4	-1.7219528672285619E-4	-1.6755543765612264E-4	-1.6141995729413168E-4	-1.5385012375190854E-4	-1.449215633329004E-4	-1.3472352293320187E-4	-1.233578659594059E-4	-1.1093817738583492E-4	-9.7588534117676765E-5	-8.3442326285878245E-5	-6.8640896643046534E-5	-5.3332143579609712E-5	-3.7669018638553911E-5	-2.180802766815805E-5	-5.9076469369757413E-6	9.8732534752345255E-6	2.5376994017279192E-5	4.044866727781482E-5	5.4937685490587009E-5	6.8699271650984924E-5	8.1595928350000803E-5	9.3498798378279996E-5	1.0428895620862282E-4	1.1385857942514364E-4	1.2211206194479018E-4	1.2896691623609513E-4	1.3435467553790659E-4	1.3822151231579816E-4	1.4052876213099821E-4	1.4125338930170983E-4	1.4038814697414647E-4	1.3794169353787105E-4	1.3393846165854484E-4	1.2841845455114007E-4	1.2143680942244828E-4	1.1306330998195484E-4	1.0338161519030266E-4	9.2488444352057048E-5	8.0492660345045247E-5	6.7514112743084119E-5	5.3682470024797402E-5	3.913594628102226E-5	2.4019880584092269E-5	8.4853063526682811E-6	-7.3125588642143018E-6	-2.3215867258841412E-5	-3.9065718738130094E-5	-5.4703748901375526E-5	-6.9973706558813684E-5	-8.4723018517254321E-5	-9.8804310255220832E-5	-1.1207689385628559E-4	-1.2440815044101547E-4	-1.3567486894317286E-4	-1.4576448302250355E-4	-1.5457616245839745E-4	-1.6202189726755427E-4	-1.6802725440357336E-4	-1.7253225087188404E-4	-1.7549187759869069E-4	-1.7687655054033057E-4	-1.7667244537733501E-4	-1.7488158482592762E-4	-1.7152188229374663E-4	-1.6662689449731645E-4	-1.6024554497562788E-4	-1.524415711173817E-4	-1.4329295663628727E-4	-1.3289113121572882E-4	-1.2133999553043394E-4	-1.0875498992390931E-4	-9.5261842943730098E-5	-8.0995378084483961E-5	-6.6098145907744833E-5	-5.071899431641364E-5	-3.5011580621358495E-5	-1.9132852685288916E-5	-3.241463446102067E-6	1.2503805010055978E-5	2.7945630790782212E-5	4.2929725168505684E-5	5.7306369853905989E-5	7.0931921072769924E-5	8.3670231106225564E-5	9.5394032541665097E-5	1.059861751855351E-4	1.1534083751030381E-4	1.2336453073658049E-4	1.2997711019124841E-4	1.3511249562725425E-4	1.3871936243958961E-4	1.4076168008614331E-4	1.4121906133368611E-4	1.4008690777700394E-4	1.3737654080614461E-4	1.3311505608726569E-4	1.2734500342048886E-4	1.2012406659778221E-4	1.1152437946293503E-4	1.016318637994118E-4	9.0545370767361415E-5	7.8375676821452895E-5	6.5244363213423734E-5	5.1282637286932496E-5	3.6630008253269684E-5	2.1432875655592098E-5	5.8430832723389024E-6	-9.9835997389166566E-6	-2.5889037715388083E-5	-4.1714309190865633E-5	-5.7301294873469852E-5	-7.2494258347434524E-5	-8.7141386757139225E-5	-1.0109633149113521E-4	-1.1421967064961947E-4	-1.2638026964850724E-4	-1.3745663454756141E-4	-1.4733806892763823E-4	-1.5592588169966226E-4	-1.6313423111569402E-4	z=0.5L	0	1	1	1.1000000238418799	1.200000047683716	1.299999952316272	1.3999999761581419	1.5	1.6000000238418799	1.700000047683716	1.799999952316272	1.8999999761581419	2	2.0999999046325684	2.2000000476837211	2.2999999523162842	2.4000000953674316	2.5	2.5999999046325684	2.7000000476837211	2.7999999523162842	2.9000000953674316	3	3.0999999046325684	3.2000000476837211	3.2999999523162842	3.4000000953674316	3.5	3.5999999046325684	3.7000000476837211	3.7999999523162842	3.9000000953674316	4	4.0999999046325923	4.1999998092651367	4.3000001907349024	4.4000000953674334	4.5	4.5999999046325923	4.6999998092651367	4.8000001907349024	4.9000000953674334	5	5.0999999046325923	5.1999998092651367	5.3000001907349024	5.4000000953674334	5.5	5.5999999046325923	5.6999998092651367	5.8000001907349024	5.9000000953674334	6	6.0999999046325923	6.1999998092651367	6.3000001907349024	6.4000000953674334	6.5	6.5999999046325923	6.6999998092651367	6.8000001907349024	6.9000000953674334	7	7.0999999046325923	7.1999998092651367	7.3000001907349024	7.4000000953674334	7.5	7.5999999046325923	7.6999998092651367	7.8000001907349024	7.9000000953674334	8	8.100000381469723	8.1999998092651367	8.3000001907348633	8.3999996185303267	8.5	8.600000381469723	8.6999998092651367	8.8000001907348633	8.8999996185303267	9	9.100000381469723	9.1999998092651367	9.3000001907348633	9.3999996185303267	9.5	9.600000381469723	9.6999998092651367	9.8000001907348633	9.8999996185303267	10	10.100000381469727	10.199999809265154	10.300000190734863	10.399999618530376	10.5	10.600000381469727	10.699999809265154	10.800000190734863	10.899999618530376	11	11.100000381469727	11.199999809265154	11.300000190734863	11.399999618530376	11.5	11.600000381469727	11.699999809265154	11.800000190734863	11.899999618530376	12	12.100000381469727	12.199999809265154	12.300000190734863	12.399999618530376	12.5	12.600000381469727	12.699999809265154	12.800000190734863	12.899999618530376	13	13.100000381469727	13.199999809265154	13.300000190734863	13.399999618530376	13.5	13.600000381469727	13.699999809265154	13.800000190734863	13.899999618530376	14	14.100000381469727	14.199999809265154	14.300000190734863	14.399999618530376	14.5	14.600000381469727	14.699999809265154	14.800000190734863	14.899999618530376	15	15.100000381469727	15.199999809265154	15.300000190734863	15.399999618530376	15.5	15.600000381469727	15.699999809265154	15.800000190734863	15.899999618530376	16	16.100000381469727	16.200000762939453	16.299999237060529	16.399999618530273	16.5	16.600000381469727	16.700000762939453	16.799999237060529	16.899999618530273	17	17.100000381469727	17.200000762939453	17.299999237060529	17.399999618530273	17.5	17.600000381469727	17.700000762939453	17.799999237060529	17.899999618530273	18	18.100000381469727	18.200000762939453	18.299999237060529	18.399999618530273	18.5	18.600000381469727	18.700000762939453	18.799999237060529	18.899999618530273	19	19.100000381469727	19.200000762939453	19.299999237060529	19.399999618530273	19.5	19.600000381469727	19.700000762939453	19.799999237060529	19.899999618530273	20	20.100000381469727	20.200000762939453	20.299999237060529	20.399999618530273	20.5	20.600000381469727	20.700000762939453	20.799999237060529	20.899999618530273	21	0	-1.8969169104821384E-5	-1.8969169104821384E-5	-3.5760644095717005E-5	-5.2384348236955723E-5	-6.8674176873173578E-5	-8.4467370470521247E-5	-9.9606128060261866E-5	-1.1393918248359312E-4	-1.2732333561871198E-4	-1.3962484081276005E-4	-1.5072080714162721E-4	-1.605003490112739E-4	-1.68865750310946E-4	-1.7573343939147892E-4	-1.81034789420668E-4	-1.8471684597898467E-4	-1.8674279272090844E-4	-1.870924024842702E-4	-1.8576218280941253E-4	-1.82765434146861E-4	-1.7813207523431629E-4	-1.7190841026604181E-4	-1.6415663412772181E-4	-1.5495419211220237E-4	-1.4439302321989089E-4	-1.3257867249194543E-4	-1.1962916323682464E-4	-1.0567389836069405E-4	-9.0852307039314265E-5	-7.5312484113967189E-5	-5.9209698520136158E-5	-4.2704843508545533E-5	-2.5962826839531772E-5	-9.1509318735917929E-6	7.5628618105839676E-6	2.4011556888581291E-5	4.0030801756074733E-5	5.5460539442721152E-5	7.0146597863642127E-5	8.394224278163379E-5	9.6709627541713566E-5	1.0832119733095332E-4	1.186609151773177E-4	1.2762547703459881E-4	1.3512531586457326E-4	1.4108550385572249E-4	1.4544646546710283E-4	1.4816464681643993E-4	1.4921287947800021E-4	1.4858070062473427E-4	1.4627441123593599E-4	1.4231706154532731E-4	1.3674818910658381E-4	1.2962345499545523E-4	1.210140180774048E-4	1.1100592382718141E-4	9.9699158454315257E-5	8.7206695752685721E-5	7.3653362051119033E-5	5.9174573834753586E-5	4.3915002606809126E-5	2.8027108783135648E-5	1.1669646482914691E-5	-4.9939499149333322E-6	-2.1797181034344248E-5	-3.8572157791350504E-5	-5.5151263950393586E-5	-7.1368856879417124E-5	-8.7062886450439746E-5	-1.0207654122496024E-4	-1.1625982006080604E-4	-1.2947099457960766E-4	-1.4157808618620241E-4	-1.5246009570546448E-4	-1.6200832033064482E-4	-1.7012734315358327E-4	-1.7673603724688321E-4	-1.8176838057115953E-4	-1.8517408170737538E-4	-1.8691911827772861E-4	-1.8698607163969541E-4	-1.8537424330134205E-4	-1.8209974223282516E-4	-1.7719531024340543E-4	-1.7070991452783349E-4	-1.6270839842036705E-4	-1.532706810394302E-4	-1.4249105879571289E-4	-1.304772449657344E-4	-1.1734929285012535E-4	-1.0323835158488037E-4	-8.8285421952605247E-5	-7.2639901190997336E-5	-5.6458127801307501E-5	-3.9901773561724459E-5	-2.3136270101531412E-5	-6.329129064397502E-6	1.0351716809964273E-5	2.6739598979475664E-5	4.2670773837017688E-5	5.7986060710392087E-5	7.2532442572992593E-5	8.6164560343606961E-5	9.8746226285585789E-5	1.1015171185136084E-4	1.2026706826873124E-4	1.2899121793452902E-4	1.3623700942844163E-4	1.4193201786838483E-4	1.460193598177284E-4	1.4845818805042665E-4	1.4922414266038979E-4	1.48309554788284E-4	1.4572359214071374E-4	1.4149205526337041E-4	1.3565724657383166E-4	1.2827747559640557E-4	1.194264550576938E-4	1.0919262422248582E-4	9.7678253951017247E-5	8.4998377133162795E-5	7.1279690018855103E-5	5.6659268011571839E-5	4.1283190512331433E-5	2.530509118514632E-5	8.8846190919869242E-6	-7.8141601989047484E-6	-2.4624396246508688E-5	-4.1378127207281122E-5	-5.7907953305403672E-5	-7.4048715760000091E-5	-8.9639142970556753E-5	-1.0452346032252535E-4	-1.1855294724227861E-4	-1.3158742513041938E-4	-1.4349665434565541E-4	-1.5416165115311926E-4	-1.6347585187759557E-4	-1.7134618246928058E-4	-1.776940189301995E-4	-1.8245592946186873E-4	-1.8558432930149141E-4	-1.8704797548707892E-4	-1.8683221423998692E-4	-1.8493924289941969E-4	-1.8138793529942634E-4	-1.7621379811317111E-4	-1.6946853429544896E-4	-1.6121951921377542E-4	-1.515491894679144E-4	-1.4055416977498678E-4	-1.2834429799113756E-4	-1.1504159920150643E-4	-1.0077897604787841E-4	-8.5698935436086832E-5	-6.9952147896402912E-5	-5.3695956012234132E-5	-3.7092788261361935E-5	-2.0308536477386951E-5	-3.5108996598865541E-6	1.313228221988563E-5	2.9454717150657008E-5	4.5293316361494383E-5	6.0489826864796552E-5	7.4892406701112079E-5	8.8357155618723766E-5	1.0074953752337041E-4	1.1194572289241638E-4	1.2183385842945596E-4	1.3031513663008991E-4	1.3730479986407131E-4	1.427330425940454E-4	1.4654560072813183E-4	1.4870439190417815E-4	1.491878501838094E-4	1.4799112977925688E-4	1.4512620691675858E-4	1.4062169066164851E-4	1.3452260463964205E-4	1.2688986316788963E-4	1.177997546619759E-4	1.073430976248364E-4	9.5624367531858075E-5	8.2760663644878079E-5	6.8880501203240062E-5	5.4122578148963804E-5	3.8634345401079486E-5	2.2570555302081636E-5	6.0917163864361055E-6	-1.0637523701007265E-5	-2.7450010747998455E-5	-4.4177759264130172E-5	-6.0653634136544365E-5	-7.6713011367248054E-5	-9.2195426987020794E-5	-1.0694619413698103E-4	-1.2081792374374344E-4	-1.3367201609071501E-4	-1.4538002142217021E-4	-1.5582499327138386E-4	-1.649025361984988E-4	-1.7252196266781541E-4	2D	0	1	1	1.1000000238418799	1.200000047683716	1.299999952316272	1.3999999761581419	1.5	1.6000000238418799	1.700000047683716	1.799999952316272	1.8999999761581419	2	2.0999999046325684	2.2000000476837211	2.2999999523162842	2.4000000953674316	2.5	2.5999999046325684	2.7000000476837211	2.7999999523162842	2.9000000953674316	3	3.0999999046325684	3.2000000476837211	3.2999999523162842	3.4000000953674316	3.5	3.5999999046325684	3.7000000476837211	3.7999999523162842	3.9000000953674316	4	4.0999999046325923	4.1999998092651367	4.3000001907349024	4.4000000953674334	4.5	4.5999999046325923	4.6999998092651367	4.8000001907349024	4.9000000953674334	5	5.0999999046325923	5.1999998092651367	5.3000001907349024	5.4000000953674334	5.5	5.5999999046325923	5.6999998092651367	5.8000001907349024	5.9000000953674334	6	6.0999999046325923	6.1999998092651367	6.3000001907349024	6.4000000953674334	6.5	6.5999999046325923	6.6999998092651367	6.8000001907349024	6.9000000953674334	7	7.0999999046325923	7.1999998092651367	7.3000001907349024	7.4000000953674334	7.5	7.5999999046325923	7.6999998092651367	7.8000001907349024	7.9000000953674334	8	8.100000381469723	8.1999998092651367	8.3000001907348633	8.3999996185303267	8.5	8.600000381469723	8.6999998092651367	8.8000001907348633	8.8999996185303267	9	9.100000381469723	9.1999998092651367	9.3000001907348633	9.3999996185303267	9.5	9.600000381469723	9.6999998092651367	9.8000001907348633	9.8999996185303267	10	10.100000381469727	10.199999809265154	10.300000190734863	10.399999618530376	10.5	10.600000381469727	10.699999809265154	10.800000190734863	10.899999618530376	11	11.100000381469727	11.199999809265154	11.300000190734863	11.399999618530376	11.5	11.600000381469727	11.699999809265154	11.800000190734863	11.899999618530376	12	12.100000381469727	12.199999809265154	12.300000190734863	12.399999618530376	12.5	12.600000381469727	12.699999809265154	12.800000190734863	12.899999618530376	13	13.100000381469727	13.199999809265154	13.300000190734863	13.399999618530376	13.5	13.600000381469727	13.699999809265154	13.800000190734863	13.899999618530376	14	14.100000381469727	14.199999809265154	14.300000190734863	14.399999618530376	14.5	14.600000381469727	14.699999809265154	14.800000190734863	14.899999618530376	15	15.100000381469727	15.199999809265154	15.300000190734863	15.399999618530376	15.5	15.600000381469727	15.699999809265154	15.800000190734863	15.899999618530376	16	16.100000381469727	16.200000762939453	16.299999237060529	16.399999618530273	16.5	16.600000381469727	16.700000762939453	16.799999237060529	16.899999618530273	17	17.100000381469727	17.200000762939453	17.299999237060529	17.399999618530273	17.5	17.600000381469727	17.700000762939453	17.799999237060529	17.899999618530273	18	18.100000381469727	18.200000762939453	18.299999237060529	18.399999618530273	18.5	18.600000381469727	18.700000762939453	18.799999237060529	18.899999618530273	19	19.100000381469727	19.200000762939453	19.299999237060529	19.399999618530273	19.5	19.600000381469727	19.700000762939453	19.799999237060529	19.899999618530273	20	20.100000381469727	20.200000762939453	20.299999237060529	20.399999618530273	20.5	20.600000381469727	20.700000762939453	20.799999237060529	20.899999618530273	21	0	-1.9599450752139444E-5	-1.9599450752139444E-5	-3.7118774343980476E-5	-5.4463049309562018E-5	-7.1458984166384014E-5	-8.7936750787775964E-5	-1.0373171244282658E-4	-1.1868605361087597E-4	-1.3265035522636061E-4	-1.4548508625012135E-4	-1.5706202248111603E-4	-1.67265461641366E-4	-1.7599348211661081E-4	-1.8315885972697469E-4	-1.8868999904953125E-4	-1.925316610140749E-4	-1.9464542856440162E-4	-1.9501018687151711E-4	-1.936223125085271E-4	-1.9049565889872955E-4	-1.8566145445220506E-4	-1.7916802607942565E-4	-1.7108023166656521E-4	-1.6147890710272123E-4	-1.5045994950924069E-4	-1.3813348778057843E-4	-1.2462267477530986E-4	-1.1006250133505247E-4	-9.4598450232299825E-5	-7.8385033702944734E-5	-6.1584250943269594E-5	-4.4363976485329874E-5	-2.6896255803877085E-5	-9.3556309366253918E-6	8.0826421253734354E-6	2.5244324206141792E-5	4.1957944631576538E-5	5.8056499256054936E-5	7.3379145760554766E-5	8.7772779806982712E-5	1.0109358117915896E-4	1.1320846533635794E-4	1.2399637489579618E-4	1.3334951654542408E-4	1.4117444516159594E-4	1.4739297330379486E-4	1.5194297884590924E-4	1.547789725009352E-4	1.5587265079375381E-4	1.5521305613220082E-4	1.5280680963769701E-4	1.4867792197037561E-4	1.4286766236182489E-4	1.3543409295380538E-4	1.2645147216971985E-4	1.1600956349866749E-4	1.042126968968679E-4	9.1178735601715649E-5	7.7037911978551854E-5	6.1931525124237104E-5	4.6010507503524504E-5	2.9433937015711246E-5	1.2367439921945345E-5	-5.0184594329040151E-6	-2.2550048015546494E-5	-4.0052153053693934E-5	-5.7349901908311391E-5	-7.4270465120208494E-5	-9.0644767624326267E-5	-1.0630921315169218E-4	-1.2110728130210363E-4	-1.3489111734088765E-4	-1.4752299466636043E-4	-1.5887670451775402E-4	-1.6883880016394293E-4	-1.7730974650476307E-4	-1.8420490960124885E-4	-1.8945538613479964E-4	-1.9300871645100998E-4	-1.9482939387671942E-4	-1.9489924306981594E-4	-1.9321753643453547E-4	-1.8980111053679426E-4	-1.8468408961780638E-4	-1.779175800038529E-4	-1.6956921899691427E-4	-1.597224181750808E-4	-1.4847554848529642E-4	-1.3594097981695086E-4	-1.2224397505633533E-4	-1.0752138041425694E-4	-9.1920293925795745E-5	-7.5596610258800889E-5	-5.8713412727230524E-5	-4.1439405322307721E-5	-2.3947179215611297E-5	-6.4115133682208661E-6	1.0992383977281859E-5	2.8090616979171055E-5	4.4712345697917796E-5	6.0691494581989064E-5	7.586840365547821E-5	9.0091423771811955E-5	1.0321845911676141E-4	1.151183314505055E-4	1.2567214434966445E-4	1.3477445463649929E-4	1.4233432011678815E-4	1.4827618724666541E-4	1.5254069876391441E-4	1.550852466607494E-4	1.5588439418934562E-4	1.5493016690015972E-4	1.5223211084958263E-4	1.4781716163270175E-4	1.4172944065649062E-4	1.3402977492660566E-4	1.2479508586693555E-4	1.1411766899982676E-4	1.0210418986389413E-4	8.8874694483822192E-5	7.4561350629664998E-5	5.9307189076208689E-5	4.3264619307592511E-5	2.6593928851071295E-5	9.4616916612723267E-6	-7.9609144449933653E-6	-2.5499810362817313E-5	-4.2979751015082002E-5	-6.022608431521921E-5	-7.7066484664102807E-5	-9.3332702817861208E-5	-1.0886219388339721E-4	-1.2349980534054339E-4	-1.370992831653006E-4	-1.4952472702134401E-4	-1.6065200907178223E-4	-1.7036995268426841E-4	-1.7858143837656828E-4	-1.8520442245062858E-4	-1.9017273734789564E-4	-1.9343674648553605E-4	-1.9496382446959826E-4	-1.947387208929316E-4	-1.9276369130239121E-4	-1.890584535431151E-4	-1.8366004223935642E-4	-1.766223867889494E-4	-1.6801581659820367E-4	-1.5792630438227402E-4	-1.464546949137022E-4	-1.3371558452490763E-4	-1.1983625881839786E-4	-1.0495539754629181E-4	-8.9221692178400959E-5	-7.2792347054930411E-5	-5.5831515055616546E-5	-3.8508660509251485E-5	-2.0996874809497981E-5	-3.4711247280939288E-6	1.3893475625082316E-5	3.0923427402740412E-5	4.7448567784158506E-5	6.3303792558146215E-5	7.8330667747651719E-5	9.2379064881243205E-5	1.0530860163271427E-4	1.1699010792654021E-4	1.2730684829875827E-4	1.361557515338089E-4	1.4344840019475848E-4	1.4911193284206103E-4	1.5308975707739825E-4	1.5534211706835801E-4	1.5584653010591865E-4	1.5459794667549431E-4	1.5160883776843561E-4	1.4690906391479075E-4	1.405455986969174E-4	1.3258201943244782E-4	1.2309788144193601E-4	1.121879686252214E-4	9.9961282103323747E-5	8.6539977928625021E-5	7.2058166551869403E-5	5.6660544942134186E-5	4.0500955947209434E-5	2.3740862161503614E-5	6.547727934958056E-6	-1.0906660463661137E-5	-2.8447904696804969E-5	-4.5900738768978092E-5	-6.3090774347075522E-5	-7.9846264270601354E-5	-9.599978511687524E-5	-1.1138994159409776E-4	-1.2586296361405402E-4	-1.3927422696724767E-4	-1.5148973034229143E-4	-1.6238744137808683E-4	-1.7185846809297803E-4	-1.7980816483031961E-4	Incrément

Déplacement vertical u2 (m)

z=0L	0	1	1	1.100000023841879	1.200000047683716	1.2999999523162724	1.3999999761581419	1.5	1.600000023841879	1.700000047683716	1.7999999523162724	1.8999999761581419	2	2.0999999046325684	2.2000000476837211	2.2999999523162842	2.4000000953674316	2.5	2.5999999046325684	2.7000000476837211	2.7999999523162842	2.9000000953674316	3	3.0999999046325684	3.2000000476837211	3.2999999523162842	3.4000000953674316	3.5	3.5999999046325684	3.7000000476837211	3.7999999523162842	3.9000000953674316	4	4.0999999046325923	4.1999998092651367	4.3000001907349024	4.4000000953674334	4.5	4.5999999046325923	4.6999998092651367	4.8000001907349024	4.9000000953674334	5	5.0999999046325923	5.1999998092651367	5.3000001907349024	5.4000000953674334	5.5	5.5999999046325923	5.6999998092651367	5.8000001907349024	5.9000000953674334	6	6.0999999046325923	6.1999998092651367	6.3000001907349024	6.4000000953674334	6.5	6.5999999046325923	6.6999998092651367	6.8000001907349024	6.9000000953674334	7	7.0999999046325923	7.1999998092651367	7.3000001907349024	7.4000000953674334	7.5	7.5999999046325923	7.6999998092651367	7.8000001907349024	7.9000000953674334	8	8.100000381469723	8.1999998092651367	8.3000001907348633	8.3999996185303267	8.5	8.600000381469723	8.6999998092651367	8.8000001907348633	8.8999996185303267	9	9.100000381469723	9.1999998092651367	9.3000001907348633	9.3999996185303267	9.5	9.600000381469723	9.6999998092651367	9.8000001907348633	9.8999996185303267	10	10.100000381469727	10.199999809265154	10.300000190734863	10.399999618530376	10.5	10.600000381469727	10.699999809265154	10.800000190734863	10.899999618530376	11	11.100000381469727	11.199999809265154	11.300000190734863	11.399999618530376	11.5	11.600000381469727	11.699999809265154	11.800000190734863	11.899999618530376	12	12.100000381469727	12.199999809265154	12.300000190734863	12.399999618530376	12.5	12.600000381469727	12.699999809265154	12.800000190734863	12.899999618530376	13	13.100000381469727	13.199999809265154	13.300000190734863	13.399999618530376	13.5	13.600000381469727	13.699999809265154	13.800000190734863	13.899999618530376	14	14.100000381469727	14.199999809265154	14.300000190734863	14.399999618530376	14.5	14.600000381469727	14.699999809265154	14.800000190734863	14.899999618530376	15	15.100000381469727	15.199999809265154	15.300000190734863	15.399999618530376	15.5	15.600000381469727	15.699999809265154	15.800000190734863	15.899999618530376	16	16.100000381469727	16.200000762939453	16.299999237060529	16.399999618530273	16.5	16.600000381469727	16.700000762939453	16.799999237060529	16.899999618530273	17	17.100000381469727	17.200000762939453	17.299999237060529	17.399999618530273	17.5	17.600000381469727	17.700000762939453	17.799999237060529	17.899999618530273	18	18.100000381469727	18.200000762939453	18.299999237060529	18.399999618530273	18.5	18.600000381469727	18.700000762939453	18.799999237060529	18.899999618530273	19	19.100000381469727	19.200000762939453	19.299999237060529	19.399999618530273	19.5	19.600000381469727	19.700000762939453	19.799999237060529	19.899999618530273	20	20.100000381469727	20.200000762939453	20.299999237060529	20.399999618530273	20.5	20.600000381469727	20.700000762939453	20.799999237060529	20.899999618530273	21	0	-7.2373836701446205E-6	-7.2373836701446205E-6	-1.4162942534312609E-5	-2.1019302948844267E-5	-2.7737958589569615E-5	-3.4251781471539858E-5	-4.0495684515918873E-5	-4.640728002414234E-5	-5.1927501772297553E-5	-5.7001198001672023E-5	-6.1577666201628934E-5	-6.5611187892501409E-5	-6.9061461545062716E-5	-7.189400639617901E-5	-7.4080518970732974E-5	-7.5599164119922804E-5	-7.6434756920208525E-5	-7.6578951848206507E-5	-7.6030308264307732E-5	-7.4794312240557224E-5	-7.28833038010646E-5	-7.0316389610526739E-5	-6.7119210143574653E-5	-6.3323706854136329E-5	-5.8967809309251932E-5	-5.4095038649394303E-5	-4.8754081944936609E-5	-4.2998304706998881E-5	-3.688521610456609E-5	-3.0475895982818502E-5	-2.383438368269749E-5	-1.7027039575623365E-5	-1.0121882041858286E-5	-3.1879021662462732E-6	3.705616336446893E-6	1.0489796295587685E-5	1.7096850569942269E-5	2.3460766897187572E-5	2.9517957955250005E-5	3.5207900509704867E-5	4.0473743865732104E-5	4.52628737548375E-5	4.9527439841769128E-5	5.3224826842779314E-5	5.6318098359044093E-5	5.8776342484634383E-5	6.0575002862606523E-5	6.1696104239672531E-5	6.2128441641107933E-5	6.1867700424046625E-5	6.0916481743335494E-5	5.9284291637597085E-5	5.6987442803802524E-5	5.4048879974288913E-5	5.0497965276009034E-5	4.6370176278287552E-5	4.1706756746862084E-5	3.6554305552272831E-5	3.0964303732616881E-5	2.4992603357532038E-5	1.8698869098443877E-5	1.214598978549476E-5	5.3994385780242814E-6	-1.4733763009644463E-6	-8.4037828855801036E-6	-1.532253554614762E-5	-2.2160504158819206E-5	-2.8849364753114649E-5	-3.5322285839356482E-5	-4.1514595068292692E-5	-4.7364414058394453E-5	-5.2813298680122251E-5	-5.7806802942651409E-5	-6.2295031966642955E-5	-6.6233144025318514E-5	-6.9581794377882996E-5	-7.2307520895266534E-5	-7.4383082392161001E-5	-7.5787749665324024E-5	-7.6507480116562234E-5	-7.6535092375707003E-5	-7.587030268041417E-5	-7.4519753979985674E-5	-7.2496943175794022E-5	-6.9822075602134115E-5	-6.6521890403237194E-5	-6.2629347667098059E-5	-5.8183351939079322E-5	-5.3228319302434102E-5	-4.7813759010751675E-5	-4.1993775084847584E-5	-3.5826516977977496E-5	-2.9373602956184647E-5	-2.269951255584666E-5	-1.5870929928496483E-5	-8.9560835476734507E-6	-2.0240640878910792E-6	4.8558654270892023E-6	1.1614963113970601E-5	1.8185693988925781E-5	2.4502405722160245E-5	3.0501985747832812E-5	3.6124485632171854E-5	4.1313727706439076E-5	4.6017863496672382E-5	5.0189886678708724E-5	5.3788120567332994E-5	5.6776607380016948E-5	5.9125486586709104E-5	6.0811289586127787E-5	6.1817168898414834E-5	6.2133083702065877E-5	6.1755868955515433E-5	6.0689297242789506E-5	5.8944027841790644E-5	5.653749030898418E-5	5.3493738960243071E-5	4.9843180022436408E-5	4.5622291509062133E-5	4.087324850843288E-5	3.5643497540150542E-5	2.9985294531798011E-5	2.3955177312018685E-5	1.7613392628845762E-5	1.1023307706637037E-5	4.2507681428107053E-6	-2.6365573830844411E-6	-9.5698524091860907E-6	-1.6479842088301669E-5	-2.3297485313378281E-5	-2.9954660931252874E-5	-3.6384852137417035E-5	-4.2523814045126716E-5	-4.8310201236746935E-5	-5.368620622903219E-5	-5.8598106988939352E-5	-6.2996834458319207E-5	-6.6838423663284724E-5	-7.0084504841362577E-5	-7.2702634497547841E-5	-7.4666655564216173E-5	-7.5956952059642917E-5	-7.6560623710976176E-5	-7.6471638749353994E-5	-7.5690884841607607E-5	-7.422616909025241E-5	-7.2092123446056098E-5	-6.9310073740781844E-5	-6.5907814132516615E-5	-6.1919330619275583E-5	-5.7384491810809761E-5	-5.2348597819219645E-5	-4.6861965529387824E-5	-4.0979419281939072E-5	-3.4759730624501218E-5	-2.82650507870136E-5	-2.1560270397458225E-5	-1.471237828809559E-5	-7.7897984738230892E-6	-8.616998457000738E-7	6.0026950450265891E-6	1.2734800293401581E-5	1.9267348761787049E-5	2.5535071472405229E-5	3.1475341529586275E-5	3.7028810766060664E-5	4.2139981815127148E-5	4.6757792006247708E-5	5.0836100854213807E-5	5.4334159358405471E-5	5.7217013818446229E-5	5.9455862356117124E-5	6.1028335039737516E-5	6.1918719438837171E-5	6.21181170572538E-5	6.1624537920579423E-5	6.0442911490100426E-5	5.8585046645021134E-5	5.6069507991197374E-5	5.2921426686225534E-5	4.9172256694873903E-5	4.4859461922898205E-5	4.0026134229265912E-5	3.4720564144663519E-5	2.8995762477280278E-5	2.2908932805876813E-5	1.6520889403182587E-5	9.8954624263572084E-6	3.0988499020168092E-6	-3.80103915631485E-6	-1.0735263458627742E-5	-1.7634536561672701E-5	-2.4429926270386211E-5	-3.1053532438818975E-5	-3.7439178413479904E-5	-4.3523054046091404E-5	-4.9244379624724402E-5	-5.4545980674447532E-5	-5.9374891861808836E-5	-6.368286267388612E-5	-6.7426852183416933E-5	-7.0569440140389719E-5	z=0.25L	0	1	1	1.100000023841879	1.200000047683716	1.2999999523162724	1.3999999761581419	1.5	1.600000023841879	1.700000047683716	1.7999999523162724	1.8999999761581419	2	2.0999999046325684	2.2000000476837211	2.2999999523162842	2.4000000953674316	2.5	2.5999999046325684	2.7000000476837211	2.7999999523162842	2.9000000953674316	3	3.0999999046325684	3.2000000476837211	3.2999999523162842	3.4000000953674316	3.5	3.5999999046325684	3.7000000476837211	3.7999999523162842	3.9000000953674316	4	4.0999999046325923	4.1999998092651367	4.3000001907349024	4.4000000953674334	4.5	4.5999999046325923	4.6999998092651367	4.8000001907349024	4.9000000953674334	5	5.0999999046325923	5.1999998092651367	5.3000001907349024	5.4000000953674334	5.5	5.5999999046325923	5.6999998092651367	5.8000001907349024	5.9000000953674334	6	6.0999999046325923	6.1999998092651367	6.3000001907349024	6.4000000953674334	6.5	6.5999999046325923	6.6999998092651367	6.8000001907349024	6.9000000953674334	7	7.0999999046325923	7.1999998092651367	7.3000001907349024	7.4000000953674334	7.5	7.5999999046325923	7.6999998092651367	7.8000001907349024	7.9000000953674334	8	8.100000381469723	8.1999998092651367	8.3000001907348633	8.3999996185303267	8.5	8.600000381469723	8.6999998092651367	8.8000001907348633	8.8999996185303267	9	9.100000381469723	9.1999998092651367	9.3000001907348633	9.3999996185303267	9.5	9.600000381469723	9.6999998092651367	9.8000001907348633	9.8999996185303267	10	10.100000381469727	10.199999809265154	10.300000190734863	10.399999618530376	10.5	10.600000381469727	10.699999809265154	10.800000190734863	10.899999618530376	11	11.100000381469727	11.199999809265154	11.300000190734863	11.399999618530376	11.5	11.600000381469727	11.699999809265154	11.800000190734863	11.899999618530376	12	12.100000381469727	12.199999809265154	12.300000190734863	12.399999618530376	12.5	12.600000381469727	12.699999809265154	12.800000190734863	12.899999618530376	13	13.100000381469727	13.199999809265154	13.300000190734863	13.399999618530376	13.5	13.600000381469727	13.699999809265154	13.800000190734863	13.899999618530376	14	14.100000381469727	14.199999809265154	14.300000190734863	14.399999618530376	14.5	14.600000381469727	14.699999809265154	14.800000190734863	14.899999618530376	15	15.100000381469727	15.199999809265154	15.300000190734863	15.399999618530376	15.5	15.600000381469727	15.699999809265154	15.800000190734863	15.899999618530376	16	16.100000381469727	16.200000762939453	16.299999237060529	16.399999618530273	16.5	16.600000381469727	16.700000762939453	16.799999237060529	16.899999618530273	17	17.100000381469727	17.200000762939453	17.299999237060529	17.399999618530273	17.5	17.600000381469727	17.700000762939453	17.799999237060529	17.899999618530273	18	18.100000381469727	18.200000762939453	18.299999237060529	18.399999618530273	18.5	18.600000381469727	18.700000762939453	18.799999237060529	18.899999618530273	19	19.100000381469727	19.200000762939453	19.299999237060529	19.399999618530273	19.5	19.600000381469727	19.700000762939453	19.799999237060529	19.899999618530273	20	20.100000381469727	20.200000762939453	20.299999237060529	20.399999618530273	20.5	20.600000381469727	20.700000762939453	20.799999237060529	20.899999618530273	21	0	-9.6171370387311772E-6	-9.6171370387311772E-6	-1.8284892576048161E-5	-2.6866042389884246E-5	-3.5274846595712684E-5	-4.3427287891973684E-5	-5.1241910114185891E-5	-5.8640627685236586E-5	-6.5549524151721123E-5	-7.1899557951839242E-5	-7.7627286373172104E-5	-8.2675484009087248E-5	-8.6993706645444036E-5	-9.0538800577635671E-5	-9.3275360995906091E-5	-9.5176030299627768E-5	-9.6221825515387858E-5	-9.6402298368048248E-5	-9.5715637144167247E-5	-9.4168710347730707E-5	-9.1776972112713389E-5	-8.8564323959875948E-5	-8.4562860138251715E-5	-7.9812562034932891E-5	-7.4360890721438108E-5	-6.8262321292423986E-5	-6.1577797168865813E-5	-5.4374089813792516E-5	-4.672319118981314E-5	-3.8701538869645975E-5	-3.0389286621357748E-5	-2.1869484044145793E-5	-1.3227260751591531E-5	-4.548966444417709E-6	4.0786881072564009E-6	1.2569498721859421E-5	2.0838628188358031E-5	2.8803453460568935E-5	3.6384393752087314E-5	4.3505700887180892E-5	5.0096219638363516E-5	5.6090106227202524E-5	6.142746860859917E-5	6.6054970375262214E-5	6.9926391006449069E-5	7.3003029683604904E-5	7.5254160037729984E-5	7.6657284807880684E-5	7.7198383223732548E-5	7.6872049248777533E-5	7.5681542512029409E-5	7.3638759204186594E-5	7.0764115662314011E-5	6.7086322815158774E-5	6.2642138800584024E-5	5.7475961511954733E-5	5.1639413868542923E-5	4.5190809032647725E-5	3.8194582884898409E-5	3.0720639188075492E-5	2.2843651095172702E-5	1.4642326277680905E-5	6.1986088439881277E-6	-2.4031337488851163E-6	-1.1076956980105027E-5	-1.9736193280550993E-5	-2.8294323783484701E-5	-3.6665838706540621E-5	-4.4767090003007671E-5	-5.251713810139415E-5	-5.9838537708857304E-5	-6.6658147261478007E-5	-7.2907816502265903E-5	-7.8525110438932113E-5	-8.3453902334442749E-5	-8.7644933955744248E-5	-9.1056339442731319E-5	-9.3654038209935983E-5	-9.5412062364632271E-5	-9.6312847745139247E-5	-9.6347401267850183E-5	-9.5515380962753934E-5	-9.3825088697488445E-5	-9.1293419245630543E-5	-8.7945663835854246E-5	-8.3815277321265598E-5	-7.8943528933451542E-5	-7.3379094828852781E-5	-6.7177570599597124E-5	-6.0400925576687123E-5	-5.31168625457221E-5	-4.5398162910715525E-5	-3.7321951822378317E-5	-2.8968925107620017E-5	-2.0422541638254202E-5	-1.1768193871830729E-5	-3.0923529266146951E-6	5.5182945288834594E-6	1.3977713024360287E-5	2.2201380488696373E-5	3.0107126804068691E-5	3.7615962355631143E-5	4.4652861106443182E-5	5.1147511840100119E-5	5.7035020290642314E-5	6.2256563978736523E-5	6.6759967012332123E-5	7.0500238507521451E-5	7.3440001870041084E-5	7.5549884059001885E-5	7.6808813901152584E-5	7.7204196713864803E-5	7.6732088928112605E-5	7.5397212640383718E-5	7.3212897405029631E-5	7.0200971094892527E-5	6.6391534346622974E-5	6.1822640418541933E-5	5.6539938668720424E-5	5.0596223445610445E-5	4.4050873839297505E-5	3.6969293432776556E-5	2.9422237275867293E-5	2.148511157429388E-5	1.3237221537565569E-5	4.7609787543479133E-6	-3.8589250834775708E-6	-1.253636310138972E-5	-2.1184632714721788E-5	-2.9717324650846442E-5	-3.8049183785916059E-5	-4.6096956793917424E-5	-5.3780233429280012E-5	-6.1022252339172025E-5	-6.7750646849164286E-5	-7.3898190748878975E-5	-7.9403456766159034E-5	-8.4211438661441207E-5	-8.8274107838515192E-5	-9.1550857177937696E-5	-9.4008952146398399E-5	-9.5623829110993581E-5	-9.6379357273690565E-5	-9.6267991466448267E-5	-9.52908303588651E-5	-9.3457652837971003E-5	-9.0786765213124508E-5	-8.7304855696858737E-5	-8.3046725194437938E-5	-7.8054901678116105E-5	-7.2379276389256133E-5	-6.6076543589588322E-5	-5.9209694882157506E-5	-5.1847331633326595E-5	-4.4063021050534954E-5	-3.5934535844717602E-5	-2.7543093892746023E-5	-1.8972545149154379E-5	-1.0308518540114325E-5	-1.6375838640670227E-6	6.9536213231915075E-6	1.5379257092718252E-5	2.3555136067443846E-5	3.1399569706991396E-5	3.8834179576952715E-5	4.5784676331096536E-5	5.2181618229952014E-5	5.7961089623859193E-5	6.3065337599255334E-5	6.7443368607200723E-5	7.1051435952542032E-5	7.3853487265297541E-5	7.5821531936527952E-5	7.6935903052800352E-5	7.7185461123009623E-5	7.6567717769649828E-5	7.5088843004778122E-5	7.2763614298312164E-5	6.9615263782907494E-5	6.5675245423335582E-5	6.0982936702204212E-5	5.5585212976439114E-5	4.9536010919838921E-5	4.2895768274320432E-5	3.5730834497372278E-5	2.8112797735957432E-5	2.0117777239647694E-5	1.1825654837594078E-5	3.3192834507645231E-6	-5.3163448683335514E-6	-1.3994945220474621E-5	-2.2629803424934623E-5	-3.1134644814301492E-5	-3.9424488932127194E-5	-4.7416506276932678E-5	-5.5030846851878756E-5	-6.2191429606174123E-5	-6.8826710048598661E-5	-7.4870382377412523E-5	-8.0262063420377726E-5	-8.4947889263277759E-5	-8.8881039118861516E-5	z=0.5L	0	1	1	1.100000023841879	1.200000047683716	1.2999999523162724	1.3999999761581419	1.5	1.600000023841879	1.700000047683716	1.7999999523162724	1.8999999761581419	2	2.0999999046325684	2.2000000476837211	2.2999999523162842	2.4000000953674316	2.5	2.5999999046325684	2.7000000476837211	2.7999999523162842	2.9000000953674316	3	3.0999999046325684	3.2000000476837211	3.2999999523162842	3.4000000953674316	3.5	3.5999999046325684	3.7000000476837211	3.7999999523162842	3.9000000953674316	4	4.0999999046325923	4.1999998092651367	4.3000001907349024	4.4000000953674334	4.5	4.5999999046325923	4.6999998092651367	4.8000001907349024	4.9000000953674334	5	5.0999999046325923	5.1999998092651367	5.3000001907349024	5.4000000953674334	5.5	5.5999999046325923	5.6999998092651367	5.8000001907349024	5.9000000953674334	6	6.0999999046325923	6.1999998092651367	6.3000001907349024	6.4000000953674334	6.5	6.5999999046325923	6.6999998092651367	6.8000001907349024	6.9000000953674334	7	7.0999999046325923	7.1999998092651367	7.3000001907349024	7.4000000953674334	7.5	7.5999999046325923	7.6999998092651367	7.8000001907349024	7.9000000953674334	8	8.100000381469723	8.1999998092651367	8.3000001907348633	8.3999996185303267	8.5	8.600000381469723	8.6999998092651367	8.8000001907348633	8.8999996185303267	9	9.100000381469723	9.1999998092651367	9.3000001907348633	9.3999996185303267	9.5	9.600000381469723	9.6999998092651367	9.8000001907348633	9.8999996185303267	10	10.100000381469727	10.199999809265154	10.300000190734863	10.399999618530376	10.5	10.600000381469727	10.699999809265154	10.800000190734863	10.899999618530376	11	11.100000381469727	11.199999809265154	11.300000190734863	11.399999618530376	11.5	11.600000381469727	11.699999809265154	11.800000190734863	11.899999618530376	12	12.100000381469727	12.199999809265154	12.300000190734863	12.399999618530376	12.5	12.600000381469727	12.699999809265154	12.800000190734863	12.899999618530376	13	13.100000381469727	13.199999809265154	13.300000190734863	13.399999618530376	13.5	13.600000381469727	13.699999809265154	13.800000190734863	13.899999618530376	14	14.100000381469727	14.199999809265154	14.300000190734863	14.399999618530376	14.5	14.600000381469727	14.699999809265154	14.800000190734863	14.899999618530376	15	15.100000381469727	15.199999809265154	15.300000190734863	15.399999618530376	15.5	15.600000381469727	15.699999809265154	15.800000190734863	15.899999618530376	16	16.100000381469727	16.200000762939453	16.299999237060529	16.399999618530273	16.5	16.600000381469727	16.700000762939453	16.799999237060529	16.899999618530273	17	17.100000381469727	17.200000762939453	17.299999237060529	17.399999618530273	17.5	17.600000381469727	17.700000762939453	17.799999237060529	17.899999618530273	18	18.100000381469727	18.200000762939453	18.299999237060529	18.399999618530273	18.5	18.600000381469727	18.700000762939453	18.799999237060529	18.899999618530273	19	19.100000381469727	19.200000762939453	19.299999237060529	19.399999618530273	19.5	19.600000381469727	19.700000762939453	19.799999237060529	19.899999618530273	20	20.100000381469727	20.200000762939453	20.299999237060529	20.399999618530273	20.5	20.600000381469727	20.700000762939453	20.799999237060529	20.899999618530273	21	0	-1.0221331649518482E-5	-1.0221331649518482E-5	-1.9394687114982266E-5	-2.8476384613896134E-5	-3.7375681131380011E-5	-4.6003664465388534E-5	-5.4274121794151183E-5	-6.2104416429065534E-5	-6.9416309997906658E-5	-7.6136755524203534E-5	-8.2198588643223047E-5	-8.7541251559741782E-5	-9.2111353296786764E-5	-9.5863244496287447E-5	-9.8759432148657199E-5	-1.0077097249450281E-4	-1.018777693388984E-4	-1.0206876322627261E-4	-1.0134205513168141E-4	-9.9704891908915721E-5	-9.7173644462600364E-5	-9.3773589469494021E-5	-8.9538712927607759E-5	-8.4511324530469587E-5	-7.8741657489446267E-5	-7.2287351940759543E-5	-6.5212909248658677E-5	-5.7589008065406504E-5	-4.9491820391267904E-5	-4.1002258512889966E-5	-3.2205141906161566E-5	-2.3188371415017535E-5	-1.4042037946637945E-5	-4.8575298023934104E-6	4.2733854570543216E-6	1.3259474144433877E-5	2.2010950488038808E-5	3.0440372938756516E-5	3.8463516830234216E-5	4.6000215661479147E-5	5.2975170547142903E-5	5.9318685089239547E-5	6.4967382058968125E-5	6.9864814577159123E-5	7.3962051828858975E-5	7.7218159276527031E-5	7.960059883771616E-5	8.1085570855067264E-5	8.1658225099093048E-5	8.1312857219018029E-5	8.0052908742802334E-5	7.7890967077111508E-5	7.4848641816062427E-5	7.0956324634609196E-5	6.6252905526198894E-5	6.0785379901062934E-5	5.4608379286947034E-5	4.7783621994314581E-5	4.0379298297921534E-5	3.2469386496814673E-5	2.4132927137543783E-5	1.5453211744898161E-5	6.5169633671758604E-6	-2.5865283532767036E-6	-1.1766303941840458E-5	-2.0930643586326116E-5	-2.9987979360157966E-5	-3.8847811083542867E-5	-4.7421621275135279E-5	-5.5623735534027903E-5	-6.3372201111634713E-5	-7.0589601818939407E-5	-7.7203825640027524E-5	-8.3148785051890748E-5	-8.8365071860607768E-5	-9.2800575657747727E-5	-9.6410971309524043E-5	-9.9160191894044768E-5	-1.0102076339535652E-4	-1.019740957417526E-4	-1.0201066470472142E-4	-1.0113010648638223E-4	-9.9341217719484148E-5	-9.6661875431894187E-5	-9.3118847871666362E-5	-8.8747532572599407E-5	-8.3591607108248581E-5	-7.7702592534480096E-5	-7.1139329520519823E-5	-6.3967388996389034E-5	-5.6258442782563946E-5	-4.8089503252413876E-5	-3.9542199374409853E-5	-3.0701932701050064E-5	-2.165702790080144E-5	-1.249786237167427E-5	-3.3159503800561952E-6	5.7969650697487534E-6	1.4749831279914625E-5	2.3453192625311796E-5	3.182009095326108E-5	3.9766924601281062E-5	4.7214292862919163E-5	5.4087780881674385E-5	6.0318714531605508E-5	6.584484071936457E-5	7.0610927650706389E-5	7.4569376010914527E-5	7.768061914248518E-5	7.9913574154490464E-5	8.1245932960884585E-5	8.1664380559234769E-5	8.1164733273908496E-5	7.9751989687794177E-5	7.7440265158657134E-5	7.4252653575968973E-5	7.0221001806204292E-5	6.5385596826673909E-5	5.9794758271892437E-5	5.3504340030485812E-5	4.6577191824327301E-5	3.9082537114155232E-5	3.1095249141799903E-5	2.2695143343298852E-5	1.3966145161248515E-5	4.995474682800802E-6	-4.1272378439316594E-6	-1.3310839676705944E-5	-2.2463573259301826E-5	-3.1493986170972444E-5	-4.0311850170837803E-5	-4.8829057050170424E-5	-5.6960510846694221E-5	-6.4624960941729546E-5	-7.1745831519365324E-5	-7.8251963714137822E-5	-8.4078361396680611E-5	-8.9166802354159451E-5	-9.3466442194770305E-5	-9.6934330940714168E-5	-9.9535805929920661E-5	-1.0124488471774384E-4	-1.0204448335571221E-4	-1.0192662011831999E-4	-1.0089246643474326E-4	-9.8952354164796405E-5	-9.6125673735515245E-5	-9.2440663138404597E-5	-8.793414599495197E-5	-8.2651145930869892E-5	-7.664445001864902E-5	-6.9974077632651709E-5	-6.2706676544623308E-5	-5.4914860811551126E-5	-4.6676479541929493E-5	-3.8073849282228188E-5	-2.9192930014687611E-5	-2.0122450223425403E-5	-1.0953041964967473E-5	-1.7763229607226471E-6	7.3160163083231187E-6	1.6233128917520273E-5	2.4885915991035798E-5	3.3187923691002652E-5	4.1056198824662803E-5	4.8412130126963414E-5	5.5182212236105448E-5	6.1298800574149936E-5	6.6700791649055874E-5	7.1334194217344211E-5	7.515272591263213E-5	7.8118224337232994E-5	8.0201069067699802E-5	8.1380436313338551E-5	8.16445535747349E-5	8.0990772403311025E-5	7.9425633884967837E-5	7.6964774052613934E-5	7.3632778367027938E-5	6.9462941610255526E-5	6.4496918639635309E-5	5.8784342400031828E-5	5.2382281864994806E-5	4.5354707253864686E-5	3.7771835195599944E-5	2.9709430236835036E-5	2.1248051780276397E-5	1.2472240996430631E-5	3.4696836337389276E-6	-5.6696699175519277E-6	-1.4854502296657617E-5	-2.399304139544257E-5	-3.299397940281849E-5	-4.1767376387724734E-5	-5.0225578888785087E-5	-5.8284073020332442E-5	-6.586233939742805E-5	-7.2884657129181055E-5	-7.9280864156318308E-5	-8.4987055743114068E-5	-8.9946210209745927E-5	-9.4108778284864576E-5	2D	0	1	1	1.100000023841879	1.200000047683716	1.2999999523162724	1.3999999761581419	1.5	1.600000023841879	1.700000047683716	1.7999999523162724	1.8999999761581419	2	2.0999999046325684	2.2000000476837211	2.2999999523162842	2.4000000953674316	2.5	2.5999999046325684	2.7000000476837211	2.7999999523162842	2.9000000953674316	3	3.0999999046325684	3.2000000476837211	3.2999999523162842	3.4000000953674316	3.5	3.5999999046325684	3.7000000476837211	3.7999999523162842	3.9000000953674316	4	4.0999999046325923	4.1999998092651367	4.3000001907349024	4.4000000953674334	4.5	4.5999999046325923	4.6999998092651367	4.8000001907349024	4.9000000953674334	5	5.0999999046325923	5.1999998092651367	5.3000001907349024	5.4000000953674334	5.5	5.5999999046325923	5.6999998092651367	5.8000001907349024	5.9000000953674334	6	6.0999999046325923	6.1999998092651367	6.3000001907349024	6.4000000953674334	6.5	6.5999999046325923	6.6999998092651367	6.8000001907349024	6.9000000953674334	7	7.0999999046325923	7.1999998092651367	7.3000001907349024	7.4000000953674334	7.5	7.5999999046325923	7.6999998092651367	7.8000001907349024	7.9000000953674334	8	8.100000381469723	8.1999998092651367	8.3000001907348633	8.3999996185303267	8.5	8.600000381469723	8.6999998092651367	8.8000001907348633	8.8999996185303267	9	9.100000381469723	9.1999998092651367	9.3000001907348633	9.3999996185303267	9.5	9.600000381469723	9.6999998092651367	9.8000001907348633	9.8999996185303267	10	10.100000381469727	10.199999809265154	10.300000190734863	10.399999618530376	10.5	10.600000381469727	10.699999809265154	10.800000190734863	10.899999618530376	11	11.100000381469727	11.199999809265154	11.300000190734863	11.399999618530376	11.5	11.600000381469727	11.699999809265154	11.800000190734863	11.899999618530376	12	12.100000381469727	12.199999809265154	12.300000190734863	12.399999618530376	12.5	12.600000381469727	12.699999809265154	12.800000190734863	12.899999618530376	13	13.100000381469727	13.199999809265154	13.300000190734863	13.399999618530376	13.5	13.600000381469727	13.699999809265154	13.800000190734863	13.899999618530376	14	14.100000381469727	14.199999809265154	14.300000190734863	14.399999618530376	14.5	14.600000381469727	14.699999809265154	14.800000190734863	14.899999618530376	15	15.100000381469727	15.199999809265154	15.300000190734863	15.399999618530376	15.5	15.600000381469727	15.699999809265154	15.800000190734863	15.899999618530376	16	16.100000381469727	16.200000762939453	16.299999237060529	16.399999618530273	16.5	16.600000381469727	16.700000762939453	16.799999237060529	16.899999618530273	17	17.100000381469727	17.200000762939453	17.299999237060529	17.399999618530273	17.5	17.600000381469727	17.700000762939453	17.799999237060529	17.899999618530273	18	18.100000381469727	18.200000762939453	18.299999237060529	18.399999618530273	18.5	18.600000381469727	18.700000762939453	18.799999237060529	18.899999618530273	19	19.100000381469727	19.200000762939453	19.299999237060529	19.399999618530273	19.5	19.600000381469727	19.700000762939453	19.799999237060529	19.899999618530273	20	20.100000381469727	20.200000762939453	20.299999237060529	20.399999618530273	20.5	20.600000381469727	20.700000762939453	20.799999237060529	20.899999618530273	21	0	-1.0440020560054254E-5	-1.0440020560054254E-5	-1.9911667550331943E-5	-2.9288676159922413E-5	-3.8477355701616779E-5	-4.7385896323249591E-5	-5.5925283959369226E-5	-6.4010200730992028E-5	-7.1559858042746823E-5	-7.8498829680029533E-5	-8.4757783042733765E-5	-9.0274166723249691E-5	-9.4992887170521035E-5	-9.8866774351337905E-5	-1.018571347231046E-4	-1.0393408592790365E-4	-1.0507686965866021E-4	-1.0527407721383501E-4	-1.0452373680891469E-4	-1.0283334268024348E-4	-1.0021978232544048E-4	-9.6709169156385526E-5	-9.2336587840691222E-5	-8.7145723227877224E-5	-8.1188438343815506E-5	-7.4524257797749029E-5	-6.7219771153760146E-5	-5.9347963542678492E-5	-5.0987477152376744E-5	-4.2221858166157481E-5	-3.3138683647848666E-5	-2.3828712073736892E-5	-1.4384965652425472E-5	-4.9018021854864781E-6	4.5260248953128073E-6	1.38043169499726E-5	2.2840367819299756E-5	3.1543891964247816E-5	3.9827926229918965E-5	4.7609697503504124E-5	5.4811458539917327E-5	6.1361250118352513E-5	6.7193621362095191E-5	7.2250302764587104E-5	7.6480777352118317E-5	7.9842764534988973E-5	8.2302671216893941E-5	8.3835926488975396E-5	8.4427214460447525E-5	8.4070612501818727E-5	8.2769693108275763E-5	8.0537451140118391E-5	7.7396194683389353E-5	7.3377312219237225E-5	6.8520945205818902E-5	6.2875631556381977E-5	5.6497774494347485E-5	4.9451093218523183E-5	4.1806000808720528E-5	3.3638883905951042E-5	2.503134601283873E-5	1.6069388948381252E-5	6.8425579229369904E-6	-2.5569540866854804E-6	-1.203523152071284E-5	-2.1497569832718E-5	-3.0849423637846492E-5	-3.9997354178922793E-5	-4.8849960876395933E-5	-5.7318782637595271E-5	-6.5319210989402235E-5	-7.2771304985509475E-5	-7.9600606113673544E-5	-8.5738873167431735E-5	-9.1124777100050748E-5	-9.5704512204975567E-5	-9.9432312708814768E-5	-1.0227092570858076E-4	-1.0419199679745361E-4	-1.0517633199924599E-4	-1.0521409421926503E-4	-1.0430490510771051E-4	-1.0245784505969064E-4	-9.9691373179670154E-5	-9.6033130830619525E-5	-9.1519672423601205E-5	-8.6196094343904568E-5	-8.0115591117648036E-5	-7.3338902438992005E-5	-6.5933752921411111E-5	-5.7974131777882583E-5	-4.9539561587153023E-5	-4.0714323404246122E-5	-3.1586590921506292E-5	-2.2247573724599118E-5	-1.2790576874976981E-5	-3.3100948257925417E-6	6.0991474128969751E-6	1.534313560114276E-5	2.4329507141374092E-5	3.2968473533401286E-5	4.1173716454068199E-5	4.8863254050957961E-5	5.5960248573683304E-5	6.2393795815298165E-5	6.8099609052298083E-5	7.3020688432735557E-5	7.7107848483137813E-5	8.0320256529375965E-5	8.2625825598373306E-5	8.400150545640088E-5	8.4433566371445982E-5	8.3917671872768551E-5	8.2458987890277058E-5	8.0072088167073118E-5	7.6780823292211837E-5	7.2618080594112427E-5	6.7625442170538022E-5	6.1852799262851924E-5	5.535783202503923E-5	4.8205434723058824E-5	4.0467071812601171E-5	3.2220064895227612E-5	2.3546806914964816E-5	1.4533967259922161E-5	5.271594545774978E-6	-4.1477633203613513E-6	-1.3629991371999503E-5	-2.3080345272320011E-5	-3.2404401281382895E-5	-4.1508999856888212E-5	-5.0303162424825837E-5	-5.8699028159027114E-5	-6.6612708906177933E-5	-7.3965122282970724E-5	-8.0682824773248746E-5	-8.6698673840146566E-5	-9.1952577349730568E-5	-9.6392031991854527E-5	-9.9972690804861527E-5	-1.0265875607729218E-4	-1.0442340862937442E-4	-1.0524901153985553E-4	-1.0512731387279941E-4	-1.0405953071312983E-4	-1.0205632861470804E-4	-9.9137731012888266E-5	-9.5332899945788248E-5	-9.0679837740027268E-5	-8.5225052316675675E-5	-7.9023033322302415E-5	-7.2135764639825781E-5	-6.4632047724445598E-5	-5.6586857681395493E-5	-4.8080590204336793E-5	-3.9198228478199447E-5	-3.0028522814973732E-5	-2.0663095710916008E-5	-1.1195524166396535E-5	-1.7204031337314863E-6	7.6675942182191732E-6	1.6874666471267336E-5	2.5808818463702409E-5	3.4380784200038761E-5	4.2504914745223794E-5	5.0100039516109994E-5	5.7090266636806883E-5	6.3405750552192493E-5	6.8983397795819532E-5	7.3767470894383003E-5	7.7710166806356569E-5	8.0772100773174546E-5	8.2922670117113766E-5	8.4140388935338706E-5	8.4413091826718219E-5	8.3738057583105266E-5	8.212202374125077E-5	7.9581135651097677E-5	7.6140793680679053E-5	7.1835362177807838E-5	6.6707863879855912E-5	6.0809528804384524E-5	5.4199292208068974E-5	4.6943197958172133E-5	3.9113750972319964E-5	3.0789182346780002E-5	2.2052661734051071E-5	1.2991485164093487E-5	3.6961891964893412E-6	-5.7403508435528387E-6	-1.522384900454226E-5	-2.4659548216732256E-5	-3.3953168895095682E-5	-4.3011856178054566E-5	-5.1745097152889134E-5	-6.0065631259933061E-5	-6.7890323407483535E-5	-7.5140989792998934E-5	-8.1745180068537593E-5	-8.7636923126412943E-5	-9.2757334641648179E-5	-9.7055257356261761E-5	Incrément

Déplacement vertical u2 (m)
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