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Introduction

Les phénomenes d’attente surviennent naturellement dans la plupart des environne-
ments rencontrés dans la vie courante et particulierement dans les systemes informatiques,
les systemes de production et les réseaux de télécommunication. Ces phénomenes peuvent
étre modéliser par une technique de la recherche opérationnelle qui est la théorie de file
d’attente.

La théorie de file d’attente a pour objet I’étude de systeme ou des entités, appelées
clients, cherchent a accéder a des ressources, généralement limitées afin d’obtenir un
service. Cette théorie a été élaboré pour la premier fois par 'ingénieur danois Agner
Krarup Erlang en 1917, dans le but de décrire des phénomenes de congestion et d’attente
dans la communication téléphonique. Un modele de file d’attente est un outil puissant
pour 'analyse et 'optimisation des performances des systemes a flux discret tels que les
systemes informatiques et les réseaux de communication. Pour un modele typique de files
d’attente, il est nécessaire de définir les processus d’inter-arrivées, la durée de service, la
taille de la file qui peut étre finie ou non et la discipline de service. Ces parametres sont

indiqués dans la notation dite Kendall (voir chapitre 1).

Lors d’étude d’un systeme de files d’attente, il est important de prendre en considé-
rartion la non-fiabilité de serveur afin de voir I'impact des pannes sur les caractéristiques
du systeme étudié (par exemple le nombre moyen de client dans le systeme). Cette étude
se fait par I'introduction d’un processus stochastique comme ”les chaines de Markov’. Ce
terme est apparu pour la premiére fois en 1926 dans le travail de Bernstein [13], mais
actuelement les processus de Markov sont applicables dans divers domaines. Il existe
plusieurs méthodes d’approximation qui ont été développées pour la résolution de ces
modeles stochastiques et parmi ces méthodes on retient 'approche du développements

en séries de Taylor.
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L’approche des développements en séries de Taylor est un outil permettant d’évaluer
les mesures de performances d'un modele d’attente. Cette méthode est applicable a tous
les systemes qui peuvent étre décrit par une chaine de Markov irréductible, apériodique
et a espace d’états fini. L’intérét d’utiliser cette méthode est que les séries de Taylor
convergent, vers la fonction de perfomance exacte et aussi permet d’obtenir une borne
pour le terme du reste de développement (I’erreur commise lors d’approximtion de la

fonction de performance exacte par un polynome de Taylor).

L’objectif de notre travail consistera a l’évaluation des mesures de performances
principales d’'un modele de file d’attente M/G/1/N a serveur non fiable en utilisant
I’approche des développements en séries de Taylor. Cette derniere nous permettra de
considérer la mesure de performance en question sous forme fonctionnelle, ou celle-ci
sera évaluée en terme de paramétre du modele étudié. Particuliérement, la mesure de
performance sera présentée en utilisant I’approche des développements en séries de Taylor

[39] sous forme polynomiale, ce qui facilite son évaluation numérique.

Ce mémoire comprend une introduction générale et quatre chapitre :

e Dans le premier chapitre, nous présentons les chaines de Markov et les concepts de
base des systemes de file d’attente. Par la suite, nous introduisons quelques systemes
de file d’attente classiques a serveur non fiable.

e Le deuxieme chapitre expose les formules de Taylor et leurs différents restes. Ainsi,
nous allons introduire le concept de développement en série de Taylor des chaines
de Markov.

e Dans le troisieme chapitre, nous appliquons la méthode de développement en série
de Taylor au systeme de file d’attente M/G/1/N avec pannes classiques ou une
étude du comportement des différentes mesures de performance de ce modele sera
réalisé par rapport aux perturbation du taux de pannes.

e Le dernier chapitre est consacré a ’étude de I'influence des pannes du serveur sur
les performances du systeme d’attente M/G/1/N non fiable avec perte définitive de
client, en utilisant 'approche des développements en série de Taylor.

e Finalement, nous terminerons par une conclusion générale ot nous metterons 1’ac-

cent sur quelques prespectives de recherche qui peuvent étre induites de notre travail.



Sur les systemes de files d’attente a serveur
non fiable

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous introduisons les concepts généraux et quelques résultats
classiques concernant les systemes de files d’attente. Nous accordons une attention

particuliere a la présentation des systemes de files d’attente a serveur non fiable.

Puisque la modélisation des systemes de files d’attente est basée sur les chaines de
Markov, nous présentons d’abord les concepts essentiels des chaines de Markov discretes

a espace d’état fini.

1.2 Rappels sur les chaines de Markov

L’analyse des chaines de Markov est une étape préliminaire important pour 1’étude
des systemes de files d’attente, en particulier les chaines de Markov sont aujourd’hui de

plus en plus utilisées comme modeles mathématique de divers systemes.

Les chaines de Markov sont des classes de processus aléatoires qui se caractérisent
par la propriété que I'état présent du processus résume toute 'information utile pour

connaltre son évolution future.
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1.2.1 Processus stochastique

Un processus stochastique permet de modéliser 1'état d'un systeme évoluant de
maniere aléatoire dans le temps. L’observation du systeme au cours du temps peut se
faire de maniere continue ou discrete et son état au temps t est réprésenté par la variable

aléatoire X;.

Définition 1.1. [12] On appelle processus stochastique une famille indexée {X;,t € T'}
de variables aléatoires définies dans le méme espace de probabilité (€2, F,P). Le parametre
t € T est généralement interprété comme une date et appartient a un ensemble ordonné 7'.

Lorsque T C Z, on parlera de processus a temps discret (suite stochastique) noté
(Xn)nez et lorsque T est un intervalle 7' C R, on parlera de processus a temps continu.

1.2.2 Processus de Markov

Un processus de Markov est un processus dans lequel le comportement futur ne
dépand que du passé récent. Les suites markoviennes sont appelées chaine de Markov. On
distingue donc les chaines de Markov a espace d’états discret et celles a espace d’états
continu.

Dans ce qui suit, on s’intéresse qu’aux chaines de Markov a espace d’état fini.

Définition 1.2. On appelle chaine de Markov a temps discret un processus stochastique
a espace d’état discret et a temps discret et qui vérifie la propriété d’absence de mémoire
c-a-d :

P(Xn+1 = j/Xn = inn—l = in—la ...,X() = 20) = P(Xn+1 = .]/Xn = Z),\V/TL - N, VZ,] - S,
ou
X1 1 létat futur.
X, : 'état présent.
Xo, ..., X,,_1 : les états passés.

S : espace d’état de la chaine {X,,}.

On peut alors définir la probabilité de transition de I’état i a un état j, par :

La matrice de transition P = (p;;); jes est une matrice carrée d’ordre fini ou infini.

Les matrices de transition sont également appelées "matrices stochastiques” .
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Définition 1.3. (Matrice stochastique)
On appelle matrice stochastique une matrice carrée P;; qui vérifié les deux conditions
suivantes :

1. Leurs éléments sont non négatifs :

pij Z 0, VZ,] c S

2. La somme des ¢léments de chaque ligne est égale a 1 :

jes
1.3 Analyse des phénomenes d’attente

L’étude mathématique des phénomenes d’attente constitue un champ d’application
important des processus stochastiques. On parle de phénomene d’attente chaque fois que
certaines unités appelées "clients” se présentent d’une maniere aléatoire a des stations”,

afin de recevoir un service dont la durée est généralement aléatoire.

Cette théorie est une approche mathématique permettant d’analyser les files d’attente.
Elle est basée sur I'étude des équipements téléphoniques automatiques réalisée au début
du XXe siecle par l'ingénieur A. K. Erlang en télécommunication. L’application de
cette théorie n’a été généralisée a divers types de problemes qu’apres la Seconde Guerre

mondiale.

L’objectif est de caractériser le degré de performance du systeme en répondant a des

questions du type suivant :

e En moyenne, combien de temps attend un client avant d’étre servi?
e Quel est le nombre moyen de clients dans le systeme ?

e Quel est le taux d’utilisation moyen des serveurs ?

1.3.1 Structure des systemes de files d’attente

Pour traiter I’étude des files d’attente, nous allons utiliser un modele abstrait dénommé
station de service. Cette station est composée d'un ou plusieurs serveurs représentant la
ressource et d’une file d’attente contenant a tout instant les clients en attente de service
(serveurs occupés). Si un poste de service est libre, le client qui arrive se dirige immédia-
tement vers ce poste ou il est servi, sinon, il prend sa place dans une file d’attente dans

laquelle les clients se rangent suivant leur ordre d’arrivée.
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1.3.2 Classification des files d’attente

La classification des files d’attente se base principalement sur les élements suivants :

Processus d’arrivée :

Le processus d’arrivée spécifie les instants auxquels les clients arrivent dans le
systeme qui est défini par la distribution des intervalles séparant deux arrivées
consécutives. Les clients arrivent au systeme en décrivant un processus déterminé.
Ils peuvent, par exemple, étre réguliers et leurs arrivées sont espacées par un temps
égale a une valeur 7 (c-a-d, chaque 7 unités de temps on a une arrivée).Le modele
le plus simple et le plus courant est celui des arrivées completement aléatoires, qui

est caractérisé par le processus de poisson.

Processus de service :

La deuxieme composante d’un systeme de files d’attente est la quantité de service
demandée par un client, qui est définie par la distribution du temps aléatoire
de service. Dans la majorité des cas, on suppose que la population des clients
est homogéne, ce qui entraine que les services demandés sont identiquement
distribués ou ont une distribution commune dite distribution de service. Dans
la pratique, on rencontre souvent la distribution exponentielle. Cette derniere
est caractérisée par la propriété d’absence de mémoire, qui pourrait étre carac-
térisée par le fait que le temps résiduel d’un service est indépendant du temps

déja écoulé de ce service, ce qui la rend plus simple a manipuler mathématiquement.

Nombre de serveurs :
Le nombre de serveurs correspond au nombre de stations de service qui sont

montées en parallele.

Capacité de la file :

La capacité de la file correspond au nombre maximal de clients pouvant étre présents
dans le systeme a un instant quelconque qui peut étre limitée ou non. Dans le premier
cas, on suppose que les clients qui arrivent lorsque le systeme est déja saturé le
quittent immédiatement sans obtenir le service désiré. On dit que ces clients sont
perdus. Dans le cas d’'un systeme a capacité illimitée, aucun client n’est perdu (mais

la longueur des files d’attente peut grandir indéfiniment).
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1.3.3 Notation de Kendall

La notation suivante, introduite par Kandall permet de ramener la description
textuelle des différents éléments constituant une file d’attente simple a une formule

symbolique :

A/B[SIN/M/D,

tels que :

A : nature du processus des arrivées;
B : nature du processus de service;
S : nombre de serveurs;
N : capacité d’accueil de la file d’attente;
M : taille de la population ;
D : discipline de la file;
La forme abrégé : A/B/S signifie que N et M sont infinies.

Dans la description des processus d’arrivée et de service, les symboles les plus courants

sont :

M : loi Exponentielle;

Hy, : loi Heyperexponentielle d’ordre k ;

Ey. : loi d’Erlang d’ordre k;

D : loi Déterministe (temps d’inter-arrivées ou de service constant) ;
G : loi Générale (quelconque).

G1 : loi Générale indépendante.

1.3.4 Les différentes disciplines de service

La discipline de service décrit 'ordre avec lequel les arrivées dans le systeme vont

accéder au service. Ces disciplines peuvent étre :

FIFO (First In First Out) : Le premier arrivé est le premier servi;

LIFO (Last In First Out) : Le dernier arrivé sera le premier servi;

Random (aléatoire) : Les clients accedent au serveur de maniere aléatoire, indé-
pendamment de 'ordre des arrivées;

Priorité relative : Un client accede au service selon sa priorité. La file est gérée

par ordre de priorité de la plus forte a plus faible;
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Priorité absolue : Le service d’un client est interrompu lorsqu’un client de priorité
supérieure se présente devant la file d’attente. Le client dont ce service est interrompu

est remis en téte de la file.

1.3.5 Mesures de performance d’un systeme de files d’attente

La théorie des systemes d’attente a comme objectif de calculer ou estimer les
performances d'un tel systeme a partir de la distribution stationnaire du processus
{X(t), T > 0}. Ces performances permettent de juger le comportement opérationnel

d’un systeme d’attente.

Ainsi les principales mesures de performance sont :

L, : nombre moyen de clients dans le systeme de la file d’attente;
L, : nombre moyen de clients dans la file d’attente;

W : temps moyen de séjour d’un client dans le systeme;

W, : temps moyen d’attente d'un client dans le systeme;

p : 'intensité du trafic;

Pb : 1a probabilité de bloquage pour les files d’attente a capacité finie.

"Formules de Little” : Les valeurs caractéristiques d’un systeme de file d’attente

sont liées les unes aux autres par les relations suivantes :

L, = A\W,.
L, =MW,
Ainssi nous obtenons :
1
Wy =W,+ —.
W

Avec :

A : taux d’arrivée de clients dans le systeme.
W :taux de service.
1.3.6 Analyse mathématique d’un systeme de files d’attente

L’étude mathématique d’un systeme de files d’attente se fait généralement par

I'introduction d’un processus stochastique, définit de facon appropriée. On s’intéresse
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principalement au nombre de clients X (¢) se trouvant dans le systeme a Uinstant ¢ > 0.

En fonction des quantités qui définissent le systeme, on cherche a déterminer :
Les probabilités d’état P,(t) = P(X(t) = n), qui définissent le régime transitoire du
processus stochastique {X (t), t > 0}. Il est évident que les fonctions P, (t) dépendent

de I’état initial ou de la distribution initiale du processus.
Le régime stationnaire du processus stochastique est défini par :

m, = lim P,(t)=Pr(X =n),(n=0,1,2...).

t—+o00
O, {m,}n>0 est appelée distribution stationnaire du processus {X(¢), ¢ > 0}. Le calcul
explicite du régime transitoire s’avere généralement pénible, voire impossible, pour la

plupart des modeles donnés. On se contente donc de déterminer le régime stationnaire.

1.4 Quelques systemes de files d’attente classiques

1.4.1 Modeles markoviens

Les systemes markoviens sont des systemes ou les temps des inter-arrivées et les temps
de services des clients sont des variables aléatoires indépendantes, exponentiellement
distribuées(modele M/M/1). Il ya une seule station de service et la capacité d’attente est
illimitée. La propriété d’absence de mémoire de la loi exponentielle facilite I’étude de ces

modeles.

1.4.2 Modeles non markoviens

L’étude des modeles non markoviens est cependant beaucoup plus difficile que celles
des modeles markoviens. On est ainsi amené a considérer des systemes de files d’attente,
non markoviens (modeles non markoviens), ou la propriété de Markov du processus
de base {X(t); t > 0} facilitant l'analyse des systemes de files d’attente markoviens
n’est plus valable, ce qui rend leurs analyse tres délicate, voire impossible. Grace aux
nombreuses méthodes d’analytique, on se ramene a choisir un processus markovien

particulier [1].

1) Méthode des étapes d’Erlang

cette méthode est proposée par E.Erlange et généralisée par D.R.Cox. son principe
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est d’approximer toute loi de probabilité ayant une transformée de Laplace ration-

nelle par une loi de Cox ,qui possede la propriété d’absence de mémoire.

2) Méthode de la chaine de Markov induite
Cette méthode élaborée par Kendall, a pour principe de choisire une séquence
d’instants tq,t,,..,t,, de nature déterministes ou aléatoires telle que le processus
induit {X,,,n > 0}, avec X,, = X(¢,,) est une chaine de Markov homogene.

3) Méthode d’approximation

On caractérise I'état du systeme étudié, par :

1. Des méthodes asymptotiques décrivant 1'état du systéme (chargé, non
chargé,...).
2. L’estimation par bornes de certaines de ces caractéristiques.

4) Simulation
La simulation est une technique de modélisation. Elle permet de représenter le
fonctionnement d’un systeme composé de différents centres d’activité, de mettre
en évidence les caractéristiques de ceux -ci et les interactions entre aux, de décrire
la circulation des différents objets traités par ces processus et enfin d’observer le

comportement du systeme.

5) Méthode des événements fictifs
Le principe de cette méthode est d’introduire des événements fictifs qui permettent
de donner une interprétation probabiliste aux transformées de la place et aux va-

riables aléatoires décrivant le systeme étudié.

1.5 Les systemes de files d’attente complexes

Plusieurs variantes ont été élaborées pour I'analyse des systemes d’attente complexes,
surtout pour les plus utilisés d’entre eux, tels que les réseaux informatiques de type SITA
[34, 43]. Ainsi, les systemes d’attente complexes les plus élaborés sont :

> Systeme de files d’attente avec arrivées négatives [24, 40].

> Systeme de files d’attente avec vacances [22, 39].

> Systeme de files d’attente avec rappels [31, 41].

> Systeme de files d’attente avec serveurs non fiables[9, 15, 45].

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a I’étude des systémes d’attente avec serveur

non fiable et voir I'influence de la non-fiabilité de serveur sur les caractéristique du systeme.
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1.5.1 Systemes de files d’attente a serveurs non fiables

Les systemes de files d’attente a serveurs non fiables ont été étudiés par plusieurs
chercheurs [9, 15, 14]. White et Christie [45] ont étudié un systeme de files d’attente
avec pannes et leur relation avec le modele prioritaire. Avi-Itzhak et al [9] et Gaver [23]
ont considéré le systeme d’attente M/G/1 a serveur sujet a des pannes sous différentes

disciplines de service.

Lors de I’étude des problemes classiques de la théorie des files d’attente, on supposait
que les serveurs étaient absolument fiables. Cependant, en pratique, on dénombre souvent
des cas ou les serveurs sont sujet a des pannes aléatoires et par conséquent, durant un

certain intervalle de temps, le service des clients est interrompu.

L’étude de tels systemes est sans aucun doute trés importante par les applications
pratique car la fiabilité des serveurs influe beaucoup sur les caractéristiques du systeme
considéré. En particulier, plus les indices de fiabilité des serveurs sont bas, plus le nombre
des usagers dans la file est élevé et plus la durée d’attente de chaque usager dans la file

est longue.

Les systémes de files d’attente avec pannes aléatoires des serveurs sont de grande
importance. Nous les rencontrons dans la modélisation de plusieurs applications, et en
particulier dans le cadre de I’évaluation des performances des systemes informatisés
de production et de télécommunication. La fiabilité du service a une influence sur les
principaux indices de performance. Par conséquent, le comportement de la file d’attente

ne peut pas étre étudié sans prendre en considération ces interruptions.

Dans le cas ou le serveur est sujet a des pannes, une partie de la durée de service est

consacrée a la réparation du serveur, du fait des pannes systematiques de ce dernier.

Concernant la nature de ces pannes, on distingue généralement les cas suivants :

— Pannes de nature conservatrices [11]:
Dés que la panne se produit, le service est intérrompu, mais le client reste auprés
du serveur et attend que ce dernier soit réparé. Aprés la réparation, le service re-

prend la ot il a été interrompu (la partie de service déja acquise est donc conservée).

— Pannes de nature non conservatrices [35] :
Dans ce cas, la partie de service déja acquise est détruite. Aprés la réparation de la

panne, le service reprend a zéro.
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— Panne avec perte définitive de client [19] :

Dés que la panne se produit, le client quitte le systeme pour de bon.

— Panne avec perte momentanée de client [306]
Dés que la panne se produit, le client quitte le serveur et entre en orbite. Par la
suit, son comportement ne differe en rien de celui des clients qui se trouvent déja en
orbite.
Dans notre cas, nous nous limiterons a l’étude de quelques modeles présentant un
intérét pratique. Dans ce qui suit, nous allons présenter les modeles M/M/1 et M/G/1 a

serveur non fiable.

e Systéme M/M/1 a serveur non fiable :
C’est le systeme a serveur non fiable le plus simple. Les clients arrivent a des
instants successifs selon un processus de Poisson de parametre A, et la durée de
service est exponentielle de parametre p. La capacité de la file est illimitée et il y a

un seul serveur sujet a des pannes.

Soit «v la durée de bon fonctionnement (ou la durée de vie) du serveur et 3 sa durée

de réparation (ou la durée de renouvellement).

On suppose que a et B sont des variables aléatoires indépendantes entre elles,
indépendantes des inter-arrivées A et des durées de service p. De plus ces variables

aléatoires sont des lois exponentielles de parametres 0 et r respectivement.

Régime transitoire :

L’état du systeme peut etre décrit par le processus aléatoire markovien :

S(t) ={X(t),e(t);t = 0}

Y

ou X () est ” le nombre de clients présents dans le systéme a 'instant ¢ (¢ > 0)”, et

e(t) = 0, Sile serveur est en bon état;
|1 1, Sile serveur est en panne.

Régime stationnaire :

Il est facile de vérifier que les probabilités stationnaires :
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t——+o0

1iI+ﬂ Po;(t) = Poj, j > 0;
tl}iﬂoopu(t) = Py,5 > 1;

sont solutions du systeme d’équations algébriques suivant :
( (A +0)Poo = puPo1 + Py ;
(A p+0)Py; = pPojy1 + APy + 1Py j> 1,

(/\—f-T’)PlQ:HPQO ;

()\‘I‘T)PM:QPOJ—}-)\Plj_l JZ 1.

\

La condition d’ergodicité d'un tel systeme est de la forme :

p=Ap=A1+0/r) <1, (1.1)

ot M est la durée moyenne de séjour du client aupres du serveur.

e Systéeme M/G/1 a serveur non fiable : Soit un systeme de file d’attente
constitué d'un serveur unique sujet a des pannes aléatoires qui peuvent survenir
aussi bien lorsque le serveur est libre (pannes passives), que lorsqu’il est occupé
(pannes active) par le service d'un certain client. Les clients arrivent selon une loi
de Poisson de parametre i et la durée de service est une variable aléatoire suivant
une loi quelconque. Ainsi, si a un instant ¢ fixé le serveur s’avere étre libre et en
bon état (nous dirons qu’il est disponible), alors, la probabilité pour qu’une panne

se produise durant un petit intervalle de temps [t, ¢ + At] est :

eoAt + O(At) V@O > 0.

Cela signifie que, lorsque le serveur est libre, la durée de bon fonctionnement du

serveur est de loi exponentielle de fonction de répartition Fy,(x), telle que :

Fy,(z) =1 — e ",

Si par contre, a 'instant ¢ le serveur est occupé par le service d'un certain client,

alors, la probabilité de panne durant [t,t + At] est égale a :

91At + O(At) V@l > 0.
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La réparation de la panne (ou, en d’autres termes, le renouvellement des propriétés
initiales du serveur avant la panne) débute immédiatement aprés la panne et se déroule

indépendamment du processus des arrivées.

1.5.2 Les différentes périodes de service

Période d’activité :
On appelle période d’activité (période d’occupation) lintervalle de temps durant
laquelle le serveur travaille d'une maniere continue. Cette période peut contenir un

nombre de temps de service.

Période de panne

Durant la période d’activité, le serveur sujet a des pannes . Dans ce cas, il rentre
immédiatement en phase de réparation. Cet intervalle de temps qui s’écoule entre
Iinstant ou le serveur tombe en panne et celui ou il reprend son activité est appelé
période de panne.

Temps de complétion ou d’achévenement

On appelle temps de complétion de service, I'intervalle aléatoire du temps entre I'ins-
tant du début de service d'un client et I'instant du début de service du client suivant.

Cette période inclut la période de réparation car le serveur est assujetti a des pannes.

Période de complétion ou d’achévenement
Dans plusieurs systemes d’attente, le processus de service est sujet a des pannes.

Ces dernieres résultent :

1. Des pannes de serveurs (systemes non fiable ).

2. Des périodes d’arrét (prévues), par exemple, entre les nuits, les week-ends et

les changements de personnel.
3. De l'arrivée des clients de haute priorité (systemes avec priorité).

On appelle période de complétion la durée de temps qui s’écoule entre la fin de la
période d’inactivité et l'instant ou il ne reste aucun client dans la file. Elle peut

étre représentée comme la somme des périodes d’activités et de périodes de pannes.

Cycle d’activité
On appelle cycle d’activité l'intervalle de temps composé de la période d’inactivité

et la prochaine période d’achevement.
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1.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons rappelé les concepts et techniques de base de la théorie
de files d’attente classiques. Plus précisément, nous avons donné certains résultats sur les
systemes complexes tel que les systemes non fiables, qui seront utiles dans la description

de notre modele.



Développements en série de Taylor des
chaines de Markov

2.1 Introduction

Lorsque la résolution mathématique dun probleme donné n’est pas possible, on
fait appel a des méthodes d’approximation. Cela permet de modéliser des situations
tres complexes dont la solution analytique s’avere difficile voir impossible. Parmi ces

méthodes d’approximation on peut sité 'approche de développement en séries de Taylor.

Dans ce chapitre, nous allons développer une nouvelle approche, basée sur les déve-
loppements en séries de Taylor, ou nous calculerons la dérivée d’ordre supérieure de la
distribution stationnaire en fonction de la matrice fondamentale, d’'une chaine de Markov

ergodique a temps discret et a espace d’états fini.

2.2 Formule de Taylor

La formule de Taylor, du nom du mathématicien Brook Taylor qui I’établit en 1712,
permet I'approximation d’une fonction plusieurs fois dérivable au voisinage d’un point par
un polynome dont les coefficients dépendent uniquement des dérivées de la fonction en ce
point.

Nous présentons d’abord quelques notions d’analyse, qui nous seront utiles, pour bien

mener le développement en séries de Taylor.
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2.2.1 Quelques notions fondamentaux

1. La continuité

Définition 2.1. [33]
Une fonction f définie au voisinage de xz( est continue en x si

lim f(z) = f(x0).

T—T0
C’est-a-dire

Ve > 0,3a >0 telque :Va € Iet | x — xo |[< a =] f(x) — f(zo) |< e.

Remarque 2.1. Une fonction f est continue sur un intervalle ouvert I de son
ensemble de définition si, et seulement si, elle est continue en tout point de I .

2. La dérivabilité

Définition 2.2. [33]
Soit I un intervalle ouvert, f une fonction définie au voisinage de xy un point de 1
. On dit que f est dérivable en z si la limite suivante :

lim flz) — f(%o)7
T—rT0 T — :L'O
existe, cette limite, lorsqu’elle existe, est notée f’ (x). On a donc

r—rxQ T — ,I‘O
Remarque 2.2. On dit qu'une fonction est dérivable sur un domaine D si elle est
dérivable en tout point de ce domaine.

3. Fonction de classe C™

La fonction f est dite de classe C™ sur U'intervalle I, si f"™ existe et continue sur
I.

Sim = oo, alors f est indéfiniment dérivable (f admet des dérivées de tous ordres).

4. L’accroissements Finis

Théoréme 2.1. (Théoréme des Accroissements Finis[10])

Soient a et b des réels tels que a < b et soit f : [a,b] — R une fonction continue sur
la, b] dérivable sur |a, b] alors :
dc €]a, b] tel que

f(0) = fla) = (b—a)f (o).

Ou encore, en posant b = a + h alors : 30 €]0, 1], tel que :

fla+h) — f(a) = hf (a+ 6h).
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2.2.2 Formules de Taylor d’une fonction a une seule variable

Définition 2.3. [37]
Soit n un entier.Soit f : I — R, tel que [ est un intérvalle ouvert , xg € I,f est n fois
dérivable au voisinage de xy. Un polynome de Taylor d’ordre n en xzy de f, est définie par :

)
k=0
La fonction R,, definie sur 'intervalle I par :
R, (z) = f(z) — P,(x), (2.2)
est appelée reste de Taylor d’ordre n en zy de f.

e Défférentes formules caractérisant le reste du développement Dans 1'ap-

proximation d’une fonction f par le polynéme de Taylor P,, 'erreur est donnée par :

< ) (g .
Rofe) = 1) = Pulr) = > Lo 0 (2.9

1. Formule de Taylor-Lagrange

Théoréme 2.2. [37]

Si f est une fonction a valeurs réelles définie sur un intervalle compact [a, b]
non réduit a un point, de classe C™ sur cet intervalle et (n + 1) fois dérivable
sur l'intervalle ouvert |a, b[; alors il existe un point £ €]a, b] telque :

— f®) (o k . n+1
fa) =Y e + S e

Remarque 2.3. (a) Pour n = 0 on retrouve le théreme des accroissements
finis.

(b) Le réel f((::i)(,g) (x — 20)" " est appelé reste de Lagrange .

(¢) Silon pose h =z — g et & = zg + 0h (avec 6 €]0,1]) dans la formule
de Taylor-Lagrange avec le reste de lagrange, on obtient la formule dite
formule de Mac-Laurin :

F® ()., O (20 + OR)

S
k! (n+1)!

30 €0, 1[: f(zo + h) = Zn:

Pour les fonctions a valeurs dans R? ou dans un espace vectoriel normé
E on a le résultat suivant :
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2. Inégalité de Taylor-Lagrange

Théoréme 2.3. [37] Si f est une fonction a valeurs dans | (ou plus généra-
lement dans un espace vectoriel normé FE) définie sur un intervalle compact
[a,b] non réduit a un point, de classe C™ sur cette intervalle et (n + 1) fois
dérivable sur I'intervalle ouvert ]a,b[. Supposons que f"*1) majoré sur |a, b
par une constante M. Alors :

M I (z — 20)"t. (2.5)

- f(k)(xo) k
”f(ﬂf)—§ o (z — x0) HS(nT

Si le reste de Taylor R, est négligeable devant x" au voisinage de x(, donc
la fonction admet un développement limité, dont la partie polynomial est son
polynome de Taylor d’ordre n.C’est le théoreme de Taylor-Young.

3. Formule de Taylor-Young
Théoréme 2.4. [37]

Si 'application f : R — R admet une dérivée d’ordre n en xg, alors

" (k) Zo . .
f@) =3 T 0y o (e - ),

R, (x) = o((x — xz¢)") est le reste de Young.

4. Formule de Young avec reste intégral

Théoréme 2.5. [20]
Soit n € N. Si f est une fonction a valeurs réelles et de classe C™™! sur un
intervalle compact [a, b] non réduit & un point, alors :

m L) (g T p(nt1)
o) = S L )(x—xo)k—F/ fT!(t)(x—t)”dt. (2.6)

k!
k=0

Le terme

/ A (z —t)"dt,

|
o n.

est le reste intégrale du développement de Taylor précédent.
En posant A = x — xg, la série de Taylor de f peut aussi s’écrire sous la forme

T P G -
f(x0+A):Zf k(' )(A) +f(?(§1(§>>(m . (2.7)

k=0

ou & € [xo, zo + Al

Remarque 2.4. [38] Dans le cas ou g = 0, on obtient alors, avec les hypo-
theses précédentes, la formule de Mac-Laurin a 'ordre n avec reste intégrale.
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5. Formule de Mac-Laurin[44]

e Formule de Mac-Laurin avec le reste de Lagrange

Lorsque a = 0 et b = = dans la formule de Taylor-Lagrange on obtient la

formule de Mac-Laurin a 'ordre n avec le reste de Lagrange :

f f(n+1 (ZD e
Z kl (n—l—l). ().

Avec 0 <0 <1

e Formule de Mac-Laurin avec le reste de Young

Lorsque a = 0 dans la formule de Taylor-Young, on obtient la formule dite de

Mac-Laurin a l'ordre n avec le reste de Young :

ntl ep) 0 n+1
Veel, f(x) = Z / k:'( )(x)k + (nx+ 1)'5(3:),
k! !
et
iig(l) e(x)=0

6. Formule de Taylor-Cauchy

Théoréme 2.6. [10]

Soit I un intervalle, 2o € I, f : I — R telle que f™(z4) existe.

La formule de Taylor-Cauchy est une variante de celle de Taylor-Lagrange,
valable sous les mémes hypotheses.

Si la fonction f est a valeurs réelles et qu’elle est dérivable sur I jusqu’a I'ordre
(n+1).alors il existe un nombre ¢ strictement compris entre x, etz tel que :

[
(n+1)!

Ry (r) = (= xo)(x — )"

2.2.3 Formule de Taylor d’une fonction a plusieurs variables

Proposition 2.1. [42]
Soit une fonction f de classe C2, définie sur un ouvert D de RP, et z .x* deux
points de D tels que le segment des joignant soint dans D. On a :

P

o +Z D) B P e i)

zljl i=1

Le terme o(>_5_, (z; — x})?) signifie que tous les termes d’ordre supérieur & 2 sont
négligeables face aux termes d’ordre 1 et 2 qui apparaissent comme coefficients des
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dérivées partielles premieres et secondes. quand la distance séparant x de z* tend
vers 0. Cette formule de Taylor permet ainsi d’approximer une fonction de p variables
par un polynome de degré 2.

e Différentes formules caractérisant le reste du développement

1. Formule de Taylor-Lagrange[25]

Théoréme 2.7. Soit f une fonction d’un ouvert U de R™ dans R, de classe
C™ sur U et [a : a+ h] un segment inclus dans U. Si f admet des dérivées
partielles a l'ordre (m+1) en tout point de |a;a+h], alors il existe 6 €]0;1]
tel que :

aaa aam—i—l
fath) =+ 33 h,axa . %meh).

k=1 |a|=k la|=m+1

. Inégalité de Taylor-Lagrange|25]

Théoréme 2.8. Soit f une fonction d'un ouvert U de R™ dans R, de classe
C™ sur U et [a: a+ h| un segment inclus dans U. Si f admet en tout point
de Ja;a+h[ une différentielle d’ordre m + 1 et s'il existe un réel M tel que
pour tout @ € N* et |a| = m + 1 et tout ¢ de ]0; 1] on ait :

Ham+1f(a +th)| < M, alors on a :

- h*o* f M ||h|m*
1@t h) = fla) = S 5 DL oy < MR
la|=Fk

p a'axa (m+1)!

. Théoréme de Taylor-Young[25]

Théoreme 2.9. Soit f une fonction d'un ouvert U de R™ dans R, m fois
différentiable au point a. alors on a :

fla+h)= +ZZ PO @)+ ol ™).

=1 ja=k *

2.2.4 Quelques propriétés sur les développements de Taylor

Le développement de Taylor d’ordre n d’une fonction paire ne contient que des
exposants pairs;

Le développement de Taylor d’ordre n d’une fonction impaire ne contient que des
exposants impairs ;

La partié réguliere du développement de Taylor d’ordre n d’une somme de fonc-
tions s’obtient en additionnant les parties régulieres des développement de Taylor
d’ordre n de ces fonctions;

La partié réguliere du développement de Taylor d’ordre n d’'un produit de fonc-
tions s’obtient en effectuant le produit des parties régulieres des développement

de Taylor d’ordre n de ces fonctions et en tronquant le produit au degré n;
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— La partié réguliere du développement de Taylor d’ordre n d’un quotient de fonc-
tions (le diviseur commengant par une constante) s’obtient en effectuant le quo-
tient suivant les puissances croissantes des parties régulieres des développement
de Taylor d’ordre n de ces fonctions et en tronquant le quotient dés que le reste
est d'un degré supérieur a n;

— Si on connait un développement de Taylor d’ordre n de f au voisinage de 0 et si f’
possede un développement de Taylor d’ordre (n — 1) celui ci s’obtient en dérivant
terme a terme le développement de Taylor d’ordre n de f;

— Si on connait un développement de Taylor d’ordre n de f* au voisinage de 0 alors f
possede un développement de Taylor d’ordre (n+1) qui s’obtient en faisant suivre
la constante f(0) par les termes obtenus en intégrant ceux du développement de
Taylor d’ordre n de f';

— Si f possede un développement de Taylor d’ordre n au voisinage de 0 et si g possede
un développement de Taylor d’ordre n au voisinage de 0 alors le composé des deux
fonctions gof possede un développement de Taylor d’ordre n au voisinage de 0

obtenu en composant les parties régulieres et en tronquant le résultat au degré n.

2.3 Développements en séries de Taylor dans une
chaine de Markov

L’étude du dévloppement en série de Taylor pour I’évaluation des performances des
systemes de files d’attente a été introduite pour la premiere fois par M. Zazanis
[46] et W.B. Gong et J. Q. Hu [26]. Le dévloppement en série de Taylor pour la
distribution stationnaire des chaines de Markov a espace d’état fini a été élaboré par
Xi-Ren Cao [18]. Cependant, c’est B.Heidergott et A.Hordijk [27] qui ont ensuite
appliqué le développement en série de Taylor pour des caractéristiques stationnaires
des chaines de Markov a espace d’états général. Récemment, les mémes auteurs
ont étudié le développement en série pour les chaines de Markov a espace d’états
fini [28], puis pour les processus de Markov a espace d’états dénombrable [29]. En
2011, K. Abbas, B.Heidergott et D.Aissani[29] ont présenté une nouvelle approche
pour I'analyse des perturbations des systemes de file d’attente. Ils ont développé les
performances des systemes considéré a 1’étude d’une série de Taylor par rapport a

un parametre d’intéréet.
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L’utilité de cette nouvelle approche repose sur les deux facteurs :
> La capacité de calcul du terme de reste de la série de Taylor d’une maniere efficace.
> convergence rapide de la série (un polynome de Taylor d’ordre faible donne déja

une bonne approximation ).

2.3.1 Dérivées successives de la distribution stationnaire

On s’intéresse a obtenir les dérivées successives d’ordre supérieur de la distribu-
tion stationnaire 7y par rapport au parametre # . Ce qui nous permettra ensuite
d’approcher la distribution stationnaire mg, A par un polynéme en fonction de A.
La dérivée d’ordre "k” de la distribution stationnaire 7y par rapport a 6 sont exprimé
en fonction de :

e Groupe inverse A considéré par Cao en 1998 [18].

e Matrice de déviation D = Z — IIy considéré par Heidergott et Hordjk en 2003

27].

e Matrice fondamentale Z = (I — P+1I)~! considéré par Ouazine et Abbas en 2016
[39].

Dans notre cas nous considérons ces dérivées en fonction de la matrice fondamentale

Z.

> La matrice fondamentale Considérons une chaine de Markov ergodique
X ={X,,n > 0} a espace d’état fini (S = {0,1,..., N}). Soit P = (p;)ijes sa
matrice de transition associée tel que P est une matrice stochastique.
On suppose que la chaine de Markov X admet une unique distribution station-

naire,notée par m dépend d’un certain parametre 6.

La notion de "Matrice fondamentale” a été introduite, pour la premiere fois, par
Kemey et Snell [32], et ce dans le cadre de I'analyse de perturbation des chaines
de Markov.

A’ Dorigine, la matrice fondamentale Z est utilisée pour résoudre le systéme
d’équations de la forme (I — Fp)x = b, ou b est connu. Puisque (I — Py) n’est
pas inversible, alors la matrice (I — Py) a été modifiée, tout en ajoutant la matrice
[Iy. Ce qui induit que linverse Z = (I — Py + IIy)~! existe. Cette méme ma-
trice est appelée la matrice fondamentale des chaines de Markov ergodiques. Du
point vue pratique, cette définition consiste tout d’abord a calculer la distribution

stationnaire my.
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> Quelques propriétés de la matrice fondamentale
Théoréme 2.10. [32] Soit Py la matrice de transition d’une chaine de Markov si
Py finie et ergodique, alors la matrice inverse Z = (I — Py + II5) ! existe, et :

PoZyg = ZgPp;

Zge = e, ou e est le vecteure unitaire ;
T9Zp = Tp;

(I — Py)Zy = (I —1y);

Zog=1+Y = (Pi—1p).

L’expression de La dérivée d’ordre "k” de la distribution stationnaire my par rapport

A

a # en fonction de la matrice fondamentale est donnée dans le théoreme suivant.
Théoréme 2.11. [39] Supposons que toutes les composantes de la matrice de
probabilités de transition Py sont de classe C* par rapport & 6, oll @ est point inté-
rieur d'un certain intervalle. Alors, la k%™ dérivée de la distribution stationnaire
g, d’'une chaine de Markov ergodique a temps discret et a espace d’états fini, par
rapport au parametre ¢ est donnée par :

k—1

k m —m
w3 ( k ) ) plE=m 7, (28)

m=0
ol Pe(n) (resp. Wén) est la matrice (resp. le vecteur) dont ses composantes sont les
dérivées n"™¢ des composantes de Py (resp.my ) par rapport a 6.
En 2003 Heidergott et Hordijk [27] ont établi un résultat équivalent a celui énoncé
ci-dessus. Ce résultat consiste a obtenir la sensibilité de la distribution stationnaire
en fonction de la matrice de déviation Dy = Zy — IIy. Le théoreme suivant donne la
dérivée d’ordre n de la distribution stationnaire my par rapport au parametre 6 et

en fonction de la matrice de déviation Dy.

Théoréme 2.12. [27] Soit § € O et soit ©p C O un intérvalle ouvert contenant
0. Supposons que les composantes de la matrice de probabilités de transition P
sont n fois dérivables par rapport au parametre #. Alors, la dérivée d’ordre n de la
distribution stationnaire 7y par rapport au parametre 6 est donnée par :

7Tgl = W@K@(n), (29)

ou

m

K= Y e 0o, (2.10)

I1...1
1<m Ly <nuy 4o tlm=n LM

et Dy est la matrice de déviation relative a la chaine de Markov.
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2.3.2 Développement en série de Taylor de 7y, A

Le probleme consiste a retrouver le vecteur stationnaire du modele perturbé sous
forme d’un polynéme en fonction du vecteur stationnaire du modele idéal et de la

perturbation.

Nous nous intéressons a 1’obtention de la distribution stationnaire my sous une forme
facilement calculable. En particulier, sous une forme polynomiale, en utilisant la
formule de développement en séries de Taylor établie par Heidergott et Hordijk[27].
La distribution stationnaire my est considérée comme fonction de parametre 6. Alors
la distribution stationnaire my, o peut -étre approchée par un polynoéme de Taylor,

donné sous la forme suivante :

A
Topn = Zﬂwg . (2.11)

Ou 7T9 de&gne la dérivée d’ordre k de .
De point de vue pratique, nous considérons un nombre limité de termes de la série

de Taylor. La partie réguliere de cette série est défini par :

A
Hy(k,A) = 7o (2.12)
k=0 '
Soit Ty(k,A) = Af ng) le k'™ élément de Hy(k, A) au point 6.
Le reste de cette série sera défini par :
A e
Ry(k,A) = mgpn — Ho(k, A) = Z ™ - (2.13)

Afin de juger le comportement opérationnel d'un systeme d’attente on est obligé
d’estimer les mesures de performance relative aux modeles de files d’attente,
en utilisant toujours l’approche des developpements en series de Taylor pour
approximer ces mesures (nombre moyen de clients, probabilité de blocage, temps
moyen d’attente d’un client dans le systeme). Les différentes formules de calculs de

ces performances ont été définies dans [39] par :

e Nombre moyen de clients dans le systeme
Pour toute fonction cout f: I — R ou I = {0, 1, ..., N}, une fois que la distribution

stationnaire my A (7) est déja développée en série de Taylor , nous peuvons estimer
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la sensibilité de la caractéristique stationnaire 1y = myf relative a la chaine de

Markov par rapport au parametre 6 est donnée par :

Mora = Tora X [ =Y f(i) X moyali).

i>0
Si nous choisissons la fonction cout comme étant 'application identique, i.e.
f(i) = i, on obtient la sensibilité du nombre moyen de clients dans le systeme

donnée par :

Loyn = mgin X f
N
= ZW@+A(i) X 1.
0

Ou Ty; a(4) est ensuite approchée par la "¢ composante de Hy(k, A).

e La probabilité de blocage

On peut également estimer une mesure importante celle de la probabilité de blocage
pour une file d’attente a capacité finie pour cela il faut choisir la fonction cout f

comme fonction indicatrice sur i = k, i.e.

1, sii=k;
(1) = 1y =
0, sinon.

pour k£ = N, nous obtiendrons I’estimation de la probabilité de blocage :

Pb:PT’(Z:N) = Tg+A X f:7T9+A(N).

e Temps moyen d’attente
En utilisant 1’estimation du nombre moyen de clients et de probabilité de blocage
dans un systeme d’attente, on peut facilement déduire le temps moyen d’attente

dans le systeme comme suit :

Loyn
A*
Ou \* = A(1 — Pb) est le taux effectif des inter-arrivées.

Woin =
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2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté quelques définitions et généralités sur les
formules de développements en séries de Taylor, ce chapitre consacré également sur
I’application des développements en série de Taylor dans une chaine de Markov
ergodique et a espace d’états fini. Celle-ci est obtenue en fonction de la matrice

fondamentale.



Evaluation des performances du modele
d’attente M/G/1/N avec pannes classiques

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons appliquer la méthode des développements en séries de
Taylor [39] pour évaluer les mesures de performance du modele d’attente M/G/1/N
avec pannes classiques. Dans ce cadre, nous présentons 'effet de la perturbation de
parametre de pannes sur les performances du ce systeme, en donnant les résultats

numériques pour différentes mesures de performances.

3.2 Description du modele

Considérons le systeme de file d’attente M/G/1/N avec pannes classiques.
Les clients arrivent dans ce systeme suivant un flux de Poisson de moyenne
1/A. La loi de la durée de service des clients est générale de parametre g, no-
tons sa fonction de répartition et sa fonction de densité respectivement par S(x)

et s(z). La capacité de la file d’attente est limitée et la discipline de service est FIFO.

Soit N(t) € N le nombre de clients dans le systeme a l'instant t et Y(t) €
R* est la quantité de service déja acquise par le client qui est entrain d’étre servi
dans le systeme, pour ¢ > 0. Soit X(t) la variable aléatoire décrivant 1’état du

serveur telle que :
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X(t) = 0, si le serveur est opérationnel ;
~ | 1, sile serveur est en panne.

Le processus stochastique E(t) = {X (), N(t),Y (t);t > 0} d’espace d’état {0, 1}x
N x R* constitue une chaine de markov de matrice de probabilités de transition

définie par [2] :

(B [edS(x), si i=0 et j=0;
B e XS () + G LA [ e B dS(w), sii=0ct j > 1;
[ e?*dS(x), sit>1letj=1—1;
P(i,j) =4 [e R rdS(a)+ af [ e dS(x)
+aB Y A e B (w), sii>letj>it1;
[e(Ax)dS(x) + af [ e dS(z), sii>1letj=1;
0 Sinon.

\

Avec 0 a<1,0< < let a+ <1 telles que :

e Si le systeme est a l'état {X(t) = 0,N(t) = n,Y(t) = 0}, alors « est la
probabilité d’avoir une transition vers 1'état X(t)=1 et @ = 1 — « de rester a 1'état
X(t) =0.

e Si le systeme est a l'état {X(t) = 1,N(t) = n,Y(t) = 0}, alors [ est la
probabilité que le systeme soit a I'état {X(¢) = 1, N(t) = n+ 1,Y(t) = 0} et
B =1-p3 quil soit & létat {X(t) =0, N(t) =n+1,Y(t) = 0¥} (0T car un nouveau

service sera commencé tout de suite).

Nous nous intéressons a déterminer la distribution stationnaire approchée associée
a la chalne de Markov par un polynome de Taylor définie par :
0 Ak
TatA = %W((f). (3.1)
k=0
Pour le calcul des dérivées de 7, par rapport a «, nous utilisons une nouvelle dé-
marche, permettant de calculer celle-ci sous forme récursive, développé par Ouazine

et Abbas [39].
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La représentation explicite des dérivées de la distribution stationnaire m, d’ordre

k=1,2,3 est donnée par :

L’ordre 1 :
7 = 7, PO Z,,
L’ordre 2 :
7@ =7, PP 7, +2x PV 7
L’ordre 3 :

1 =1, PP 7, +3cPPW 7z, + 37V PP 7.

3.3 Calcul numérique

Le calcul numérique des différentes performances du modele d’attente M/G/1/N
avec pannes classique est réalisé a 'aide de logiciel Matlab. Les différents résultats
obtenus sont présentés dans des tableaux et des figures. Ainsi, nous avons considéré

quatre types de distributions du processus de services :

1. Exponentiel (M), sa fonction de densité est donnée par :
s(x) = pe', x>0,

le processus de service exponentiel a un coefficient de variation CV = 1.

2. Hyper-exponentiel d’ordre 2, noté Hs de fonction de densité définie comme

suit :

s(x) = yue M + (1 — y)uge %, avec 0 <y < 1,

le processus hyper-exponentiel a un coefficient de variation C'V' > 1. En chan-
geant les valeurs du parametre v, on peut obtenir différentes valeurs de CV.
Le coefficient de variation, CV , correspondant a cette distribution est donné
par :
14 (27 —1)2
1—(2y—1)%
3. Erlang d’ordre 2, noté F; de fonction de densité définie par :

—pit . ,—p2t
s(x) = iz (e ¢ ), t>0.

(p2 — p1) B
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Les valeurs du coefficient de variation de la lois d’Erlang d’ordre deux varient

entre 1/4/2 et 1. Le coefficient de variation, CV , correspondant & cette distri-

13+ 13
(1 =+ p2)?

4. Déterministe (D) de parametre d, le processus de service déterministe a un

bution est donné par :

coefficient de variation CV =0 .

3.3.1 Distribution stationnaire

L’approximation de la distribution stationnaire 7, A est obtenue par la méthode
de développements en série de Taylor, par un polynome d’ordre 3. Dans tous les
cas nous posons « = 0.5 et nous varions le parametre de perturbation A relatif a «
dans l'intervalle [0, 0.1], ainsi nous posons 5 = 0.2 et la capacité d’attente dans le

systeme N = 6.

Les résultats obtenus pour le modele d’attente M /M /1/6 avec pannes sont présentés
dans le tableau 3.1. En fixant les valeurs des différents parametres : le taux de service

=5, le taux d’inter-arrivées A = 1.

A\m o m T T3 T4 s

0 0.1287 | 0.1030 | 0.1350 | 0.1677 | 0.2079 | 0.2578
0.01 | 0.1233 | 0.1007 | 0.1336 | 0.1680 | 0.2105 | 0.2639
0.02 | 0.1180 | 0.0983 | 0.1322 | 0.1682 | 0.2132 | 0.2702
0.03 | 0.1127 | 0.0959 | 0.1306 | 0.1683 | 0.2159 | 0.2767
0.04 | 0.1074 | 0.0934 | 0.1289 | 0.1682 | 0.2185 | 0.2835
0.05 | 0.1022 | 0.0908 | 0.1272 | 0.1681 | 0.2212 | 0.2905
0.06 | 0.0970 | 0.0882 | 0.1252 | 0.1679 | 0.2239 | 0.2978
0.07 | 0.0919 | 0.0855 | 0.1232 | 0.1676 | 0.2265 | 0.3053
0.08 | 0.0868 | 0.0827 | 0.1211 | 0.1671 | 0.2292 | 0.3132
0.09 | 0.0818 | 0.0798 | 0.1188 | 0.1665 | 0.2318 | 0.3213
0.1 | 0.0769 | 0.0769 | 0.1163 | 0.1658 | 0.2344 | 0.3297

TABLE 3.1 — Distribution stationnaire du nombre de clients dans le modele d’attente
M/M/1/6 avec pannes
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Pour les résultats numériques de la distribution stationnaire du modele d’attente
M/Hy/1/6 avec pannes, avec les valeurs des parametres : A = 1, pu; = 2, s = 3/2

et v = 0.8, sont présentés dans le tableau suivant :

A\m o m o T3 Ty 5

0 0.0465 | 0.0680 | 0.1132 | 0.1725 | 0.2497 | 0.3501
0.01 | 0.0436 | 0.0650 | 0.1102 | 0.1708 | 0.2515 | 0.3590
0.02 | 0.0408 | 0.0621 | 0.1071 | 0.1689 | 0.2532 | 0.3681
0.03 | 0.0380 | 0.0591 | 0.1039 | 0.1668 | 0.2547 | 0.3775
0.04 | 0.0354 | 0.0561 | 0.1006 | 0.1646 | 0.2562 | 0.3871
0.05 | 0.0328 | 0.0532 | 0.0973 | 0.1622 | 0.2575 | 0.3971
0.06 | 0.0303 | 0.0503 | 0.0938 | 0.1596 | 0.2586 | 0.4073
0.07 | 0.0280 | 0.0475 | 0.0903 | 0.1568 | 0.2595 | 0.4178
0.08 | 0.0257 | 0.0447 | 0.0868 | 0.1539 | 0.2603 | 0.4286
0.09 | 0.0236 | 0.0419 | 0.0831 | 0.1507 | 0.2609 | 0.4397
0.1 | 0.0216 | 0.0392 | 0.0795 | 0.1474 | 0.2613 | 0.4511

TABLE 3.2 — Distribution stationnaire du nombre de clients dans le modele d’attente
M/Hy/1/6 avec pannes

De la méme maniere en fixant les parametres du modele d’attente M/FE,/1/6 avec
pannes comme suit : A = 1/2, u; =4 et py = 5/2. Nous obtiendrons les valeurs de

la distribution stationnaire qui sont présentés dans le tableau suivant :

A\m o m Ty T3 Ty s

0 0.0950 | 0.1045 | 0.1461 | 0.1845 | 0.2193 | 0.2506
0.01 | 0.0905 | 0.1016 | 0.1442 | 0.1847 | 0.2222 | 0.2569
0.02 | 0.0860 | 0.0985 | 0.1423 | 0.1847 | 0.2251 | 0.2634
0.03 | 0.0816 | 0.0954 | 0.1401 | 0.1846 | 0.2280 | 0.2703
0.04 | 0.0772 | 0.0923 | 0.1378 | 0.1843 | 0.2309 | 0.2775
0.05 | 0.0728 | 0.0890 | 0.1353 | 0.1839 | 0.2338 | 0.2851
0.06 | 0.0686 | 0.0857 | 0.1327 | 0.1832 | 0.2367 | 0.2931
0.07 | 0.0644 | 0.0823 | 0.1299 | 0.1824 | 0.2396 | 0.3014
0.08 | 0.0602 | 0.0789 | 0.1269 | 0.1814 | 0.2424 | 0.3102
0.09 | 0.0562 | 0.0753 | 0.1236 | 0.1802 | 0.2452 | 0.3194
0.1 |0.0522 | 0.0717 | 0.1202 | 0.1788 | 0.2480 | 0.3290

TABLE 3.3 — Distribution stationnaire du nombre de clients dans le modele d’attente
M/E,/1/6 avec pannes
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Dans le dernier tableau, nous exhibons les résultats numériques de la distribution
stationnaire correspondant au modele d’attente M/D/1/6 avec pannes pour les

valeurs des parametres : A =1 et d =1/2.

A\m o m Ty T3 Ty s

0 0.0310 | 0.0526 | 0.1047 | 0.1731 | 0.2618 | 0.3767
0.01 | 0.0289 | 0.0501 | 0.1015 | 0.1707 | 0.2629 | 0.3858
0.02 | 0.0269 | 0.0476 | 0.0982 | 0.1681 | 0.2640 | 0.3951
0.03 | 0.0250 | 0.0452 | 0.0948 | 0.1654 | 0.2648 | 0.4048
0.04 | 0.0232 | 0.0427 | 0.0913 | 0.1625 | 0.2655 | 0.4147
0.05 | 0.0214 | 0.0403 | 0.0879 | 0.1594 | 0.2661 | 0.4250
0.06 | 0.0197 | 0.0380 | 0.0843 | 0.1561 | 0.2664 | 0.2664
0.07 | 0.0181 | 0.0356 | 0.0807 | 0.1527 | 0.2665 | 0.4463
0.08 | 0.0166 | 0.0334 | 0.0771 | 0.1491 | 0.2665 | 0.4574
0.09 | 0.0151 | 0.0312 | 0.0735 | 0.1453 | 0.2662 | 0.4688
0.1 | 0.0138 | 0.0290 | 0.0698 | 0.1413 | 0.2656 | 0.4805

TABLE 3.4 — Distribution stationnaire du nombre de clients dans le modele d’attente
M/D/1/6 avec pannes

3.3.2 Probabilité de blocage

Dans cette sous-section, nous illustrons le comportement de la probabilité de
blocage par rapport au changement de la capacité d’attente du systeme N et par
rapport au variation du parametre de perturbation A relatif & «. Pour le calcul
numérique, nous avons posé A = 1, « = 0.1, § = 0.2 et nous avons fixé les valeurs

des parametres de processus de service comme suit :

Exponentiel (M) : p=1;
— Hyper-exponentiel (H2) : yy =2/3, g =4 et v = 0.3;
— Erlang (E2) : gy =4/3 et g = 2;

— Déterministe (D) : d = 0.5.
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FIGURE 3.1 — Probabilité de blocage en fonction de la capacité d’attente dans systeme N

et du parametre de perturbation A.

On remarque que la probabilité de blocage se comporte de la méme maniere et

cela pour les quatre types de distributions de la durée de service considérées, c’est

a dire que a chaque fois on augmente la capacité d’attente du systeme N la proba-

bilité de blocage diminue, mais elle augmente avec 'augmentation de parametre de

perturbation A.

3.3.3 Nombre moyen de clients dans le systeme

Dans la figure 3.2, nous illustrons 'effet de changement des valeurs de la proba-

bilité "a” sur le nombre moyen de clients "L” dans le systeme, en prenant les méme

valeurs des parametres fixés auparavant et pour les méme distributions de la durée

de service considéré dans I'exemple précédent.
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On remarque une augmentation légere de la performance "L” par rapport a la per-
turbation A et cela pour toutes les distributions de la durée de service considérées.
Ainsi, la figure 3.3 représente le nombre moyen de clients dans le systeme en fonction

de changement de la capacité du systeme N.
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F1GURE 3.2 — Nombre moyen de clients dans le systeme en fonction parametre de pertur-
bation.

Nombre moyen de clients dans le systéme

Capacité d'attente

FI1GURE 3.3 — Nombre moyen de clients dans le systeme en fonction N.

D’apres l'illustration graphique de la figure 3.3, on constate que 'augmentation de
la capacité d’attente dans le systeme engendre systematiquement une augmentation

des valeurs de nombre moyen de client dans le systeme en question. Cela se coincide
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avec la réalité du systeme. En effet, plus on rajoute des places d’attente, plus le

nombre de client presents dans le systeme augmente.

3.3.4 Temps moyen d’attente d’un client dans le systeme

Maintenant, nous présenterons le comportement de temps moyen d’attente d'un
client dans le systeme par rapport au variation de paramétre de perturbation A et
la capacité d’attente dans le systeme N. On voit que le temps moyen d’attente d'un
client "W” dans le systeme augmente lorsque la capacité du systeme augmente et on

observe la méme chose par rapport a la variation de parametre du perturbation A.

FIGURE 3.4 — Temps moyen d’attente d’un client dans le systeme en fonction de A et N.
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3.4 Conclusion

Comme nous avons vu dans ce chapitre que la méthode des développements
en séries de Taylor c’est un outil efficace pour approximer les différentes mesures
de performance du modele M/G/1/N avec pannes classiques précisons que la per-
turbation considérée dans cette analyse est non-linéaire. Celle-ci correspond a la
perturbation de la probabilité que le serveur tombe en panne. Ainsi, nous avons pu
illustrer les résultats numériques correspondant aux mesures de performances du
modele considéré telle que la probabilité de blocage, le nombre moyen de clients

dans le systeme et le temps moyen d’attente d’un client dans le systeme.



Evaluation des performances du modele
d’attente M/G/1/N avec perte définitive
de client

4.1 Introduction

Dans un systeme de file d’attente quand le serveur tombe en panne le client a le
choix soit d’attendre la fin de réparation du serveur pour qu’il soit servis, ou bien
de quitter le systeme. Dans le présent chapitre, nous considérons le systeme de file
d’attente M /G /1/N non fiable avec perte définitive de client, c-a-d dés que le serveur
tombe en panne le client en cours de servie quitte le systeme définitivement. Notre
objectif est d’étudier le comportement des mesures de performance du ce systeme
par rapport a la perturbation du taux de pannes. Cette perturbation étant linéaire,

ce qui facilite le calcul des dérivés d’ordre supérieure de la distribution stationnaire.

4.2 Présentation du modele

Considérons la file d’attente M/G/1/N avec pannes. Les temps des inter-arrivées
sont indépendants et identiquement distribués selon une loi exponentielle de para-
metre \. Le temps de service est réparti suivant une loi quelconque de fonction de
répartition S(z) et de moyenne 1/pu. La capacité de la file d’attente est finie et la

discipline de service des clients est FIFO.
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Dans ce cas, nous considérons les pannes avec perte définitive de client. Soit 6 la
probabilité que le client est pris en charge par le serveur et 1 — 6 la probabilité qu’il
quitte le systeme lorsque le serveur est tombé en panne. La période de la réparation
est exponentielle de taux r > 0
Soit le processus stochastique Fy = { Ny, X, Yyt > 0} décerivant 1'état de ce systeme
a l'instant ¢, ou :

N, : est "le nombre de clients dans le systeme a l'instant t”

X, : est une variable définissant 1’état de serveur telle que :

0, Sile serveur est en bon état ;
Xt —
1, Si le serveur est en panne.

Y, : est une variable aléatoire, définie comme suit :
e Si X; =0et N; =0, alors Y; est la durée du temps qui s’écoule entre I'instant
t et I'instant d’occurrence d’une panne tout en ayant le systeme vide.
e 5i N, #0,
o Si Xy =0, Y; est la durée du temps restante de service (la durée résiduelle
de service).
o Si Xy = 1, Y} est la durée du temps restante de réparation (la durée
résiduelle de réparation).
Le processus E; possede la propriété de Markov de noyau de transition P = (P;;); j>o

définie comme suite [2] :

(0 f;7 e a2 a(S (@) + (1 - 0) 75 (25, Si i=0;
Py =13 0y e a B d(S(@) + (1- )5 (250, Si1<i<j+l;
0, Sinon.

\

La matrice de transition F;; peut s’écrire sous la forme suivante :

Py=0P + (1 —0)Ps, 6 € [0, 1].

ou P, est la matrice des probabilités de transition de la file d’attente M/G/1 et Py
est la matrice des probabilités de transition de la file d’attente M/M/1.



Les performances du Modéle d’attente M/G/1/N avec perte définitive de client 40

On définit la dérivée d’ordre k de la matrice des probabilités de transition P par

rapport au parametre ¢ par :

Y =P - P,

P =0, vk>2.

Nous nous intéressons a développer la distribution stationnaire associée a la chaine

de Markov sous la forme de la série de Taylor suivant :

k=0

avec Ry(n, A) est le reste du développement de Taylor et Wék) est la dérivée d’ordre

k de la distribution stationnaire.
Dans ce cas la dérivée d’ordre k de la distribution stationnaire Wék) par rapport au

parametre § définie dans [3] par

7 = Ko ((Py — Py) Zy)* (4.2)

Si on remplace Wé") par sa formule (4.2) dans la formule (4.1), on obtient :

0 Ak
To+A = E ﬁklﬂ-e((Pl - PQ)Zg)k
k=0

Tora =y Abfmy((PL— Py)Zp)".
k=0

Torn = Zn: AFmg((PL— Py) Zp)* + Ry(k, A). (4.3)

k=0
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4.3 Application numérique

Dans le but d’évaluer les performances du modele d’attente M/G/1/N a serveur
non fiable considéré dans ce chapitre, nous fournissons une série de résultats numé-

riques pour différentes performances du modele étudié a I'aide de logiciel Matlab.

4.3.1 Distribution stationnaire

Nous avons réalisé nos calculs en considérant toutes les distribitions de la durée
de service qu’on a utilisé dans le chapitre précédent. Pour chaque cas, nous fixons la
probabilité de panne # = 0.9, le taux de réparation r = 0.4, la capacité du systeme
N =7 et le taux des inter-arrivées A = 1. Nous effectuons des pertubations sur les

valeur de la probabilité 6.

Les résultats numériques de la distribution stationnaire obtenus pour chaque cas

considéré sont présentés dans les tableaux suivants :

e La durée de service suivant une loi exponentielle : la file M/M/1/7 non
fiable
Nous posons le taux de service ;1 = 0.6. La valeur estimée de I’erreur relative pour
ces parametres pour un polynome de Taylor 'ordre 3 est présentée dans la figure
4.1.

A\m o m Ty 3 I s g

0 0.0006 | 0.0020 | 0.0063 | 0.0204 | 0.0660 | 0.2136 | 0.6911
0.01 | 0.0006 | 0.0020 | 0.0065 | 0.0208 | 0.0668 | 0.2145 | 0.6888
0.02 | 0.0007 | 0.0021 | 0.0067 | 0.0212 | 0.0676 | 0.2154 | 0.6864
0.03 | 0.0007 | 0.0022 | 0.0068 | 0.0216 | 0.0684 | 0.2163 | 0.6840
0.04 | 0.0007 | 0.0022 | 0.0070 | 0.0220 | 0.0692 | 0.2172 | 0.6816
0.05 | 0.0007 | 0.0023 | 0.0072 | 0.0225 | 0.0700 | 0.2180 | 0.6792
0.06 | 0.0008 | 0.0024 | 0.0074 | 0.0229 | 0.0708 | 0.2189 | 0.6768
0.07 | 0.0008 | 0.0025 | 0.0076 | 0.0233 | 0.0716 | 0.2198 | 0.6744
0.08 | 0.0008 | 0.0026 | 0.0078 | 0.0238 | 0.0724 | 0.2206 | 0.6719
0.09 | 0.0009 | 0.0027 | 0.0080 | 0.0242 | 0.0733 | 0.2215 | 0.6694
0.1 | 0.0009 | 0.0027 | 0.0082 | 0.0247 | 0.0741 | 0.2217 | 0.6670

TABLE 4.1 — Distribution stationnaire du nombre de clients dans le modele d’attente
M /M /1/7 avec pannes
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FIGURE 4.1 — Erreurs relatives dans le calcul de 7y, A par la série de Taylor d’ordre 3 du

modele M/M/1/7

e La durée de service suivant une loi Hyperexponentielle : la file M/ H,/1/7

avec pannes)

En fixant les valeurs des différents parametres du modele comme suit : p; = 3/2,

e = 3 et v = 0.3. La figure 4.2 présente l'erreur relative absolue commise sur le

calcul de la distribution stationnaire du modele M/H,/1/7 par un polynéme de
Taylor d’ordre 3.

A\m

0

US|

T2

3

Ty

5

6

0

0.1032

0.1239

0.1380

0.1483

0.1563

0.1626

0.1677

0.01

0.1050

0.1253

0.1388

0.1484

0.1556

0.1613

0.1657

0.02

0.1068

0.1267

0.1395

0.1484

0.1549

0.1599

0.1638

0.03

0.1086

0.1281

0.1402

0.1484

0.1542

0.1586

0.1620

0.04

0.1104

0.1294

0.1408

0.1483

0.1535

0.1573

0.1602

0.05

0.1122

0.1307

0.1415

0.1483

0.1528

0.1561

0.1584

0.06

0.1140

0.1320

0.1421

0.1482

0.1521

0.1548

0.1567

0.07

0.1158

0.1333

0.1426

0.1481

0.1514

0.1536

0.1551

0.08

0.1176

0.1346

0.1432

0.1480

0.1507

0.1524

0.1535

0.09

0.1194

0.1358

0.1437

0.1478

0.1500

0.1512

0.1520

0.1

0.1212

0.1370

0.1442

0.1477

0.1493

0.1501

0.1505

TABLE 4.2 — Distribution stationnaire du nombre
M/H,/1/7 avec pannes

de clients dans le modele d’attente
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FIGURE 4.2 — Erreurs relatives absolues associées au développement de Taylor d’ordre 3
pour le modele M/Hy/1/7

e La durée de service suivant une loi d’Erlang a la file d’attente M/E,/1/7
avec pannes
Les valeurs des différents parametres de ce modele sont fixés de cette maniére :
u1 =4 et o = 2. Les erreurs relatives correspondantes au calcul de la distribution

stationnaire par un polynome de Taylor du degré 3 sont illustrées dans la figue
4.3.

A\m o T Ty T3 T4 s 6

0 0.0696 | 0.0990 | 0.1245 | 0.1473 | 0.1680 | 0.1870 | 0.2046
0.01 | 0.0712 | 0.1008 | 0.1259 | 0.1479 | 0.1675 | 0.1852 | 0.2014
0.02 | 0.0729 | 0.1025 | 0.1273 | 0.1485 | 0.1671 | 0.1835 | 0.1981
0.03 | 0.0746 | 0.1043 | 0.1287 | 0.1491 | 0.1666 | 0.1817 | 0.1950
0.04 | 0.0763 | 0.1061 | 0.1300 | 0.1497 | 0.1661 | 0.1800 | 0.1919
0.05 | 0.0781 | 0.1079 | 0.1313 | 0.1502 | 0.1655 | 0.1782 | 0.1888
0.06 | 0.0798 | 0.1096 | 0.1327 | 0.1507 | 0.1649 | 0.1765 | 0.1858
0.07 | 0.0816 | 0.1114 | 0.1339 | 0.1511 | 0.1644 | 0.1747 | 0.1829
0.08 | 0.0834 | 0.1132 | 0.1352 | 0.1515 | 0.1637 | 0.1730 | 0.18000
0.09 | 0.0852 | 0.1150 | 0.1364 | 0.1519 | 0.1631 | 0.1712 | 0.1772
0.1 |0.0870 | 0.1167 | 0.1377 | 0.1523 | 0.1624 | 0.1695 | 0.1744

TABLE 4.3 — Distribution stationnaire du nombre de clients dans le modele d’attente
M/E5/1/7 avec pannes
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FIGURE 4.3 — Erreurs relatives dans le calcul de 7y, A par la série de Taylor d’ordre 3 du
modele M/FE,/1/7 avec pannes

e La durée de service suivant une loi Déterministe : la file M/D/1/7 avec
pannes
Dans le quatrieme exemple, on considere le modele d’attente M/D/1/7 avec
pannes. La distribution stationnaire associée a ce modele est donnée dans le ta-
bleau 4.4 en prenant d = 1. les valeurs des erreurs relatives associées au dévelop-
pement de Taylor d’ordre 3 présentée pour le calcul de la distribution stationnaire

sont données en figure 4.4.

A\m o m Ty 3 I s g

0 0.1011 | 0.1244 | 0.1384 | 0.1485 | 0.1565 | 0.1629 | 0.1682
0.01 | 0.1032 | 0.1260 | 0.1393 | 0.1485 | 0.1556 | 0.1613 | 0.1659
0.02 | 0.1053 | 0.1277 | 0.1402 | 0.1485 | 0.1548 | 0.1598 | 0.1637
0.03 | 0.1074 | 0.1294 | 0.1410 | 0.1485 | 0.1540 | 0.1582 | 0.1582
0.04 | 0.1095 | 0.1310 | 0.1418 | 0.1485 | 0.1532 | 0.1567 | 0.1594
0.05 | 0.1116 | 0.1326 | 0.1426 | 0.1484 | 0.1523 | 0.1552 | 0.1574
0.06 | 0.1137 | 0.1342 | 0.1433 | 0.1482 | 0.1514 | 0.1537 | 0.1554
0.07 | 0.1158 | 0.1357 | 0.1440 | 0.1481 | 0.1506 | 0.1523 | 0.1535
0.08 | 0.1179 | 0.1373 | 0.1447 | 0.1479 | 0.1497 | 0.1509 | 0.1517
0.09 | 0.1200 | 0.1388 | 0.1453 | 0.1477 | 0.1488 | 0.1495 | 0.1499
0.1 ]0.1221 | 0.1403 | 0.1459 | 0.1475 | 0.1480 | 0.1481 | 0.1481

TABLE 4.4 — Distribution stationnaire du nombre de clients dans le modele d’attente
M/D/1/7 avec pannes
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FIGURE 4.4 — Erreurs relatives dans le calcul de 7y, A par la série de Taylor d’ordre 3 du
modele M/D/1/7 avec pannes

4.3.2 Probabilité de blocage

Dans la figure 4.5, nous présentons la variation de la probabilité de blocage par
rapport au changement de la capacité d’attente dans le systeme considéré. De méme,
on constate que 'augmentation de la capacité de systeme engendre la diminution

de la probabilité de blocage.

Probabilité de blocage

8 9 10 11 12 13
Capacité du systeme

FIGURE 4.5 — Probabilité de blocage en fonction de la capacité d’attente dans le systeme
N.
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4.3.3 Nombre moyen de clients

A la différence du modele de file d’attente étudié dans le chapitre précédant,
dans le cas présent (le modele M/G/1/N non fiable avec perte définitive de client)
on constate que le nombre de clients dans le systeme diminue par rapport a l'aug-
mentation du parametre de perturbation A. Cela s’explique par le fait que le client

quitte le systeme lorsque le serveur tombe panne.
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A 4
h 4

18 > -5
£
] N ' N N
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variation de A

FIGURE 4.6 — Nombre moyen de clients dans le systeme en fonction de la variation de
parametre de perturbation A.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons analysé numériquement les différentes mesures de
performance du modele d’attente M/G/1/N avec pannes (perte définitive de clients)
et ce en utilisant la nouvelle approche développée par Ouazine et Abbas [39]. Celle-ci
étant basée sur les développements en série de Taylor. La perturbation considérée
est celle de la probabilité du pannes de serveur, précisant que celle-ci est linéaire.
Ainsi, une analyse de sensibilité de plusieurs métriques stationnaires a été réalisé

par rapport a la perturbation en question.



Conclusion

Les modeles de files d’attente sont reconnus largement comme outils puissants
pour l'optimisation de performances des systemes réels. Ainsi, 'analyse de ces
systemes est généralement tres difficile a résoudre et a interpréter par les méthodes
analytiques. Pour la résolution de ces problemes, on fait recours souvent a des
méthodes d’approximation. Parmi ces méthodes, on peut citer celle de dévelop-
pement en séries de Taylor des chaines de Markov qui est un outil tres efficace
pour évaluer les performances des systemes considérés. Dans ce cas, une telle
mesure de performance est représentée sous forme polynomiale, ce qui facilite leurs

manipulations mathématiques.

Dans ce mémoire, nous avons montré I'applicabilité et la flexibilité de la méthode
de développement en série de Taylor des chaine de Markov aux systemes d’attente
a serveur non fiable, ou les dérivées de la distribution stationnaire sont exprimées
en termes de la matrice fondamentale. Plus précisément, une application numérique

au systeme M/G/1/N a serveur non fiable a été réalisée.

Dans un premier temps, nous avons fait une synthese des résultats sur les
systemes d’attente a serveur non fiable. Dans un deuxieme temps, nous avons
illustré 'application de l'approche des développements en séries de Taylor pour
aprocher quelques mesures de performance du modele d’attente M/G/1/N a
serveur non fiable, ot nous avons considéré deux types de perturbations, lineaires
pour le modele M/G/1/N a serveur non fiable avec perte définitive de client, et
non-linéaires pour le M/G/1/N avec pannes classiques. L’approximation a concerné
particulierement la distribution stationnaire, la probabilité de blocage, le nombre
moyen de clients dans le systeme et le temps moyen d’attente d’un client, ou nous
avons présenté ces performances par rapport au perturbation des parametres de
panne.

En termes de continuité de ce travail, plusieurs perspectives de recherche peuvent-

étre envisagées, entres autres, on peut citer :
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— Elargir 'applicabilité de cette approche aux cas de réseaux de files d’attente non
fiables;
— Analyse du reste du développement de Taylor ;

— Analyse de I'incertitude paramétrique par la méme approche.
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Résumeé

Dans ce mémoire, nous avons appliqué ’approche des développements en séries de
Taylor des chaines de Markov aux systemes de files d’attente a serveur non fiable,
nous nous sommes intéressés a l'application de cette approche pour approximé les
différentes métriques de performance du modeles étudiés, ot nous avons considéré
deux types des modeles, le modele M/G/1/N & serveur non fiable avec perte
définitive de client ou nous avons considéré une perturbation lineaires et le modele
M/G/1/N avec pannes classique dans ce cas nous avons considéré une perturbation

non lineaires.

Mots-clés : Systemes de files d’attente a serveur non fiable, Pannes, Chaine de

Markov, Matrice fondamentale, Développement en séries de Taylor.
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