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Introduction générale

"The greatest enemy of knowledge is not IGNORANCE, it is the ILLUSION of knowledge.”

Stephen Hawking.

La recherche opérationnelle est en fait née lors de la deuxieme Guerre mondiale des efforts
conjugués d'un groupe d’éminents mathématiciens (dont Von Neuman, Metropolis, Wald,
Wiener, Dantzing Bellamn) de contribuer a leur maniére a la victoire alliée. C’est ainsi qu’il a
été créé une nouvelle méthodologie quantitative d’aide a la décision pouvant étre caractérisée par
les mots-clés modélisation, simulation et optimisation. Rapidement, la recherche opérationnelle
s’étend a la modélisation et a 'optimisation des systemes dans des domaines les plus divers, allant
de la gestion stratégique d’investissement a l’exploitation des systemes techniques complexes
(réseaux de communication, systemes informatiques), de la gestion stratégique d’investissements

a celle de la chaine logistique (transports, production, stocks).

Souvent, on ne saurait se cantonner aux seuls modeles statiques pour décrire et optimiser ces
systemes. Or, on s’est vite apercu que l'incertain était un élément incontournable dans toutes

ces applications, d’ou la place importante qu’y occupent aujourd’hui les processus stochastiques.

Les plus classiques, plus simples et certainement plus importants des processus stochastiques
sont les "chaines de Markov”. Ce terme est apparu pour la premiere fois en 1926 dans le travail de
Bernstein [12]. Actuellement, la théorie des chaines et des processus de Markov s’est largement
répandue et a trouvé des applications dans de nombreux domaines, en particulier dans la gestion
des stocks et la modélisation des systemes de production. Malgré la simplicité apparente de
I’hypothese Markovienne, un grand nombre de systemes réels peuvent étre modélisés par les
processus de Markov et grace aux résultats déja établis dans cette théorie, divers outils ont été

concgus pour l'analyse du modele et la résolution des problemes.

Les problemes de la gestion des stocks sont généralement caractérisés par une variabilité natu-
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relle, dont la description mathématique (modele probabiliste) est souvent bien établie. Cependant,
la connaissance sur les parametres de la loi probabiliste est limitée pour des raisons de cotts,
d’échelle d’étude voire de délais d’étude. Ainsi, le modele probabiliste congu pour formuler ce
type de probleme est donc "paramétrique imprécis” ou a "parametres incertains”. Ceci implique
que les métriques de performance a calculer du modele en question sont aussi incertaines. La
notion d’incertitude paramétrique se résume dans l'incapacité a donner une valeur unique a un

parametre a un instant donné. Plus spécifiquement, on distingue deux catégories d’incertitudes :

o Les incertitudes a caractere épistémique, qui traduisent essentiellement un manque de

connaissance.

o Les incertitudes a caratere stochastique, qui traduisent essentiellement une variabilité in-

trinseque de la grandeur concernée.

La différence essentielle porte sur la capacité a réduire 'incertitude attachée a la grandeur :

A On peut espérer réduire les incertitudes épistémiques par une meilleure connaissance du

parametre.

A On ne peut qu’espérer mieux décrire 'incertitude stochastique d’un parametre en ayant

plus de mesures de ce parametre.

Pour une aide a la décision efficace, le décideur alors doit avoir en mains un outil simple
synthétisant les deux sources d’incertitudes (aléatoire et épistémique). Par conséquent, la quan-
tification de cette incertitude est primordiale dans le cadre de I’évaluation des performances des
modeles étudiés. Il est donc impératif de gérer cette incertitude lors de ’analyse de ces mo-
deles. Or, I’évaluation de 'incertitude n’est pas une pratique systématique. Dans ce sens, il existe
plusieurs méthodes de gestion d’incertitude appliquées dans la littérature sur les modeles stochas-
tiques pouvant étre modélisés par les chaines de Markov. La méthode statistique de simulation
Monte-Carlo est la plus répandue pour suivre la propagation de l'incertitude des parametres a
travers les calculs. Elle consiste a calculer des milliers de fois la valeur dont on veut évaluer I'in-
certitude avec des parametres variant aléatoirement d’une fois a I'autre selon leur distribution
de probabilité. On obtient ainsi la densité de probabilité du résultat final. Bien que tres utile,
cette méthode possede des inconvénients : elle est gourmande en puissance de calcul et il peut
étre difficile de déterminer la distribution de probabilité des données. Une autre fagcon d’évaluer
I'incertitude est le développement de Taylor. En posant les hypotheses nécessaires sur les para-
metres (distribution log-normale, linéarité et indépendance), on détermine la variance du résultat

en fonction de la variance des données et de leur dérivée. Cette méthode analytique permet avec
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les mémes variables de calculer la sensibilité des données, c¢’est-a-dire la variation relative induite

dans un résultat par la variation relative d’'une donnée.

Dans le présent mémoire, nous adapterons les résultats théoriques obtenus par Ouazine et
Abbas [28] afin de développer un outil d’évaluation de I'incertitude basé sur la méthode analy-
tique du développement de Taylor. En effet, nous utiliserons une telle approche analytique pour
I’analyse de la propagation de I'incertitude épistémique dans les indices de performance relatifs
a certains modeles stochastiques de la gestion des stocks, pouvant étre régis par des chaines de

Markov. Plus précisément, nous nous intéresserons a :

o Intégrer analytiquement le calcul de I'incertitude épistémique a travers le développement

en séries de Taylor via 'application aux deux modeles de gestion des stocks (R, s, S) et (Q,
r);

¢ Valider I'approximation en comparant les résultats obtenus avec ceux de la simulation
Monte-Carlo;

o Evaluer la pertinence de la prise en compte de la corrélation entre les parametres des

modeles étudiés.

Ce mémoire est subdivisé en deux chapitres théoriques et une application :

¢ Le premier chapitre est consacré a ’exposé des éléments de base de différents modeles détermi-
nistes et stochastiques de la "gestion des stocks”. Leur grande portée économique fait que

ces modeles occupent une place privilégiée en recherche opérationnelle.

¢ Dans le second, on présentera quelques généralités sur le développement en séries de Taylor.
Une attention particuliere sera portée sur les chaines de Markov et particulierement sur la

matrice fondamentale.

¢ Dans le troisieme chapitre, nous aborderons la partie pratique de notre travail qui s’agit d’'une
application de ce qui a été présenté lors des deux premiers chapitres, a deux modeles de
gestion des stocks qui peuvent étre modélisés par des chaines de Markov. Un exemple

illustratif sera présenté tout au long de ce chapitre.



Notion de gestion des stocks

C’est en 1913 que Harris [24], alors ingénieur chez Westinghouse, énonce la ” formule du lot
économique 7 dans le souci d’équilibrer les effets contradictoires résultant d’'un regroupement de
petits lots de production en de plus grands. Certainement, il s’agit la d'un des tout premiers mo-
deles mathématiques d’optimisation dans le management donc, en quelque sorte, d’une initiation
a la recherche opérationnelle. Généralisée et adaptée a de situations d’une complexité toujours
croissante. Cette formule constitue le point de départ des modeles les plus sophistiqués de ges-
tion des stocks développés notamment depuis les années 1950 du siecle passé. Prenant en compte
la non-stationnarité des données sous-jacentes, voir leur caractere parfois aléatoire, ces modeles
ont conduit a des problemes mathématiques difficiles ayant suscité l'intérét d’économistes et de
mathématiciens éminents tels que Arrow et al. ([6, 7]), Wagner [34], Dvoretzki et al. ([17, 18, 19])
pour ne citer que ceux la.

Ce chapitre est consacré a rappeler plusieurs modeles classiques, tant déterministes que sto-

chastiques de gestion des stocks.
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1.1 Généralités

1.1.1 Définition d’un stock

Définition 1.1.1. /23] Pour une entreprise, les stocks représentent les biens achetés, transformés

ou a vendre a un moment donné. Le stock représente, de maniere habituelle, [’ensemble des biens

qui intervient dans le cycle d’exploitation de [’entreprise.

1.1.2 Types de stock

Les stocks sont de natures différentes, ils constituent a la fois une nécessité et une lourde

contrainte financiere. On distingue cinq types de stocks :

1.

Les matieres premieres :

Ce sont I’ensemble des articles regus qui ne sont pas encore rentrés dans le processus de
fabrication. Elles incluent les matieres, composants et sous-ensembles achetés. Ce stock
permet de spéculer et d’anticiper les fluctuations des prix d’achat. Il permet la réduction
des cotits d’acquisition pas achats de lots de taille plus importante. Il permet de se protéger

contre les défaillances des fournisseurs, les retards de livraison, etc.

Les ” encours ” :

C’est-a-dire I'ensemble des articles qui sont rentrés dans le processus de fabrication et qui
sont en cours de transformation. Ce stock intervient dans le processus de production com-
portant des étapes intermédiaires. Il permet d’une part un découpage des divers stades de la

production. D’autre part, une protection contre les arréts de production et les défaillances.

Les produits finis :

Ce sont I'ensemble des articles sortis du processus de fabrication et qui sont préts a étre
expédiés. Ce stock permet d’amortir les fluctuations de nature saisonniere et de nature
aléatoire de la demande, de fagon a assurer une meilleure utilisation de ’outil de production.

Il sert enfin de stock de sécurité face a la production.

Les stocks de distribution (dépots) :

Ce sont ’ensemble des produits finis situés dans le systeme de distribution lui-méme.

Les pieces de rechange, de maintenance et les fournitures diverses :
Il s’agit de ’ensemble des articles utilisés en production, mais qui ne font pas partie des
produits et de leur nomenclature. Ils peuvent inclure, les outillages, les outils et les pieces

de rechange.
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1.1.3 Fonctions de stock

Les stocks ont plusieurs fonctions :

— Fonction de régulation :

Les stocks permettent le lissage des irrégularités d’approvisionnements et/ou de la produc-
tion, réduisent les risques de ruptures et favorisent le maintien d’une activité continuelle.
Fonction logistique :

Les stocks permettent de maintenir les articles a proximité de leur lieu de consommation.
Ils limitent considérablement les délais d’attente.

Fonction économique :

Lorsque le fournisseur accorde des remises importantes pour des achats en grande quantité,
le stockage peut s’avérer utile. De méme, pour un souci d’optimisation des approvisionne-
ments, la constitution d’un stock est généralement une solution indiquée.

Fonction d’anticipation - spéculation :

Le stockage permet de se mettre a ’abri des hausses de prix des matieres ou des produits
achetés ou vendus. Il s’agit donc ici de stocks saisonniers.

Fonction technique :

Le stockage peut étre lié a un procédé indispensable avant la consommation des articles.
C’est le cas par exemple, du séchage du bois, de la maturation des fruits et légumes, de la

fermentation des vins.

1.1.4 Avantages et inconvénients du stock

Avantages

1.

Si les matieres ou les pieces nécessaires ne sont pas disponibles au moment voulu, la pro-
duction peut étre arrétée. C’est un gaspillage en termes de main-d’ceuvre et de machines

et la production prend du retard. Les stocks sont I'une des solutions a ce probleme.

Le fait de commander des pieces et matieres par grande quantité permet de réduire le cott

des achats.
Les stocks de produits finis permettent de livrer rapidement leur marchandises.

Les stocks sont un moyen de faire face a des commandes imprévues, a des demandes ur-
gentes, a la fabrication d’un nombre inhabituel de produits défectueux, a des accidents de

production et a toute sorte d'imprévus.

Inconvénients

1.

Le capital immobilisé dans le financement des stocks de matieres et de produits finis ne

produit pas d’intéréts.
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2. Les stocks occupent de la place et leur gestion cotite cher.

3. Les matieres et les produits finis entreposés peuvent se dégrader au point de devenir in-
utilisables. Il est donc de la plus haute importance de maintenir les stocks a leur niveau

optimum.

1.2 Gestion des stocks

La gestion des stocks est une discipline tres technique, car elle fait appel a de nombreux
concepts de gestion, de statistiques et nécessite une bonne vision du fonctionnement de la chaine
logistique de I’entreprise. Elle peut étre considérée comme une discipline de gestion, appartenant
a la famille des techniques d’organisation logistique (gestion des flux des entreprises) et dont
'enjeu principal consiste a disposer de ressources suffisantes (pour ne pas bloquer les différents
processus de production ou de vente), tout en cherchant a la limiter (la ressource) pour des

questions de performance économique.

1.2.1 Objectifs de la gestion des stocks

La gestion des stocks a pour objectifs :

— D’éviter les ruptures des stocks et d’assurer un approvisionnement régulier de ’entreprise.

— De minimiser le prix d’achat en profitant de certaines remises de prix. Par exemple, en
achetant en grande quantité, I’entreprise peut bénéficier d’une réduction de prix;

— De minimiser le cotit de transport : par exemple, dans le cas de la location d’un conteneur,
il vaut mieux le charger a sa capacité maximale afin de minimiser le colt unitaire de
transport ;

— De minimiser le cott de stockage ;

— D’éviter les surplus de stock que l'entreprise sera obligée de revendre ou de revendre au

fournisseur a un prix inférieur au prix d’achat.

Entrées Reservoir Sorties
(Stock)
- Energie - Produits finis
- Matiére premiére - Semifini
- Matériel - -Matériels

FIGURE 1.1 — Schéma représentatif d’un stock.
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Le role de la gestion des stocks consiste, entre autres, a réduire le niveau des stocks au
minimum sans pour autant provoquer de ruptures de stock.
En fait, ce que nous cherchons dans la gestion des stocks, c¢’est un équilibre dynamique qui nous
permette d’absorber les variations plus au moins grandes dans les arrivages et les livraisons de
matériel. Les stocks sont indispensables a I'entreprise dans la mesure ou ils évitent les ruptures
qui engendrent ’arrét de production et parfois la perte de certains clients. Mais les stocks cotitent

cher, il faut donc les gérer d’'une maniere rationnelle.

1.2.2 Coits liés a la gestion des stocks

Le plus souvent, les quantités a commander ou a produire sont obtenues en minimisant une
fonction de cott associée a la gestion du stock. La structure de cette fonction représente donc
un aspect important de la description d’'un modele. Les éléments entrant dans la définition des

couts totaux sont généralement au nombre de quatre [25] :

. couts couts couts couts
couts
= | de + | de + | de + | des
total ) . , ,
possession passation penurie tnvendus

Coitit de possession du stock (Cp)

Le cotit de possession du stock est égal a la somme du cotit de détention et du cotit de stockage

physique.

— Le cotit de détention (Cp) : Dans la mesure ou il faut acheter les produits qui constituent
le stock, ce dernier correspond a une immobilisation des capitaux. En étant orienté vers le
stock, un certain volume de liquidités ne rapporte rien, au lieu d’étre dirigé vers des emplois
rémunérateurs. Il est classique de qualifier ce manque a gagner de "cout d’opportunité” et il
est nécessaire de I’évaluer. Concretement, le taux d’opportunité correspond au taux de ren-
tabilité le plus élevé que I'entreprise aurait pu choisir pour investir au lieu de constituer un
stock. Le taux d’opportunité s’applique sur la valeur du stock mais pas n’importe laquelle.
En effet, le stock diminue au cours de la période, il faut donc considérer le stock moyen afin
de tenir compte de la diminution du stock. Tres souvent, on fait I’hypothese que le stock
s’écoule linéairement, ce qui permet de définir le stock moyen comme la demi-somme du
stock initial et du stock final.

— Cott de stockage physique (Cg,) : La détention physique de stock de produits, induit
des couts en termes de loyers d’entrepots, de chauffage ou réfrigération, d’impots locaux, de

salaires des magasiniers, de polices d’assurance, etc. Bien que certains de ces cofits soient
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fixes, et d’autres variables, il est classique de considérer ’ensemble des cotuts de stockage
physiques comme des cofits variables. Pris globalement, le cott de stockage physique peut
étre exprimé, soit en unités monétaires par produits stockés et par unité de temps, soit en

pourcentage du prix du produit sur une période donnée.

Cott de passation des commandes (C7)

Il s’agit principalement des couts administratifs forfaitaires occasionnés par le passage d’une
commande (établissement des bons de commande, bordereaux d’envoi, réception des marchan-
dises, controles et suivis des commandes, etc.). Ces cotts sont considérés comme fixes. Il faudrait
aussi ajouter les couts indirects liés a la mise en fabrication parfois nécessaire : couts de réglage
des machines, couts des tests, etc.; la encore, ces couts sont assimilés a des frais fixes. Enfin,
la pratique montre que les frais de transport et de manutention chez le fournisseur sont sou-
vent ajoutés aux couts de passation. Pour savoir si ces colts sont fixes ou variables, il faut les
traiter cas par cas et des systemes mixtes peuvent se justifier. De plus, les progres réalisés dans
les domaines de l'informatisation et des télécommunications expliquent fréquemment la baisse
considérable des couts de passation, qui peuvent devenir quasi nuls dans certaines situations

(lancements programmés, utilisation de 'EDI ou d’un extranet).

Cout de rupture ou de pénurie (Cg)

C’est certainement le cott le plus difficile a évaluer dans la mesure ou la rupture de stock

peut avoir deux conséquences :

— Soit la vente non réalisée est reportée a la période suivante : le vendeur donne priorité a
son client et le sert des réception de la marchandise. On suppose que ce retard s’évalue
financierement (réponses aux relances de la clientele, pénalités éventuelles a payer aux
clients, faveurs accordées pour se faire pardonner le retard, etc.). En théorie, ce cott est
fonction du nombre d’unités manquantes et de la durée de la rupture.

— Soit la vente non réalisée est définitivement perdue : dans ce cas, le cout de rupture corres-
pond au manque a gagner lié a 'article demandé, mais non fourni et a la dépréciation de
I'image de I'entreprise.

A ces trois coiits de stockage peut s’ajouter un cout spécifique, uniquement présent lorsqu’il

s’agit de stocks a rotation nulle.

Cout des invendus (Cy)

Le surdimensionnement d’un stock a rotation nulle conduit I'entreprise, a l’issue de la période

de gestion, soit & brader les produits obsolétes ou démodés, soit a les jeter (ou encore & les offrir
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a une association humanitaire). Quelle que soit la situation retenue, le sur stockage entraine une

réduction du bénéfice attendu.

Maintenant que les principaux concepts de gestion des stocks sont posés, nous pouvons passer
a I’étude des modeles théoriques, sans perdre de vue leur grande utilité a résoudre les problemes

plus ou moins complexes que les entreprises rencontrent dans leurs activités quotidiennes.

1.2.3 Classification des modeles de gestion de stocks

De nombreux modeles ont été développés, offrant une prise en compte plus ou moins détaillée
et réaliste des caractéristiques des systemes de gestion des stocks étudiés. Il est possible de
classifier la plupart des modeles de gestion de stocks proposés dans la littérature en fonction des
hypotheses retenues lors de la modélisation.

Le gestionnaire des stocks devra a tout moment répondre aux deux questions suivantes :

— Combien d’unités doit-on commander chaque fois que 'on doit renouveler le stock ?

— A quel moment doit-on décider de renouveler le stock ?

Le tableau suivant offre une vision synthétique des réponses possibles aux deux questions

précédentes et positionne le célebre cas particulier, le modele de Wilson :

QUAND ?

Période fixe Période variable

Cas particulier :
Quantité fixe gestion sur seuil en avenir
certain — Modéle de Wilson

Gestion sur seuil
ou a point de commande
COMBIEN ?

Gestion calendaire Assez rare - Modélisation

Quahiite variable a niveau de recomplétement délicate (simulation)

FI1GURE 1.2 — Modeles de gestion des stocks.

Modeéles déterministes [25]

Les situations les plus faciles a étudier apparaissent lorsque la demande est supposée constante
et uniforme au cours du temps. Les modeles construits autour de cette hypothese sont dits
déterministes et statiques et la demande y est entierement spécifiée des que le nombre p d’articles
retirés du stock par unité de temps est donné. L’avantage principal d'une telle approche réside
dans la simplicité du calcul des politiques optimales de gestion. L’utilisation pratique des résultats

obtenus est, cependant, tres limitée, car les modeles déterministes et statiques ne permettent
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pas de prendre en compte les variations aléatoires de la demande autour de sa valeur moyenne
ni les changements du niveau moyen des ventes dans le temps, provoquée, par exemple, par
des phénomenes saisonniers. Afin de prendre en compte des variations temporelles des ventes
moyennes, il faut recourir a des modeles dynamiques ou le temps est découpé en périodes de
durée généralement fixe. La demande est alors supposée connue exactement pour chacune des

périodes, mais peut prendre des valeurs différentes d’une période a I’autre.

Modeéle de la quantité économique de commande [23]

Le modele de la quantité économique de commande (EOQ) est le premier modele de gestion
des stocks. Il a été introduit par Harris en 1913 [24]. Il est basé sur des hypotheses simples et
peu réalistes, mais il reste largement utilisé en pratique.

Modeéle de base

Les hypotheses de ce modele sont les suivantes :

1. T'entreprise ne se préoccupe que d’un produit a la fois;

2. la demande de ce produit est certaine et distribuée uniformément tout au long de la période ;
3. le délai de livraison est certain et constant ;

4. la constitution d’'un stock de sécurité est inutile;

5. l'entreprise décide de ne pas envisager une stratégie de rupture de stock;

6. le prix des produits est constant et ne dépend pas des volumes commandés ;

7. le stock d’alertes constant, de période en période, est déterminé sur la base de la consom-

mation (connue) pendant le délai de livraison (connu);
8. il ne peut y avoir de produit invendu ;
9. le réapprovisionnement du stock s’effectue en une seule fois.

Parametres
— le cout de passation d’une commande, ou cott de lancement unitaire, est noté C7, ;

— le cotit de possession :

¢ lorsqu’il est exprimé en unités monétaires, est noté C'p et correspond au cout d’un produit

pendant une unité de temps;

¢ lorsqu’il est exprimé en pourcentage du prix du produit, est noté Tp (on parlera alors

du taux de possession) ;

— la quantité demandée en volume sur la période est notée D ;
— le prix unitaire d’un produit est noté P

— le nombre d’unités de temps dans la période est noté 6.
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Remarque 1.2.1. Il est important de noter que I'on peut alternativement utiliser Cp ou Tp

sans que cela ne modifie en rien le raisonnement ; d’ailleurs, on doit avoir : Cp(0) = P x Tp.

Graphiquement, ce modele peut se traduire de la fagon suivante :

Stock
A

tasssssssssshescsnsnssssncsnsnans

...... Stock
Moyen
Stock
d’alerte
>
~ o~ - Temps
T i i
v v
Cde n° 1 Cden®2
Liv. n® 1 Liv.n® 2
FIGURE 1.3 — Evolution des stocks et modele de Wilson.
Objectif

L’objectif consiste a déterminer soit le volume @Q* d’'une commande, soit le nombre n* de com-
mandes, qui minimise le cott total de gestion du stock.

Il est maintenant possible d’expliciter la fonction de cout, notée C'T', somme du cout total de
passation et du cout total de possession. Comme nous le précisions dans la section précédente,
le cotit de possession doit s’appliquer sur le stock moyen et non sur la quantité approvisionnée.
Suivant la variable recherchée en priorité, cette fonction pourra dépendre de () ou de n. De méme,

I'usage de Cp ou de Tp est lié aux circonstances. Nous poserons arbitrairement ici :

D

CTQ)=|=CL| + QQCP . (1.1)
Q 2

L’extremum de cette fonction s’obtient aisément par annulation de la dérivée (condition du ler

ordre) :

Q=0 [~&C) + [3605] = 0.
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Finalement, apres simplification, on retient la seule valeur positive :

. [2C.D
Q" =/ o (1.2)

Il est possible de vérifier que pour Q*, la dérivée seconde de la fonction de cout est positive.

L’extremum est donc un minimum (condition du 2 éme ordre); on peut ajouter que CT(Q) est
une fonction convexe et (Q* un minimum global. Cette quantité optimale sera appelée ” quantité
économique ", quantité de Wilson, ou souvent EOQ (Economic Order Quantity ). L’évolution

des différents cotuts en fonction de @) est représentée dans la figure suivante :

Colits
A
\
\ Codit total
\
\ .
CT(q") N i e — o
b o
Y .”~  Colt total de possession
i e
Yy -
RS L.
S i
~ - . :
P =T Colt total de passation
e e T
& =
.~

: >
q° Volume

d'une commande

FI1GURE 1.4 — Evolution des cotits de gestion des stocks en fonction de Q.

Une fois qu’on a obtenu la valeur optimale Q*, il est aisé de calculer :
— le nombre optimal de commandes : n* = D/Q*;
— le cotit total minimum, en reportant la valeur numérique de Q* dans I’égalité (1.1);

— la durée de la période de réapprovisionnement : 7% = 6 /n*.

Modeles stochastiques [25]

Un plus haut de gres de réalisme est atteint pour les modeles stochastiques ou probabilistes,
ol la demande est représentée par des variables aléatoires. Ces dernieres peuvent étre continues ou
discretes et sont alors spécifiées par leur fonction de densité ou par leur loi de probabilités. Lorsque
les ventes pendant des périodes différentes sont indépendantes et identiquement distribuées, le
modele est dit stationnaire. La prise en compte de dépendances temporelles et de variations

dans la demande requiert 1'utilisation de modeles reposant sur des processus stochastiques non
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stationnaires dont 'analyse est généralement tres difficile. Notons que si la distinction entre
modeles déterministes et stochastiques fait, le plus souvent, référence a la modélisation de la
demande, cette derniere n’est pas le seul élément pouvant présenter des variations aléatoires.
Ainsi, les cotuts, les délais de livraison, les quantités effectivement recues ou produites sont autant
d’aspects d'un systeme ou des phénomenes aléatoires et non controlés peuvent apparaitre.
Systémes a point de commande [23]

Une commande est déclenchée des que le niveau du stock devient inférieur ou égal au stock
d’alerte, encore appelé : point de commande, ou selon la terminologie anglo-saxonne ROP pour
recorder point. En regle générale, le volume des commandes successives est fixe et déterminé a
I’aide du modele de la quantité économique, que nous avons étudier précédemment. Ce systeme

est fréquemment utilisé par les entreprises et possede méme des applications dans la vie courante.

Stock
A
Q*
Q*
Stock
d’alerte
> m—— >
- P
DL | DL2 ! Temps
I
| |
Cde 1 ! Cde 2 !
Liv. 1 Liv. 2

FIGURE 1.5 — Systeme a point de commande.

On peut calculer le stock d’alerte comme suit :
SA = (DM X DLM) + SS.

Sachant que :
e S, : stock d’alerte,

e D), : demande moyenne par unité de temps,
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e Dy @ délai de livraison moyen en unité de temps,
e Sg : stock de sécurité.

On cite quelques systemes les plus connus, aussi appelés systemes a revue continue :

— Politique (s, S) : cette politique est caractérisée par les parametres de controle s et S. quand
le niveau du stock est inférieur ou égale a s, une commande est immédiatement placée. La
quantité commandée est telle que le niveau du stock devient S.

— Politique (S,.5) : C’est un cas particulier de la politique (s,S). Suivant cette politique,
chaque demande d’article par les clients entraine le lancement d’une commande. Elle est
utilisée essentiellement dans les systemes de gestion des stocks d’éléments réparables (élé-
ments chers a faible demande).

— Politique (s,nQ) : Suivant cette politique, lorsque le niveau des stocks, noté z, chute
au-dessous du niveau s (point de commande), une commande n@) articles est lancée ou, @

est la quantité de commande de base et n est le plus petit entier vérifiant x + n@ > s.

Le systéme de gestion calendaire & niveau de recomplétement [23]
La gestion calendaire suppose '’examen du stock a intervalles de temps réguliers, par exemple, le
début ou la fin du mois. A ces dates fixes, il faudra passer une commande d’un volume égal a ce

qui a été consommé pendant la période précédente.

Stock
A
Niveau de recomplétement
A A
[SF Qo + Gs
G
G Qz + Qs
- S | e
= |
DP |
| Temps
Cde 1 |
Liv. 1 Liv. 2

FIGURE 1.6 — Organisation calendaire a niveau de recompletement.

Ainsi, comme le montre la figure ci-dessus, la quantité commandée a l'instant ¢, correspond
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au niveau de recompletement auquel on a soustrait le stock disponible a I'instant ¢q. La principale

difficulté réside dans la fixation du niveau de recompletement (noté NR) :
NR = Dy(Dp + Dry) + Ss,

Avec Dy, Dy et Sg ont déja été définis;

Dp étant la durée d’une période en unités de temps.

Voici quelques exemples de ces systemes, aussi dits "a revue périodique” :

— Politique (R, s,.S) : Cette politique est équivalente a la politique (s,.S) pour les systemes a
revue continue. Le systeme est examiné chaque R unités de temps, et si la quantité en stock
est inférieur ou égale a s, on commande suffisamment d’articles pour atteindre le niveau S.

— Politique (R, S) : Suivant cette politique, le systeme est examiné chaque R unités de temps
et une commande est lancée pour atteindre le niveau S. Notons qu’il s’agit d’'un cas parti-
culier de la politique (R, s, S), avec s = S.

— Politique (R, s,nQ) : C'est 'équivalent de la politique (s,n@Q) pour les systemes a revue
continue. Le systeme est examiné chaque R unités de temps et les commandes sont lancées
aux moments de la revue si la quantité en stock est inférieur ou égale a s.

Il existe plusieurs variantes de ces politiques de commande. Toutefois, elles sont rarement

utilisées en pratique.

Conclusion

L’entreprise devra donc effectuer un arbitrage délicat entre ces différents types de coiits,

sachant que le principe des vases communicants s’applique de fagcon complexe :

— Stocker de grandes quantités a la fois permet de limiter le cout total de passation, mais
conduit a des frais de possession élevés et selon la nature du produit, a des risques d’inven-
dus;

— Stocker de petites quantités a la fois permet de contenir le colit de possession, mais provoque
un accroissement des frais de passation, ainsi qu’'une augmentation des risques de rupture.

La décision de I'entreprise est tres délicate et décisive. Elle consiste en tout a choisir la quantité
a commander et le moment opportun pour faire cette commande, et ce en se basant sur les

différents modeles que nous avons exposés dans ce chapitre.



Formules des développements en séries de Taylor

En (1715-1717), le mathématicien Brook Taylor a publié son traité sur le développement en
série des fonctions : Methodus incrementorum directa et inversa [32], qui donne une approximation
polynomiale pour une fonction suffisamment dérivable au voisinage d’un point. Ce développement

"

a réglé un probleme dans l'analyse et le calcul des limites ' formes indéterminées ”, et aussi

simplifié I’étude d’une fonction compliquée. Dans ce chapitre, nous présentons les différentes
versions de développement en séries de Taylor. En particulier, nous focaliserons a la présentation

de développement de Taylor des chaines de Markov.

2.1 Formule Taylor classique

2.1.1 Formules de Taylor d’une fonction réelle a une variable réelle

2.1.1.1. Fonction de classe C"
Soit I un intervalle ouvert, on dit que f : I — R est de classe C" sur I, ou n est un entier su-

périeur ou égal & 1, si f est n fois dérivable sur I et f™ est une fonction continue sur I, pour tout n.

e On dit que f est de classe C™ si toutes les dérivées de f existent et définies sur I.

17
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e On note par C"(I) 'espace vectoriel des fonctions n fois contintiment dérivables sur I

respectivement ( C*°(I) 'ensemble des fonctions indéfiniment dérivables sur I).

Exemple 2.1.1. sin(z), cos(z) et exp(z) sont des fonctions de classe C*°(R).
2.1.1.2. Formule de Taylor

Théoreme 2.1.1. [8] Si une fonction y = f(x) est définie et continue sur I = [a,b], ainsi que

ses n premieres dérivées, alors

fb) = fla)+(b—a)f'(a)+

avec R, (b) est le reste du développement de Taylor.

Exemple 2.1.2. Considérons : f(z) = sin(z), avec z € R.

Cette fonction est continue et indéfiniment dérivable sur R, donc elle est de classe C*(R),
et on a :

sin(0) =0, sin/(0) = cos(0) =1, sin”(0) = —sin(0) =0, ...

Plus généralement, pour tout & € N nous avons :
sin?)(0) = 0 et sin**+V(0) = (—1)*cos(0) = (—1)* avec k € N,

En appliquant le développement de Taylor au voisinage de 0 sur cette fonction, on obtient :

ZE3 0 x2n+l
sin(z) =2 — —+ —+...+(=1)"

TR + R,(x), avec lim R,(z) =0.

(2n+1)! T—T0
Le reste R, (z) varie suivant les conditions de dérivabilité imposées a f. De ce fait, il existe

plusieurs formules du reste qui en découlent parmi lesquels on peut citer :

1. Formule de Taylor avec reste généralisé

Théoréme 2.1.2. [9]

Soient les deux fonctions f,g : 1 = [a,b] — R vérifiant :
1. feC([a,b]) et f™ dérivable sur]a,b[;

2. g €C([a,b]) et g’ dérivable sur ]a,b],

tel que Vx €]a,b], ¢'(x) # 0.
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Soit xg € [a,b], alors Vg € [a,b], © # x, on a :

n k
r—x _
flz) = § %f(k)(xo) + R, (xo,z) avec xlig;lo R,(xo,z) = 0;

o

fr ()@ = o lg(a) = g(wo)] 2.9
nlg'(c) ’ '
et ¢ est un point strictement compris entre x et xg.

R, (g, x) =

La formule (2.2) de R, (z¢,x) est appelée "reste généralisé”.

2. Formule du reste de Young et de Peano
Le reste de Young est défini par la fonction "petit o” ( Notation relative a landou). En

effet, celui-ci est donnée par :

Ry (z0,2) =0 ((z — xO)Q) :

Ainsi, on a :
lim —Rn(mo,x)
T—T0 (x — xo)

= 0.

- Le plus souvent, le reste de young s’écrit sous la forme de peano :
R, (zg,x) = (z — x9)"e(x),

avec

lim e(x) = 0.
T—T0

3. Formule du reste de Lagrange

Le reste de Lagrange est défini par :

(LU _ Io)n+1

R, — (n+1)
ol ¢ est un point qui dépend de z( et z.
4. Formule du reste de Cauchy
Le reste de Cauchy est donné par :
(= z)(x—0)"
Rn<x07 x) - n f (9)7

oul<f<1.
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5. Formule du reste de Laplace

Une autre forme du reste est celle de Laplace ou le reste intégral. ce reste est donné comme

suit :
x _ t n
R = [ gL

0 n!
2.1.1.3. Formule de Mac-Laurin
Lorsque on pose o = 0 dans les formules de Taylor, on obtient les formules dites
Mac-Laurin.

k)

flx) = / k'( )xk + R, (z)
k=0

Exemple 2.1.3. Pour f(x) = ¢”, la formule de Mac-Laurin avec s’écrit comme suit :

1 CL‘2 1,3 n

X X
f(l’):1+ﬂ+§+§+...+H+Rn(JJ).

2.1.2 Formules de Taylor d’une fonction réelle a plusieurs variables
réelles
Définition 2.1.1. [16] Considérons une boule ouverte B de RP centrée en a et f une fonction a

valeurs réelles possédant des dérivées partielles d’ordre (n + 1) continues en chaque point. Alors

pour tout x € B :

n aa
flz) = Z 5 g{ifO)(I — 1) + Ry(20, 7).
|ar|=0 ’

Exemple

Soit f(z,y) = e*1¥, le développement en séries de Taylor de f & l'ordre 3 au voisinage du point
(a,b) est :

flz,y) = e+ % [e‘”b(x —a) + ey — b)] +
* % [e**(a — a)* + 2e"(z — a)(y = b) + " (y = 0)°] +
+ % [e*t(z — a)® + 3e"t(x — a)’(y — b) + 3 (x — a)(y — b)® 4+ e (y — a)g] +

+ Ry(z,y).
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2.2 Formule de Taylor pour les chaines de Markov

Considérons une chaine de Markov ergodique X, a temps discret et a espace d’états fini, de
matrice de probabilités de transition P. Celle-ci admet une distribution stationnaire 7. Notons
le projecteur stationnaire associé a cette chaine de Markov par II. Nous supposons que la distri-
bution stationnaire m dépende d'un certain parametre 6 de la chaine de Markov en question. Par
la suite, nous considérerons I'analyse fonctionnelle de celle-ci. Pour ce faire, nous utilisons ’ap-
proche analytique basée sur les développements en séries de Taylor. Dans ce sens, la distribution

stationnaire 7 peut s’écrire sous la forme suivante :

0+ A) = i% ®
=0

ot 7 () est la i*™ dérivée de la distribution stationnaire 7() par rapport au parametre 6.

Cette dérivée est exprimée en fonction de la matrice fondamentale Zy, définie par [21] :

Zy= (I — Py+1ly) 1,
ou [ est la matrice identité.

L’expression de la dérivée d’ordre supérieur de la distribution stationnaire en terme de la

matrice fondamentale est établi dans [28]. Celle-ci est donnée dans le théoréme suivant.

Théoréme 2.2.1. [28] Supposons que toutes les composantes de Py sont de classe C* par rapport
a0, ot 0 est point intérieur de lintervalle ©. Alors, la k**™ dérivée de la distribution stationnaire,

7(0) d’une chaine de Markov ergodique a capacité finie par rapport a 0 est donnée par :

dk—ﬂ(@ =M(9) = 3 ( ’ >7r<m><e>P§’“">ze, (2.3)

m=0 m

ot P (respectwement 7(0)) est la matrice (respectivement vecteur) dont ses composantes

sont les dérivées k'™ des composantes de Py (respectivement w(0)) par rapport a 0.

2.2.1 Revue sur les études réalisées

L’utilisation des développements en séries de Taylor dans le cadre de I’évaluation des
performances des réseaux stochastiques a été introduite pour la premiere fois par Zazanis [35] et
Gong et Hu [22]. Puis, sont apparus les travaux de Baccelli et Schmidt [11], ou ils ont utilisé les
développements en séries de Taylor pour I'analyse les réseaux stochastiques. Le développement en
série de Taylor pour la distribution stationnaire des chaines de Markov a espace d’états fini a été

établit par Cao [13]. Plus tard, Heidergott et Hordjik [26] ont développé une nouvelle approche
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pour les développements en séries de Taylor des chaines de Markov a espace d’états général. Une
autre approche basée toujours sur les développements en séries de Taylor pour les chaines de
Markov a espace d’états fini a été développée par Heidergott et al. [27]. Récemment, Abbas et al.
2, 3, 4] se sont intéressé a I'estimation du reste de développement en séries de Taylor, ou ils ont
obtenu une nouvelle estimation de celui-ci. En outre, les mémes auteurs ont obtenu une formule
récursive pour la dérivée de la distribution stationnaire de la chaine de Markov a espace d’états
fini et a temps discret. Plus récemment, Ouazine et Abbas [28] ont développé une nouvelle ap-
proche de développement de Taylor des chaines de Markov a espace d’états fini et a temps discret,
ou les coefficients de ce développement sont exprimés en fonction de la matrice fondamentale
relative a la chaine de Markov. Abbas et al. [1] ont mis en évidence la relation entre les bornes
de perturbation des chaines de Markov et l’estimation du reste de développement en séries de
Taylor de méme chaine pour le cas des perturbations linéaire. Bachi et Abbas [10] ont généralisé
les résultats obtenus dans [28] pour les chaine de Markov a temps continu. Takhedmit et al. [31]
ont obtenu de nouveaux coefficients de développement de Taylor pour le cas de perturbation
de plusieurs parametres, et une application de ces résultats au cas de propagation de l'incer-

titude épistémique dans les performances stationnaires relatives a la chaine de Markov considérée.
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Le schéma suivant représente un récapitulatif sur les études réalisées.

Développement en séries de Taylor

| |

Réseaux Les chaines Le reste du
stochastiques de Markov développement
. [ 14 \
Zazanis [1992] fini espace d’état aénéral Abbas et al. [2010]
l l
Cao [1998] Heidergott et Hordjik [2003]

Baccelli et al. [1996]

\ ’ N ‘
tempe o

|

Bachi et Abbas [2015]

| |

une seule plusieurs
variable variables

| |

Ouazine et Abbas [2015] | | Takhedmit et al. [2015]

FIGURE 2.1 — Revue sur les études réalisées

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté quelques notions fondamentales sur les développements
en séries de Taylor des fonctions réelles a variables réelles, ot nous nous sommes focalisés sur les
différentes formules caractérisant le reste des développements de Taylor. Une attention particu-
liere est portée sur le cas des développements de Taylor des chaines de Markov, qui sont utiles

pour notre analyse dans le prochain chapitre.



Propagation analytique de l'incertitude
épistémique dans les modeles stochastiques de

gestion de stocks

Dans 'optique d’effectuer une analyse de la propagation de l'incertitude épistémique des pa-
rametres, a travers le calcul de la distribution stationnaire dans certains modeles stochastiques
de gestion de stocks, nous envisageons d’appliquer I'approche analytique basée sur les dévelop-
pements en séries de Taylor des chaines de Markov [28], et de valider les résultats numériques
par la technique de la simulation Monte-Carlo. Spécifiquement, nous considérons deux modeles

stochastiques de gestion de stocks, a savoir le modele (R, s, S) et le modele (Q, r) avec retours.

3.1 Modele de gestion de stocks (R, s, S)

Considérons le probleme de gestion des stocks a revue périodique mono article et mono échelon
de type (R, s, 5). L’état du stock X, est inspecté chaque R unités de temps aux instants ¢, = nR,
(n > 1). Au début de chaque période le gestionnaire est contraint de répondre aux deux questions

suivantes :

(a) Est-ce qu'il doit ou non commander une quantité spécifique d’articles?

24
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(b) Si oui, combien commander ?

Suivant la regle de controle (R, s,S), si le niveau du stock, est inférieur a s, alors une com-
mande est lancée. La quantité commandée est telle que le niveau du stock est remis a sa valeur
initiale S, la taille de la commande est donc égale a Z,, =S — X,,. Si ce n’est pas le cas, aucune
commande ne sera lancée et I'on attend jusqu’a la prochaine période d’inspection. On suppose
que le délai de livraison est nul.

Durant la période n, n > 1, la demande totale est une variable aléatoire discrete M,, a valeur dans
N. On suppose que les variables aléatoires (M, k € N*), sont indépendantes et équidistribuées

de loi de probabilité commune :
ar = P{M; = k}, pour tout k € N.

I est prouvé que, pour de tels problemes de gestion des stocks, la politique (R, s, S) est

optimale (voir[30, 33]). La figure 3.1 illustre le fonctionnement d’un tel systeme.

FIGURE 3.1 — Le modele (R, s, S) avec délais de livraison nul.

L’état du stock X,,+1 a la fin de la période n + 1 est alors donné par :

X { (X, — Mps)t Si X, > s,
(S — M,1)" Si X, <s.
ou AT = max(A4,0).
La variable aléatoire X,,+; ne dépend que de X, et M,.1, ou M, est indépendante de n et
de I'état du systeme avant ¢,. X est donc une chaine de Markov homogene, a espace d’états
E={0,1,...,S}.

Supposons qu’a la date n, X, =i.

1. Sii>s,ona:
Xps1 = (1 — M,1q)", donce :
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P{X, 41 = j|X, =i} = P{(i — M,;1)" = j}

Qi St j=1,...,i;
P{X, 01 = j|X, = i} = kiak Si j=0;
O_Z Si g > 1.
2. Sii < s, on aalors:
Xpi1 = (S — M,41)", donc :

P{Xos1=j|Xn =i} =P{(S - Mn+1>+ =j}

> ag St 7 =0;
k=S

as—; Si j=1,...,8.

P(Xn—H = ]|Xn = Z} =
Et par suite, on a :

( oo
Yoap St 0<i<s et j=0,
k=S

as—; St 0<i1<s et 1<5< S,

P{Xpn =jlXa=i} =9 S, Si s+1<i<S et j=0,
k=i
Qi—j S S+1§Z§S etlgjgl,
L 0 Si s+1<i<S et j>i+1.

Ainsi, la matrice de transition de la chaine de Markov X est définie par :

0 1 S s+1 S
D

0 doap  as—1 v Gg_s | G5—s—1 -+ Qg
k=S
o0

1 doar  Gg—1 S5 | GS—s—1 - G
k=S
p— %

S dYoap as—1 -+ Ag—s | Gs—s—1 -+ Qo
k=S
o

sH1| > ap a5 - a agp 0 0
k=s+1

: 0
o0

S Yoar  Gg—1 - AS—s | GS—s—1 - G
k=S
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Il s’agit d’une chaine de Markov irréductible et apériodique. Elle possede donc une unique
distribution stationnaire. Notons cette distribution stationnaire par = = (m, 7y, ..., 7g). Celle-ci

peut étre obtenue par la résolution du systeme d’équations suivant :

TP = .
S

Z T, = 1.
i=0

Cette distribution est indépendante de I'état du départ. Ce qui signifie qu’au bout d’une
période de temps suffisamment longue, I’état du stock suit une loi de probabilité indépendante

du stock initial.

3.1.1 Nouveau modele

Dans cette partie, nous essayons de changer les hypotheses statistiques relatives au modele
qu’on a introduit précédemment. En effet, associons I'incertitude épistémique infligée pour dé-
terminer le taux A de la loi Poisson modélisant le processus des arrivées des demandes dans le
modele de gestion de stock (R, s, S). Cela nous permettra d’évaluer les performances d’un tel
modele, tout en prenant en considération le manque d’informations sur la détermination du pa-
rametre A. En particulier, on s’intéressera a ’analyse fonctionnelle de la distribution stationnaire
7(A), qui est considérée fonction de A. Ce qui nous ramene a ’évaluation de cette distribution
stationnaire sous l'incertitude du parametre d’entrée A. Pour ce faire, nous appliquons ’approche
de développement en séries de Taylor, permettant de propager 'incertitude en question. Ainsi,

nous introduisons le nouveau modele associé au parametre incertain A, défini comme suit :

A=XA+oe, e~ N(0,1). (3.1)
ol
X est la moyenne de la variable aléatoire A,
o est 'écart type de la méme variable aléatoire \.

Notons que les deux parametres A et o impliqués dans la définition du nouveau modele (3.1) sont
déterminés par 'utilisation des techniques statistiques classiques. Du fait que la variable aléatoire
A est caractérisée par ses réalisations. Soit A = {1, Ag, -+, A\, }, les A;, pour tout i = 1,--- | n,
sont des données issues de la pratique. Alors, les deux parameétres \ et o peuvent-étre considérés

respectivement comme la moyenne et 1’écart-type empiriques de la variable aléatoire A :

1 <& 1 _
/\:E;/\i ot 02:n_12()\—)\i)2.

i=1
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La validation des valeurs des deux parametres ci-dessus peut se faire par 'utilisation de la

regle des trois sigma.

Regle des trois sigma :

En statistique, la regle 68-95-99.7 (ou regle des trois sigma ou regle empirique) indique que
pour une distribution normale, presque toutes les valeurs se situent dans un intervalle centré
autour de la moyenne et dont les bornes se situent a 3 écarts-types de part et d’autre. Environ
68,27 % des valeurs se situent a un écart-type de la moyenne. De méme, environ 95,45 % des
valeurs se situent a 2 écarts-types de la moyenne. La quasi-totalité (99,73 %) des valeurs se situe
a moins de 3 écarts-types de la moyenne. En notation mathématique, cela peut-étre exprimé
comme suit, o1 \ est une observation d'une distribution normale d’une variable aléatoire, A étant

sa moyenne, et o son écart-type :
P(A—o0 <A< A+0)~0.6827.

P(A=20 <A< A+20) &~ 0.9545.
P(A—30 <A< A+30) ~0.9973.
La simulation d'un échantillon de taille n = 2000 correspondant au modele introduit dans

(3.1), suivant une loi normale de moyenne A = 2 et d’écart-type o = 0.1, nous a permis d’obtenir

les résultats numériques illustrés dans la figure 3.2.

600 -
500

400 -

200

100 -

I I I I I I I I I |
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 16

a) Courbe représentative de la variable aléatoire A.  b) Histogramme de la variable aléatoire A.

FIGURE 3.2 — Simulation de la variable aléatoire \.

Etant donné que le parametre A\ de la loi de Poisson qui régit les demandes est incertain, ceci
va affecter toutes les métriques de performance du modele de gestion des stocks en question. Par
conséquent, cette incertitude épistémique va se répercuter (ou se propager) sur les caractéristiques
stationnaires du modele. Par la suite, nous allons nous intéresser, particulierement, a I'impact de

I'incertitude épistémique sur le vecteur de distribution stationnaire.
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3.1.2 Développement en séries de Taylor

Dans cette partie, nous utilisons 'approche analytique basée sur les développements en séries
de Taylor pour propager I'incertitude épistémique infligée a la détermination du taux des arrivées
des demandes A, dans le calcul de la distribution stationnaire du modele de gestion de stocks
de type (R, s, S). Par conséquent, la distribution stationnaire 7 est considérée comme fonction
du parametre perturbé . La représentation de 7(\) par la formule de Taylor au voisinage de la

moyenne A\ est donnée par :

_ Ll OIS I
T(A+oe) = Z ) o'e". (3.2)

ot 7 (X) est la i dérivée de la distribution stationnaire 7. Cette dérivée est calculée selon la
formule (3.3).

1—1
) =Y O PP Z, (3.3)
k=0

L’utilisation pratique de la formule (3.2), exige la troncature de la séries infinie. Ce qui nous
ramene au probleme de la détermination de l'ordre du polyndéme de Taylor relatif a la précision
du calcul souhaitée. Pour ce faire, il suffit d’estimer la valeur du reste de développement en
séries de Taylor. La littérature regorge de restes établis spécifiquement pour la mesure de I'erreur
engendrée par 'approche du développement de Taylor. Dans notre application numérique, nous

avons opté pour l'utilisation du reste de Peano donné par la formule suivante :

R (X () n+1 () n+2
n( ‘|—U€) = m((f&“) +m(08) —+ ...
= 7O®)
n ™ —n _1—n
= (O'€> Z TO' £ s
i=n+1
—h(oe)
(3.4)
ou h est une fonction telle que :
limh (o) = 0.
e—0

Cependant, du point de vue pratique et afin d’estimer numériquement le reste proposé sous la
forme ci-dessus (3.4), nous utilisons I’approche suivie par Abbas et al. [2]. Celle-ci consiste a
tronquer la série parut dans (3.4) a ses m premiers termes. Par conséquent, la formulation du

reste de Peano devient alors :

R, (A +o¢) = (0e)" (3.5)

\
=
HNIE
2
—~
>
SN—
q&»
|
3
m@.
|
3

=
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Dans ce qui suit, nous présentons les étapes essentielles de ’algorithme permettant de calculer

I'ordre du développement de Taylor n et d’estimer le reste du développement en question.

Algorithm 1 Le reste dans le cas d'une seule variable
Début
Entrées : la précision &, la moyenne \ et I’écart type o.

Sorties : I'ordre du polynome de Taylor n, la valeur du reste R, (), o¢);

1. Calculer les coéfficients du polynome de Taylor a 1’aide de la formule (3.3);

— m (k)
2. Calculer le reste R, (X, 0¢) = Y 2-ofek;
k=0

3. Caleuler ||E(R,(X+ o¢)) + Var(R,(A+ o¢))||;
tant que (|[E(R,(A+ 0¢)) + Var(R,(X + 0¢))|| > €) alors

1. Calculer le reste selon la formule (3.5);

Fin tant que;
Fin.

Pour une précision du calcul fixée & € = 1073, la valeur du reste de développement de Taylor

obtenue est :

R3 = <0.0008 0.0004 0.0006 0.0003)

L’ordre du développement de Taylor relatif a la précision fixée est donc n = 3. Dans ce cas, la
forme de ce développement, pour le cas de la perturbation du parametre A, est donnée par la

formule suivante :

(A +oe) =7n()\) + %0151 + %0252 + %0353 + Rs(\ + 0¢). (3.6)

Sous la nouvelle hypothese statistique, consistant a rattacher 'incertitude épistémique au

parameétre A, la distribution stationnaire elle-méme (7(\ + o¢)) deviendra variable aléatoire. Elle

s’agit d’une transformée d’une autre variable aléatoire. Afin de caractériser celle-ci, nous allons
essayer d’estimer sa densité, son espérance et sa variance avec deux approches.

Dans ce qui suit, nous illustrerons ’application de ’approche de développement en séries de

Taylor sur le modele de gestion de stocks via un exemple numérique, ou nous fixons les valeurs

des parametres du modele comme suit :

R=1,s5s=2S=4et \=2.

Notons que nous garderons les valeurs de ces parametres au long de toute cette application

numérique.
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1. Approche directe :
Cette approche consiste & estimer la moyenne et la variance de la variable aléatoire (A +o¢)
moyennant la formule (3.6). Ainsi, on procede au calcul de l'espérance et de la variance du

polynome de Taylor (3.6). Ces calculs se résument par 'application de I’algorithme suivant :

Algorithm 2 L’approche directe dans le cas d'une seule variable
Début

Entrées : la moyenne ), I'écart type o et I'ordre du polynoéme de Taylor n;

Sorties : Espérance E(7(\ + e0)) et la variance Var(r(\ + £0));

Pour k=1 a n faire

Si k est pair
| E(5) = (k- 11
Sinon
‘ E(*) = 0;
Fin si;
- n_ (k) no )
1. Calculer E(r(A+¢0)) =E <Z ﬁaksk> =Y Bo"E (F);
k=0 k=0

_ n_ k) 2 n_ k) 2

2. Calculer Var(r(A+c0)) =E (Z ﬁakek) - []E (Z ﬁaksk)} ;
k=0 k=0

Fin pour;

Fin.

Notons que la double factorielle de ’entier p est définie par :
P!=pp-2)p—4)...4x2.

Tenant en compte de la parité de I'entier p, alors ’espérance de la variable aléatoire € peut

aussi étre calculée grace a la formule suivante :

2k)! . .
E (gk) _ (2kk)' si k est pair, (3.7)
0 sinon.

La matrice des probabilités de transition P de la chaine de Markov X décrivant I’état du

modele de gestion de stocks (R, s, S), pour la valeur de A = 2, est donnée par :

0.3233 0.2707 0.2707 0.1353
0.3233 0.2707 0.2707 0.1353
0.5940 0.2707 0.1353 0

0.3233 0.2707 0.2707 0.1353
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La distribution stationnaire 7()) de la chaine X est donnée par :

7r:<0.3879 0.2707 0.2384 0.1031).

La matrice fondamentale Z évaluée au point A = 2 est :

0.9432  0.0000 0.0284 0.0284
—0.0568 1.0000 0.0284 0.0284

0.1816  0.0000 0.9092 —0.0908
—0.0568 0.0000 0.0284 1.0284

Les résultats numériques relatifs au calcul de la moyenne et de la variance de la variable
aléatoire 7(\ + o¢) par cette approche (Algorithme 2) sont dressés dans les deux tableaux
(3.1) et (3.2).

Espérance 0 T o 3

App. dir. || 0.3895 | 0.2696 | 0.2375 | 0.1034

TABLE 3.1 — Espérance du vecteur de distribution stationnaire obtenue par I’approche directe.

Variance o m o 3

App. dir. || 0.0037 | 0.0004 | 0.0006 | 0.0003

TABLE 3.2 — Variance du vecteur de distribution stationnaire obtenue par ’approche directe.

2. Approche pdf (Estimation de la fonction de densité de probabilité) : Cette ap-
proche consiste & estimer la fonction de densité de probabilité de la variable w(\ + o¢).
Elle est également basée sur le polynéme de Taylor (3.6). Les étapes essentielles de cette

approche sont données dans 'algorithme 3.



3.1 Modele de gestion de stocks (R, s, S) 33

Algorithm 3 L’approche pdf dans le cas d'une seule variale
Début

Entrées : la moyenne ), I'écart type o et I'ordre du polynome de Taylor n;

Sorties : Espérance E(m()\ + £0)) et la variance Var(r(\ + e0))etladensitden (m(\ + eo);

Pour k£ =1 a n faire
1. Calculer les d racines réelles de I’équation P;(\) =y avec y =[0:0.001 : 1]

2. Calculer la dérivée du polynome de Taylor P/.();) = Z 78 (1’\) o’ (e771);

4 roy)
3. Calculer f(y) = > |1§;(,<)\;
=1

1
4. Calculer 'ésperance E[n] = E (f yfw(y)dy> :

1
5. Calculer la vairence Var[mw f v fr(y)dy — ( [y fﬁ(y)dy> :
0

Fin pour;
Fin.

Les courbes représentatives des fonctions de densité de probabilité (pdf) de chaque compo-

sante de la distribution stationnaire sont données en Figures 3.3, 3.4 et 3.5.

approche pdf

FIGURE 3.3 — Estimation de la densité de probabilité de 7y .
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approche pdf
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F1GURE 3.4 — Estimation de la densité de probabilité de .
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F1GURE 3.5 — Estimation de la densité de probabilité de .
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FIGURE 3.6 — Estimation de la densité de probabilité de m3.
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On remarque que la représentation graphique de la densité estimée des différentes compo-
santes du vecteur de distribution stationnaire a I’allure d’une loi Normale. En utilisant la
définition de 'espérance et de la variance d’une variable aléatoire en fonction de la fonc-
tion de la densité de probabilité, nous pouvons facilement calculer ces deux métriques. Les

résultats associés a ce type de calculs sont donnés dans les tableaux (3.3) et (3.4).

Espérance 0 m o 3

App. pdf || 0.3895 | 0.2696 | 0.2375 | 0.1034

TABLE 3.3 — Espérance du vecteur de distribution stationnaire obtenue par I’approche Pdf.

Variance o m o T3

App. pdf || 0.0037 | 0.0004 | 0.0006 | 0.0003

TABLE 3.4 — Variance du vecteur de distribution stationnaire obtenue par I’approche pdf.

3.1.3 Simulation

Dans cette partie, nous allons simuler les moyennes et les variances des composantes de la
distribution stationnaire du modele de gestion de stocks (R, s, S), tout en utilisant le principe de

la simulation Monte-Carlo. Dans cette optique, nous avons congu 'algorithme 4.

Algorithm 4 Simulation dans le cas d’une seule variable
Début
Entrées : la moyenne ()\), I'écart type (o), et (n) nombre de réplications.

Sorties : T et var(n);

_Pour i =1 an faire

1. Générer ¢ ~ N(0,1) ;
2. Calculer A = \ + o« ;

3. Calculer 7 relative a la i*™¢ réplication ;
4. Calculer la moyenne de 7 correspondante a la %™ réplication;
Fin pour;
Calculer 1 72 LS (i) et Ta vari (m) =2 370" — (2 3 7(0))
alculer la moyenne ™ = - 17? i) et la variance var(r) = - 17r i ") 17? 1))%;
1= 1= 1=

Fin.

L’exécution de l'algorithme 4 de simulation sous l’environnement Matlab, nous a permis

d’obtenir les résultats numériques donnés dans les tableaux (3.5) et (3.6).
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Espérance 0 T o 3

App. simu. || 0.3878 | 0.2703 | 0.2385 | 0.1034

TABLE 3.5 — Espérance du vecteur de distribution stationnaire obtenue par la simulation.

Variance o T o T3

App. simu. || 0.0006 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0001

TABLE 3.6 — Variance du vecteur de distribution stationnaire obtenue par la simulation.

3.1.4 Discussion des résultats

Les résultats obtenus dans cette analyse numérique, relatifs au calcul de la moyenne et de
la variance de la variable aléatoire (A + o¢) par les différentes approches utilisées, se résument
dans le tableau (3.7).

Espérance 0 T Ty e

App. dir. || 0.3895 | 0.2696 | 0.2375 | 0.1034
App. pdf || 0.3895 | 0.2696 | 0.2375 | 0.1034
App. simu || 0.3878 | 0.2703 | 0.2385 | 0.1034

TABLE 3.7 — Comparaison des résultats obtenus pour I'espérance du vecteur de distribution

stationnaire.

D’apres ces résultats, on remarque que les valeurs obtenues par les deux premieres approches
sont approximativement les mémes. L’utilisation de la simulation Monte-Carlo, nous a permis
de confirmer les résultats obtenus avec 'approche de développements en séries de Taylor. On
constate également que la somme des composantes de E (7T (5\ + 0’6)) est égale a 1. Néanmoins, les
valeurs correspondantes au calcul de la moyenne des composantes de la distribution stationnaire
dépendent d’une maniere directe de la précision de calcul, fixée a I’avance ; ¢’est-a-dire de 'ordre
du polynome de Taylor n. Toutefois, le choix d’une précision assez petite, nous permettra de
considérer un reste de valeur négligeable. Ce qui signifie une meilleure estimation de la valeur
a calculer par le polynome de Taylor, dans ce cas de degré assez élevé. C’est pour cela que
lors de 'application de cette approche, ’estimation du reste de développement demeure encore

jusqu’aujourd’hui une question de recherche importante [1, 2].

De meéme les valeurs correspondantes aux variances de chaque composante de la distribution
stationnaire 7, calculées par les différentes approches considérées dans notre étude, sont données

en tableau (3.8) qui fournit les résultats pour la variance de chaque composante.
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Variance o T Ty 3
App. dir. || 0.0037 | 0.0004 | 0.0006 | 0.0003
App. pdf || 0.0037 | 0.0004 | 0.0006 | 0.0003
App. simu. || 0.0006 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0001

TABLE 3.8 — Comparaison des résultats obtenus pour la variance du vecteur de distribution

stationnaire.

Dans ce cas, nous remarquons tres nettement que les deux valeurs données par ’approche
directe et 'approche pdf sont exactement les mémes. La différence par rapport a la valeur obtenue
par 'approche simulation peut étre justifiée par les erreurs commises lors du calcul numérique des
intégrales. On constate aussi que la variance estimée est proportionnelle a la variation introduite

lors de I'introduction de I'incertitude au parametre du systeme.

Dans la prochaine section, nous suivrons la méme démarche afin d’illustrer 'applicabilité de
la méthode de développement en séries de Taylor des chaines de Markov au cas de la perturbation
de plusieurs parametres. Notre analyse se réduit juste au cas de I'approche directe et a celle de

la simulation de Monte-Carlo.

3.2 Modele de gestion de stocks (Q, r) avec retours

Considérons un systeme de gestion des stocks mono article de type (Q, r). Nous supposons
que les demandes et les retours du produit suivent deux processus de Poisson indépendants de
taux \ et p respectivement. La capacité maximale du stock est (). Lorsque le niveau du stock le
permet, les demandes sont satisfaites, sinon les clients attendent les prochaines périodes jusqu’a
la satisfaction de leurs demandes. Quand le niveau du stock atteint le seuil @), tout retour arrivé
sera rejeté. Un produit retourné est vérifié puis réparé avant sa remise en stock. En outre, nous
supposons que seulement une proportion, disons « x 100 %, du produit retourné est réparable et
qu'un retour irréparable sera rejeté. On suppose que la période de vérification/réparation d’un
produit retourné est négligeable. Pour plus de détails, considérons les notations suivantes liées a

la description de ce modele :

(i) A7!: le temps moyen d’inter-arrivées des demandes;

(ii) p~' : le temps moyen d’inter-arrivées des retours;

(iii) « : la probabilité qu'un produit retourné soit réparable;
(iv) @ : capacité maximale du stock ;

(v) I : cott de gestion des stocks unitaire,
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(vi) R : cout de lancement d'une seule commande.

De plus, nous supposons que le délai de livraison soit nul. Pour simplifier la description,

nous supposons aussi que le point de commande r = 0. Suivant la régle de controle (Q, 0), une

commande de complétude de taille () est placée a chaque fois que le niveau du stock est égale

a 0. Si le niveau du stock est égal a 0 et il y a une demande arrivant, alors une commande de

taille (@ + 1) est lancée. La quantité commandée est telle que la demande qui vient d’arriver est

satisfaite et que le niveau du stock soit remis & sa valeur initiale @ ; voir la figure 3.7 ([14]). En

fait, I’état (—1) n’existe pas dans la chaine de Markov ; voir par exemple la figure 3.8 ([14]).

Rejet (1—a)p

Retours

Ji

Vérification /
Réparation

ap

Recomplétement

Demandes

A

FIGURE 3.7 — Systeme de gestion des stocks mono échelon.

Q

A
S
ap T

FIGURE 3.8 — La chaine de Markov décrivant le modele (Q, r) avec retours.

La matrice des probabilités de transition associée a la chaine de Markov décrivant ’état du

modele de gestion de stocks (Q,

r) avec retours est donnée comme suit :
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0 0 ap/ N+ au 0 A+ ap
A+ ap 0 ap/N+ au
P — . .
A+ ap 0 ap/X+ ap
Q 0 MA+ap 1—=AA+ap
La distribution stationnaire 7 relative au modele décrit ci-dessus satisfait :
TP =T.
{ 1l =1,

ou 1 est le vecteur unité.

Dans ce qui suit, nous changeons les quelques hypotheses statistiques mentionnées déja ci-
dessus. En effet, nous considérons le méme modele de gestion de stocks (Q, r) avec retours, ou
les deux parametres A et p sont déterminés avec incertitude épistémique. Ce nouveau modele est

décortiqué avec plus de détails en sous-section suivante.

3.2.1 Nouveau modele

Dans 'objectif de prendre en considération 'incertitude épistémique infligée a la détermina-
tion des deux taux A et p, impliqués dans la description du modele de gestion de stocks (Q, r)

avec retours, nous proposons une nouvelle forme pour ces deux parametres qui est la suivante :
A = A+oie, (3.8)
et
L = i+ 0ges. (3.9)

ot A et i sont les moyennes des variables aléatoires A et 1 respectivement, o; et o sont les
écarts type relatifs aux deux variables A et p respectivement, et €; et €5 sont deux variables

aléatoires gaussiennes centrées et réduites (N (0,1)).

Durant toute I'analyse numérique de ce modele, nous fixons les valeurs de ses parametres
comme suit : a =0.6, A\ =2, u=3,Q =3, et 0y =05 =0.1.

Les figures suivantes nous montrent les résultats de la simulation des variables aléatoires A et pu.
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FIGURE 3.9 — Simulation de la variable aléatoire \.
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FI1GURE 3.10 — Simulation de la variable aléatoire p.

L’incertitude épistémique infligée sur les deux parametres A et u se propage au niveau de la
distribution stationnaire m du modele en question. Ce qui nous ramene a l’analyse analytique
ou fonctionnelle de cette distribution. Et afin, de mener cette analyse a terme, nous proposons
de procéder par 'approche basée sur les développements en séries de Taylor développée par
Takhedmit et al. [31].

3.2.2 Développement en série de Taylor

Dans cette section, nous considérons la généralisation de I’analyse effectuée dans la section
précédente pour le cas de la perturbation d'un seul parametre. En effet, nous utilisons I'approche
de développements de Taylor des chaines de Markov pour la perturbation de plusieurs parametres
établit dans [31]. Cette approche sert comme outil pour mesurer I'impact de l'incertitude épisté-
mique au niveau des deux parametres A et p sur le comportement de la distribution stationnaire.
Alinsi, nous posons & nouveau le probleme d’évaluation des métriques de performance du modele

étudié sous l'incertitude paramétrique. En particulier, nous nous intéresserons a la propagation
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analytique de ce type d’incertitude a travers le calcul de la distribution stationnaire. Pour ce
faire, nous considérons le développement de Taylor de la distribution stationnaire au voisinage

du point (), 1), devenue variable aléatoire, donné par [31] :

- 1 otin - . A
T (A + o161, T + 0269) ZZM T (N, i) (0121) (0222)’. (3.10)

i=0 j=

Du point de vue pratique, afin d’utiliser la formule (3.10) introduite ci-dessus, nous sommes
obligés de tronquer cette série infinie. Par conséquent, nous nous limitons a la somme des n
premiers termes de celle-ci, ce qui induit le polynome de Taylor de degré inférieur ou égal a n. De
ce fait, nous sommes encore confronter au probleme d’estimation du reste de ce développement
de Taylor afin de déterminer le degré du polynome. Dans ce sens, nous proposons la forme du

reste donnée par [31] :

T - e B a2 ; .
R(n, )\,/,l/, 0'1,0'2) = Z Z 'l'_j' aZAaJM(A7u)<01€1) (O’Q&'g)j. (311)
i=n+1j=n+1

Dans l'optique de trouver une valeur de I'ordre de développement, nous avons suivi les étapes

décrites dans 1'algorithme suivant : Si on fixe la précision du calcul & £ = 3 x 1077, on constate

Algorithm 5 Le reste dans le cas de deux variables
Début
Entrées : la précision £, les moyennes \ , fi et les écarts types o, , 09;

Sorties : 'ordre n du polynéme de Taylor, la valeur du reste R, (\, p);

1. Calculer les coefficients du polynéme de Taylor :

kO o* (X p) (9= RHOPy
EDY 8n z ( ) k; C nf' a)\kaul ONI— ka#n 1— l Z)\“UJ
<n

2. Calculer le reste a ’aide de la formule 3.11.

3. Calculer ||E(R,(\, p1)) + Var(R,(A pw))ll;

tant que ||E(R,(\,p)) + Var(R,(\, p))|| > € alors
1. Calculer le reste a 'aide de la formule 3.11.

Fin tant que;
Fin.

qu’a partir de 'ordre n = 3, on obtient une valeur correspondante au reste (3.11) qui est inférieure

a &. La valeur obtenue de ce reste est :

R3 = <0.1042 0.1478 0.1691 0.2172) x 1074
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La formule du développement de Taylor pour deux variables a ’ordre n = 3, peut alors s’écrire

sous la forme explicite suivante :

- - or - orm -
T(A+ o161, i + 0262) = 7w\ i) + —)\()\, f)oier + %()\,ﬂ)(fﬁz

1[0%r - Pr - P -

+ 5 [W()\,ﬂ)al%f + a)\aﬂo\aﬂ)(flgl@@z + 8_,1120\’/1)022522
1[Pr - Pr - BT -

+ 6 [W()\’ i) ?5? + 38)\28 (A, t)oretoaes + 38)\6u2 (A, )o1€10585
P

+ 8,u3 ()\, /:L)O'ggg] + R3 (0'151, 0'262) .

(3.12)

Selon les nouvelles hypotheses statistiques introduites ci-dessus, la distribution stationnaire
s (/_\ + 0161, 1L + 0252) devient alors une variable aléatoire. Par conséquent, pour évaluer celle-
ci, nous procédons au calcul de son espérance mathématique et de sa variance, et ce tout en
utilisant ’approche des développement de Taylor décrire précédemment, ainsi que la technique

de la simulation Monte-Carlo.

1. Approche directe : Par cette approche, nous estimons ’espérance et la variance de la
variable aléatoire (5\ + o1e1, 4+ 0'262), et ce en calculant 'espérance et la variance du
polynome de Taylor. Dans notre analyse numérique, nous intégrons la correlation entre
entre les deux variables aléatoires ; et €5. La procédure de ce calcul est résumé dans
I’algorithme 6.

Le déroulement de 'algorithme 6 pour les valeurs suivantes : Q =3, 7 =0, o = 0.6, A = 2,

o1 =0.1, p =3, 0o = 0.1, nous a permis d’obtenir les résultats numériques suivants.

La matrice des probabilités de transition évaluée autour du point (), fi) est donnée par :

0 0.4737 0 0.5263
0.5263 0 0.4737 0

0 0.5263 0 0.4737

0 0 0.5263 0.4737

P =

Le vecteur de distribution stationnaire correspondant aux mémes valeurs est donné par :

7T=(().1105 0.2100 0.2995 0.3800)
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Algorithm 6 L’approche directe a deux variables
Début
Entrées : la précision £, les moyennes \ , fi et les écarts types oy , 09

et l'ordre du polynome de Taylor n;

Sorties : Espérance E(m(\, 7)) et la varaince Var(r(\, 1));

Pour p =[—1:0.1: 1] faire

1. Calculer I"ésperance E(m(\, p)) = i i % O (N, i)oiodR (el e));

19N\
=17
10 10 5%—21751524'52)
avec E(ee!) = [ [ 5152 e
—10 —10

1. Calculer la variance
2 2
Var(m(A, 1)) = (Z ) %ﬂaaifgﬁ(%ﬂ)aiaé(ﬁ%)) - [(Z > %fféf (A, ﬂ)010§(€i€§)>]

Fin pour;
Fin.

~
Il

—
<
Il

—

La matrice fondamentale relative a la chalne de Markov décrivant 1’état du modele en

question est donnée par :

0.9675  0.1483 —0.1901 0.0743
0.3985  0.9671 —0.0222 —0.3435
—0.0004 0.2092  0.7967 —0.0055
—0.2104 —-0.1898 0.2277  1.1725

Les autres résultats numériques obtenus relatifs a la moyenne et a la variance de la variable

aléatoire m (5\ + o1€1, 0 + 0'252) sont illustrés dans les figures ci-dessous.
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FIGURE 3.11 — Allure de I'espérance de m;, ¢ = 0, 1. en fonction du coefficient de corrélation p.
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FIGURE 3.12 — Allure de I'espérance de m;, i = 2, 3. en fonction du coefficient de corrélation p.

On remarque que la somme des espérances en chaque valeur du coefficient de corrélation p
est autour de 1. De méme, d’apres ces figures, on constate I'effet de la correlation entre les deux
variables aléatoires €1 et g5 sur la valeur moyenne de chaque composante. Cela est illustré claire-

ment par la variation des valeurs de ces composantes par rapport au changement des valeurs de p.
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FIGURE 3.13 — Allure de la variance de m;, ¢ = 0, 1. en fonction du coefficient de corrélation p.
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FIGURE 3.14 — Allure de la variance de 7;, ¢ = 2, 3. en fonction du coefficient de corrélation p.

De meéme, on constate que les valeurs de la variance sont tres petites, surtout quand le
coefficient de corrélation p est proche de 0. Cela veut dire que ’estimation de chaque composante

est meilleure pour le cas de 'indépendance entre les deux variables A et p.

3.2.3 Simulation Monte-Carlo

Afin de valider les résultats obtenus précédemment, nous avons opté a les comparer avec ceux
qu’on obtiendra avec la technique de simulation Monte-Carlo. Cependent, nous limiterons cette
confrontation des résultats numériques au cas de p = 0, c¢’est-a-dire au cas de I'indépendance des

deux variables aléatoires \ et p .

Algorithm 7 Simulation dans le cas de deux variables (cas d’indépendance)
Début

Entrées : les moyennes (A) et (ji), les écarts type (o1) et (02), et (n) nombre de réplictions.

Sorties : T et var(m);

Pouri=1an faire

1. Générer g1 ~~ N(0,1) ; &2~ N(0,1) ;
2. Calculer A = X\ + 0167 ; W= [+ o2&

ieme

3. Calculer 7 relative a la ¢ réplication ;

rieme

4. Calculer la moyenne de 7 correspondante a la ¢ réplication;

Fin pour;

Calculer la moyenne 7 2

Sim
NE

()" — (o m(0)*

1 i=1

S |-

(2

n
L5 (i) et la variance var(r) =
=1 7

n

Fin.
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Cette simulation est déroulée, selon 'alogorithme 7, pour les mémes valeurs des parametres

mentionnées auparavant. Les résultats obtenus par la simulation sont regroupés dans le tableau

(3.9)

Simulation o m o T3
Espérance || 0.1104 | 0.2097 | 0.2993 | 0.3806
Variance || 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0001

TABLE 3.9 — Les résultats de la simulation du vecteur de distribution stationnaire.

On constate que ces résultats de simulation confirment ceux obtenus par I’approche de déve-

loppement de Taylor pour la cas de p = 0.

Conclusion

Dans ce chapitre, on s’est intéressé a la propagation analytique de l'incertitude épistémique
infligée dans la détermination de certains modeles stochastiques de gestion de stocks étudiés.
La méthode analytique basée sur les développement en séries de Taylor des chaines de Markov
[28, 31], nous a permis d’effectuer facilement une analyse compléte de I'incertitude épistémique.
Elle nous a permis de calculer 'incertitude des composantes de la distribution stationnaire, leur
sensibilité a la variation des parametres entrants. La correlation entre certains parametres a
aussi été prise en considération dans cette analyse numérique. La comparaison entre I'incertitude
calculée a l'aide de la méthode analytique et les résultats de la méthode Monte-Carlo a montré

que la premiere est équivalente a la deuxieme.



Conclusion générale

L’incertitude est présente dans tous les domaines. En sciences appliquées, lorsqu’il s’agit de
prédire des événements futurs grace a des modeles, d’autres sources d’incertitude s’ajoutent et
cette derniere devient difficilement quantifiable. Connaitre le degré de précision d’un modele n’en
demeure pas moins essentiel. L’incertitude est un concept tres vaste. Peu d’auteurs prennent
le temps de la définir. Pour certains, 'incertitude est l'incapacité a connaitre le vrai état d’un
systeme. Quant aux autres, l'interpretent comme I'incomplétude de la connaissance en général
due a des difficultés intrinseques a acquérir de la connaissance. Les deux visions sont compatibles

puisque l'incapacité a déterminer un état mene nécessairement a une connaissance incomplete.

Plusieurs sources et types d’incertitudes sont traités dans la revue de littérature. Deux grands
types se démarquent : 'incertitude paramétrique et I'incertitude de modélisation. La premiere est
I'incertitude des parametres entrants d’'un modele souvent exprimée a l'aide d’une distribution
statistique ou d’un intervalle de confiance. Il est facile d’évaluer I'incertitude qu’elle génere sur
les extrants du modele en la propageant de facon analytique ou statistique. En revanche, le
deuxieme type est beaucoup plus difficile a quantifier. Il s’agit de I'erreur introduite par la facon
dont le modele est fait. Les présents travaux portent donc sur l'incertitude paramétrique puisque,
bien que l'incertitude de modélisation peut étre tres importante, cette derniere ne peut pas étre

propagée par définition comme celle des parametres.

Dans ce mémoire, nous avons utilisé une méthode analytique, basée les développements en
séries de Taylor des chaines de Markov [28, 31|, trés répandue pour propager l'incertitude épisté-
mique infligée dans la détermination de certains parametres a travers le calcul de la distribution
stationnaire de quelques modeles stochastiques de gestion de stocks. Dans un premier temps,
nous nous sommes intéressés au probleme d’incertitude épistémique associée a un seul parametre
dans le modele de gestion de stocks de type (R, s, S), ot nous avons considéré I'incertitude infli-
gée dans la détermination du taux d’arrivée des demandes. Nous avons pu estimer les valeurs de
chaque composante de la distribution stationnaire du modele étudié, tout en caractérisant son
espérance, sa variance et sa densité de probabilité. Les résultats obtenus ont été confrontés a ceux

de la simulation Monte-Carlo. Dans un deuxieme temps, nous avons élargi notre analyse au cas

47
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de la perturbation de plusieurs parametres. Plus précisément, nous avons considéré le modele de
gestion de stocks (Q, r) avec retours, o nous avons supposé que les deux parametres, le taux
d’arrivée des retours et le taux d’arrivée des demandes, sont incertains. En plus, la correlation
entre les parametres perturbés a été discuté lors du calcul de la distribution stationnaire par
I’approche de Taylor. De méme, nous avons pu confirmer les résultats obtenus par cette derniere

approche par comparaison a ceux de la simulation Monte-Carlo.
Ce travail ouvre plusieurs perspectives de recherche importantes, entre autres :

o Elargir I’applicabilité de mémes approches a ’analyse des autres modeles stochastiques de

gestion de stocks;

¢ Analyse de la robustesse de la sensibilité des parametres entrants procurés par la méthode

analytique lors de I'analyse de l'incertitude épistémique;

¢ Considérer le probleme de l'optimisation robuste dans l’analyse des modeles de gestion de

stocks sous l'incertitude épistémique ;

¢ Développement de I'approche d’estimation de la fonction de densité de probabilité, des mé-
triques de performance des modeles étudies, basée sur la méthode de développements en

séries de Taylor pour le cas de la perturbation de plusieurs parametres.
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Résumeé

Dans ce mémoire, nous avons analysé la propagation analytique, par I'approche basée sur
les développements de Taylor, de I'incertitude épistémique infligée a certains parametres dans la
distribution stationnaire de deux modeles stochastiques de gestion de stocks, a savoir le modele
(R, s, S) et le modele (Q, r) avec retours. Une perturbation d’un seul parametre a été discutée
dans le premier modele et une perturbation de plusieurs parametres dans le second. En outre,
nous avons également analysé 'effet de la correlation entre les parametres perturbés. La validation
des résultats numériques obtenus a été réalisée, par une comparaison avec ceux obtenus par la

technique de simulation Monte-Carlo.

Mots-clés : Modele de gestion de stocks; Incertitude épistémique; Chaines de Markov;

Matrice fondamentale ; Développement de Taylor ; Simulation Monte-Carlo.

Abstract

In this thesis, we have analyzed the analytical propagation via the Taylor series expansion
of the epistemic uncertainty inflicted on certain parameters in the stationary distribution of two
inventory stochastic models, namely the model (R, s, S) and the model (Q , r) with feedback,
where a perturbation of a single parameter was discussed in the first model, and the one involving
the disruption of several parameters in the second model. In addition, we have also analyzed
the effect of the correlation between the perturbed parameters. The validation of the obtained
numerical results was performed by comparing with those obtained by the Monte-Carlo simulation

technique.

Keywords : Inventory model ; Epistemic uncertainty ; Markov chains ; Fondamental matrix;

Taylor series expansion ; Monte-Carlo simulation.



