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Introduction générale

Un stock est une réserve que l'on constitue pour une utilisation future. Il représente
un capital immobilisé et entraine des cotits pour son maintien, il représente aussi un large
potentiel de risque. De nombreuses raisons imposent aux entreprises de constituer des
stocks :

— Raisons financiéres : Lorsque les prix des matiéres premiéres sont bas, I’entreprise

a intérét de construire des stocks en achetant des quantités plus importantes, pour
éviter d’acheter plus tard a un prix plus élevé.

— Raisons économiques : Le lancement d’'une commande entraine un cofit, appelé cott
fixe de commande (réglage des machines, organisation des équipes,...). Pour minimi-
ser ces cotits, on sera amené a produire la plus grande quantité possible pour éviter
de supporter ces cotits a chaque fois en produisant en petites quantités.

— Raisons de sécurité : Dans la pratique, on est souvent confronté aux caractéres
aléatoires de la demande et du délai de livraison.

L’idéal pour une entreprise est évidemment de prévoir la demande des produits que
ses clients vont acheter, afin de minimiser les différents cotits liés a la gestion des stocks et
d’éviter au maximum de tomber en pénurie. Le choix d’un modéle de gestion des stocks
repose essentiellement sur la nature des variables et sur les hypothéses qu’on peut formuler
a partir de la situation actuelle, afin de pouvoir modéliser le systéme. On distingue deux
types de variables, déterministes et aléatoires. Pour le cas déterministe, le modéle de Wil-
son sera le mieux adapté pour ce type de probléme et dans 'autre cas, plusieurs modeles,
appelés modeles stochastiques, ont été proposés, on cite en particulier : les modéles de
gestion (s,9), (s,nQ) et (R,s,S).

L’un des grands progrés dans ’étude mathématique de la gestion des stocks était
la preuve de l'optimalité de la politique (s,S) pour certains problémes. Les premiers
travaux dans ce cadre pour les modéles dynamiques de gestion des stocks avec demande
aléatoire et cotit de lancement fixe sont de Arrow et al (1951) [6]. En 1963, Scarf [35] a



Introduction générale 9

prouvé l'optimalité de la politique (s,S) pour le probléme & horizon fini. L’optimalité d’une
politique (s,S) stationnaire pour le probléme a horizon infini (cas continu), a été prouvée
par Iglehart en 1963 [23]. Ce dernier a obtenu la distribution stationnaire du niveau net des
stocks avec une politique (s, .S) en utilisant des arguments de la théorie de renouvellement.
II a également développé une expression explicite du cot moyen stationnaire L(s,S),
s < S associé a la politique (s,5). En 1965, Veinott et Wagner [38] ont aussi prouvé
I'optimalité de la politique (s,S), en considérant une demande discréte et en établissant
une version discréte des résultats de Iglehart.

Les modeéles stochastiques de gestion des stocks sont plus réalistes, car ils prennent en
considération le comportement incertain de certains parametres. En général, ces modeles
sont compliqués et ne peuvent étre résolus que d’une maniére approximative [30]. Parmi
les méthodes d’approximation qui ont été développées sur les modéles stochastiques, on
retient la méthode du développement en série.

La méthode du développement en série nous permet de retrouver la distribution sta-
tionnaire d’un systéme perturbé sous forme d’une série qui dépend de la distribution
stationnaire du systéme idéal, des matrices de transition des systémes idéal et perturbé,
et de la matrice de déviation du systéme idéal. Cette méthode a prouvé son application a
des systéemes d’attente gouvernés par une chaine de Markov apériodique irréductible et a
espace d’états fini [20, 22, 11, 7, ?, 1].

Dans ce mémoire on se propose d’appliquer pour la premiére fois, la méthode du
développement en série aux modéles de gestion des stocks, en particulier, pour le systéme
a revue continue (s, ). La perturbation concerne le paramétre de la loi de la demande,
du moment que les fluctuations touchent beaucoup plus le processus de la demande. En
effet, elle peut étre plus importante que prévu (nouveaux clients) ou moins importante
a cause des retards pouvant se produire. Les résultats utilisés sont ceux concernant les
chaines de Markov discrétes a espace d’états fini [2].

Ce mémoire est structuré comme suit :

Aprés cette introduction générale, on trouve le premier chapitre qui est consacré aux
notions générales sur la gestion des stocks, les différentes politiques de control, et une
énumération des différents modeles existants.

Dans le deuxiéme chapitre, nous donnons un bref apergu sur les modéles stochastiques
de gestion des stocks, puis nous détaillons le modéle & revue continue (s, S).

Le troisiéme chapitre est consacré aux différentes méthodes d’analyse des modéles
stochastiques, olt nous avons détaillé la méthode du développement en série de Taylor.

Dans le quatriéme chapitre, nous appliquons cette derniére au modele détaillé au

deuxiéme chapitre.
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Enfin, nous achéverons notre travail par une conclusion générale et quelques perspec-

tives.



Chapitre

Généralités sur la gestion des stocks

Les problémes de la gestion des stocks demeurent parmi les plus étudiés par les spé-
cialistes de la Recherche Opérationnelle, qui tentent de maintenir au niveau minimum les
stocks, tout en gardant une certaine indépendance vis-a-vis des fournisseurs. Les stocks
sont un facteur de flexibilité de I'entreprise, mais ils constituent une charge financiére et

une immobilisation des capitaux.

Afin de bien se situer, nous présentons dans ce chapitre des rappels de certaines notions

de base liées a la gestion scientifique des stocks.

1.1 Définition d’un stock

Un stock peut étre vu comme 'accumulation des produits qui peut étre destinée a
satisfaire une demande future. Dans une entreprise, on trouve des stocks a différents
stades du processus de production :

— Le stock de la matiére premiére : désigne les articles qui ne sont pas encore entrés

dans le processus de fabrication.

— Le stock des piéces de rechange, de maintenance et de fournitures diverses : englobe
les articles utilisés en production mais qui ne font pas partie des produits et leur
nomenclature.

— Le stock en cours de fabrication : produits entrés dans le processus de fabrication
et en cours de transformation.

— Le stock de distribution : produits finis qui se trouvent dans le dépot de distribution.
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I.2 Définition de la gestion de stocks

La gestion des stocks est une fonction pivot dans l’entreprise. Son role consiste a
rechercher 'optimum des volumes du stock pour assurer un approvisionnement optimal
et satisfaire les besoins de 'utilisateur en temps opportun [19].

Selon Pierre ZERMATT 28], "gérer un stock, c’est faire en sorte, qu’il soit constamment,
apte a répondre aux demandes des clients, des utilisateurs, des articles stockés. Bien gérer

un stock doit satisfaire, dans des conditions économiques, cette exigence".

1.2.1 Les avantages d’un stock

Un stock permet de [27] :
— Parer aux aléas de la consommation.
— Assurer la consommation réguliére d’un produit bien que sa production ne ’est pas.
— Des stocks peuvent étre aussi constitués dans un but typiquement commercial :
e On achéte & bas prix pour ensuite revendre & la bourse.
e En achetant en grandes quantités, on bénéficie en général d’une réduction du prix

unitaire.

1.2.2 Les inconvénients d’un stock

Le stock n’a pas seulement des avantages, mais il posséde aussi des inconvénients, dont
on peut citer [27] :

— Le caractére périssable de certains produits.

— La pénurie et les cotits engendrés par I'entretien et la protection des stocks.

— L’insuffisance et I’encombrement des surfaces de stockage, ...etc.

1.3 Classification des stocks

I.3.1 Nécessité d’un classement

Une entreprise dans sa gestion n’accorde pas la méme priorité a chacun des articles.
Elle ne gére pas de la méme fagon les fournitures de bureau et les articles destinés a la
production. De méme, dans un ensemble de produits, la vis de diamétre 5 dont la valeur
est faible ne sera pas gérée de maniére identique au corps du produit dont la valeur est
trés importante. Donc il est nécessaire d’adopter une classification des produits selon deux

critéres [14] :
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— Critére de destination (fournitures de bureau, production, service aprés-vente) ;
— Critére de valeur (valeur cumulée des articles apparaissant dans les mouvements de

stocks ou valeur en stock).

1.3.2 Classement ABC

Il consiste a élaborer un classement des articles en fonction de leurs contributions aux
résultats de ’entreprise et cela en suivant la proportion représentée dans la valeur totale
de la consommation des stocks. Les stocks sont répartis en trois catégories :

— La catégorie A : 10% des articles consommés représentent 75% de la valeur totale

des stocks.

— La catégorie B : 40% des articles consommeés représentent 20% de la valeur totale

des stocks.

— La catégorie C : 50% des articles consommeés représentent 5% de la valeur totale des

stocks.
Lorsque on utilise ce classement, on applique des méthodes d’analyse et de control rigou-
reuses aux articles de catégorie A, des méthodes souples pour ceux la catégorie B et des

choix raisonnés pour les articles classés en C.

Pourcentage
du cofit
cumulé (%)
A
100
90
80 4 Courbe
70 de Pareto
60
50
40
30| A B C
20
Pourcentage
101 du nombre
0 : : : : : : : : » d'articles (%}
0 10 20 30 40 50 60 70 80 Q0 100

FIGURE [.1: Analyse ABC.
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I.4 Types de stock

1.4.1 Stock de sécurité

Il est destiné a pallier au risque dii au caractére aléatoire de ’approvisionnement et
de la demande. Il permet de faire face aux augmentations imprévues de la demande et
aux fluctuations des délais de production et de livraison. Il est aussi appelé stock de

protection|15].

I.4.2 Stock moyen

Le stock moyen correspond a la moyenne entre le stock initial et le stock final.

(Quantité commandée + stock de sécurité)
2

Stock moyen =

1.4.3 Stock d’alerte

Supérieur au stock de sécurité, le seuil d’alerte déclenche le processus de commande.
Il est calculé pour couvrir la consommation d’articles entre le moment ot ’on constate le

besoin de réapprovisionner jusqu’a la mise a la disposition de la nouvelle livraison.

1.5 La fonction des stocks

— Economie d’échelle : Le premier motif est lié a 'idée d’économie d’échelle, dés
que le nombre de commande est réduit. En effet, on remarque 'existence d’un coft
entrainé par le lancement d’'une commande et qui ne dépend pas de la quantité
commandée. Le fait de commander des quantités plus importantes (qui seront sto-
ckées) permet de réduire le nombre de commandes et induit naturellement, la baisse
des charges dues a la passation de commandes. De plus, en achetant des quantités
plus importantes, ’entreprise peut bénéficier d’escomptes sur quantité. Les remises
peuvent étre intéressantes et importantes par rapport au cotit du stockage.

— Spéculation : Si 'on peut prévoir les hausses (ou les baisses) des prix, 'entreprise
a tout intérét a constituer des stocks. Ainsi, elle peut éviter d’acheter plus tard a un
prix plus élevé. Les produits stockés peuvent aussi étre vendus a des prix supérieurs.
Dans certaines situations, les stocks peuvent étre utilisés pour influencer les prix.

— Indépendance des activités : A l'intérieur de I'entreprise, une activité doit dis-

poser des produits dont elle a besoin d’'une maniére instantanée. Par contre, 'en-
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treprise acquiert ces produits aupres de ses fournisseurs dans des délais qui peuvent
étre beaucoup plus longs. La constitution des stocks permet de garantir la continuité
des activités et permet a ’entreprise de produire & un rythme stable.

La présence de stocks intermédiaires dans une chaine de production réduit le risque
d’arrét de la production en cas de panne de 'une des machines.

De l'autre coté, un niveau faible des stocks augmente le risque de rupture et peut
provoquer l'arrét de production. La non satisfaction de la demande du client peut
avoir des conséquences négatives (perte de la confiance du client) en plus du manque
a gagner.

— Parer aux fluctuations de la demande et pallier aux longs délais de livrai-
son : Les stocks peuvent servir aussi, pour parer aux fluctuations de la demande des
clients (elle peut étre plus importante que prévu), et pour pallier aux longs délais
de livraison (des retards peuvent se produire). Le stock agit donc contre leffet de

l'incertitude.

1.6 Eléments de la gestion des stocks

Depuis le modéle de Harris, des milliers d’articles sont apparus dans le domaine des
sciences de gestion et de la Recherche Opérationnelle. On peut se demander pourquoi une
telle attention a été donnée aux modeles de gestion des stocks. L’explication est simple-
ment, qu’en pratique, on rencontre plusieurs situations différentes et chacune nécessite une
analyse sur mesure [9]. Par exemple, les modéles peuvent différer par rapport aux aspects
suivants : nombre de locations et échelons, nombre de produits, processus de la demande,
structure des cofits, exigences et mesures de service, possibles moments de commande,
traitement des ruptures, délai de livraison des commandes,...etc.

Examinons les éléments constituant ces modéles [30] :

— Structure de stockage (mono-echelon, multi-echelon) : C’est la maniére dont
les magasins de stockage sont organisés. Une structure est a un seul échelon si le
méme magasin regoit le produit du fournisseur et le délivre aux utilisateurs. A 1'op-
posé, dans une structure multi-échelons, un magasin, souvent appelé magasin central
(ou encore dépot), regoit le produit du fournisseur et le transfére vers d’autres ma-
gasins, qui, eux-mémes, peuvent servir d’autres magasins et ce, jusqu’aux magasins
qui fournissent directement aux utilisateurs (appelés souvent détaillants).

— Horizon de la planification (une période, plusieurs périodes, horizon in-
fini) : C’est la durée de temps sur laquelle le niveau du stock est controlé.

— Article (mono-article, multi-articles) : Le terme article désigne ’ensemble d’un
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produit. La gestion des stocks peut concerner un ou plusieurs produits différents et
il peut y avoir des interactions entre eux. Certains produits doivent étre stockés
sous des conditions controlées (humidité, température, ...), d’autres sont périssables
ou sujets a l'obsolescence et il est naturel qu’ils doivent étre gérés d’'une maniére
différente.

— Politique de controle (périodique, continue) : On distingue deux types de
revue :

e Les systémes a revue continue : Ce sont des systémes ou toutes les transactions
pertinentes (demandes, commandes, réceptions des commandes,...) sont enregistrées
aussitot qu’elles prennent place, de sorte que le gestionnaire connait 1’état du sys-
téme a tout moment dans le temps.

Il va de soit que 'implantation d’un systéme de ce genre est trés cotiteuse. Toutefois,
une fois installés, ces systémes sont "généralement" les plus avantageux.

e Les systémes a revue périodique : Dans ce cas, I’état du systéme est examiné seule-
ment a certains points discrets dans le temps. Le gestionnaire peut donc controler
ces systémes aux points de revue seulement. Ces systémes ont l’avantage, en plus
d’étre moins cotliteux, de pouvoir rassembler les commandes de plusieurs produits en
une seule commande, en choisissant la méme période pour tous les produits. Mais,
il a 'inconvénient de nécessiter un niveau de sécurité plus élevé.

— La demande (déterministe, aléatoire/stationnaire, dynamique) : Diverses
hypothéses peuvent également étre posées concernant les caractéristiques de la de-
mande. La plus simple, est de considérer la demande connue (déterministe) et
constante dans le temps. C’est I’hypothése du modéle classique de la quantité éco-
nomique de commande (EOQ) (Economic Order Quantity). Cependant, cette hy-
pothése est en général peu réaliste. Il convient donc de considérer des demandes
déterministes variables, des demandes aléatoires connues en probabilité et des de-
mandes inconnues. La demande peut étre également stationnaire ou dynamique,
discréte ou continue. Nous nous intéressons au cas stochastique et 1'on distingue
deux cas :

e Demande stationnaire : Dans ce cas, le processus stochastique qui représente la
demande est stationnaire, et les variables aléatoires représentant la demande totale
durant une certaine période sont indépendantes et identiquement distribuées.

e Demande non-stationnaire : Dans ce cas, les variables aléatoires représentant la
demande totale durant une certaine période ne sont pas identiquement distribuées,
et le processus stochastique représentant la demande n’est pas stationnaire. On

distingue, le cas d’'une demande modulée Markov, ou simplement, demande Marko-
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vienne, i.e, une demande dont la distribution dans la période ¢ ne dépend que de
la chaine Markovienne associée au systéme dans la méme période. Soit I, ’état du
systéme & la période ¢. La distribution de la variable aléatoire &, représentant la

demande durant la période ¢, est donnée conditionnellement a I; :

du(z) = P(&, < /I, = iy)

— Délai de livraison (nul, fixe, aléatoire) : C’est le temps entre le moment du
lancement d’une commande et le moment de sa réception. La maniére de prendre
en compte ce délai de livraison a une grande influence sur la complexité du modéle.

— Réaction aux ruptures (Perte, report) : Lorsque le niveau du stock n’est pas
suffisant pour satisfaire une demande qui arrive, le client peut choisir entre :

e Attendre le prochain réapprovisionnement.
e Annuler sa demande.
Il existe également des modéles avec une mixtures de ces deux hypothéses.

— Capacité de stockage (finie, infinie, aléatoire) : Dans certaines situations
pratiques, la quantité que peut acquérir le gestionnaire suite & une commande est
limitée ou méme aléatoire. Cette limitation peut étre liée a la capacité de stockage
ou de la chaine de production, mais aussi & d’autres considérations (capacité du
fournisseur, par exemple). Autres situations : le prix comme variable de décision,
escomptes sur quantité, concurrence entre entreprises, incertitude sur la réception
des commandes, plusieurs fournisseurs, fluctuations aléatoires de ’environnement,
fournisseurs non fiables, ...

— Coits : Trois types de cofits sont généralement pris (plus ou moins) explicitement
en compte. Dans la plupart des modéles classiques, ces cotits sont considérés comme
des paramétres fixes.

o Cotits de commande : Ce sont des cotits encourus a chaque lancement de commande
et qui incluent les cotits administratifs, cotits d’inspection du stock, tests, transport...
Ces cotits peuvent étre divisés en deux parties : ceux qui ne dépendent pas de la
quantité commandée et ceux qui en dépendent. Les premiers sont regroupés en un
coit fixe appelé coiit de lancement (ou cott fixe de commande). Les autres sont
fonction de la quantité commandée.

o Cotits de maintien : Ce sont le résultat direct du maintien d’une quantité donnée
d’articles en stock et incluent : taxes, assurance, cotits d’immobilisation du capital,
cotits d’obsolescence, cotits de fonctionnement (éclairage, chauffage, ...),...

o Cotits de rupture (pénuries) : Ce sont des cotits liés a ’absence de produits en cas de

demande. Ils sont généralement trés difficiles & estimer. En cas de ventes perdues,
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le colit de pénurie peut étre assimilé au manque a gagner correspondant & une
commande. Il correspond souvent a une dépense supplémentaire pour approvisionner
exceptionnellement I’article manquant. Parfois, le cotit de pénurie est parfaitement
connu; il figure dans certains contrats sous forme d’astreintes.

— Mesures de service : Les cotits énumérés sont trés difficiles a estimer (en par-
ticulier, pour les cotts de pénuries). Pour cette raison, le risque de rupture est
fréquemment modélisé a travers une contrainte de maintien d’un niveau de service
prédéterminé. Les trois mesures de service suivantes sont les plus utilisées :

o Pl-mesure (ou mesure de non-rupture) : Représentant la proportion de cycles dans
lesquels aucune rupture n’est enregistrée. Un cycle est l'intervalle de temps entre la
réception de deux commandes consécutives.

La Pl-mesure vaut :
Nbre cycles sans rupture

Nbre total cycles

o P2-mesure (ou mesure de taux de remplissage) : Qui est la proportion de demandes

satisfaites directement du stock en main, et elle vaut :

Nbre articles servis du stock

Nbre articles demandés

o P3-mesure (ou mesure de taux de disponibilité) : Qui correspond a la proportion

de temps ou le niveau du stock est positif. On la retrouve par :

Temps/ stock >0
Temps '

Dans le cas ot les cotits de pénuries peuvent étre déterminés, on peut utiliser I'ap-
proche cotit. Dans cette approche, on essaye de trouver la régle de controle optimale
par minimisation de la moyenne du cotit total (somme des cotits). Si par contre, les
colits de pénuries ne peuvent pas étre déterminés, ce qui est souvent le cas, on essaye
de trouver la régle de controle optimale en minimisant les cotits de commande et de
possession sous contrainte de niveau de service. C’est ce qu’on appelle 'approche

niveau de service.

I.7 Les modéles déterministes de la gestion des stocks

Il existe deux types de modéles, les modeles déterministes et les modeéles stochastiques.
Le modéle faisant I'objet de ce mémoire est stochastique, c’est pour cela que dans cette

section, nous donnerons simplement un bref apercu sur les modéles déterministes, puis
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nous détaillons les modéles stochastiques au prochain chapitre.
Les modeéles déterministes sont des systémes de gestion de stock dans lesquels les

¢léments sont supposés non soumis au hasard [32].

1.7.1 Modéle de Wilson :

C’est le premier modéle de gestion des stocks (développé par Harris en 1913), connu
aussi sous le nom du modéle de la quantité économique de commande (EOQ). Il existe
deux types de ce modéle, modéle de Wilson avec demande aléatoire et celui avec pénurie.
Les hypothéses de ce modéle sont :

— La demande est connue et est constante & un taux de A éléments par unité de temps.

— Il n’existe pas de rupture de stock.

— Les éléments sont livrés instantanément aprés leur commande.

L’objectif est de déterminer les moments de commande (donc la longueur des périodes)
et les quantités a commander de maniére a minimiser le colt total qui est la somme des
colits suivants :

— Un cott fixe de commande (ou de mise en place) K (pour chaque commande lancée).

— Un cotiit de commande proportionnel de ¢ par élément commandé.

— Un cotit de maintien en stock de h par élément maintenu en stock par unité de

temps.

Quantité

Temps

FIGURE 1.2: Variations du stock dans le modeéle EOQ.

Le cotit moyen G(Q) est défini comme suit :

G(Q) = Oc + Ch
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Ou : C, est le colit de mise en place ou de commande et (Y, le colit du maintien du
stock.

Pour un cycle de durée T, le colit moyen de commande sera :

K+cxQ
Co=—n-—
T
Le cotit moyen de maintien en stock :
h*Q
Cnp= 5

Q
5 -

qui est le cotit du maintien du stock moyen
Par ailleurs, nous avons & satisfaire une demande de A articles par unité de temps.
Alors :
Q

A= —.
T

Ce qui donne :

:K+C*Q+h*Q:K—I—c*Q+h*Q'

Q=" d 2 d
d’ou X ho
GQ) = — + A+ —.

0 2
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Co it

Cout
Minimum

F1GURE 1.3: Fonctions des cofits.

La quantité optimale QQ* est celle qui minimise le coiit moyen. Il faut alors que la
dérivée premiére de G(Q) soit égale a zéro et que sa dérivée seconde soit supérieure a

7€ro, ainsi :

. KX h
G(Q) = D)
. 2K\
G//(Q) = Qg > O
On aura 'optimum lorsque G(Q) = 0, alors :
2K
V=V

qui est 1'équation classique de la quantité économique de commande [30].

1.7.2 Modéle de Wilson avec demande aléatoire :

C’est le cas ou la demande reste constante dans la méme période, mais varie d’une
sous-période a une autre. Ce cas est souvent rencontré dans le réapprovisionnement par

contrat.
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Soient :

0 : Période de gestion divisée en sous-périodes.

T : Longueur d'une sous-période.

~ : Quantité demandée durant une sous-période, pouvant augmenter de maniére & provo-
quer une rupture de stock.

0, : La partie de # durant laquelle les demandes sont satisfaites.

05 : La partie de # ot on est en rupture de stock.

C, : Cotit de rupture.

L’expression du cotit total est en fonction de v et #, le minimum est atteint pour :

. [aa.c,+c,
T\ e, o,

Et :
20C,
Q= \/ C fracC,Cp, + Cs.
Si on désigne le taux de pénurie par p avec : p = Cpi”cs

On déduit la formule de cotit de gestion :

K(Q") = TV2\C.Cup,

| 2C,
0" = =
ACsp

I.7.3 Modéle de Wilson avec pénurie

Ce modéle est utilisé quand on est souvent confronté a des ruptures de stock, ce qui
fait que la demande varie d’une sous-période & une autre.
Soient :
0 : Période de gestion divisée en sous-périodes.
T : Longueur d’une sous-période.
s : Le niveau maximal de stock.
T: : La durée dans chaque période T" dans laquelle la demande est satisfaite.
Ty : La période de T" durant laquelle il y a rupture de stock.
q : Le nombre total de demandes durant la sous période T'.
@ : Demande totale pour une période de gestion.
Les variables du modéle :

C. : Coiit de lancement d’une commande.
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C, : Cott de possession d’une unité de stock.

C, : Cotit de pénurie par unité non livrée et par unité de temps.

L’objectif de ce modéle est de déterminer :

— La quantité économique * & commander pour chaque sous-période T'.

— Le stock au début de période.

— La période économique R*.

— Cot global minimal de gestion C'(Q*) pendant la période de gestion 6.
A la fin de chaque sous-période T', on lance une commande de quantité g destinée, d’une
part, & livrer la demande S” = (¢ — s) qui n’a pas pu étre livrée pendant T, et d’autre
part, a reconstituer le stock S.

Remarque :

Coiit global de gestion = Cott global de stockage + Coiit global de lancement de

commandes + Cotit global de pénurie.

La période économique est :

1 [2xCe %0
A

*

Le cotit global minimal de gestion durant une période 6 est :

C(Q") = /pV/2* Q0% CyxC.

1.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons donné quelques notions générales sur la gestion des stocks.
Dans ce qui suit nous parlerons des modéles stochastiques de la gestion des stocks, tout

en détaillant le modele (s, .S) a revue continue.



Chapitre

Modéles stochastiques de la gestion des stocks

La recherche sur les modéles stochastiques de la gestion des stocks a commencé aprés
la deuxiéme guerre mondiale. Dans ces modéles, la demande est un processus stochastique,
son but est d’atteindre un niveau de service donné, en minimisant les cotits de stockage.
Il existe deux variables de décision, a savoir la quantité & commander et le moment de
lancement de la commande [16].

Dans ce chapitre, nous allons décrire les modéles stochastiques de la gestion des stocks
tout en détaillant, en particulier, le modéle a revue continue (s,.5), sur lequel s’articule

notre mémoire.

II.1 Les processus de stocks

Pour décrire le comportement du systéme de gestion des stocks, on considére un pro-
cessus stochastique de demande D = {£(t),t € T'}, ou lespace d’états peut étre [0,00) ou
N. La variable aléatoire £(t) représente la demande totale jusqu’au moment t. Le processus
de la demande est composé de deux éléments suivants : Le nombre de clients qui arrivent
dans une période donnée et le nombre d’articles demandés par chaque client. Chacun de

ces deux éléments peut étre aléatoire. Ainsi, on peut écrire le processus de la demande :
£(t)=Di+ D+ ...+ Dy (IL.1)

ot N(t) est un processus aléatoire représentant le nombre de client.
Par définition, le processus D de la demande est croissant et pour 7' = [0, 00), il est
supposé que ce processus est cadlag. (Voir Annexe)

Dans le cas ou l'espace d’états est [0, 00), I’élément est dit indivisible, et dans le cas

ou l'espace d’états est IN, I’'élément est dit divisible. On suppose que les clients arrivent
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suivant un certain processus de renouvellement N = {N(¢),t > 0} avec des temps d’inter-
arrivées T;, i € N*, indépendants et identiquement distribués. La quantité demandée

¢ client est une variable aléatoire D;. On suppose que les variables aléatoires

par le n®™
D;, i € N*, sont indépendantes et identiquement distribuées, de fonction de répartition
commune Fpg = P(D; < d) satisfaisant Fp(0) = 0 et Fp(oo) = 1. On dira alors que
la demande est un processus de renouvellement composé. Dans le cas particulier ou les
clients arrivent suivant un processus poissonnien, la demande sera un processus de poisson

composé ayant les propriétés suivantes :
E(& (1)) = ME(D,)

V(&(t)) = ME(D])

Il est également supposé que les demandes individuelles D;, ¢ € N*, sont indépendantes
du processus N (t) des arrivées des clients.

De plus, pour définir les cotits associés a un modéle de gestion des stocks avec une certaine
régle de controle, on a besoin d’introduire les différents processus suivants définis sur le
méme espace d’états que le processus de demande. On considére d’abord le processus
Z ={Z(t),t € T}, donné par

Z(t) = {Nombre d’article en stock a I'instant ¢}

qui est le processus du stock physique ou du stock en main. On 'appelle également ni-

veau du stock. Comme le processus de la demande est cadlag, ce processus est aussi cadlag.

Il peut arriver que la quantité demandée par un client ne soit pas disponible en stock.
Comme on 'a déja vu, deux possibilités sont considérées. Dans notre analyse on suppose

que

Hypothése 11.1. Les demandes arrivant lorsque le niveau du stock est nul peuvent étre

satisfaites plus tard, au moment ot une commande est regue.

Cela veut dire que les commandes ne seront jamais ignorées et qu’aucune vente n’est
perdue. Les modéles avec cette hypothése sont dits "modéles avec arriérés de commandes".

On définit maintenant le processus B = {B(t),t € T'}, donné par
B(t) = {Nombre d’article en attente & 'instant ¢}

En utilisant les deux processus stochastiques, on obtient la définition du processus du
niveau net du stock N' = {N(¢),t € T} donnée par
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Pour tout t € T'. Ce processus peut décrire complétement le systéme. Toutes les expres-
sions des cofits et des mesures de service peuvent étre écrites en fonction de N uniquement.
Pour simplifier I’analyse, on a besoin d’introduire un autre processus stochastique. Avant

cela, on suppose que

Hypothése 11.2. Une commande lancée a un moment "t” donné arrive aprés un temps

L, ou L est une constante connue.

Cela veut dire que dans notre analyse, on ne considére que les modéles a délai de

livraison déterministe. On suppose également que

Hypothése 11.3. Au moment de chaque commande, un coit five K est encouru. Ce cott

est indépendant de la taille de la commande et il est appelé "cott fixe de commande”.
Considérons maintenant le processus O = {O(t),t > 0}, donné par
O = { Nombre d’articles commandés et non encore regus a l'instant ¢}

Il est maintenant possible de définir le processus de la position du stock P = {P(t),t > 0}

écrivant,
P(t) =N(t) + O(t)

L’analyse du systéme peut étre réduite a l'analyse du processus de la position du stock.
En effet, Sahin [33, 34] a montré la relation ci-aprés entre le processus N du niveau net

du stock et le processus P de la position du stock.

Théoréme I1.1. [33] Sous les hypothéses (11.1) et (I1.2) et si le processus D de la demande

est cadlag alors
N+ L)=P(t)— (&t +L)—&(t)), P — presuge surement (I1.2)

pour tout t > 0.
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Position du stock
Pt) = N(t) + O(t)

N(t)

Lancement
de commande

Reception de
la commande

FI1GURE II.1: Les différents processus du stock.

II.2 Les politiques de commande

Il existe deux types [30] :

1. Revue continue : Elle se fait selon 'une des politiques suivantes :

e Politique (s, S). Quand le niveau du stock est inférieur ou égal a s, une commande

est immeédiatement placée. La quantité commandée est telle que le niveau du stock

devient S.

e Politique (S, 5). C’est un cas particulier de la politique (s,S5) (s = S). Suivant

cette politique, chaque demande d’articles par les clients entraine le lancement d’une

commande. Elle est utilisée essentiellement dans les systémes de gestion des stocks

d’éléments réparables (éléments chers a faible demande).

e Politique (s,n@Q)). Lorsque le niveau des stocks = chute au dessous du niveau s

(point de commande), une commande de n(@) articles est lancée o, @) est la quantité

de commande de base et n est le plus petit entier vérifiant = + nQ) > s.

2. Revue périodique : Elle se fait selon I'une des politiques suivantes :

e Politique (R,s,S). Cette politique est équivalente a la politique (s,S) pour les

systémes a revue continue. Le systéme est examiné chaque R unités de temps, et si

la quantité en stock est inférieure ou égale a s, on commande suffisamment d’articles

pour atteindre le niveau S.
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e Politique (R, S). Suivant cette politique, le systéme est examiné chaque R unités
de temps et une commande est lancée pour atteindre le niveau S. Notons qu’il s’agit
d’un cas particulier de la politique (R, s, S), avec s = S.

e Politique (R, s,n@Q). C’est I'équivalent de la politique (s,n@Q) pour les systémes a
revue continue. Le systéme est examiné chaque R unités de temps et les commandes
sont lancées aux moments de la revue si la quantité en stock est inférieure ou égale
a s.

Il existe plusieurs variantes de ces politiques de commande. Toutefois, elles sont

rarement utilisées en pratique.

II.3 Systémes a revue continue

Supposons que le processus de la demande D est un processus de renouvellement
composé a taux d’arrivées A > 0 et que les variables aléatoires D,,, n € N*, représentant
les demandes individuelles des clients sont indépendantes et identiquement distribuées,
avec une fonction de répartition commune Fp, satisfaisant Fp(0) = 0 et E(D;) < oo. Le

processus D de la demande est alors donné par,

N(t)
g(t) = ZDTH DO - Oa
n=0

ou N ={N(t), t >0} est le processus d’arrivée des clients. Les inter-arrivées des clients
forment un processus {7T,,, n € N*}. Notons que les moments d’arrivées des clients sont
donnés par o, =T1 + ...+ T,, n €N, (o9 =0) et le processus stochastique de comptage
{N(t), t> 0} est donné par,

Nt =) o,<ny-
n=0

Notons que les inter-arrivées 7T,,, n € N*, sont des variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées et que leur fonction de répartition commune Fr satisfait
Fr(0) =0et E(T7) = A™! < 0o. Supposons également, que les demandes individuelles des
clients D,,, n € N* sont indépendantes du processus N d’arrivée et que la fonction de

colits f utilisée vérifie
T
B([ S (5)ds) < oc,
0

pour tout 7' > 0.
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I1.3.1 Le modéle (s,S) classique

Suivant cette politique, la position du stock est inspectée continiment dans le temps.
Une commande est lancée si la position du stock, au moment d’arrivée d’un client, est
inférieure ou égale au point de commande s < S. La taille de la commande est telle que
la position du stock sera remise au niveau S (figure I1.2). Les variables s et S sont des
variables de décision qui doivent étre choisies d’une maniére optimale suivant la structure

de la fonction de colts considérée.

*

-
e

FIGURE I1.2: Le modéle (s, .5).

On veut montrer que le processus stochastique

X ={(P@),&(t+ L) = &), t = 0}

est un processus régénératif pur (voir Annexe), avec comme points de régénération la

séquence o,,n € N, donnée par

n
Op = E Ti, 00 = 0,
t=1

et on doit donc déterminer une distribution initiale

F(di,dp) = P(P(0) < dy,&(L) < da), (1L.3)
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pour laquelle la relation
F(dl, dg) = P(P(O’n) < dl,ﬁ(an + L) — f(O'n) < dg), (114)

soit vérifiée pour tout n € N. Le moment aléatoire o,, dénote le moment d’arrivée du n™*
client et &(o, 4+ L) — &(0,) représente la demande totale durant Uintervalle [o,,, 0, + L]. On
obtient en vertu des hypothéses que la variable aléatoire {(o,,+ L) —£(0,,) est indépendante
de {£(t),t < 0,} et de méme distribution que £(L). De plus, la variable aléatoire P(o,,) est
complétement déterminée par sa valeur initiale & ¢ = 0 et par la réalisation du processus
de la demande {£(t),t < 0, } et cela veut dire que &(o, + L) — £(0,,) est indépendante de
P(0,). On peut écrire,

P(P(O’n) < d1,§<0'n + L) — f(O’n) < dg) = P(P(O}J < dl)P(§<L) < dg), (115)

pour tout n € N. Et par suite, on cherche une distribution invariante du processus stochas-
tique {P(0,),n € N}. Pour ce faire, considérons le processus stochastique V = {V,,,n €
N}, donné par

Vo=8—"P(on)

Par définition de la régle de controle, on a

Vn—i—l = (Vn + Dn+1)H{Vn+Dn+1<st}7 (II6)

ot D, 41 dénote la demande du (n+1)™¢ client. Par hypothése, la variable aléatoire D,
est indépendante de V,, et comme les variables aléatoires D,,,n € N*, sont indépendantes
et identiquement distribuées, il s’en suit que V' est une chaine de Markov. Le théoréme

suivant donne la distribution invariante de la chaine de Markon V.

Théoréme 11.2. [30] La distribution invariante de la chaine de Markov'V = {V,,n € N},

donnée par la relation (11.5) est de la forme

1+ H(v)

=" << 55—
T HE -5 S8

Finy (U)

ou H =Y F& estla fonction de renouvellement associée a la fonction de répartition Fp
n=1
de la variable aléatoire Dy .

On a ensuite le résultat suivant :
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Théoréme I1.3. [17, 9] Pour tout modéle (s,S) avec comme processus de demande un
processus de renouvellement composé, et si les hypothéses (I1.1) et (I1.2) sont vérifiées,

alors le processus stochastique
X = (P(),&(t+ L) = &(t),t = 0)
ayant la distribution initiale
P(P(0) <dy,D(L) <dy) = P(S— Vg <di)P(D(L) < dy)

avec Veq la variable aléatoire distribuée suivant la distribution

1+ H(v)

Pl = s =)

O0<v<S—s

et Veq indépendante du processus D de la demande, est un processus régénératif pur avec

n

comme points de régénération la séquence o, = > Ty,n € N* 0y = 0, contenant le sous
t=1

ensemble de points de lancement des commandes.

En utilisant la relation (/1.2), on peut écrire
N(t+1L) = P(t) = (E(t+ L) —&(1) = 5 = Vog = £(t+ L), P—ps,  (IL7)

pour tout 0 <t < oy =1Ti, ou 4 signifie ’égalité en distribution .

Il est maintenant possible de déterminer le cotit moyen associé a la politique (s, S). Posons

&i(t) = &(t) + Veg.

Théoréme I1.4. [17, 9] Si le processus de demande est un processus de renouvellement

composé, sous les conditions du théoréeme (11.3) , le coit moyen ®(s,S) est donné par :
T
AKP(Dy +6,(0) > S — 5) + AE(/ F(S —&(t + L)dr).
0
Cette expression peut étre simplifiée pour un processus de demande Poisson composé.

Théoréme I1.5. [17, 9] Si le processus de demande est un processus de Poisson composé,

sous les conditions du théoréeme (11.3), le coat moyen ®(s,S) de la politique (s,S) pour
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une fonction de codt f non négative et coit de commande K > 0, est donné par
AKP(Dy +61(0) =2 5 = s) + E(f(S — &i(L))).

Le nombre moyen de demandes mises en attente par unité de temps, le niveau moyen
du stock physique par unité de temps et la Ps-mesure de service pour le modeéle (s,.S)

sont données par :

Théoréme 11.6. [17, 9] Si le Processus de demande est un processus de renouvellement
composé, sous les conditions du théoreme (I11.3), le nombre moyen Bi(s,S) de demandes

mises en attente par unité de temps est donné par

Bi(s,S) = AE (/ maz{&(t+ L) — S, o}dt).

Le niveau moyen Bs(s,S) du stock physique est donné par

Bal(s,S) = AE(/lmax{S &+ L), O}dt).

T
La proportion du de temps P3(s,S) = AE(I H{S—fl(t+L)>0}dt)
0

Notons que d’autres expressions de cotits et de mesures de service peuvent étre obte-
nues, comme celles données par le théoréme (I1.7).

Théoréme I1.7. [17, 9] Si le processus de demande est un processus de renouvellement
composé, sous les conditions du théoréeme (11.3), le nombre de moyen Bs(s,S) de rupture

est donné par
Bs(s,5) = A(P(&(L) < 5) = P(&(L) + Dy < 5)).

La mesure de non rupture Pi(s,S) est donnée par
Pi(s,8) =1—P((L) + Veg <5) + P(E(L) + D1 + Veg < 9).
Le nombre moyen By(s, S) d’unités en rupture est donné par

By(s,5) = ME(&) + E(max(S — &(L) — D1,0)) — E(maz(S — &(L),0)).
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Le taux de remplissage du stock Ps(s,S) (Py-mesure de service) est donné par

E(maz(S — &(L),0)) — E(maz(S — & (L) — D4,0))
E(D)

P2<S7 S) =

I1.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons donné un bref apercu sur les modéles stochastiques de
la gestion des stocks, en détaillant le modéle (s,S). Dans ce qui suit, nous parlerons
de I'approche du développement en série et son application au modéle considéré, afin
de prévoir la valeur approchée de ses caractéristiques en cas de déviation de certains

parameétres, a savoir par exemple celui lié au processus de la demande.



Chapitre

Méthodes d’analyse dans les modeéles

stochastiques

Dans ce chapitre, nous présentons les différentes méthodes de résolution des problémes
de gestion des stocks, puis nous résumons le résultat d’application de la méthode du

développement en série pour les chaines de Markov a espace d’état fini.

III.1 Les méthodes de résolution

Il en existe plusieurs, selon qu’elles soient exactes, itératives, ou encore approchées.

I11.1.1 Les méthodes exactes

Elles fournissent la solution exacte aprés un nombre fini d’opérations arithmétiques.
L’idée de ces méthodes est de transformer le systéme en un systéme ayant la méme solution

mais plus facile a résoudre (la méthode de Gauss-Jordan)[12].

I11.1.2 Les méthodes itératives

Ces méthodes consistent a déterminer successivement les termes d’une suite de solu-
tions approchées du probléme considéré. Lorsque ’application de 'une de ces méthodes
est justifiée, la suite ainsi formée converge vers la solution exacte du probléme. Le pre-
mier terme de la suite est choisi d’'une maniére arbitraire, puis chacun des termes suivants
est calculé a partir du terme précédent. Ces méthodes ont un large champs d’application,
dans le domaine des files d’attente, les méthodes de Gauss Seidel et Gradient conjugué ont

été déja appliquées au modeéle markovien avec arrivées par groupe dans [12], F. Aoudia a
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appliqué pour la premiére fois la méthode de Gradient Double Conjugué pour un systéme

complexe & source finie et a vacance de serveur [5].

I11.1.3 Les méthodes approximatives

— Meéthode des fonctions tests élaborée par V. V. Kalashnikov : Elle consiste
a construire une fonction test, permettant de comparer le comportement des mo-
deles (idéal et réel). Ceci nous conduit & estimer exactement les caractéristiques
du systéme réel. La difficulté majeure de cette méthode réside dans le choix de la
fonction test. Les premiers travaux concernant cette méthode ont été réalisés par
Kalashnikov et Tsitsiashvili [25].

— Méthode métrique (V. M Zolotarev) : Cette méthode, basée sur la théorie des
métriques de probabilité, considére le probléme de stabilité comme un des problémes
de continuité. Les résultats obtenus par cette méthode ont été synthétisés par S. T.
Rachev [31].

— Meéthode de convergence faible introduite par D. Stoyan : elle est basée
sur des outils de la théorie de la convergence faible. Cette méthode [37] s’applique
surtout aux processus markoviens homogénes.

— Méthode de renouvellement proposée par A. A.Borovkov [10] : Il s’agit
d’une approche permettant de prouver les théorémes de stabilité et d’ergodicité des
processus aléatoire décrivant le comportement d’une classe de modeéles stochastiques,
elle est basée sur la théorie d’événement de renouvellement qui apparaissent lors de
la description de ces modéles.

— Méthode de stabilité forte : élaborée au début des années 80 par D. Aissani
et N. V. Kartashov [4]. Les auteurs ont notamment étudié la propriété de stabilité
de la distribution stationnaire de la chaine de Markov récurrente au sens de Harris
dans des espaces de phase quelconques.Elle a été aussi appliquée aux modéles sto-
chastiques de la gestion des stocks, a titre d’exemple, I’étude faite par B. Rabta [30],
ou il a appliqué la théorie de stabilité forte a I’étude de la sensibilité des modéles
de gestion des stocks, un intérét particulier a été donné aux modéles de type (s, .S)
(& revue continue). Il a aussi montré la v-stabilité forte du modéle (R, s, S) (a re-
vue périodique), il a obtenu aussi des estimations de la déviation de la distribution
stationnaire du stock en main par rapport la perturbation de la loi de la demande
et le niveau de commande.

— Meéthode de stabilité absolue : Cette méthode consiste a utiliser les techniques
d’algébre linéaire et de calcul matriciel pour 'obtention des bornes sur la norme

| . |1 du vecteur stationnaire d'une chaine de Markov discréte, irréductible et finie.
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Les premiers résultats dans ce cadre ont été obtenu par Schweitzer en 1968 [36] puis
par Meyer en 1980 [29].

I. C. F. Ipsen et C. D. Meyer en 1994 [24] ont obtenu des bornes pour 'erreur relative
des probabilités stationnaires et ont montré que les éléments du vecteur stationnaire
réagissent d’'une maniére uniforme a la perturbation de la matrice de transition.
Cette méthode a été appliquée par B. Rabta aux modéles stochastiques de gestion
des stocks, en particulier le modeéle (R,s,S) [30], puis il a fait une comparaison avec
les résultats de la méthode de stabilité forte.

— Meéthode du développement en série proposée par B. Heidergott et A.
Hordijk : C’est une méthode assez récente, elle nous permet d’écrire, sous certaines
conditions, la distribution stationnaire du systéme perturbé sous forme d’une série,
qui dépend de la distribution stationnaire du systéme idéal, et d’une série qui dépend
de la perturbation de la matrice de transition du systéme idéal et de la matrice de
déviation du méme systéme. Différents résultats ont été élaborés dans ce contexte
[2, 3, 21, 22, 20, 5].

Dans ce mémoire, nous tentons d’appliquer la méthode du développement en série

pour le modéle stochastique de gestion des stocks (s, 5).

II11.2 Le Développement en série de Taylor

Cette méthode est applicable a tout les systémes qui peuvent étre décrit par une chaine
de Markov irréductible, apériodique et & espace d’états fini. L’étude du développement en
série de Taylor dans ’évaluation des performances des réseaux stochastiques a été intro-
duite pour la premiére fois par M. Zazanis [39] et par W.B. Gong et J.Q. Hu [18]. Puis
sont apparus les travaux de F. Baccelli et S. Hasenfuss [8] et H. Ayhan et F. Baccelli |7]
qui ont étudié le développement en série pour les réseaux stochastiques linéaires (max,
+). Le développement en série de Taylor pour la distribution stationnaire des chaines de
Markov & espace d’état fini a été élaboré par X-R. Cao [11]. Cependant, c’est B. Heider-
gott et A. Hordijk [20] qui ont ensuite appliqué le développement en série de Taylor pour
les chaines de Markov a espace d’états général. Récemment, les mémes auteurs ont étudié
le développement en série pour les chaines de Markov & espace d’états fini [22], puis pour
les processus de Markov a espace d’états dénombrable [21]. Ils ont également élaboré un
algorithme pour le calcul numérique de la distribution stationnaire. En 2011 K, Abbas,
B. Heidergott et D. Aissani |2, 1Jont présenté une nouvelle approche pour I'analyse des
perturbations des systémes de files d’attente. Ils ont développé les performances du sys-

téeme considéré a I’étude d’une série de Taylor par rapport a un paramétre d’intérét, ou
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ils ont fait usage d’un résultat fondamental sur une série pour les chaines de Markov [20].

L’utilité de cette nouvelle approche repose sur deux facteurs :

1. Convergence rapide de la série (un polynéme de Taylor d’ordre faible donne déja

une bonne approximation).

2. La capacité de calcul du terme du reste de la série de Taylor d’une maniére efficace
de telle sorte que l'ordre du polynéme de Taylor suffisant pour atteindre la précision
désirée de 'approximation peut étre décidé a priori.

Dans ce chapitre, nous résumons le résultat d’application de cette nouvelle approche

pour les chaines de Markov a espace d’état fini.

I11.2.1 Préliminaires et notations

Considérons une chaine de Markov X irréductible, apériodique & espace d’état fini
(E = {0,1,...,N}). Soit P = (p;;)ijer sa matrice de transition associée, et mp sa
distribution stationnaire unique. Notons par P® la dérivée d’ordre [ de P. La matrice

eme puissance de la matrice de transition P.

pP" = (p;fj)meg, représente la n
Supposons que la matrice de transition P soit perturbée en (Q = P + A, de sorte que
() soit la matrice de transition résultante d’une autre chaine de Markov X’ ayant une

distribution stationnaire .

I11.2.2 La matrice de déviation

Définition II1.1. /22] On appelle matrice de déviation de la chaine X ayant l'opérateur

de transition P, la matrice :
Dp =3, o(P" = 1lp),
lorsqu’elle existe.

Ou IIp est une matrice carrée de lignes égales a 7.
L’étude des propriétés et des conditions d’existence de cette matrice a fait I'objet de

plusieurs travaux (voir par exemple |26, 13]).

D’aprés Heidergott et al [21], la matrice de déviation Dp existe pour toute chaine de

Markov & espace d’état fini et apériodique.
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Théoréme IIL.1. [20] Soit X € © et soit ©Og C © un intervalle fermé contenant .

A condition que les paramétres de P soient n fois dérivables par rapport a X, il s’avére

que :
ﬂgf) =7mpKp(n)
. Avec : .
— (h)
Kx(n) = > h1|h2 R [ 1P Dp).
1<m<n =1
1<h;<n

hi+ho++hm=n

II1.2.3 La représentation en série de mg

La distribution stationnaire 7y peut s’écrire sous forme d’une série de Taylor comme

A" )
T‘—Q:ZHWP .

n=0

suit :

Ou Wg) désigne la dérivée d’ordre n de 7p.
En se basant sur ’equation ci-dessus, nous présentons la notation suivante :
Soit [ > 0, alors

iﬁ_ (n)
! M

n=0

est dite une approximation en série de degrés [ pour mg. Soit R(l, A), avec
R(l,A) =mg — H(l,A),
appelé le reste d’ordre [ de la série.
Un polynome de Taylor donne une approximation, et ’erreur induite par cette ap-

proximation peut étre exprimée par la forme du reste de Lagrange comme suit :

A
R(l, A) / x—w”ld:c (IIL.1)

0

D’un point de vue numérique, 1'expression (I71.1), est plutot inutile comme le montre le

théoreme (I11.1), il s’avére que :

WSH) =moKo(l+1)
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Ce qui implique que pour calculer le reste de 'approximation, nous devons connaitre
la valeur exacte de la quantité que nous voulons approximer.
Pour palier a ce probléme, nous proposons une forme alternative du reste.
L’idée principale est d’utiliser le développement de Taylor pour approximer 7'('8+1) et
le remplacer dans (//7.1) de la maniére suivante :
Soit :
m 5,”
_ l+1+n
GP(l7m76)_Zn‘ P )

n=0

le polynéme de Taylor d’ordre m de W?’l ;e

l+1 ~ Gp(l m (S)

Pour m suffisamment grand, on aura (en remplagant I'expression ci-dessus dans 1'équation

(II1.1))

A
l
Rp(l,A) %/%GA(l,m,x)dx
/
A L om 5
_ x_ _n I+14+n
_/ I an dz
0 n=0
A

& 1 I+1+n n
= Z WTF; ) [ trdy
= lln!

0

Xm: A1t (1)
Inl(I+1+n) "

Notons par :
Al+1+n

p{HEm), (111.2)

gp(l,m,A) = Zl‘n' (l+1+n) P

I’expression de ’approximation du reste.
Pour :|gp(l,m,A) — Rp(l, A)| petit pour m petit, nous utiliserons gp(I,m,A) dans
notre approche (série de Taylor) pour déterminer 'ordre du polynéme suffisant pour at-

teindre la précision de 'approximation désirée.
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I11.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons fait une synthése sur 'application de la méthode du
développement en série aux chaines de Markov & espace d’états fini. Le prochain chapitre

sera consacré pour 'application de cette méthode au modéle de stock de type (s,S).



Chapitre

Développement en série du modele

stochastique (s, S)

Dans ce chapitre nous allons appliquer la méthode du développement en série de Taylor

au modeéle & revue continue de gestion des stocks (s, .5).

IV.1 Modélisation

Considérons le modele (s, S) avec une demande suivant une loi de poisson composée.
Les clients arrivent suivant une loi de Poisson de paramétre A. Le nombre de clients arri-
vant durant une période 7" est alors une variable poissonnienne N (7).
eme

Le n client demande une quantité aléatoire D,,. Supposons que les D; sont indépen-

dantes et identiquement distribuées de loi commune :

d, = PDi=k) k=12, ..

D LR\

La demande totale durant une période de longueur 7" est alors :

Notons par ¢, I'instant d’arrivée du n®™¢ client.
Si aprés avoir servi le client, le niveau du stock est inférieur ou égal & s, une commande est
lancée de maniére a ramener le stock au niveau S, en satisfaisant la demande du client.

Supposons que le délai de livraison est nul.
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Notons par X,, et P, respectivement le niveau net et la position du stock juste apres
le départ du n®™ client (et éventuellement, le lancement d'une commande).

La position du stock P, aprés le départ du client (n + 1) est donnée par :

S si Pn - Dn+1 S S,
Pn—H:
Pn - Dn-‘rl si Pn — Dn+l > 8.

La variable aléatoire P,,; dépend uniquement de P, et D,.1, ou D, est indé-
pendante de n et de I'état du systéme. Les inter-arrivées sont exponentielles. Alors,
P = {P,,n > 0} est une chaine de Markov a valeurs dans £ = {s + 1, ..., S}.

Probabilités de transition :

Supposons qu’a la date o,, P, = i. Nous avons alors :

de Sij:S,S<i§S7
k=i—s
Pij=PPupr =j/Pn=0=9 4., sis<j<i<S,
. 0 sinon.

La matrice de transition de la chaine (P,) est alors donnée par :

s+1 s+2 ... S-1 S
s+1 0 0 0 1
s+ 2 dy 0 0 > dy
k=2
S—1|dg_ g9 dg_s_3 .. 0 > dy
k=S—s—1
S | ds—s—1 dg—s—2 ... d; > dg
k=S—s

Probabilités stationnaires :

La chaine de Markov (P,) est irréductible et apériodique. Elle admet une distribution

stationnaire unique 7 donnée par la solution du systéme :
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T P=m

S
Z 7Ti:1-

1=s+1

De plus, cette distribution stationnaire est indépendante de 1’état initial.

Comme le modéle (s, S) peut étre décrit par une chaine de Markov irréductible, apé-
riodique et & espace d’états fini £ = {s+1,..., S}, donc, on peut lui appliquer le méthode

du développement en série de Taylor, comme prévu.

IV.2 Application analytique

Nous allons maintenant effectuer une perturbation au niveau de la loi de la demande,
cette perturbation concernera le parameétre de la loi de la demande noté .
Cette perturbation "A" nous donnera une nouvelle chaine de Markov (P’,), de matrice

de transition () et de distribution stationnaire mg = my;a.

Nous cherchons & approximer 7 par un polynéme en A. Pour cela, nous ferons appel
a 'approche du développement en série de Taylor. Ce développement s’écrit sous la forme

suivante :

00 A" .
TA+A = Zﬁﬂg )

n=0

Ou 7r§”) correspond a la n®"¢ dérivée de ), par rapport a A.

Soit : l
A" )
Hy(l,A) = z% P
le [°™ ordre de I’approximation de Taylor de my,a en ), et soit :

R)\(l, A) = Tx+A — HA(Z, A)

le reste d’ordre [ du polynome.

Pour s +1 < k < S, di est n fois dérivable par rapport & A. Donc, les "n” premiéres
dérivées de P existent.
Soit PW, la dérivée d’ordre [ de P par rapport a A, on aura donc :

d®
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Ou, plus spécifiquement, la matrice PU (i, j) s’écrit :

s+1 s+ 2 .o S—=1 S
s+1 0 0 0 1
s+2 | &) 0 .. 0 S di(l)
k=2
S—1|dssoll) dsesl) .. 0 S d(l)
k=S—s—1
S ds_s1(1) dg_so(l) ... di(l) > di(l)
k=S—s

Ot : di(l) = Lidy, s+1<k<S.

On pose D,, la matrice de déviation définie par :

D)\ = Z(P)?\’L - H)\)?

n=0

Ou II, est une matrice carrée dont ses lignes sont égales a 71 . Soit

A
l
Ry(L,A) = / %ng;dx, (IV.1)
0

le reste de Lagrange. Comme c’est déja indiqué dans le troisiéme chapitre, pour atteindre

la précision de 'approximation désirée, nous utiliserons la formule suivante

Lm A) — . Alttin (1+1+n)
gp(l,m, )_Zol!n!(l-i-l—l—n)ﬂp :

IV.3 Application numérique

Nous allons maintenant illustrer I'application de la méthode du développement en série
sur un exemple numérique. Considérons le systéme de gestion des stocks de type (s,S) avec
une demande suivant une loi de Poisson. Nous allons effectuer plusieurs perturbation au
niveau du parameétre de la loi de la demande (A en N’ = A+ A), pour étudier la sensibilité

de notre modéle. Pour les paramétres du modéle, nous prenons les valeurs suivantes :
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EXAXRAXRAFRANANANAANARAAXAAXRARNARAARRAAS [ =g input_s EEEFEAT AR AAAAARTAR AT AAAEARAAAEALSR

introduire le niveau minimal du stock:
5=3

introduire le niveau maximal du stock:
S=E

introduire le taux:

lankxda=5

A T'aide d’un programme réalisé avec MATLAB, nous allons calculer la distribution
stationnaire du systéme perturbé en passant par les étapes suivantes :
1. Détermination de la matrices de transition, la matrice de déviation et le projecteur
stationnaire :

e La matrice de transition de la chaine (P,) est donnée par :

E A La matrice de transitinn AT AT AT A AT EAAAANNEENE T

P =
a n] 1.0000
0.0337 u] 0.28863
0.084z2 0.0337 0.8821

e La distribution stationnaire de la chaine (P,) est donnée par :

EEEXEXXERXAXTEAERAREREERRRERN | 5 distribution stationnaire FEFEEEEEXEXTRAXRNERAEAEAERSR

0.07&3 0.0301 0.8593&

e Le projecteur stationnaire de la chaine (P,) est donné par :
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E o o o o LE projecteur o o o o o o

pro =
0.07&e3 0.0301 0.8%93&
0.07&3 0.0301 0.8%3¢&
0.07&3 0.0301 0.8%93&

e La matrice de déviation du systéme (s, .S) est donnée par :

EEEERXEERKRRXRRRAARRRAAEE L3 matrice de déviation FFssr s s s Eccr AR ERERERRER

dewvi =
0.854& -0.0570 -0.797&
-0.1143 0.9420 -0.8277
-0.0&91 -0.02&9 0.0%&0

2. Détermination de la distribution stationnaire du systéme perturbé my, o (piprime) :

Nous avons fixé la perturbation & A = 0.01 et ¢ = 0.01, et nous avons obtenu :

FEREXTEFEXAFTXTRAENTEEEATAELEST [ 5 prEciSiDn désirée FEELTEREAAFFLET R AT A T A AR LR

epsilon=0.01

ERERTAXARARERXRKRRXXAXNXAXNXRXAXSS L3 pertUrbations Fremrm s r i A v AR AR AR AR AR AR

delta=0.01
* piprime=*

piprime =

0.0753 0.0zZ58 0.8545

3. L’erreur sur la distribution stationnaire || my — mxya || telle que

| ™ —maga |l= >0 | ™, — i, s | est donnée par :
i=s5+41
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wrEErErE AL T *La norme de la différence entre pi et piprimersFsrdsrsrrsss

ca =

0.0026

Et le reste de 'approximation vaut :

ﬁﬁXXXXK'K'K'K'KTTTTTH‘H‘XXXXXLE reste de ll approximatinn'ﬁ"ﬁ'wﬁ'w?wﬁﬁﬁﬁﬁﬁXﬁﬁﬁﬁ"ﬁ"ﬂ"ﬂ"ﬂ"ﬁ'

reste =

3.9991=-005

4. Maintenant nous varions la perturbation A. Le reste de ’approximation pour chaque

perturbation est donnée par le tableau suivant :

La perturbation(A) | Le reste de I'approximation(R(l, A))
0.01 3.9991 * 107°
0.02 1.6248 x 10~*
0.03 3.7124 % 10~
0.04 6.7005 % 10~
0.05 0.0011
0.06 0.0016
0.07 0.0021
0.08 0.0028
0.09 0.0036
0.1 0.0046

TABLE IV.1: La variation du reste de I’approximation en fonction de la perturbation.

e Les résultats du calcul du reste de I’'approximation en faisant varier la perturbation sont

présentés graphiquement par la figure suivante :
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FIGURE IV.1: Valeurs du reste de I'approximation en fonction de la perturbation.

Nous remarquons que la valeur du reste du développement augmente lorsque la valeur

de la perturbation augmente.

5. Maintenant, nous analysons la variation du reste, mais cette fois-ci, en fonction de

I'ordre de approximation. Les résultats sont présentés dans le tableau suivant :

e Les résultats du calcul du reste de 'approximation en faisant varier I’ordre du développe-

ment pour une perturbation donnée sont présentés graphiquement par la figure suivante :
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A | L'ordre [ | Le reste R(l,A)
1 0.0011
4198 x 107°
9.47 % 1077
1.499 x 1078
1.8197 % 10710
0.0046
3.57 1074
1.606 x 10~°
5.07 % 1077
1.23 %1078
0.011
0.0013
8.588 % 107°
4.059 x 10~
1.47 %1077

0.05

0.1

0.15

O W N O WN O WD

TABLE IV.2: Le reste de I'approximation en fonction de 'ordre de ’approximation.
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FI1GURE IV.2: Le reste de 'approximation en fonction de 'ordre de 'approximation.

Cette figure montre que la valeur du reste diminue, et tend vers 0 lorsque I'ordre de
I’approximation augmente. Nous remarquons aussi qu’un petit ordre suffit pour avoir une

bonne approximation.
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On peut aussi déduire a partir de cette figure que la valeur du reste est une fonction

croissante de la perturbation.

La connaissance du vecteur des probabilités stationnaires d’une chaine de Markov gou-
vernant un certain modeéle stochastique est nécessaire pour retrouver les caractéristiques

de ce dernier.

Dans le cadre de ce travail, aprés avoir déterminé la valeur de la distribution station-
naire de la chaine représentant la position du stock dans un modéle (s, S), nous nous
intéressons a la valeur du stock moyen. Ainsi, en se servant du développement de Taylor
déja retrouvé, on aura donc la valeur de cette caractéristique avant et aprés perturbation.

En effet, sachant que la valeur du stock moyen se calcule & partir de la formule suivante :
)? = 2{: S Ty
i=s+1

nous avons retrouvés les valeurs du stock moyen avant et aprés perturbation, et elles sont

donnée par :

EEXEXXRERERXRERARREERRRT* ] = stOoCck moyen du Systéme idéalW'RTXTW'RT'RTW'RT'RTW'R?XTW

smi =

5.8173

EEEXRXRAAERRRALAE R AL A, e grtock moyen du S?Stéme perturhé‘k********#****#****#

amp =

5.81%9&

L’erreur sur le stock moyen est donnée par :
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EEREEERRARARERRARARERRAL | arFeur SUr le Stock MOFERFrARrddsd AR A AR AR AR R AR AT H

ans =

0.0023

IV.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons prouvé 'applicabilité de la méthode du développement
en série de Taylor au modele (s,S), puis nous I'avons appliqué a ce méme modeéle. A
I’aide d’un programme écrit sous MATLAB, nous avons illustré cette application par un

exemple numérique qui nous a permis d’obtenir les résultats recherchés.



Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons appliqué pour la premiére fois la méthode du dévelop-
pement en série de Taylor pour les modéles de gestion des stocks, plus particuliérement
au modele de type (s,9).

Dans un premier temps, nous avons prouvé l'applicabilité de cette méthode au modéle
a revue continue (s,.S).

Dans un deuxiéme temps, nous avons illustré ’application de ’approche du dévelop-
pement en série de Taylor au modéle considéré par un exemple numérique, ott nous avons
calculé la distribution stationnaire du systéme perturbé, puis nous avons estimé l’erreur
entre la distribution obtenue (du systéme perturbé) et la distribution stationnaire du
systéme idéal, ainsi que le reste de 'approximation. Nous avons constaté que ’erreur cal-
culée est petite pour un ordre d’approximation petit, et que le reste de I'approximation
diminue lorsque l'ordre du développement augmente. De plus, nous avons constaté que
la valeur du reste est une fonction croissante de la perturbation. La détermination du
vecteur stationnaire nous a permis de calculer la valeur du stock moyen.

La méthode du développement en série est une méthode assez récente et il serait inté-
ressant d’effectuer une étude comparative entre cette méthode et la méthode de stabilité
forte faite par B.Rabta [30], s'il aurait illustré son application par un exemple numérique,
ou encore, refaire la méme étude que nous avons fait mais avec un délai de livraison non
nul. De plus, il est intéressant de prendre en considération la liaison entre la gestion des

stocks et la production.



Annexe

Cette annexe est organisé de la maniére suivante : Dans la premiére section, on com-
mence par donner la définition d’un processus cadlag. Dans la deuxiéme section, on don-

nera quelques définitions concernant les processus régénératifs.

Notation

Définition IV.1. Un processus X, défini sur l’espace fondamental (2, F, P), qui admet
T comme ensemble associé au temps et E comme espace d’états (on suppose que E est
muni d’une topologie. S’il est fini, on le muni de la topologie discréte), est dit cadlag s,
pour tout w de 2, Uapplication (la trajectoire) t — X (w) est continue a droite et admet
une limite a gauche en tout point t de T'. St E est fini, cela signifie que chaque trajectoire

de X est continue a droite et "fixe par morceauz”.

Les processus régénératifs :

La théorie des processus régénératifs joue un role important dans I'analyse des mo-
deéles de gestion des stocks mono-article [9]. Pour notre cas, il est suffisant de considérer
seulement les processus régénératifs purs (non retardés).

On introduit d’abord la définition d’une version simplifiée des processus régénératifs
purs qu’'on appellera processus régénératifs purs simplifiés [4]. Soit T 1'axe du temps dé-

notant soit [0, 00) (cas continu) ou N (cas discret).

Définition IV.2. Un processus stochastique X = {X(t),t € T'} dans un espace métrique
E est dit processus régénératif pur simplifié sl existe une certaine constante positive finie
o €T, telle que pour tout n € N, la distribution du processus stochastique décalé X,, =
{X(t+no),t € T} est indépendant de n.
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Notons que les points no, n € N*, sont appelés points de régénération du processus

régénératif pur simplifié X.

Définition IV.3. Un processus stochastique X = {X(t),t € T'} dans un espace métrique
E est dit processus régénératif pur s’il existe dans T une séquence croissante {o,,n € N},
avec og = 0, de points aléatoires satisfaisant
— Les wvariables aléatoires o,.1 — o, n € N, sont indépendantes et identiquement
distribuées, de fonction de répartition commune F,, continue a droite et vérifiant
F,(0) =0 et F,(c0) = 1.

— Pour tout n € N, le processus stochastique X,, = {X(t+0,),t € T} est indépendant

des variables aléatoires o,, € N.

— La distribution du processus X,, est indépendante de n.

Dans le cas ou les différences 0,1 — 0, sont données par ¢ = 0,11 — 0, avec probabi-
lité 1, on retrouve la définition (V.2). Une conséquence importante de la définition d’un

processus régénératif pur est donnée le résultat suivant

Théoréme IV.1. [9] Si le processus stochastique X = {xz(t),t € T} est un processus
régénératif pur dans un espace métrique £ et avec une séquence croissante de points de
régénération {o,,n € N} et si la fonction ® : € — R est une fonction Borélienne mesu-
rable, alors le processus stochastique ®oX = {®(X (t)),t € T} est un processus régénératif
pur, avec la méme séquence de points de régénération. De plus, si'T = [0,00) et la fonction

D est continue, alors le processus stochastique PoX est cadlag si X est cadlag.

Pour introduire une structure de cotits sur un processus régénératif, on considére une
fonction borélienne mesurable non-négative f : F — R, appelée fonction de cotit. En
utilisant cette fonction et en dénotant par C' = {C(t) : t € T} avec T = [0,00), le

processus stochastique de cofits est donné par :
C(t) = Jy X (s))ds
Lorsque T'= N, il est donné par :
C(t) = Ysg AX (n)).
On suppose que ce processus C' est bien défini et que E(C(t)) < oo pour tout t € T.

Théoréme IV.2. [30] Sile processus X = {X(t),0 <t < 0o} est un processus régénératif
pur avec comme point de régénération la séquence croissante o,,n € N de points aléatoires

satisfaisant oy < oo et si f est la fonction borélienne mesurable vérifiant
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]E( o f(X(s))ds) < 00

alors

limy s LE((1)) = 1%( ” f(X(s))ds).

Cette derniére limite est appelée cotlt moyen par rapport a la fonction de coit f.
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Résumeé

Dans ce mémoire, nous avons appliqué pour la premiére fois 'approche du développe-
ment en série de Taylor au modéle de gestion des stocks a revue continue (s,S), aprés une
perturbation du parameétre de la loi de la demande. Nous avons calculé la distribution sta-
tionnaire my A du systéme perturbé en fonction de celle du systéme idéal & une précision
donnée (€), pour pouvoir estimer l'erreur entre 7y, aet la distribution stationnaire 7, du
systéme idéal, puis nous avons déterminé le stock moyen.

Mots clés : Gestion des stocks, Le modéle (s, S), Développement en série de Taylor,

Chaine de Markov, Distribution stationnaire, Matrice de déviation,simulation

Abstract

In this paper, we apply for the first time the Taylor series expansion approach to inven-
tory management model continuous review (s, S) after a perturbation of the parameter of
the law of demand. We calculate the stationary distribution m), A of the disturbed system
as a function of that of the stationary distribution of the ideal system for a given accuracy
(€), to estimate the error between my,a and the stationary distribution 7 of the ideal
system, then we determine the average stock.

Keywords : Inventory control, (s, S) inventory system, Taylor series expansion, Markov
Chains, Stationnary distribution, Déviation matrix.Simulation



