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Chapitre 1

Introduction

En mécanique classique, il existe de nombreuses formulations pour étudier un systéme phy-
sique, on peut citer la méthode de Lagrange, de Hamilton, les crochets de Poisson et le for-
malisme de Hamilton-Jacobi[l] [2]. Les formalismes les plus utilisé sont les deux premiers (la-
grangien, hamiltonien). Le formalisme de Hamilton-Jacobi est une formulation moins utilisée
par rapport aux deux premieres car on ne l'utilise généralement que pour les systémes qui ont
un mouvement périodique. Il est important de signaler que toutes ces formulations conduisent
aux mémes solutions pour un probléme donné, sauf que ces solutions peuvent étre plus faciles
a obtenir dans un formalisme par rapport & un autre.

En mécanique quantique, I’étude des potentiels a attiré beaucoup d’attention depuis son
avenement. En effet, la résolution de I’équation Schrodinger est une étape fondamentale et
nécessaire dans ’étude et la compréhension des propriétés physique de tout systéme quantique.
De ce fait plusieurs méthodes ont été développées afin d’obtenir les spectres d’énergie des
systémes physiques. La plupart de ces méthodes peuvent étre classées dans deux grandes familles
3] :

La premiére renferme les méthodes analytiques [4], elle consiste a résoudre I’équation dif-
férentielle du second ordre pour obtenir la solution du probléme. Cela peut étre réalisé en
transformant ’équation de Schrodinger en une équation différentielle ordinaire bien connue.

La deuxiéme classe comprend les méthodes algébriques qui peuvent étre réaliser a partir
de concepts algébriques. Parmi ces méthodes on peut citer la méthode de factorisation, la

mécanique quantique supersymétrique, la méthode de la théorie des groupes....etc



Théorie de la variable action quantique

En 1983, Leacock et Padgett présentent une méthode de quantification exacte qui permet
I’obtention des niveaux d’énergie d’un systéme quantique sans résoudre 1’équation de Schro-
dinger. Ceci est rendu possible par I'introduction de la variable action quantique dans le cadre
d’une version quantique du formalisme de Hamilton-Jacobi.

L’objet de notre travail est de présenter succinctement cette méthode et de I'appliquer sur
quelques potentiels stationnaires a une dimension .

Ce mémoire sera organisé comme suit : aprés une bréve introduction, le deuxiéme chapitre
sera consacré a un rappel sur la théorie de Hamilton-Jacobi classique. Le troisiéme chapitre sera
dévoué au formalisme de Hamilton-Jacobi quantique (théorie de la variable action quantique)
ou la condition de quantification exacte sera présentée suivie d’un exemple d’illustration de
la méthode avec l'oscillateur harmonique & une dimension. Dans le quatriéme chapitre une
application de la méthode sera effectuée sur quelques potentiels a 1D. Dans la conclusion une

discussion des résultats sera menée.
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Chapitre 2

Théorie de Hamilton-Jacobi Classique

Avant de présenter le formalisme de Hamilton-Jacobi quantique, on va rappeler briévement
le formalisme de Hamilton-Jacobi classique. Pour cela on doit d’abord introduire les crochets

de Poisson ainsi que les transformations canoniques.

2.1 Les crochets de Poisson

On considére deux fonctions de I'espace des phases A et B. En mécanique hamiltonienne,

Le crochet de Poisson de ces deux fonctions est définit par [5] :

N
0AOB 0AOB
{A (g, pi), B(qi,pi)} = Z {8% p;  Op; Og; }

i=1

(2.1)

ou les 2N variables canoniques sont :

— les N coordonnées généralisées {¢;};,_; -

— les N moments conjugués {p;},_; -

En se basant sur cette définition, on peut construire des crochets dits fondamentaux, et
ceci en remplagant les fonctions A et B par les variables ¢; et p;. On obtient alors les relations

suivantes [1]

N
o Opi Op;  Ip; Opi

{gi,9;} =0 (2.3)
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N dq; Op;  Op; Oqg; N
T — L I TR — 0ik0ir = 0; 2.4
tao ps ;{a% O Opr 3%} ; FaR T (24)

2.2 Transformations canoniques en mécanique classique

En mécanique hamiltonienne, on appelle transformation canonique toute transformation de
coordonnées et d’impulsions généralisées (p, q) — (P, Q) pour laquelle les crochets de Poisson
fondamentaux sont préservés. Autrement dit , toute transformation qui consérve les équations

de mouvement.

2.2.1 Les équations de transformations canoniques

Q1= Q1(q1--qns D1y 1), Qn = Qn (GG, D1+ P ) (2.5)

P =P (q1.-Gns 1P t) , P = P (q1.---Gny P1-++-- Py )

on dit que ces transformations sont canonique si les équations de mouvements dans le

nouveau espace des phases ont la forme [5] :

0Q1 0K 0Q, 0K
ot 0P, ot 0P,

(2.6)

ob 0K Opp 0K (2.7)
ot 00, or o0, '

ou K(Q1........ Qn,Pr.......... P,) est I'hamiltonien transformé
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Théorie de la variable action quantique

L’intérét des nouvelles variables du nouvel hamiltonien est d’utiliser les outils les plus simples

pour une description plus simple ( c’est le but de tout changement de variables).

2.3 Théorie de Hamilton-Jacobi classique

La théorie de Hamilton-Jacobi est un formalisme bien développé en mécanique classique.
Ce derniér fournit une méthode puissante pour la résolution des équations dynamiques. Celle-
ci est basée essentiellement sur le passage entre les anciennes coordonnées canoniques (g;, p;)
et les nouvelles coordonnées canoniques (Q);, P;) via une transformation canonique suivant ces
équations [6]

=0 (Qi,P;to) , pi=p;i (Qi,Pito) (2.8)

On passe des anciennes coordonnées (g;, p;) au nouvelles coordonnées (Q;, P;) a I'aide d'une
fonction appelée fonction génératrice, il existe quatre types de fonctions génératrices et le choix
se fait comme suit :
— Si les couples choisies sont (qx, Q), la génératrice est de type et 1 elle est notée
F = Fy (qr, Q1)

— Si les couples choisies sont (g, Py ), la génératrice est de type et 2 elle est notée
F = F5 (g, P, t)

— Si les couples choisies sont (pg, Q), la génératrice est de type et 3 elle est notée
F = Fs (pr, Qr,t)

— Si les couples choisies sont (pg, Px), la génératrice est de type et 4 elle est notée
F = Fy (pr, Pr,t)

Dans notre travail nous allons choisir le couple (g;, P;). Donc, nous allons considérer une
fonction génératrice F' (¢;; P;,t) de type 2. Dans ce cas, ’hamiltonien transformé K s’écrit en

terme de I'ancien hamiltonien H et de la fonction génératrice F' comme

K = H
+ ot
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Si on se place dans la situation ot K = 0, les équations de mouvement deviennent

0Q; 0K
o = =" (2.10)
JP, 0K
= — = 2.11
ot 0Q; 0 (2.11)
et la relation (2.9) se réduit a
OF (g5 P t)
"o 2.12
5 (2.12)

ainsi, les équations de transformation en terme de la fonction génératrice seront données

par
_ OF (g B t)
@ = 2l .14

ceci permet de réecrire la relation (2.12) sous la forme suivante

OF (0 Pit) \, OF (¢ Bt) _ (2.15)

H '7 - 9.
Cette derniére équation est connue sous le nom de "l'équation de Hamilton-Jacobi"[2].
Elle est obtenue lorsque on annule ’hamiltonien transformé. C’est une équation aux dérivées

partielles de F' (¢;, P;,t). Sa solution est dite "fonction principale de Hamilton". Elle est notée

S et elle dépend des constantes d’intégration «;. On écrit alors

F = S (¢;,q,t) (2.16)

selon la relation (2.11) , on peut obtenir comme constantes d’intégration les P, c’est-a-dire,

«; = P,. Ainsi 'équation de transformation des impulsions généralisées (2.13) prendra la forme

o aS <Qi7aiat)
o= 2 2.17)
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et la nouvelle coordonnée ); compte tenu (2.13) et (2.14) s’écrira

. oS (qi,O[i,t)

Qi 9,

= B (2.18)

ou les (3; sont des constantes.
En utilisant les conditions initiales, on obtient les coordonnées (¢;,p;) en fonction des

constantes d’intégration (s, ;).

¢ = q; (i ,Bit), pi = pi (s ,Bist) (2.19)

Lors de la résolution de I’équation de Hamilton-Jacobi, on obtient non seulement la fonction
génératrice de la transformation canonique mais également la solution du probléme physique.

Lorsque H ne dépend pas explicitement du temps I’équation (2.15) prend la forme

oS oS
H(qg . —) + — = 2.2
(@5 + 57 =0 (2:20)

ol le premier terme depend des ¢; et le deuxiéme terme dépend du temps. Par conséquent, on

peut écrire la solution sous la forme
S (qi,ai,t) = W (qs,04) — ant (2.21)

ou W est dite fonction caractéristique de Hamilton.
En remplagant S dans 1’équation de Hamilton-Jacobi (2.20), on obtient une équation en

terme de la fonction caractéristique (équation de Hamilton-Jacobi de la fonction caréctéristique)

ow
H (qi’ﬁ_qi) = (2.22)

qui s’écrit comme suit

les équations de transformation (2.17) et (2.18) en terme de W auront la forme suivante

oW
Dbi = 04,

(2.23)
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Théorie de la variable action quantique

ow oW
.= — 2.24
=55 = 9al (2.24)
ou H et K sont indépendants du temps. A partir de I’éxpression (2.9), on obtient
K=o (2.25)
ainsi les équations du mouvement pour les coordonnées p; seront
0P, 0K
- _ -0 2.26
ot 0Q; ( )
avec des solutions P; = «;.
et pour les coordonnées ();, elles seront
0Q; 0K .
;i = e 1 pour i=1 (2.27)
0Q; 0K
;i = Ja 0 pour 7 #1 (2.28)
avec les solutions
ow
Qi=t + fi=——pouri=1 (2.29)
80[1
ow
Qi= b= g, POUr i #1 (2.30)
Q;

De I’équation ci-dessus, nous remarquons qu’il y a seulement (); qui n’est pas une constante
(elle est en fonction du temps). Ainsi I’équation de Hamilon-Jacobi peut étre résolue pour les

systémes dont H est indépendant du temps.

2.4 Les variables action-angle

Les variables Action-angle sont obtenues & partir d’une transformation canonique de type

2. On peut traiter les systémes qui ont un mouvement périodique en utilisant ces variables.
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Théorie de la variable action quantique

On définit la variable d’action J en fonction de I'impulsion p comme suit [1], [§]

J = fpdq (2.31)

ou l'on intégre sur une période compléte du mouvement dans I’espace des phases. On écrit la

fonction caréctéristique de Hamilton W en fonction de la variable d’action J comme suit
W =Wiq,J) (2.32)

le conjugé de J est connu sous le nom de la variable angle (on la note w), on la définit par

ow
= — 2.33
w=27 (2.33)
I’équation de mouvement en terme de la nouvelle variable w sera donnée par
ow 0H (J)
— = = 2.34
o oaJ (2:34)
et la solution prendra la forme
w=uvt+p (2.35)

ou v représente la fréquence.
Finalement, on est arrivé & obtenir la fréquence d’un systéme en mouvement périodique
sans passer par la résolution des équations de mouvement. A partir de ces équations, on peut

trouver ¢ en fonction de w et J comme on peut trouver aussi la période du mouvement 7'[8].
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Chapitre 3

Théorie de Hamilton-Jacobi Quantique

La théorie Hamilton-Jacobi classique fournit un outil efficace pour étudier les systémes
décrivant un mouvement périodique. En effet, dans ce formalisme on peut remonter aux fré-
quences propre du mouvement par l'introduction des variables action-angle sans résoudre in-
tégralement les équations de mouvement. Padgett et Leacock se sont inspiré de cette méthode
pour construire un nouveau formalisme en mécanque quantique. Ce dernier conduit au spectre
d’énergie d’un systéme dans un état lié sans résoudre I’équation de Shrédinger. Ils ont suivi une
démarche analogue a la théorie classique, autrement dit, ils ont introduit une variable action
quantique qui est le vis-a-vis de la variable action en mecanique classique. Le point de départ
de cette théorie est le postulat d’une équation dite 1’équation de Hamilton-Jacobi quantique

qui ne différe de la version classique que par un terme propotionnel & la constante de Planck A.

3.1 Equation de Hamilton-Jacobi quantique

Pour un systéme stationnaire a une dimension, Padgett et Leacock ont postulé que I’équation

de Hamilton-Jacobi quantique est de la forme [7]

QaQW(a:,E) N (6’W(x, E))2

el 22 ) = ou(B -V () (3.1)

ou E est I’énergie de la particule, W est la fonction caractéristique quantique (action réduite) et

1 est la masse de la particule. Cette équation est obtenue & partir de I’équation de Schrodinger

11



Théorie de la variable action quantique

en effectuant une transformation sur la fonction d’onde ¥ (x). Cela se fait comme suit

On considére I’équation de Schrodinger [8]

h? d?
o d? +V (x)] U (z) = EV (2) (3.2)

on pose

U (2) = exp (%W) (3.3)

en remplacant (3.3) dans (3.2), on obtient

exp (%W) —u[E — V ()] exp (%W) (3.4)

) 0x?

Fa?mx,m . (awg;, E))2

Apres simplification, on obtient I’équation de Hamilton-Jacobi quantique donnée par (3.1).
Maintenant on introduit une nouvelle grandeur p qu’on appellera LA FONCTION MO-
MENT QUANTIQUE et qu’on définira par [9]

oW (z, E)
Fy=—""/ 3.5
p(z, E) e (3.5)
ou W est la fonction caractéristique quantique (action réduite).
en tenant compte de (3.5) ,I’équation (3.1) prend la forme
hop(x, E
ROGE) | 2 o) = 2B~V () (36)

selon I’équation précédente, on remarque que lorsque i — 0 la fonction moment quantique

se réduit a

p(x,B) = /2u[E =V (2)] = p. (z, E) (3.7)
ol p. est la fonction moment classique. La relation précédente représente une condition aux
limites. Ainsi, on peut écrire I’équation (3.6) comme suit

hop(z, E)

S 0 (1, B) = 2B =V (2)] = pi (¢, ) (3.8)

Page: 12



Théorie de la variable action quantique

maintenant nous allons essayer de retrouver la relation entre p (x; E) et ¥ (x). on a

U (z) = exp (%W) s W (2, E) = —ihIn(V (2)) (3.9)

En remplagant dans 1’expression de p (x; E') on obtient

v (x)

0(InV¥ ()

p(z, E) = —ih 5

<~ p(z,F) = —ih (3.10)

A partir de cette relation, on remarque que les noeuds de la fonction d’onde W () repré-
sentent des singularités pour la fonction moment quantique p(z). A ce niveau, on tient a
préciser qu'il existe deux types de poles pour p(x). Les poles mobiles et les poles fixes : les
poles mobiles sont les noeuds de ¥ (z) et les poles fixes constituent les singularités de V' (z).

On peut démontrer que chaque pole posséde un résidu de —ih. Cela se fait comme suit

Supposons que ¥ () s’annule pour z = x(, donc on peut écrire [§]

U (x)=(x—z9) P (x) (3.11)

En remplagant (3.11) dans ’éxpression (3.10), nous avons d’une part

p(r) = - === [®(x) = (z — z) ' ()] (3.12)

h [( 1 (x—xo)q)'(x)}

i |[(x—z0) (z—x0)P(x)

D’une autre part, on développe p (z) en série de Laurent au voisinage de xq [§]

p(@)=>Y Ne(@—x0) "+ > " (z— z0)" (3.13)

et en identifiant terme & terme entre (3.12) et (3.13), on obtient que m = 1 et ainsi

A = —ih (3.14)
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Théorie de la variable action quantique

On vient de démontrer que les poles mobiles sont des podles simples avec —ih comme résidus.

Ce résultat nous sera utile pour 'obtention de la condition de quantification exacte.

3.2 La variable action quantique

La variable action classique a joué un role central dans la théorie classique de Hamilton-
Jacobi. Par analogie, Padgett et Leacock ont introduit la variable action quantique qu’ils ont
definie par [10]

J=J(F)= %fp (z,E)dx (3.15)

ou ¢ est un contour fermé dans le plan complexe, dans le sens antihoraire, qui renferme les poles
mobiles de p (z, E) et 'axe réel qui relie les deux points tournants classiques. On obtient ces
derniers en résolvant ’équation p. (z, E) =0 ,i.e, E —V (z) = 0.

En utilisant le théoréme des résidus pour n poles la relation (3.15) devient [§]

1
J = —j{dxp(x,E)
2m

= zz (résidus)
= in (—ih)
J =nh (3.16)

La dérniére relation constitue une condition de quantification exacte. Pour la rendre uti-
lisable, il faut trouver une methode pour calculer J. On démontre que ceci est possible en

déformant le contour ¢, via un changement de variable approprié, pour contenir les poles fixes

de p(x,F).
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Théorie de la variable action quantique

3.3 Exemple d’illustration : Oscillateur harmonique a

1D

On prend loscillateur harmonique & 1D comme exemple afin d’illustrer la méthode de

Padgett et Leacock. Le potentiel V' (x) de ce dernier est donné par [12]

1
Vix)= éuw2x2 (3.17)

En remplagant ce potentiel dans ’equation (3.6), celle-ci devient

hop(z, E)

o TP (@ E) =2 [E - luw%z} =p; (v, E) (3.18)
(3 X

2

on obtient les points tournants classiques en résolvant ’équation p,. (z, E) = 0, cherchons
ces points

1
pe(z,F)=0<= E — §uw2x2 =0 (3.19)
Cette équation posseéde deux solutions x; et x5 tel que

2K

la condition de quantification est donnée par
g2 7{ dz p(z, B) = nh (3.21)
= —¢drp(x =n .
o Pz,

ol ¢ est le contour antihoraire qui contient les poles mobiles de p (z, E) situés entre x; et
9.

On constate que p (x, E) contient un seul pole fixe ce derniér se situe en x — oo. Afin de
calculer J , on déforme le countour ¢ pour renfermr ce pole situé a 'inifini. Pour cela, on éffectue

le changement de variable = = % . Ainsi, I'intégrale donnée par (3.21) devient

J=— S—Qp(s,E) (3.22)
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Théorie de la variable action quantique

ol ¢, est un contour antihoraire obtenu a partir de la déformation de c. L’équation de
Hamilton-Jacobi quantique en fonction de la nouvelle variable s prend la forme

P E) | p(s B 2B e

3.23
0s 52 52 54 ( )

Le developpenemnt de la fonction moment quantique p (s, E') en série de Laurent au voisi-

nage de (s = 0) donne

p(s) = Z brs ™" + Z aps" (3.24)
k=1 n=0

en substituant les expressions (3.24) et (3.23) et en comparant les coefficient, on obtient
b = —pPw? <= by = Fipw

2(10()1 =0
—Zhbl + 2a1b1 -+ CL% = QIME
b1 peut prendre deux valeurs +imw, en utilisant la condition au limite ( cas ou h — 0 ),
on déduit que le signe de b; doit étre positif. A partir de cela on écrit
by = 1w

pour les autres coefficients, on obtient

CL():O

2F — hw
g =—"-"
2iw

On constate que le seul coefficient qui contribue dans Iexpression de J donnée par (3.22)

est a;. Donc, on peut écrire

= iay = - (2 — hw) (3.25)

2w
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Théorie de la variable action quantique

or
J =nh
finalement, on obtient [12]
1 1
2—(2E—hw):nh<:>En:hw(n+§> (3.26)
w

La relation (3.26) représente le spectre d’énergie exacte de 'oscillateur harmonique & 1D.
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Chapitre 4

Application a quelques potentiels a une

dimension

Dans ce chapitre, nous allons appliquer le formalisme de Hamilton-Jacobie quatique sur

quelques potentiels unidimensionnels.

4.1 Oscillateur barriére

Le potentiel de l'oscillateur barriére est donné par [§]

a
V(z) = ) + 22 (4.1)
ou a est une constante.
On considére la situation ot x ne prend que des valeurs positives.
Apres remplacement de (4.1) dans (3.8), on obtient
hOp () 2 a’ 2 2
e =2u(F — — — = 4.2
oy TP @) =2u(E - 5 —a7) = p(2) (4.2)
on pose 2u = 1, 'équation (4.2) devient
hOp () 2 a’ 2 2
ZZEA\ =F - _? = 4.3
2D LR w) =B - L = 2 () (143)

18



Théorie de la variable action quantique

les points tournants classiques sont obtenus en résolvant 1’équation p. (z) = 0, ainsi on peut

écrire
2

E—%—:ﬁ:o (4.4)

I’équation (4.4) posséde quatres solutions 1, T3, ¥3, r4 qui sont données par

1
T = 5\/5\/E —VE? — 442

1
Ty = 5\/é\/E +VE? — 4a?

1
w3 = —5\/5\/]3 —VE? — 4a?

Ty = —%ﬂ\/E +VE? — 4a? (4.5)

ou
1 et x3 sont symétriques par rapport a 0.
xo et x4 sont symétriques par rapport a 0.
Comme on a dit au départ que = prend que les valeurs positives, donc 3 et x4 sont non
physique. Ainsi le systéme posséde 2 points tournants classiques x; et x,.

La condition de quantification est donnée par
J ! j{ dx p(x, E) h
= — T T =nNn
o Pz,

ou ¢ est le contour antihoraire qui contient les poles mobiles de p (z, E) situés entre x; et
9.

Pour evaluer J, le contour ¢ est déformé pour renfermer les poles x = 0 et x = oo, ainsi que
les poles situés sur 'axe des x négatives situés entre les points tournants non physiques x3 et
Ty.

Ainsi, on écrit

J=Jo+ Joo+ J_ (4.6)

Page: 19



Théorie de la variable action quantique

ou J_ est la contribution des poles situés entre x3 et x4 & J. Puisque le potentiel V (z) donné
par (4.1) est symétrique par rapport & z = 0,0n peut associer a chaque pole mobile de p entre
x1 et xo son symétrique situé entre x3 et x4 avec un residu de —ih; en d’autres termes, p est
symétrique par rapport & r = 0 pour le nombre et pour la position des poles mobiles avec un
résidu de —ih. Du fait que le contour renfermant les poles mobiles sur 'axe des x négatifs est

horaire, on a

J=—J_ (4.7)
conséquement, on écrit
Joo + Ji
J= ; 0 (4.8)

Commengons par le calcul de Jy.

On développe p (x) en série de Laurent au voisinage de point (z = 0), on obtient

2

by
p) = —+ao=p*(r) = 5 +2——+ag (4.9)

ainsi, la dérivée de p (z) par rapport a x sera donnée

dp () b1
Nous notons que le coefficient pertinent est by.
En remplagant (4.10) et (4.9) dans (4.3), on obtient
—h bl b% Gobl 2 CZ2 2
e ;"’27"'%:1?_37_95 (4.11)
par comparaison des termes en 272, on écrit
—h 2 2 L L
—_bl + bl = —a" <= bl = —élh + 5 —4a? — h? (412)
1

En utilisant la condition au limite, on prend

1 1
bl = —§2h + 5 Vv —4a? — h? (413)
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Ainsi, en remplacant (4.13) dans (3.15) et en utilisant le théoréme des residus, on obtient

1
Jg = —2—2271'()1 s Jy = —1by (414)

™

le signe (—) est di au sens horaire du contour autour de x = 0.

En remplagant (4.13) dans (4.14), on obtient

1 1

h2

1
= —h—a24+ =
2 Y

pour calculer J.,, on doit déformer le countour ¢ afin de renfermé le pole x = oo. Pour cela

on éffectue le changement de variable x = % . Ainsi I’équation (4.3) devient

—h0p (s) p° (s) E 2 1
" SRS 4.1
1 0Os + 52 52 a4 s4 (4.16)

et J» sera donnée par l'intégrale

J=—0¢—=p(s,E) (4.17)

ol ¢, est un contour fermé direct.

En developpant p (s) en série de Laurent au voisinage du point (s = 0), on obtient

b b? b
p(s) =ap+ ais + ;1 > p?(s) = ag +a2s® + S—; + 2apa1s + 2a0;1 + 2a,by (4.18)
ainsi
Ip (s) by
=a; — — 4.19
Js @ 52 ( )

A partir de la relation (4.17), nous constatons que le coefficient pertinent est a;. En rem-
plagant (4.18) et (4.19) dans (4.16), on aura

h h bl a,(2) b2 2(10&1 bl 2@1()1 FE 2 1

2 1 _
;al‘f‘ggﬁ—?‘i‘al‘i‘g—f‘ +2(L0¥—|— 2 —g_a_g (420}

S
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Par comparaison les termes de mémes puissances en s, on obtient
2 .
bi=—-1&0b =1

h
by +ag +2a1b; = E
7

En utilisant (4.21) et (4.22), on obtient

1 1

En substituant (4.18) et (4.17) et en utilisant le théoréme des residus, on obtient

1
Joo = —12101 & Joo = a4
2w

En remplagant (4.23) dans (4.24), on aura

Maintenant on remplage (4.15) et (4.25) dans (4.8) et on obtient

1 1 / 21 1 / h?
=_ | —Zh— 24 4 — — = _ | —h— 240 4
J 2<2h a+4+2(E h)><:>J 2<h a+4—i—E

En utilisant la condition de quatification (J = nh) on écrit

1 h2 1
| —H — 2 _ _ =
2( h—\la —1—4 -I—QE) nh

en simplifiant la relation (4.27), on obtient [§]

1
En:2h(2n+1)+2\/a2+1h2

la derniere relation represente le spectre d’énergie de 'oscillateur barriére.

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)
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4.2 Barriére coulombienne

Le potentiel d’une barriére coulombienne est donné par la relation suivante [9]
a
Vig)=-2+% (4.29)

ou g et a sont des constantes.

En remplagant (4.29) dans (3.8), nous avons

RO |t () = 2B+ L~ D) = (o) (1.30)

on pose 2u = 1, 'équation (4.30) devient

ho 2
fﬁELw%@=E+%_%

e S AG (431)

On obtient les points tournants classiques en résolvant I’équation p? (x) = 0, On écrit alors

2
g9 % _y (4.32)
s

12

L’équation (4.32) posséde deux solutions (z1, z2) qui ont les formes suivantes
1
T =——= (g — \4a*E +92)

1
To = _ﬁ <g + vV 4a2E + 92> (433)

le systéme contient deux points tournants classique.

La condition de quantification est donnée par (3.15)
1
J = —j[da: p(z, E) =nh
2w

ou ¢ est le contour antihoraire qui contient les poles mobiles de p (z, E) situés entre x; et
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On constate que p (x, E') posséde deux poles fixes le premier se situe en z = 0 et le deuxiéme
en x — oo. Ainsi, 'intégrale (3.15) peut étre évaluée en deformant le contour ¢ pour renfermer
les poles fixes de p (7).

on écrit

ou J et Jy sont les contributions & J au niveau des poles z — oo et © = 0 respectivement.
Calculons Jy; on developpe p(z) en série de Laurent au voisinage du point (z = 0), on
obtient

p(z) =ag+ bzt & p(x)” = a2 + 2apbyz + b2z 2 (4.35)
ainsi, la dérivée de p (z) sera donnée par

dp (v)
ox

= —b1$72 (436)

nous notons que le coefficient pertinent est a;.

En remplagant (4.35) et (4.36) dans (4.31), on aura

—h bl b2 bl g CL2

7;4-——1—2 ao—i—ao E—F——p (4.37)
par comparaison des termes en -2, on obtient

—h

—b + b =—a’ &b = —ﬂmtv%“%2 (4.38)

1

en utilisant la condition au limite, on choisit
by = ——zh + = \/ 4a? + h? (4.39)
En remplacant (4.35) dans (3.15) et en utilisant le théoréme des résidus, on obtient

1
Jo = —2—2271'()1 & Jyg = —iby (440)

™
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en substituant les expressions (4.39) et (4.40), on aura

Jo=—h—1]a®+ = (4.41)

Pour trouver J,, on doit déformer le countour c¢ afin de renfermé le pole x — oo, pour cela

on effectue le changement de variable x = % Ainsi, 'équation (4.31) devient

—h ,0p(s) o, .\ _ 2.2 —hop(s) p*(s) _ L9
T o, +p (3)*(E+95_a$)<:>2~ s + 2 82+5_a (4.42)

Par conséquent, J,, sera donnée par I'intégrale suivante

= % 7{ Sp(s.B) (4.43)

Cs

ol ¢, est un contour fermé direct obtenu a partir de la deformation de c.

on developpe p (s) en série de Laurent au voisinage du point s = 0, on obtient

p(s) = ag + ais < p*(s) = aj + 2apa,s + a3s® (4.44)
ainsi
9p (s)
= 4.45
0s “ (4.45)

Par rapport a l'intégrale (4.43), nous remarquons que le coefficient pertinent est a;.

En remplagant (4.44) et (4.45) dans (4.42), on aura

—h 2 2 E
a4 B 2 <— +2_ a2> (4.46)
1 S S S

et en identifiant I’équation (4.46) terme a terme, on obtient
a2 =FE < ay=+VE (4.47)

2a001 = ¢ (4.48)
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en utilisant la condition au limite, on choisit

ag=VE (4.49)

en remplacant (4.49) dans (4.48) , on obtient

WEa =g+ a, = %% (4.50)
en remplacant (4.44) dans (4.43) et en utilisant le théoréme des residus on obtient
Joo = ii27m1 & Jo =iy (4.51)
2m
en substituant les expressions (4.50) et (4.51) ,on aura
Jo = %\/%_E (4.52)

En utilisant (4.41) et (4.52) dans (4.34)

-1 / R 1 g
2 - 4.
J= 2h a—{—4+2\/_ (4.53)

En appliquant la condition de quantification exacte (J = nh), on obtient [9]

2
B, — -+ J (4.54)

4<W+(n+§)h>2

la derniere relation constitue le spectre d’énergie de la barriere coulombienne.

4.3 Oscillateur harmonique sur une demi-ligne

Le potentiel de l'oscillateur harmonique & demi-ligne a 1D est donné par la relation (3.17)

[10]
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on consideére la cas ou x prend que des valeurs positives. Ainsi, I’équation de Hamilton-Jacobi
quantique est la méme que celle de l'oscillateur harmonique (3.18)

hop(z, E)

1
- P (. E) =2 [E - —uw%?} = p: (v, E)

2

en resolvant 1’équation p. (z, E)2 = 0, on obtient les points tournants classique. Ainsi on

peut écrire

1
E — §,uw2x2 =0 (4.55)

cette équation posséde deux solutions (x1, ) tel que

2K
€rT1 = — -
2K

on remarque que (x1<0), donc cette valeur est non physique et cela nous oblige a considérer
le point z = 0 comme deuxiéme point tournant classique.

La condition de quantification est donnée par la relation (3.15)
Jo 2 j{ dap (. B) = nh
= —@¢dxp(z,E)=n
o px,

ol ¢ est le contour antihoraire qui contient les poles mobiles de p (x, E') situé entre 0 et z.
Cette situation est similaire & celle du potentiel ol on avait quatre points tournants symé-
trique par rapport a x = 0. Ainsi, elle sera traitée de la méme fagon, Par conséquent, la variable

action quantique sera donnée par
_ Jeot+Jo

/ 2

(4.57)
Pour le calcul de Jy, on developpe p () en série de Laurent au voisinage de x = 0, on obtient

b% a0b1

by
p@)=—+a e p@) =—3+2——+af (4.58)
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ainsi, la derivée de p (z) est donnée par

dp (v) by
=—— 4.59
ox x? (4.59)
Dans le présent probléme, le coefficient pertinent est b;.
En remplagant (4.58) et (4.59) dans (3.18), on aura
—h b1 b% Cbobl 2 1 2 9
T;—F?—FQT—FCLO:QM E—i/u,ux (4.60)
par comparaison des termes en =2, on obtient
—h )
7
on remarque que I’équation (4.61) posséde deux solutions
b1:00ub1:—ih
en utilisant la condition au limite, on choisit
by = —ih (4.62)
en remplacant (4.62) dans (3.15) et en utilisant le théoréme des residus, on obtient
1. .
Jo = ——121h & Jo = —iby (463)
27
en remplacant (4.62) dans (4.63), on aura
Jo = —ib; & Jo = —h (464)

Pour le calcul de J,, on effectue le changement de variable z = % Conséquemment, 1’équa-

tion (3.18) devient

2 2 2
Z.hap(&E) N p(s, E)" _ 2uE  pw

0s 52 52 54

(4.65)

Page: 28



Théorie de la variable action quantique

et J sera donnée par l'intégrale

27

Cs

T = j{ gp (5, E) (4.66)

ol ¢, est un contour fermé direct obtenu a partir de la deformation de c.

On developpe p (x) en série de Laurent au voisinage du point s = 0, on obtient
_ by 2 o, 29 U by
p(s) =ap+ ais+ " < p(s)" =ay+ajs” + =2 + 2apa15 + 2a0; + 2a,b; (4.67)

ainsi, la derivée de p (z) s’écrit

=a; — — (4.68)

nous notons que le coefficient pertinent est a;.

En rempalagant (4.68) et (4.67) dans (4.65), on aura

h h bl CL% 2 b% 2&0&1 bl 2(11()1 E 1 uw2
ga1+g?+?+al+s—4+ —|—2a0¥+ 82 =2 8—2—5? (469)
par identification, on obtient
b2 = —pPw? <= by = +iuw
2a0b1 =0&ay=0 (470)
—ihby + 2a1by + af = 2uFE (4.71)

b1 peut prendre deux valeurs +imw, en utilisant la condition au limite ( cas ou h — 0 ),

on déduit que le signe de b; doit étre positif , & partir de cela

by = ijuw (4.72)
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en remplacant (4.72) et (4.70) dans (4.71), on obtient

E — hw

25w

ap =

(4.73)

et en substituant les expressions (4.67) et (3.15) et en utilisant le théoréme des residus, on

obtient

1
Joo = —121a1 & Joo = a4
2r

ainsi, en remplagant (4.73) dans (4.74), on obtient
T = - (2F — hw)
2w

en remplacant (4.64) et (4.75) dans (4.57)

1
J=—(2E—hw)—h
55 )

en utilisant la condition de quantification exacte, on écrit

1

w

en simplifiant (4.77), on obtient [10]

3
E, = wh —
w (n—|—2)

(4.74)

(4.75)

(4.76)

(4.77)

(4.78)

Finalement on retrouve le spéctre d’énergie exacte de I'oscillateur harmonique sur une demi-

ligne.

4.4 Potentiel d’Eckart

Le potentiel d’Ekart est donné sous la forme suivante [10]

h Ow(x)

V(a:):w2(:c)—\/—2_u e

(4.79)
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avec

w(z) = —Acoth (ax) + g (4.80)

ou A, B et a sont des constantes et x est positif.

En remplagant (4.80) dans (4.79), on obtient

32
V() = A% + e A (A - %) cos ech? (ax) — 2B coth (ax) (4.81)

en utilisant la relation (4.81), ’équation (3.6) prend la forme

hop(z, E) ) , B2 ah ,
hops, B Ey=2uE—A2— 2 _A(a- %2
PR +p° (2, F) = 2] Ve NeT cos ech” (ax) +
2B coth (ax)] (4.82)

Pour simplifier ’analyse, on effectue le changement de variable y = e®* . Les relations (4.80)

et (4.81) deviennent
2
yv+1 B
— 4.
1 +7 (4.83)

wz)=-A

A2 4A(A—\}1—2%>y2 2B (42 + 1)

Vy)=A"+ "=+ 4.84
A N VR (450
En remplagant (4.84) dans (4.82), on obtient
(lh ap(y’E)_'_ 2( E)_2 E—A2—A2 _4A (A_\}L%) y2 QB(y2+1) (485)
; Y y Py, = 4l B2 (y2 _ 1)2 <y2 _ 1) .

L’équation p? (y, E) = 0 posséde quatre solutions dont deux sont positives et deux néga-
tives (elles sont symétriques par rapport a 0), ainsi le systéme contient deux points tournants
classiques (les solutions positives).

La variable action quantique devient

1 [dy
J = % EP (ya E) (4~86>

Cy
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a partir de (4.85) et (4.86) on constate que p (y, ) posséde quatre poles fixes le premier se
situe en y = 0, le deuxiéme en y = 1 et le troisiéme en y = —1 et le pole situé a l'infini. Cette
situation est similaire & celle du potentiel ol on avait quatre points tournants. Ainsi, elle sera
traitée de facon similaire. Dans ce cas, la variable action quantique s’écrira

Joo — Jo — 2J 1)
2

J = (4.87)

Pour calculer Jy, on developpe p(y) en série de Laurent au voisinage du point y = 0, on

aura
_ by 2 _ 5, 29, 0 by
p(y) =ag+ a1y + ) — p(y) =a5+ajy” + " + 2apa1y + 2@05 + 2a,b, (4.88)

ainsi, la derivée de p (y) s’écrit

Py _, b (4.89)

dy y?
nous notons que le seul coefficient pertinent est ag.

On remplace (4.88) et (4.89) dans (4.85), on obtient

ah b b b A?
—yla — =)+ a + aly? + = + 2apa1y + 2a0— + 2a1by = 2u[E — A — ——
i Y2 Y2 y 32
(y? - 1)° (y? 1)
aprés comparaison des termes en i, on obtient
2 ) A
aj = 2u(E - A* = 2 +2B) (4.91)
en remplacant (4.88) dans (4.86) et en utilisant le théoréme des residus on aura
1. :
Jo = ——12mwag & Jy = —iag (4.92)
2m
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en substituant les expressions (4.43) et (4.44), on obtient

A2
Jo = —i\/2u(E — A2 — 25 —2B) (4.93)

Maintenant calculons Jj,
on developpe p (y) en série de Laurent au point y = 1, on obtient
by b

-1 =) =a;+aily—1) +(y—1)2 + 2a0a1 (y — 1) +

py)=ao+a(y—1)+

— + 2&161 (494)
ainsi, la dérivée de p (y) s’écrit

Ip (y) by

(y — 1)°

3 (4.95)

nous constatons que le coefficient pertinent est b;.

En remplagant (4.94) et (4.95) dans (4.85) et en identifiant les coefficient, on obtient
by =i\/2pA (4.96)
En remplacant (4.94) dans (4.86) et en utilisant le théoréme des residus on aura
I .
J = ——27hy & J; = —ib; (497)
2m
En remplagant (4.96) dans (4.97), on obtient
J1 = /2uA (4.98)

Maintenant calculons J,,, faisant le changement de variable y = % En developpant p (s) en
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série de Laurent puis en comparant les coefficients, on obtient

2

A
Joo = \/QM(E — A2 5 4+ 2D) (4.99)

En remplagant (4.92) , (4.98) et (4.99) dans (4.87), on aura

VJ2u(E — A2 — 22 1 9B) +i\/2u(E — A2 — £ — 2B) - 2/%A
J:

4.100
y (4.100)
En utilisant la condition de quantification exacte (J = nh), on obtient
A? 4 A?
2u(E — A% — o +2B) + i/ 2u(E — A% — 5~ 2B) — 2y/2uA = 2nh
ainsi [10]
B? B? nah 2
E,=A+— — - A 4.101
+A2 (M+A)2 (\/ﬁ+ ) (4.101)
V2

finalement, on obtient le spectre d’énergie du potentiel d’Eckart.
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Chapitre 5

Conclusion

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés a la théorie de Hamilton-Jacobi quantique
introduite par Padgett et Leacock en 1983. Dans cette approche, il est postulé que ’équation de
Hamilton-Jacobi quantique est I’équation fondamentale pour ’étude des systémes quantiques.
On peut démontrer via un changement de variable approprié que I’équation de Hamilton-Jacobi
quantique est équivalente a I’équation de Schrodinger.

Le point important dans cette approche est I'introduction de la variable action quantique
comme une intégrale, sur un contour fermé dans le plan complexe, de la fonction moment
quantique. Le fait que les noeuds de la fonction d’onde correspondent aux singularités de la
fonction moment quantique, a conduit Padgett et Leacock & établir une condition de quan-
tification exacte sur la variable action quantique. Cette condition permettra 1’obtention des
spectres d’énergies de plusieurs systemes quantiques.

L’aspect important de cette méthode est qu’elle ne nécessite pas la connaissance de la solu-
tion compléte de I’équation de Hamilton-Jacobi quantique mais seulement I’identification des
singularités de la fonction moment quantique, qu’on appelle poles fixes. Ces poles correspondent
aux singularités du potentiel.

Dans ce mémoire, nous avons appliqué avec succés cette méthode sur quelques potentiels a
une dimension. Ceci a mis en evidence 'efficacité de ’application de cette derniere.

Comme prespective, nous pouvons prévoir ’application de cette approche sur des systémes
tridimensionnels non centraux et séparables, ainsi que sur les systémes relativistes obéissant

aux équations de Dirac et de Klein-Gordon.
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