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Introduction

La mécanique analytique est une formulation élégante, tres mathématique de
la mécanique classique si on la compare a la formulation newtonienne : A partir
d’un lagrangien scalaire, il est possible d’avoir les équations du mouvement a
I’aide du principe de moindre action issu du calcul des variations, et a ’aide de
la transformation de Legendre nous pouvons basculer vers la formulation hamil-
tonienne. Cette derniere joue un le role capital si on veut avoir une description
quantique des systemes classiques. Cependant, dans sa version classique, elle
se heurte a de grandes difficultés quand le systeme qu’on souhaite étudier est
décrit par un hamiltonien avec contraintes.

Ces systemes hamiltoniens avec contraintes constituent une certaine classe
de systemes dont les lagrangiens sont singuliers. Autrement dit, les moments
conjugués définis a partir de ces derniers ne sont pas tous inversibles par rapport
aux vitesses, ce qui est un signe de présence de contraintes dans ’espace des
phases. La transformation de Legendre nous permet toujours de construire le
hamiltonien mais les équations canoniques doivent étre modifiées de telle sorte
qu’elles contiennent les contraintes en question.

En physique, ces lagrangiens singuliers sont souvent présents comme c’est le
cas en électromagnétisme, en relativité, en interaction faible,... En général, les
théories de jauge s’accompagnent toujours de contraintes, d’ou I'intérét de Dirac
pour ces systemes particuliers. En effet, c¢’est la quantification de ces derniers
qui pose probleme, car les crochets de Poisson ne sont plus adaptés a ce genre
de situations, ce qui crée des anomalies quand on fait appel a la quantification
canonique d’une facon "naive”.

Pour y remédier, Dirac a mis au point un algorithme consistant en généralisant
les crochets de Poisson afin de les rendre adéquats avec les contraintes, per-
mettant ainsi de quantifier une large catégorie de systéemes hamiltoniens issus
de lagrangiens singuliers. Parmi les résultats les plus remarquables de cet al-
gorithme, la modification des crochets fondamentaux relatifs aux coordonnées
et aux moments conjugués, ce qui peut étre une origine physique des travaux
mathématiques en géométrie non commutative.

L’objectif de ce mémoire est de donner une introduction a ce formalisme qui



Introduction générale

reste un outil de base dont la maitrise sera tres utile en physique théorique.
Il va servir de bonne initiation a la recherche scientifique surtout avec 'intéret
grandissant des physiciens pour les méthodes de quantification des systemes
classiques.

Pour y arriver, nous allons scinder notre travail en trois chapitres : Le premier
chapitre sera un rappel bref de la mécanique analytique vu la nécessité de revoir
certaines notions de base avant d’entamer notre étude. Le deuxieme chapitre sera
consacré a l’étude des systemes physiques décrits par des lagrangiens singuliers
et la présentation de l'algorithme de Dirac-Bergmann qui va nous permettre
de classer nos contraintes en contraintes primaires et secondaires. Le troisieme
chapitre sera le plus important : Nous allons d’abord diviser les contraintes en
contraintes de premiere et de deuxieme classe, ensuite on va montrer que les
contraintes de premiere classe vont générer des transformations de jauge qui
laissent invariant 1’état du systeme étudié. Les contraintes de deuxieme classe
vont nous permettre de définir le crochet de Dirac qui vérifient des propriétés
identiques a celles du crochet de Poisson. La derniere étape sera la généralisation
de la quantification canonique pour les systemes avec contraintes.



Chapitre 1

Rappel sur la Mécanique
Analytique

Dans la version newtonienne de la mécanique classique, les équations du
mouvement d’'un systeme sont données par des relations entre des quantités vec-
torielles telles que la force F , la quantité de mouvement p, la vitesse v, le moment
cinétique L... Par contre, en mécanique analytique, pour décrire un tel systeme
les équations du mouvement s’expriment par des fonctions scalaires comme le la-
grangien L, le hamiltonien H, I’action S, ... évitant ainsi le caractere géométrique
des variables dynamiques. La physique reste inchangée par rapport au forma-
lisme standard de la mécanique classique (principe fondamentale de la dyna-
mique, théoreme de 1'énergie cinétique, théoréeme du moment cinétique...), mais
la mécanique analytique constitue un point de vue différent donnant naissance a
des formalismes généraux, élégants et puissants. Par exemple, la détermination
directe des intégrales premieres et la facilité du traitement des contraintes en
sont des avantages. Elle joue aussi un role essentiel dans la physique moderne, a
savoir en physique statistique, en relativité, en mécanique quantique, en théorie
des champs,...

Comme le travail de Dirac et Bergmann sur les systemes lagrangiens sin-
guliers est une généralisation du formalisme hamiltonien aux systemes ayant
des contraintes, il sera tres utile de rappeler les concepts et les méthodes de
la mécanique analytique indispensables pour aborder une telle question dans le
reste de ce mémoire.
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1.1 Principe de moindre action et équations
de Lagrange

En mécanique analytique, I'état d’'un systeme est parfaitement déterminé
a un instant ¢ par la connaissance de ses N coordonnées généralisées q(t) =
(¢1(t), q2(t), q3(t), ...,qn (1)) ainsi que ses N vitesses généralisées ¢(t) = d?d—gf) =
(G1(t), 42(t), gs(t), ..., 4n(t)). Le nombre N représente la dimension de ce systéme
qui est aussi le nombre de ses degrés de liberté. Pour étudier 1’évolution de ce
dernier, on lui associe une action S(g) qui est une fonctionnelle de ¢(t) définie

par intégrale suivante :

S(g) = / Lig(t), (1), )t (L1)

o L(q(t),q(t),t) est le lagrangien du systeme et (¢;, t;) sont les instants initial
et final. Le systeme peut prendre une infinité de chemins pour aller d’un point
q(t;) occupé a l'instant ¢; vers un point ¢(ts) occupé en ts, mais le principe de
moindre action (principe de Hamilton) veut que la trajectoire physique soit le
chemin qui rend 'action extrémale (minimale, maximale). Autrement dit, il faut
que la variation

35(0) = " Lig().de), ydt = 0 (12)

q

[ e

trajectoire réelle

trajectoires possibles_.--—7 """
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Figure 1 : la trajectoire physique est celle qui rend 'action S extrémale.

Ce principe sert a nous fournir les équations du mouvement de notre systeme.
En effet,
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aQi

oL OL _d N L aL d
a_qf% i ] "= / 2 [ " 9 dt‘s%} «
aL aL d aL

oL d oL NororL 1@
_ 2 saadt ) 7 1.

ti

L L

=0

Le dernier terme est nul, car dq(t;) = dq(ts) = 0 (toutes les trajectoires passent
par les points ¢(t;) et g(ts), donc elles ne subissent pas de variations en ces
points), ce qui nous donne

oL d 0L
/ Z{aqi - aqjaqidt (1.4)

Puisque les coordonnées généralisées ¢(t) sont indépendantes, les variations dq(t)
le sont aussi. Donc, pour que 'action S(q) soit stationnaire (6.5(q) = 0) il faut

et il suffit que
oL dOL

04 dt 4 B
Ces équations différentielles de deuxieme degré sont les équations d’Euler-Lagrange

i=1.N (1.5)

qui déterminent 1’évolution de notre systeme. Nous voyons bien que le principe
de moindre action joue un role crucial en physique car c’est grace a son utilisa-
tion qu’'on accede aux équations du mouvement.

Le lagrangien n’est pas unique, car si on remplace L par L = aL+%2Y gans
I'expression de 'action S(g) on obtiendra les mémes équations d’Euler- Lagrange

df( q,

a condition que « soit une constante réelle et f(q,t) une fonction du temps et
des coordonnées généralisées seulement. En effet,

~ tr ty
55(q) :5/ Ldtzé/ (aL~|—dfq’ )dt
t; t;

ty Ly
= 04/ S Ldt +/ §44D gt = a5S(q) +/ 45 f(q,t)dt
t t; t;

i

= adS(q) +[6f(q. 1)y = adS(q)+0f(qits) — 0f(ar.ty)

Comme toutes les trajectoires passent par les points (g;, t;) et (gs, ty), la fonction
f(g,t) ne subit aucune variation en ces derniers, ce qui veut dire que 0 f(g;,t;)

9



Chapitre 1 : Rappel sur la Mécanique Analytique

=0f(qr,ty) =0dou 5§(q) = adS(q). Maintenant, si on applique le principe de
moindre action A S (q) (5§ (q) = 0), I'égalité précédente impliquera que 6.5(q) = 0
et on obtiendra les méme équations d’Euler-Lagrange (1.5).

Avant d’entamer le paragraphe suivant, il sera tres utile de donner quelques
expressions du lagrangien dans certains cas précis.

* En mécanique classique, le lagrangien est la différence entre 1’énergie
cinétique T' et 1’énergie potentielle U. Dans le cas d’une seule particule de
masse m repérée par les coordonnées (z,y, z)

1
L= T(Q?, ya Z) o U(Q?, Y, Z) = §m<$2 + y2 + 22) - U(:C, Y, Zat) (16)
* En présence d'un potentiel électromagnétique (ff(x,y,z,t), V(z,y,z,1t)),
notre particule de charge ¢. aura le lagrangien

1 -
L= m(@ +§ +2) +q. (U-A—V) (1.7)

avec le vecteur vitesse ¥ = (&,9, 2), et le point (-) pour indiquer le produit
scalaire.

Dans les deux cas, le lagrangien est choisi de telle maniere qu’il soit le
plus simple possible et que les équations d’Euler-Lagrange coincident avec les
équations de Newton.

1.2 Méthode des multiplicateurs de Lagrange

Un systeme mécanique peut subir des contraintes qui sont a l'origine des
forces de liaison. Dans ce cas, les grandeurs physiques ne peuvent pas varier
indépendamment les unes des autres. Deux types de contraintes apparaissent
en pratique :

* Les liaisons holonomes ayant la forme ¢(q(t),t) = 0, ce qui veut dire
qu’elles dépendent uniquement du temps et des coordonnées généralisées ¢(t) .

* Les liaisons non holonomes de la forme ¢(q,q,t) = 0 ou ¢(q,¢,t) = 0
dépendant non seulement des coordonnées généralisées des points matériels
mais aussi des vitesses généralisée et peuvent étre des inégalités.

Dans notre cas on s’intéresse seulement aux contraintes holonomes et pour
les prendre en considération dans les équations du mouvement on fera appel a la
méthode des multiplicateurs de Lagrange. Supposons alors que nous disposons
de M contraintes holonomes ¢,,(q(t),t) = 0, m = 1...M. Si L est le lagrangien
du départ de notre systeme de N degrés de liberté, la méthode des multiplica-
teurs qu’on va noter \,, = A\, (t), m = 1...M consiste & introduire un nouveau

10
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Lagrangien
) M
L=L+Y Au(t)om(q.t) (1.8)
m=1

et lui appliquer les équations d’Euler Lagrange comme s’il s’agissait d'un
systeme de N + M degrés de liberté (g, A). Autrement dit,
oL _ d 9L _ -

g —ani =0 1=1...N

oL d 8L __ _
Don AR, 0 m=1..M

(1.9)

Comme L ne dépend pas de A\, ((g—ﬁn = 0), les derniéres équations se raménent,
a cette expression :

) . M9
oL d OL __ oL d OL __ m r_
dq;  dt 8 0 = dq;  dtog Z Am% i=1.N (1 10)
m=1 v :
Gt =0 = pula =0 et

On retrouve bien les contraintes du départ et le systeme (1.9) peut s’écrie sous

la forme.
M
[0l0)
4oL _ DL N\,  i=1.N
dt 0q; 9q; m X
q q — 0q¢; (1.11)
Om(q,t) =0 m=1.M

La résolution de ces équations va nous donner I’évolution de I'état de notre
systeme sous effet des différentes contraintes ¢,,(¢,t) =0, m = 1...M.

1.3 Formalisme hamiltonien

Dans la formulation Lagrangienne, ’évolution d’'un systeme mécanique a N
dimensions est régie par N équations différentielles du second ordre par rapport
au temps, et leur solution décrit une trajectoire ¢(t) = (q1 (t),q2 (t), ..., qn (1))
dans l'espace de configuration. William Hamilton a développé un autre forma-
lisme équivalent qui fait appel a 2N équations différentielles du premier ordre
pour décrire notre systeme de N degrés de liberté. Le nombre de variables d’état
est égal a 2N et elles sont les coordonnées généralisées et les moments conjugués
(¢,p) = (1 (t) ,q2 () ..csgn (t) ,p1 (£) , p2 (t) ..., pN (t)) considérées comme étant
indépendantes évoluant dans l'espace des phases. La résolution analytique ou
numérique de ces équations est plus simple que celles de 'approche Lagran-
gienne.

11
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Pour passer du formalisme lagrangien au formalisme hamiltonien, on utilise
la transformation de Legendre qui va nous permettre de construire la fonction
de Hamilton H(q,p,t) a partir de la fonction de Lagrange L(q, ¢,t). D’abord,
on introduit les N nouvelles variables p = (p; (t),p2 (t),...,pn (t)) appelées les
moments conjugués par définis par la relation
oL
D
On peut ainsi écrire les équations d’Euler-Lagrange sous la forme

pi = =—(q,4,t) i=1.N (1.12)

oL
9q;
Les équations (1.12) doivent étre inversées par rapport aux vitesses généralisées
¢ afin de les remplacer par leurs expressions ¢ = ¢(q,p,t) dans le hamiltonien
H(q,p,t) défini comme suit :

P = i=1.N (1.13)

H(q,p,t sz% ¢, szql (1.14)

A ce stade, on peut calculer la dlfferentlelle exacte du hamﬂtomen H. Autrement
dit, en utilisant les relations (1 12) et (1.13), on aura

Z%dpl + szd%

- Z%dpz + Zpldql ZgL sz ZgL dqZ

=S i+ i S g > i, — 2
=1 i=1 i=1 i=1

Finalement
dH = qudpz szdqz——dt (1.15)

Mais il ne faut pas perdre de vue que le hamﬂtomen H(q,p,t) est une fonc-
tion des coordonnées généralisées ¢, des moments conjugués p et du temps ¢
seulement, d’ou

N OH N OH OH

dH = —dg; + dp; + —dt 1.16

> 5, ;a pit =, (1.16)
Par identification des deux dernieres équations on obtient les équations cano-
niques de Hamilton

ql e g[I)_I Z = ]_ ..... N

f%’ — —g—g 1=1..... N (117)
oL _ _ OH

ot ot

12
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Il est possible d’avoir ces équations en passant par le principe de moindre
action : d’abord, il faut remarque que

N N
H=Y (pi)-L = L= (nd)-H (118)
=1 =1

Remplagons dans Iaction (1.1) et déterminons la trajectoire (g(t),p(t)) qui la
rend extrémale.

oS = /5 < (pi Gi) — H(%Pi)) dt

i—1
tf N

= / Z <5piqz' + pidg; — 2—55% - g—gép,) dt
L=
tf N

=[S (smid+ i (6a)) — 2260~ 36p.)
t; =1
ty N

= |32 (St (4 (w0 = 60) — k6 — o)
t; i=1

ty N ty N

_ / Z% (pidqi) dt + /Z <(qZ — g—g) opi — (Pi + %) (5%‘) dt
=l i=1

ti

ty tr
o [ (2 om (5 2 o)
t; ;=1

Le premier terme est nul car tous les chemins passent par les extrémités ¢(t;) et
q(ts) ce qui veut dire que (d¢(t;) = dq(ty) = 0). Finalement

tf N
;=1 ¢

Comme toutes les variables (¢, p) sont indépendantes, il en résulte que les va-
riations (dq, dp) le sont aussi, ce qui implique que le seul moyen de satisfaire la
condition 05 = 0 est d’imposer a la trajectoire physique de vérifier les équations

- [Z (pidgi)

i=1

oH
Op;

canoniques

oH . oH
q’L_ apz Y pl_ aqz

En utilisant ces équations, on peut démonter que H est conservé s’il ne
dépend pas explicitement du temps t. Autrement dit,
dH  OH
dat ot

i=1..N (1.20)

(1.21)

13
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En effet, a ’aide des équations canoniques, on voit que

dH  _ o ;5. 01

G =Gt gpit
_ o (oH) , oH (_oH) , 0H
T O <8pi>+3pi< 3q>+3t
_oH
= o

Si le lagrangien est la différence entre I’énergie cinétique 1" et I’énergie poten-
tielle U, le hamiltonien sera égal a leur somme qui est aussi I’énergie mécanique
E. Donc, dans le cas d’une seule particule de masse m ayant les coordonnées
(x,y, z) et le lagrangien (1.6), le hamiltonien aura 1’expression ci-dessous.

1
— (PP D)+ U(zy,2t) = E (1.22)

H =T(ps,py.p:) + Ulz,y,2) = -

En présence d’'un potentiel électromagnétique (/T(x,y,z,t), V(z,y,z1)), le
hamiltonien construit a partir du lagrangien (1.7) aura la forme suivante :
1

H=_—(5—q.A)? 1.2
2m(p qeA)* +q.V (1.23)

ou = (pz, py, p-), et le (?) pour indiquer le produit scalaire.

1.4 Crochets de Poisson

Depuis leur invention il y a deux siecles, les crochets de Poisson n’ont
cessé d’étre d’une grande importance dans divers domaines de la physique
mathématique. Ils sont par exemple indispensables dans I’étude de 'intégrabilité
des systemes classiques et dans la quantification canonique. Dans cette section,
nous allons rappeler brievement quelques propriétés de ces crochets.

Soit f = f(q, p,t) une grandeur physique qui dépend des coordonnées généra-
lisées, des moments conjugués et du temps. Sa dérivée totale par rapport au

temps est
df — of of .
- 5 1.24
v +;( L (1.29
Faisons appel aux équations canoniques (1.20) pour aboutir a la forme
a _ of 8H _ Of 0H
dt — + Z (3_% Opi dpz 8Qz>
af _ 3f
= H 1.25

14
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ou on vient d’introduire le crochet de Poisson {f, H}. Dans le cas général, le
crochet de Poisson de deux fonction f(q,p,t) et g(q,p,t) est défini par

N orof a9  of g
Wek= Z (a%‘ Opi  Op; 8%) (1.26)

=1

Les équations canoniques du mouvement peuvent s’exprimer en fonction de
ces crochets. Il suffit de prendre f = ¢; ensuite f = p; et d’utiliser la relation
(1.25) pour avoir

¢ ={aq, H} pi ={pi, H} i=1.N (1.27)

Les crochets fondamentaux sont les crochets relatifs aux variables canoniques
(q,p). Pour les calculer, on peut utiliser la définition (1.26) et apreés une petite
manipulation, on trouve que

{g,4;} = {pi,p;} =0 {qi,pj} =i i, =1.N (1.28)

ol d;; est le symbole Kronecker (6;; =0sii# j et ;; = 1sii=j).

Si et B sont deux réels, et f, g et h trois fonctions qui dépendent de g,
p et t, alors, on déduit aussi de I'expression (1.26) les propriétés suivantes des
crochets de Poisson.

{af + Bg,h} = a{f, h} +5{g,h} (Linéarité)

{fg,h}y = f{g,h} +{f,h}g (Regle de Leibniz 1)
(
(

Antisymétrie)

{f,{g,h}} +{h,{f,9}} +{g9,{h, f}} =0 Identité de Jacobi)
Z—Jz,g} +{/, Z—? =4 {f g} Reégle de Leibniz 2)
(1.29)

Les intégrales premiéres du mouvement fy(q, p,t) qui se conservent au cours

du temps (% = 0) peuvent étre obtenues a I’aide des crochets de Poisson en

utilisant I’équation (1.25). Autrement dit, les f; doivent vérifier I’équation

O fw _
E—i—{fk?H}_o (130)

Si en plus, les intégrales premieres ne dépendent pas explicitement du temps,
leurs crochets de Poisson avec le hamiltonien seront nuls.

{fe, H} =0 (1.31)
On peut montrer aussi que si f et g sont deux intégrales premieres du mou-
vement, leur crochet de Poisson est une intégrale premiere. Donc si % =0et

15
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fl—? = 0 alors 4 S 1f,9} = 0. En effet, a 'aide de I'équation (1.25) et des propriétés

(1.29) des Crochets de Poisson on peut voir que
4{f 9} %{f,9}+{H {f,9}}
—{at,g}+{fa at} {9.{H, f}} —{f {9, H}}
=G} +{/, at}+{{H fr.gt+{f{H, g}}
{a +1{H, f}, g}+{f7 Bt +{H, 9}}
={& ot +{f
=1{0,9} +{/,0}

Une fois que deux intégrales premieres sont connues, on déduira facilement une
troisieme en prenant leur crochet de Poisson.

1.5 Quantification canonique

La mécanique classique permet de décrire 1’évolution d'un systeme macro-
scopique au cours du temps d’une facon déterministe en connaissant son état
initial. Un des problemes centraux de la physique théorique est ’analyse du com-
portement d’un systeme a ’échelle microscopique, ou I'approximation classique
cesse d’étre valable. Autrement dit, il s’agit de quantifier la version classique
pour avoir une description quantique d’un certain nombre de phénomenes régis
par les trois interactions fondamentales, ’électromagnétisme et les interactions
nucléaires faible et forte. La quatrieme interaction fondamentale qui est la gra-
vitation reste toujours sans description quantique pleinement cohérente.

La quantification d’un systeéme classique décrit par le formalisme hamiltonien
se fait de la maniére suivante : aux grandeurs classiques f(q,p,t) et g(q,p,t)
définies dans l’espace des phases, on va associer des opérateurs hermitiques
fA = f(q,p,t) et g = g(q,p,t) agissant dans l'espace de Hilbert ('espace des
états) dont le commutateur vérifie la relation

7.3] = Fa-5F = inr. g} (1.32)
ol @ est 'opérateur associé au crochet de Poisson {f,g}, i = h/27 est
la constante de Planck réduite et le nombre imaginaire ¢ pour s’assurer que la
partie & droite est hermitique si f et § le sont. Avec la définition (1.32), les
commutateurs satisfont toutes les propriétés (1.29). Il est a signaler que cette
maniere de faire les choses n’est pas aussi simple comme il en apparait, caril y a
apparition d’un probléeme majeur lié a 'ordre des opérateurs qui ne commutent
pas généralement. Heureusement qu’'une grande partie des systemes physiques
sont décrit d’une fagon simple, ce qui facilite leur quantification. Dans le cas par-
ticulier des 2NV variables fondamentales ¢;, p;, leurs opérateurs correspondants
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¢i et p; obéissent aux relations de commutation suivantes
Gi, Dj] = ihdi; (G, q5] =0 [P, p;] =0 4, j=1.N (1.33)

Dans la représentation de Heisenberg, les opérateurs évoluent dans le temps
tandis que I'état |¥),, du systeme reste inchangé. L’évolution temporelle d’'un
opérateur A est régie par I’équation

aa _ 1 A48+ % (1.34)

sachant que H est I'opérateur hamiltonien du systeme. Il est facile d’en déduire
les équations de Heisenberg suivantes :

dg; v, A .
dt h[ ! (1.35)
dp; N )

= —— l?H:| = 1...N 1~
di n [p ! (1.36)

Par contre la représentation de Schrodinger suppose que les opérateurs res-
tent constants, mais I'état |W (¢)) 4 varie dans le temps en obéissant a 1'équation
de Schrodinger

. d :
ih= ¥ (1)) = H |V (t))

Les deux représentations sont différentes mais équivalentes physiquement car
elles sont liées par une transformation unitaire et permettent de faire les mémes
prédictions sur le plan expérimental.
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Chapitre 2

Contraintes Primaires et
Secondaires

L’objectif principal de ce chapitre est de donner plusieurs catégories de
systemes lagrangiens singuliers qui donnent naissances a des contraintes quand
on passe a la description hamiltonienne. Nous allons d’abord généraliser les
équations de Hamilton a des systeémes avec contraintes en introduisant les mul-
tiplicateurs de Dirac, ensuite définir ce qu’on va appeler les égalités faibles afin
de pouvoir utiliser les crochets de Poisson. Ensuite, on va voir que les contraintes
doivent satisfaire certaines conditions de consistance, ce qui va donner naissances
a d’autres contraintes secondaires qui doivent vérifier a leur tour d’autres condi-
tions de consistance. C’est I'algorithme de Dirac-Bergmann. A la fin de cet al-
gorithme, on va déterminer toutes les contraintes de notre systeme et tous les
multiplicateurs de Dirac.

2.1 Lagrangiens singuliers et contraintes pri-
maires

On a vu dans le chapitre précédent que dans le cas d’un systeme décrit par
N coordonnées généralisées et leurs vitesses associées, le principe de moindre
action conduit aux équations d’Euler-Lagrange?

_ 0L  d oL _ .
05(¢) =0= g, ~ diog =0 1=1..N o1
= oa  Ydgog — Yogog — 0 t,j =1...N

'Dans la suite de ce mémoire, nous allons utiliser la convention d’Einstein en sommant sur
les indices répétés deux fois dans une expression mathématique
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Les dernieres équations peuvent se mettre sous la forme

0*L . 0L . 0°L

94¢;0¢; ’ dq; ja%f)q]‘
On voit bien apparaitre les accélérations ¢; qui peuvent étre exprimées en
fonction des positions ¢; et les vitesses ¢; a la condition que la matrice hes-

i,j=1..N (2.2)

sienne H = [Hy;] = %} soit inversible. En d’autre terme, il faut que son
104q;

déterminant soit différent de zéro.

det () # 0 (2.3)
ou
r_oL  _oL .. ... oL T
041041 041042 0¢104Nn
oL oL . . oL
042041 042042 04204Nn
=1 S : (2.4)
_oL_ _oL ... ... oL
L 9dnOd1  O4nOg2 9¢nOqn

Dans ce cas, le lagrangien de notre systéme est régulier. Maintenant, si det (H) =
0, on aura a partir des équations d’Euler-Lagrange (2.2) des relations entre
les coordonnées et les vitesses généralisées indépendantes des accélérations, or
que les lois du mouvement doivent dépendre des accélérations selon Newton
(mid; = ]_7>l) Cela veut dire que notre lagrangien est singulier.

Exemple :

5—— qui dépend des deux coordonnées (z,y) et

les vitesses (#,9) . La matrice hessienne dans ce cas sera

Soit le lagrangien L =

0L y: oy
I— _ N
{a@i@%} [ o } avec (%1, @9) = (T,9)

Le déterminant de la matrice H est nul (det H = y*2? — zyzy = 0), donc ce
lagrangien est singulier.

Maintenant, essayons de voir 'impact de la singularité d’un lagrangien au-
tonome L = L(q, ¢) sur la formulation hamiltonienne. Commengons par définir
les moments conjugués

oL, . :
pi = 8—%(q,q) i=1..N (2.5)

Pour continuer, on doit les inverser par rapport aux vitesses ¢ mais d’apres
le théoreme des fonctions implicites, pour que ca soit possible, il faut que la

matrice jacobienne [gfl.’?} soit inversible. D’apres I’équation précédente
J
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8]91} |: 82[/ :|
—| === =H 2.6
{3%’ aQﬁQJ ( )

et on retrouve la matrice hessienne H. Si notre lagrangien est singulier, la ma-
trice H ne sera pas inversible et on ne pourra pas exprimer toutes les vitesses
en fonctions des coordonnées et les moments conjugués a 1’aide des définitions
(2.5). Cela implique que si M = dim (H) — rang (H), on aura M relations
dm(q,p) = 0, m = 1...M liant les coordonnées et les moments conjugués sans
faire intervenir les vitesses. Ces relations sont appelées les contraintes primaires
de la formulation hamiltonienne. On qualifie aussi de contraintes primaires les

restrictions que nous allons nous méme imposer a notre systéme?.

A ce stade, il faut savoir qu’il n y pas un choix unique de ces contraintes
car on peut toujours les redéfinir. Par exemple si ¢,, = 0 et ¢, = 0 sont
des contraintes, alors ¢2,, |dm|, 20m — 30n, Gm-Ony /Oy Gme?, ...le sont aussi.
Mais il y a certaines conditions de régularité qu’il faut satisfaire dans le choix
des contraintes : elles doivent étre indépendantes, dérivables par rapport a leurs
arguments et ont des différentielles non nulles quand on remplace ces contraintes
par des zérod.

Avant de passer a la section suivante, revenons a ’exemple précédent. D’apres

la définition des moments conjugués

pe=g5 =yydvag) P = yp, = Tpo—ypy =0

Py =5 =2 (yi + ) o oo
Il y a bien une seule contrainte primaire ¢; = ap, — yp, = 0. Ici on peut
par exemple choisir ¢; = —xp, + yp, = 0, mais il faut éviter les choix du

type ¢1 = ap, —ypy = 0, ¢1 = [zps —ypy| = 0 et 1 = Ip, —p, = 0
car ¢a va nous poser des problemes liés aux domaines de définition et a la
so. . 2 .. .
dérivation. Il ne faut pas non plus prendre ¢; = (zp, — yp,)” = 0 qui implique
que d¢y = 2 (xpz — ypy) d (xps — ypy) = 0.
=0

2.2 Exemples importants de lagrangiens singu-
liers

2.2.1 Lagrangiens linéaires par rapport aux vitesses

Ces lagrangiens sont linéaires au moins par rapport a une vitesse généralisée
ce qui engendre directement des contraintes primaires car la vitesse en question

ZVoir le troisieme exemple de la sous-section (2.5.4)
3Pour plus de détails, consulter la référence [2] page 7
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va disparaitre apres dérivation. Soit par exemple le lagrangien L = —yz + zy —
V (z,y). D'apres la définition des moments conjugués

Pz = g—i =Y Y+ p., =0
oL = =0
by= 33 =7 =Py =

Nous sommes en présence de deux contraintes primaires ¢; = y+p, et ¢ = x —
py- Comme ce lagrangien est linéaire par rapport aux vitesses, les composantes
de la matrice hessienne H sont nulles (H;; = %@L@- =0, avec (&1, %2) = (Z,7)).
On remarque directement que le det(H) = 0 ainsi que le rang(H) = 0, d’ou le
nombre de contraintes M qui égal a deux (M = dim(H) —rang(H) =2—-0=2).

En théorie quantique des champs, la densité lagrangienne L du champ de
Dirac 1 (¢, Z) qui sert a décrire les particules fermioniques de spin % est un bon

exemple aussi de lagrangien linéaire par rapport aux vitesses. En effet,
L =4 (Y8, — m) 1 = i 0t + iy Ipp — mp)

ottles v (i = 0, 1,2, 3) sont les quatre matrices de Dirac et ¢ (¢, ) = ¥+ (¢, 2)~°.
On voit que L est linéaire par rapport a dyv et que Jy ne figure méme pas
dans son expression, ce qui veut dire qu’il y a une singularité.

2.2.2 Lagrangiens homogenes par rapport aux vitesses

Un lagrangien L (g, 4,t) est dit homogene par rapport aux vitesses s’il vérifie
la relation
L(g,Ag,t) = AL (q,4,1) AER

Ce type de lagrangiens présente aussi des contraintes primaires comme le montre
mi

I'exemple du lagrangien L (x,y,,7) = 2—; —V (z)y. D’abord, il est homogene
par rapport aux vitesses car

222 .2
Ly, A, M) = =5 =V (2) X = ) (ﬂ - V(m) = AL (2,9,2,9)
(Y Y

Les moments conjugués sont donnés par

Py = oL _ mi

T = 9 — 2
gL ymj:2 = Pyt +Vi(x)=0
py:a_g:_2y2_v(x)

Donc ¢; = p, + % + V (x) constitue une contrainte primaire.
Le lagrangien d’une particule relativiste est aussi un lagrangien homogene
par rapport aux vitesses. En relativité restreinte ’action d’une particule libre

est donné par
S = a/\/nwdx“dx”
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ot ## = (2% = ct,z' = x, 2% = y, 2% = 2) représente le quadrivecteur position

de notre particule, 7, = (1, -1, -1, —1) est la métrique de Minkowski et a une
constante liée a la masse. Choisissons un parametre réel 7 pour paramétriser la
ligne d’univers de cette particule de telle sorte que z* = z#(7). On aura alors

dzt d
—a/\/nuyd:v“dxl’—a/ v~ — v ar dT_/LdT = L= ay/nuaraz”

ou ¥ = ;—T. On vérifie facilement que ce lagrangien est homogene par rapport

aux vitesses z*.

L (zh, Ai") = an/Mu N22HEY = Aoy/nata? = AL (a#, 2")
Donc, on s’attend a avoir des contraintes primaires lors de passage a la formu-
lation hamiltonienne, car ce lagrangien est singulier.

2.2.3 Lagrangiens avec symétrie de jauge

Il s’agit de lagrangiens invariants sous une transformation de coordonnées
dépendant de fonctions arbitraires de temps (transformation de jauge). Ces la-

grangien sont singuliers et présentent des contraintes primaires comme c’est le
. .\2 2
xr— xr—

(2—9) + ( 22/)

5 . En effet, soit la transformation de jauge

cas du lagrangien L =

suivante : 0 o
T=x+e(t) N d—"g:x—iré(t)
j=y+e(t) W—gj+e(t)

ou ¢ (t) est une fonction quelconque dépendant du temps. Notre lagrangien est

2

invariant sous cette transformation.
. 2 2
_(F-9)  (r—y)

(E+e(t)—g—e(t)® (z+e(t)—y—e(t)
2 + 2 2 + 2

Ce lagrangien possede effectivement une contrainte primaire car

L=L(%7) =

Pz = T — y

Dy = y -

La densité lagrangienne L relative au champ de Maxwell est un bon exemple
physique aussi de ce genre. Si V' est le potentiel scalaire et A est le potentiel

= ¢1:px+pyzo

vecteur, alors
1

L= _ZFWFW
ou A, = (%, /T), F,, = 0,A, — 0,A, et c est la vitesse de la lumiere dans le
vide. Une transformation de jauge de la forme A, — A, 4+ J,A ot A est une

fonction scalaire quelconque de & et de ¢ laisse notre lagrangien invariant, ce qui
implique qu’il est singulier.
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2.3 Multiplicateurs de Dirac

Dans le cas d’un lagrangien régulier, le hamiltonien canonique H.(q,p) =
pi¢i—L, (i = 1....N) est défini dans un espace de phase de dimension 2N, mais la
présence des contraints primaires ¢, = 0, (m = 1....M) réduit la dimension de
cet espace. Néanmoins, Il faut savoir qu’il est toujours possible de construire H,
de telle sorte qu’il soit indépendant des vitesses* généralisées ¢. Pour prendre
en considération ces contraintes, on va procéder par analogie au formalisme
lagrangien avec contraintes en remplacant le hamiltonien canonique H. par le
hamiltonien total

ou les quantités \,, seront appelées les multiplicateurs de Dirac. Cette modifica-
tion a pour conséquence une nouvelle action pour notre systeme. Les équations
du mouvement de ce dernier s’obtiennent en exigeant que cette action soit sta-
tionnaire (65 = 0).

ty ty

55 =0 [ lpi— Hrldt = [Slpid — (Ho+ A d

t; t;
tr

t;
tr

ti

—OAm®m — Am 20 — A GOy dt
ty tf
= /% (pidq;) dt + /[<— ); — %—IZZ,C - Am%) 0g;
t; t;
(= 2o — X 2 ) Gy — GOt
tf
b
N < G- 2 ), Bg;m> 5¢i — GO dlt
Le premier terme est nul a cause des conditions aux limites. Pour avoir la dy-
namique de notre systeme, décrit par 'hamiltonien Hr (p, q), il faut imposer la

t
= pi0g; tf

4Pour la démonstration, voir la référence [6] page 725
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condition 0.5 = 0. Les équations du mouvement qui en résultent sont :

L ch 8¢m ) —
o = O 4 N, Do i=1.N (2.8)
G =0 m=1.M

Il s’agit des équations canoniques de Hamilton qui tiennent compte de la présence
des contraintes.

Exemple

Considérons le lagrangien L = %5&2 + 2y — V (z,y) dépendant des deux va-
riables de position (z,y), et des vitesses associées (&, ¢) . Les moments conjugués
sont p, = @ et p, = x. On remarque que le moment conjugué p, est exprimé
par la vitesse &, alors que p, ne dépend pas des vitesses, d’ou 'existence de la
contrainte primaire ¢, = p, — x = 0. Le hamiltonien canonique est

Hc :jjpx "gypy_ L:(px)2+ypy_%(pz>2_xy+v(xvy)
=3 ()" + (py— )5+ V (2,9)
=¢1

1
He =3 (p)” +V (z,y)

On voit bien que le hamiltonien canonique H. ne dépend pas des vitesses. Le
hamiltonien total sera alors

1
Hpy = H 4+ Moy = B (1%)2 +V(2,y) + M(py — )

Les équations du mouvement de Hamilton obtenues a partir de ce dernier seront

~ : v

T =Py Pe=—%5.t A\

) . % =p,—x=0
y=2X\ Py = _%_Z 1= Py

Un calcul trivial montre que ces équations se réduisent a la forme

. ov L . ov

r=—— €rT = ——

ox Y dy
Ces équations ne sont que les équations d’Euler-Lagrange qu’on aurait pu avoir
directement a partir du lagrangien du départ, ce qui montre 1’équivalence des

deux formulations.
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2.4 Egalité faible et formulation via les cro-
chets de Poisson
Soit maintenant la fonction F'(q, p) définie dans I’espace des phases. A 'aide

des équations du mouvement (2.8), on peut déterminer son évolution comme
suit :

; oF - oF -

F = 500 + 5,0
_ oF (0H. 96m\ _ oF (oH. Obum _ _
T Oai <3pi + A Op; ) Opi <6Qi + A dq; ) P Om =0
— (QFOH. _ OF 9H. OF 9¢m _ OF 0¢m - —
o (3%‘ dpi  Opi O ) + A <8Qi Ipi dpi 0g; ) P Om =0

ou { , } désigne les crochets de Poisson, i prend les valeurs de 1 & N et m les
valeurs de 1 a M. Dong, il est possible d’avoir les équations dynamiques a 'aide
des crochets de Poisson a condition d’utiliser les contraintes ¢,, = 0 une fois
que les crochets soient calculés. Il est commode de réécrire I’'équation précédente
sous la forme

F = ({F,H} + M {F, b} )y -0 (2.10)
En particulier, les équations de Hamilton (2.8) vont prendre la forme
pi = ({pis He} + Mo {pis &} )|, 0 (2.12)

ou ¢ prend le valeurs de 1 jusqu'a N. Calculons maintenant le crochet {F, Hr}
ou Hr est le hamiltonien total (2.7).

{F> HT} = {Fa H.+ )\m¢m} = {F> Hc} + Am {Fa ¢m} + {Fv Am} Pm (2'13)

Le dernier crochet est inconnu car on ne dispose pas des expressions des A, en
fonction des coordonnées et des moments conjugués, mais si on utilise le fait que
les ¢, = 0, il va s’annuler automatiquement. Cela veut dire qu’on peut réécrire
I'équation dynamique (2.10) sous la forme

F = ({F7 Hc}+)‘m {F7 ¢m})‘¢m:0 = ({F7 HC}+)\m {F7 ¢m}+{F7 /\m} ¢m>|¢m:0

F={F Hr}|s,—o (2.14)

Dans tous ce qui suit, on fera une distinction entre les égalités usuelles
(fortes) et les égalités faibles. Tandis que les égalités fortes sont valables dans
tout ’espace des phases, Les égalités faibles sont valables seulement sur la surface
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des contraintes, ¢a veut dire une fois qu’on a utilisé les contraintes. Autrement
dit, si on utilise le symbole &~ pour désigner les égalités faibles, alors pour deux
fonctions F'(q,p) et G(q,p) de I'espace des phases on peut écrire que®

F%G@F’¢m:0:G‘¢m:0<:>F—G:/ﬁlm¢m m=1.M (215)

ol Ky, @y, est une combinaison linéaire des contraintes ¢,, et x,, des coefficients
définis dans ’espace des phases. On remarque qu’on obtient /' = G si on pose
¢m = 0. Comme cas particulier, il est clair que

Om ~ 0 m=1.M (2.16)
Comme ¢a, les équations (2.10), (2.11) et (2.12) vont se mettre sous la forme
Fr{F HY + My {F, ¢} (2.17)

q.i ~ {Qich} _'_)‘m {Qi7¢m} pz ~ {pi;HC} +)\m {piu(bm} (218)

Cela veut dire qu’il faut d’abord calculer les crochets de Poisson ensuite imposer
les contraintes pour avoir les bonnes équations du mouvement.
Revenons a la relation (2.14) qui peut s’écrire maintenant sous la forme

{F,H.} + A\, {F, ¢} = {F, Hr} (2.19)
A T'aide de cette équation et 1'équation (2.9) on obtient
F~{F Hr} (2.20)
et les équation de Hamilton auront les expressions
¢ ~{q Hr} ; pi=~{pi, Hr} i=1.N (2:21)

Pour résumer, on a introduit les égalités faibles afin de se souvenir d'une regle
tres importante : en présence de contraintes, les crochets de Poisson doivent étre
tous développés avant d’utiliser ces contraintes.

2.5 Conditions de consistance et contraintes se-
condaires

On vient de voir dans la section qui précede que 1’évolution temporelle d'une
grandeur F'(q, p) relative a systéme physique avec contraintes est décrite a 1’aide
du 'hamiltonien total par I’équation

Fr{F Hp} ~ {F H} 4 A\ {F, 6} (2.22)

SPour la démonstration de la derniere égalité, voir la référence [2] page 8
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Si on remplace F(q,p) par les contraintes primaires ¢, (¢,p), m’ = 1...M on
aura

ém’ ~ {(bm’?Hc} + )\m {¢m’7 (bm} m/ =1..M

Mais comme les contraintes sont conservées dans le temps (¢, = 0 = ¢,y =
do,,./
dt

~ 0), 'équation précédente va se réduire a la forme

{bmrs He} + A { Gt i} = 0 m' =1..M (2.23)

Ces conditions de consistance doivent étre vérifiées par toutes les contraintes
primaires, ce qui va nous permettre d’avoir plus d’informations sur les multi-
plicateurs de Dirac \,,,m = 1...M. L’étude de ces conditions de consistance va
nous mener vers l'une de ces quatre situations :

2.5.1 Le premier cas

Les conditions de consistance vont nous conduire a une équation fondamen-
talement fausse telle que 1 = 0. Cela veut dire que notre lagrangien du départ
est inconsistant et qu’il faut le revoir. Par exemple le lagrangien L = x—1 est in-
consistant car 1’équation d’Euler-Lagrange issue de ce dernier est g—g = %g—fb‘ -
1 = 0. Essayons de voir ¢a avec les conditions de consistance. Nous somme en
présence d’'une seule contrainte primaire ¢; = p, + 1 ~ 0 et le hamiltonien

canonique H. = —xz. La condition de consistance est

or=0= {1, H} + M {b1, 01} ~0=>1~0

On voit bien qu’il y a une anomalie et il ne faut pas essayer d’aller plus loin
avant de modifier notre lagrangien.

2.5.2 Le deuxiéme cas

Il se peut que les conditions de consistance se réduisent a des équations qui
sont identiquement vraies telles que 0 &~ 0. Dans se cas la procédure se termine
ici. Pour le voir, soit par exemple le L = 2zyi+2%y qui présente deux contraintes
primaires ¢ = p, — 22y ~ 0 et ¢g = p, — 2? ~ 0 qui résultent de la définition
des moments conjugués. Le hamiltonien canonique est
He = ip, +yp, — L = @p, + yp, — 2xyi — 2%y = i (p, — 20y) +§ (p, — 2°) =0

=¢1 =¢2

Donc le hamiltonien total aura I’expression

Hr = X\ (2zy — po) + A2 (2° — py)
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Appliquons les conditions de consistance pour les deux contraintes ¢, et ¢,.

$r~ 0= {¢1, Hp} = 0= A\ {61, 61} + Ao {¢1, 2} =~ 0
= {22y —pr, 2 —p, 0= N (22 —22) 0= 0~0

De méme
G2~ 0= {¢o, Hr} = 0= M {¢o, 01} = 0= A {20y — pya® —p,} 0= 020
Dans cette situation les multiplicateurs A; et Ay sont quelconques et ne peuvent

pas étre fixés par les conditions de consistance.

2.5.3 Le troisiéme cas

Contrairement au cas précédent, les conditions de consistance vont fixer les
valeurs de multiplicateurs \,,,m = 1...M et notre procédure s’arréte aussi.
Prenons par exemple le lagrangien L = —yz+2xy—2y qui conduit aux contraintes
primaires ¢, = p, +y ~ 0 et ¢ = p, — x =~ 0. Le hamiltonien canonique dans
ce cas est

H, = ip,+ypy—L = ip,+ypy+yi—ay+ay = & (pe +y) +9 (py — ) +ay = 2y
\T/ T
G i

Les conditions ¢y &~ 0 et ¢y &~ 0 impliquent

{¢1,HC} + )\1 {¢1, ¢1} -+ )\2 {¢1,¢2} ~0= -y + 2)\2 ~(0= /\2 ~

N <

x
{d2, Ho} + M {2, 01} + Ao {2, 02} 0= —z =2\, =0 = A\ =~ 5
I est maintenant possible d'utiliser les contraintes p, +y = 0 et p, —x = 0, pour
éerire Ay = —B2 et A\ = —‘%, car on a terminé avec les crochets de Poisson.

2.5.4 Le quatrieme cas

Les conditions de consistance peuvent donner naissance a des nouvelles
relations yx(q,p) =~ 0,k = 1..K; entre les moments conjugués et des posi-
tions indépendamment des multiplicateurs )\, et des contraintes primaires. Ces
dernieres sont appelées les contraintes secondaires. Elles different des contraintes
primaires par le fait que ces dernieres sont des conséquences de la définition
des moments conjugués alors les contraintes secondaires résultent des condi-
tions dynamiques de consistance. Les contraintes x (g, p) ~ 0 doivent étre aussi
préservées dans le temps xx(q, p) = 0. En utilisant ’équation (2.22), on conclut

28



Chapitre 2 : Contraintes Primaires et Secondaires

que les contraintes secondaires doivent satisfaire a leur tour les conditions de
consistance suivantes :

{xK, He} + A {Xks &} = 0 k=1.K, (2.24)

Ces conditions vont s’ajouter aux conditions (2.23) pour constituer les nou-
velles conditions de consistance dont 1’étude va aboutir sur I'un des quatre cas
précédents. Ce qui veut dire qu’on peut tomber sur de nouvelles contraintes
secondaires (quatrieme cas) qui vont donner lieu a de nouvelles conditions de
consistance qu’il faut prendre en considération. On va continuer comme ca jus-
qu’a a I’épuisement de toutes les conditions de consistance et le résultat final sera
la détermination de toutes les contraintes secondaires avec un certain nombre de
multiplicateurs A, . Ce processus est appelé 'algorithme de Bergmann-Dirac.

Exemple 1 Si on choisit par exemple un lagrangien L = %9'02 +ay + 222 — a2y
qui dépend de trois variables de positions (x,y, z) et les vitesses (,9,2). La
définition des moments conjugués va s’accompagner de deux contraintes pri-
maires ¢; = x —p, ~ 0 et ¢y = 22 —p, &~ 0. Avec ces contraintes, le hamiltonien
canonique sera

1

HC:x'pm—i—ypy—l—,épz—L:pi—l—yx—l—é‘ZQ—épi—xy—fz'—l—xy:

2
p?
L
g T

D’ou le hamiltonien total
_ o )
Hp = H.+ M1 + Aagpg = o5 + 2y + A (z — py) + Xa(2” — pz)

Utilisons maintenant les conditions de consistance.
<:51 ~0= {1, H} + Mo{o1, 2} =0=p, +2~0
§b2 ~0= {¢2,Hc}+A1{¢2,¢1} ~0=0~0

On voit que la premiere condition donne naissance a une contrainte secondaire
X1 = pz + x =~ 0 qui doit vérifier la condition

x1~0 = {xi,H}+ M{xa, &1} + Xo{xa, 92} = 0
= —y+p.t (D =0=\~-y+p,

La procédure se termine ici car il n y pas de nouvelles contraintes. On a pu fixer
A & —y + p, mais \y peut prendre n’importe qu’elle valeur et les conditions de
consistance resteront satisfaites. La solution générale s’écrit alors

I O T 7 o S I R T o 0
o DS el 7 e R
=A =V

ol v est une fonction quelconque des coordonnées et des moments conjugués qui
peut dépendre aussi du temps (v = v(q,p,t)).
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Exemple 2 Soit le lagrangien L = %a’vz + %gf — z(y — x) qui dépend de trois
variables de positions (z,y, z) et les vitesses (&, 9, 2) . La définition des moments
conjugués va nous donner une contraintes primaire ¢; = p, ~ 0. Le hamiltonien
canonique est

. L . 1, 1
He=ips+ypy +2p: = L=p;+py+ 2 p: —5p; = 5Py +2(y = 7)
Ho=tp Lo o
ce==pr+ = 2(y —x
SPr 5Py + 2y

D’ou le hamiltonien total

1 1
Hr = He+ Moy = 517926 + 5]93 +2(y — ) + Aip2

Utilisons maintenant la condition de consistance
<251 ~0={¢1, H}+ {1, 0} =0=>—-y+2~0

On voit apparaitre une contrainte secondaire x; = —y + = = 0 qui doit vérifie
la condition de consistance

X1~ 0= {xi,H}+M{x1,01} =0=p, —p, =0

On a maintenant une autre contrainte secondaire s = p, — p, ~ 0 qui doit
satisfaire la relation

X2%0:>{XQ,HC}+)\1{X2,¢1}%0:>Z%0

On vient d’obtenir une troisieme contrainte secondaire y3 = z =~ 0, d’ou la
condition de consistance

X3~ 0= {xs, H} + M{xs, 1} =0= XA\ =0

La procédure ce termine ici car il n y pas de nouvelles contraintes et A; = 0.

Exemple 3 Soit une particule de masse m se déplacant a deux dimensions
-2
en présence du champ gravitationnel g dont le lagrangien L = 22 + = -
mgy. Supposons que notre particule est restreinte a ne pas quitter le cercle
d’équation 2% + y?> = R2. Essayons de la décrire dans la formulation hamilto-
nienne. L’équation du cercle sera une contrainte primaire ¢, = 22 +y? — R?> ~ 0

et le hamiltonien canonique est le hamiltonien obtenu a partir du lagrangien du

ma

2
départ. Autrement dit H. = % + % + mgy, d’ou hamiltonien total sera alors

2 2

p
HT:HC+A1¢1:p_x+_y+mgy+A1(x2+y2_R2>

2m  2m
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La condition de consistance sur ¢; s’écrit

¢~ 0= {p1, Hey + M{b1, 61} ~ 0= ap, +yp, =0

On a donc une contrainte secondaire x; = xp, + yp, ~ 0 qui doit vérifier la
condition

2 2
. 2 p
X1%0:>{Xlch}+/\1{X17¢1}%0:%+Ey_m9y_2/\1(x2+y2)%O
—1 P2 D
My ——— (22 Y
! 2(x2 + y?) (m+m may

.9 2 _ p2 pon o -1 (p2 vy 3 . .
Mais x* + y R*, dou Ay & oz |2+ Y —mgy ). Lalgorithme de Dirac

Bergmann se termine ici avec la détermination du multiplicateur A;.

2.6 Solution générale de ’algorithme de Dirac-
Bergmann

Dans le cas général, ’algorithme de Dirac-Bergmann se solde par la détermi-
nation de toutes les contraintes secondaires yx(¢q,p) ~ 0,k = 1...K, en plus des
M contraintes primaires ¢, ~ 0 a condition que la lagrangien du départ soit
consistant. Pour une raison de commodité, et puisque ces contraintes secondaires
seront traitées presque de la méme maniere que les contraintes primaires, il
convient de les noter

b~ 0 k=M+1.K+M (2.25)

ou K est le nombre des contraintes secondaires. Dans ce cas, ’ensemble de toutes
les contraintes sera désigné par

¢; ~0 j=1..J (2.26)
ou J = K + M. Ces contraintes vont définir ces conditions de consistance
{(ij Hc} + A {(Z)j? (bm} ~0 (2.27)

Ici on somme sur m de 1 a M tandis que j prend les valeurs de 1 jusqu’a J.
On obtient ainsi un systeme de J équations algébriques linéaires non homogenes
avec M inconnues \,,. Sa solution la plus générale est de la forme

Am = Ao (9, @) + Vi (0, @) (2.28)
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ou A,, est une solution particuliere et V,, la solution générale du systeme ho-
mogene

Vi {®j, ¢m} =0 (2.29)

En principe, Vi, = v,Vam (p,q) ot V, (p,q),a = 1...A représentent A vecteurs
avec M composantes indépendants et v, des coefficients arbitraires qui peuvent
dépendre des coordonnées, des moments conjugués et du temps comme le montre
le premier exemple de la sous-section (2.5.4). Donc la solution générale du
systeme (2.27) sera la suivante

)\m == Am (]), Q) + Uavam (pv Q) (230)

On peut alors rééerire le hamiltonien total (2.7) en utilisant (2.30) sous la
forme

Hr = H.+ At + 0o Vo Om = H' + 1404 (2.31)

ou
H =H.+Apyby b0 = Varndm m=1.M;a=1.A (2.32)
Les ¢, = Vyndm,a = 1...A sont des combinaisons linéaires de contraintes pri-

maires ¢,,, ce qui veut dire qu’elles sont aussi des contraintes primaires. Les
équations du mouvement peuvent s’écrire alors

G = {qi, Hr} ~ {q;, H'} + va{di, Pa} i=1.N (2.33)
pi ~ {pla HT} ~ {p’n Hl} + Ua{pi, ¢a} i=1.N (234)

D’une maniere générale, la variation dans le temps de toute fonction F (gq,p)
définie dans ’espace des phases va obéir a I’équation

Fr{F Hp} ~ {F, H} +v,{F, ¢5} (2.35)

I1 faut distinguer deux cas : le premier, c’est quand les vecteurs V, (p,q) ,a =
1...A sont nuls, ce qui veut dire que les ¢, = 0 et les équations du mouvement se-
ront bien déterminées. Le deuxieme correspond au cas contraire, et les équations
du mouvement vont dépendre de coefficients arbitraires v,,a = 1...A. Dans la
suite nous verrons que le premier cas va nous permettre de définir les crochets
de Dirac directement, alors que le deuxieme cas signifie qu’il y une symétrie de
jauge et qu’il faut des conditions supplémentaires pour fixer cette jauge afin de
définir aussi les crochets de Dirac.
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Chapitre 3

Contraintes de Premieére et de
Deuxieme Classe et Crochet de
Dirac

Dans ce qui suit, nous allons introduire une autre classification des contraintes
en plus de la classification en contraintes primaires et secondaires faite dans
le chapitre précédent. Il s’agit de diviser ces contraintes en deux ensembles :
celles de la premiere classe et celles de la deuxieme classe et de discuter leurs
propriétés. Dans le traitement des contraintes de premiere classe, nous allons
montrer qu’elles ont un lien étroit avec les théories de jauge. Ensuite, on va
introduire le crochet de Dirac en éliminant les contraintes de deuxieme classe
qui va remplacer le crochet de Poisson en présence de contraintes. L’objectif
ultime sera de donner une version quantique des systemes hamiltoniens avec
contraintes.

3.1 Contraintes de premiere et deuxieme classe

On a vu dans le chapitre précédent que 1'équation (2.22) régit la varia-
tion dans le temps d’'une grandeur F' = F(q,p) dépendant des coordonnées
généralisées ¢ = (q1,¢2,...,qn) et des moments conjugués p = (p1,p2, ..., PxN)
dans le formalisme hamiltonien. Autrement dit,

Fa{F H}4+ M {F ¢} m=1.M (3.1)

Dans le cas ou I’ = ¢;,j = 1...J est une contrainte primaire ot secondaire qui
se conserve dans le temps (¢; ~ 0), I'équation précédente va nous donner les
conditions de consistance

{65 H} + A {0, 0m} 0 m=1.M j=1.J (3.2)
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ou J = M + K sachant que M est le nombre de contraintes primaires et K celui
des contrainte secondaires.

A ce stade remarquons que si pour un certain indice j le crochet {¢;, ¢, } =~ 0,
I’équation ci-dessus se réduit a la forme simple

{¢j7Hc} ~ 0 (33)

Dans cette équation on a perdu completement tous les multiplicateurs A,,, ce qui
veut dire qu’elle est vérifiée quelque soient ces derniers. En d’autres termes, cette
équation n’impose pas des conditions sur ces multiplicateurs. Pour cette raison
on fait une distinction fondamentale entre les contraintes dites de premiere classe
et celles dites de seconde classe. Selon Dirac, on dit qu'une fonction F'(q,p)
est de premiere classe si son crochet de Poisson avec chacune des contraintes
¢j,j = 1...J est nul sur la surface des contraintes, c’est-a-dire

{F, gbj} ~(0< {F, qu} = Iijjlqu/ (34)

ou Kk;; = K;j(q,p) sont des fonctions de ¢ et p. Si la fonction F(q,p) n’est
pas de premiere classe, elle est dite de deuxieme classe automatiquement. Le
hamiltonien total Hy par exemple est de premiere classe par construction car
les relations de consistance (3.2) s’écrivent aussi sous la forme

{65, H Y =0 Vj=1..J (3.5)

Dans un cas particulier, une contrainte ¢; (primaire ou secondaire) est appelée
contrainte de premiere classe si son crochet de Poisson avec les autre contraintes
est faiblement égal a zéro

{¢i, 05} ~0  Vji=1.J (3.6)

Il faut savoir qu'une contrainte primaire peut étre de deuxiéme classe comme
une contrainte secondaire peut étre de premiere classe ; les deux classifications
n’ont rien a avoir I'une avec l'autre.

A ce stade, on va essayer de démontrer que le crochet de Poisson de deux
quantités F(q,p) et G(q,p) de premiere classe est une quantité de premiere
classe en utilisant la regle de Leibniz et l'identité de Jacobi. Les crochets de
Poisson des fonctions F' et G avec toutes les contraintes ¢;,j = 1...J sont des
combinaisons linéaires de ces contraintes.

{F7 (bj} ~0< {F7 (bj} = fjj/¢j/

(G 6;} ~ 06 {G,é;} = gjnoy (3.7)
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Essayons de développer le crochet {{F, G}, ¢;} al'aide de ces relations.

HF Gy, 03 =—{e; F}, G = {{G, 95}, F}
={{F,¢;},G} —{{G, ¢}, FY = {[fjy 05, G} — {95795, F'}
= [iy {0y G} +{fiy. G} ¢y — gjjr {dy, F} — {955, F'} 5
= —fiy gy dm + {fijs G} @50 + gjjr fyrjr by — {955, F'} oy = 0

Exemple Dans le cas du lagrangien L = %i‘z + a2y + 224 — xy, Nous avons
deux contraintes primaires ¢; = x — p, = 0 et ¢ = 2? — p, et une contrainte
secondaire ¢3 = x + p,. La contrainte ¢, est de premiere classe car

{¢2’¢1}: {ZQ_pZ’x_py} =0~0 ; {¢27¢3}: {22_pzax+pm} =0~=0

Par contre
{61,03} ={z —py,z +ps} =150

ce qui veut dire que les contraintes ¢; et ¢3 sont de deuxieme classe.

Avant d’entamer la section suivante, il tres utile de vérifier que le hamiltonien
H' et les contraintes primaires ¢,,a = 1...A donnés par 1’équation (2.32) sont
de premiere classe. En effet, d’apres les relations (2.28) et (2.30) du chapitre
précédent {H., ¢;} + Ay {dm, 0;} = 0 et Vo {dm, ¢;} = 0, ce qui va nous
permettre de faire les démonstrations suivantes :

{H/a ¢j} = {Hc + Am¢ma ¢]} = {Hm ¢]} + {Am¢m> ¢j}
~ 0+ {Am bt b 20 Wj=1..0

{¢a7¢j} - {V;zm(rbm,gbj} = ‘/a,m {¢ma¢y} + {‘/ama ¢J}¢m
RO+ Vg, 0 om0 Vj=1..J

3.2 Contraintes de premiere classe et symétrie
de jauge

On a déja vu d’apres (2.36) que, d’'une maniere générale, 1’évolution d’une
grandeur F' = F(q,p), définie dans l'espace des phases, est déterminée par
I’équation

F~ {F> H,} + Ua{Fa ¢a} (3.8)
ou les v,,a = 1...A sont des coefficients arbitraires qui peuvent dépendre du
temps et les ¢, a = 1...A sont des contraintes de premiere classe comme on vient
de le démontrer dans la section précédente. Quand toutes les contraintes sont de
deuxieme classe, cette équation se réduit a la forme F ~ {F, H'}. Supposons que
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nous connaissons les conditions initiales gy et py a l'instant ¢g = 0, ce qui veut
dire que Fy = F(qo,po)- A un instant ultérieur ty 4 dt tres proche du premier
(0t ~ 0), Notre grandeur F' sera

F = Fy+ Fét
= Fo+ {F,Hr}dt (3.9)
=Fy+{F,H} ot + {F,v,0,} 0t

F=Fy+{F, H}t+v,{F, ¢a} ot (3.10)

Comme les coefficients v,, a = 1...A sont completement arbitraires, F' ne sera pas
déterminée d’une facon unique. Autrement dit, si on choisit d’autres coefficients
v,,a = 1...A on aura

F'=Fy+{F,H} ot + v, {F, ¢,}t (3.11)
Ce qui nous donne la différence
OF = F' — F = 0t(v), — v) {F, ¢u} (3.12)
Posons g,(t) = 6t(v), — v,),a = 1...A pour avoir la forme
SF=F —F = 0F=¢e,(t){F, 6.} (3.13)

Les €4(t),a = 1...A sont des fonctions infinitésimales car §t est infinitésimal et
arbitraires car v/, et v, le sont aussi. Tous ¢a veut dire que la connaissance des
conditions initiales n’est pas suffisante pour déterminer 1’état ultérieur de notre
systeme a cause des coefficients v,,a = 1...A completement arbitraires. Cela
veut dire, que la solution générale des équations du mouvement contient des
fonctions arbitraires ce qui est une propriété fondamentale des théories de jauge.
En plus d’apres (3.13), la transformation de jauge infinitésimale est générée par
les contraintes ¢4, a = 1...A qui sont des contraintes primaires de premiere classe.
Particulierement, la transformation des variables fondamentales est

olon 0ba

0q; = €4 (t) oy o0

;o 0p; = —e4 (1) t=1.N (3.14)

On vient de voir que les contraintes primaires de premiere classe génerent
des transformations de jauge. Dirac va plus loin en postulant que méme les
contraintes secondaires de premiere classe génerent elles aussi des transforma-
tions de jauge qui laissent invariant ’état du systeme étudié!.

Pour plus d’analyse et de discussion voir les référence [1] et [2] page 21 et page 17 respec-
tivement.
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Exemple 1 Le lagrangien L = —(y”;”y)Q

TPz — Ypy Car

a une seule contrainte primaire ¢; =

pe =% =y (yi +xy)

. = aps—yp, =0 (I
py = 5 = = (yi +xy)

En en déduit que p, = %, ce qui implique

. N2 . N\ 2
. . . zpy  (yd + x7) . \Pe (YT +ay)
Hc:xpm+ypy—L:xpx+yy - 5 :(yflrerx)z——Q

Mais d’apres I'équation (I), p, =y (y& + zg) = B2 = (y& + 2y), d'ou

z \ 2
g G B
oy 2 2y°

Le hamiltonien total dans ce cas sera

2
HT - Hc + >\1¢1 - ;;;2 + )\1 (xpx - ypy)

L’évolution temporelle de la contrainte ¢; = xp, — yp, est régie par I'équation

2

(/51%0:>{¢1,HT}%O:>{¢1,HC}%0:>{xpx—ypy,;;yz?}%O:>0%0

Donc ¢ = xp, — ypy est la seule contrainte que possede notre systeme et elle
est automatiquement de premiere classe car {¢1,¢1} = 0 = 0. D’apres Dirac,
elle va générer une transformation de jauge infinitésimale a ’aide de la relation

SF =e1(t){F,¢1} = e1(t) {F, zp, — yp,}

ou F' est une fonction définie dans l'espace des phases et e;(¢) une fonction
arbitraire qui dépend du temps. En cas particulier,

dx=¢e1(t)r Sdy=—e1(t)y Op,=—1(t)p.  Opy, = e1(t)py
On en déduit
yor +xoy =0 = gyoxr+ yox + 2y + xdy =0 (II)

. N2
M va subir une

Sous cette transformation, le lagrangien du départ L =
transformation

oL = (yi + xy) (yox + yoi + yox + 20y)

En utilisant (II), on obtient
SL=0

Donc le lagrangien reste invariant sous la transformation générée par la contrainte
b1 = TPy — Ypy-
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Exemple 2 Soit le lagrangien singulier L = (& —z)(y—x) = &y —xt — 29+ x=2.
Par définition, les moments conjugués sont

px:?)—x py:x'—z pzzo

On voit bien apparaitre une contrainte primaire ¢, = p, = 0. Sachant qu’a partir
des relations précédentes y = p, + x et © = p, + 2, le hamiltonien canonique
sera
Hc = x'pac + ypy +z Y2 —L = (py + Z)p:p + (pm + x)py — PyPz
~—
~0
Hc = PzPy + 2Pz + TPy

La condition de consistance pour la contrainte primaire ¢, = p, est
{1, He} + {1, 01} = 0=p, =0

La condition de consistance pour la contrainte secondaire x; = p, est
{xu, H}+M{x1, 01} =0=p, =0

La condition de consistance pour la deuxieme contrainte secondaire x2 = p, est
{xos He} + M {x2, 1} = 0=0~0

et le processus se termine ici. Ces contraintes sont toutes de premiere classe car

X1, 01} = {x2. 01} = {x1,x2} =0

On va poser 71 = ¢1, 72 = X1 et 73 = x2. D’apres Dirac, ces contraintes vont
générer la transformation de jauge

OF = e1(t) {F, 1} + ea(t) {F, 70} + e3(t) {F, 3}

ou F' est une fonction définie dans I'espace des phases et €1(t), ea(t) et e3(t) des
fonctions arbitraires qui dépendent du temps. En particulier,

dr =e5(t) dy=-e3(t) dz=¢e1(t) Op,=0 bp,=0 Ip,=0
Mais p, =y — 2, py =2 — z et p, =0, d'out
Op, = 0y — ox 0py = 02 — 0z op, =0
En utilisant les relations précédentes, on obtient

0=2¢3(t) —ea(t)  0=2x(t) —er(t) 0:0;»{§1(t)j3(t>
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Finalement, on aura
Le lagrangien L = (& — z)(y — x) va subir la variation

0L = (0% — 62)(y — x) + (& — 2)(6y — ox)
= (€3(t) —&3(t)(y — ) + (& — 2)(€3(t) — £3(t)) = 0

Donc notre lagrangien est un invariant de jauge sous la transformation générée
par les contraintes de premiere classe (primaires et secondaires).

3.3 Contraintes de deuxiéme classe et crochet
de Dirac

On a vu dans la section précedente que les contraintes de premiere classe
génerent des transformations de jauge. Dans celle-ci, on va supposer que toutes
les contraintes de notre systéme (primaire et secondaires) sont de deuxiéme
classe et on va les noter &.,7 = 1...R, ou les &,,,m = 1..M dénotent les
contraintes primaires et les &,k = M + 1...R = J désignent les contraintes
secondaires. On peut alors écrire les conditions de consistance sous la forme

(&, Hr} ~ {&, Ho} + A {&, Emt = 0 m=1.Metr=1.R (3.15)

Il ne faut pas oublier que seules les contraintes primaires figurent dans 1’expres-
sion du hamiltonien total Hy.

Hy = H. + A m=1.M (3.16)

Il est possible d’écrire (3.15) sous forme matricielle

BER R In RGN AR
: : A —{&, H.}
A2 : v =
: ~ &S QN =7
: : A :
| {&r, &} o o {ém b} ] | —{¢r, H.} |
(3.17)
ou -
A= [Mde A n=[—{&,HY ... — {&r, H}]' (3.18)
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Donc [2] est une matrice avec R lignes et M colonnes. Introduisons la matrice

carrée antisymétrique A = [{§., &}, ./, p qui est construite avec toutes les
contraintes de deuxieme classe et qui contient la matrice 2 comme bloc.

[ {51751} {glan} {517£M+1} {51761‘3} |

| {£R7 gl} T T {£R7 £M} {gRu gMJrl} T {£R7 gR} _

(3.19)
ol le bloc w est une matrice avec R lignes et R — M colonnes. Il est possible de
démontrer avec Dirac que le déterminant det(A) £ 0 = det(A) # 0, si toutes
les contraintes sont de deuxiéme classe?.
Avant d’aller plus loin, rappelons que le déterminant d’une matrice anti-
symétrique impaire A est nul. En effet, en utilisant le fait que A = —A? et
det(A) = det (A") sachant que la transposée de A est notée A', on aura

det(A) = det (—A") = (=1)""" ' det(A!) = —det(A) = det(4) =0

ou 2n + 1 est le nombre de lignes de A qui est impair. Notre matrice A est
antisymétrique et son déterminant est non nul, donc elle est de dimension paire,
ce qui veut dire que le nombre de contraintes de deuxieme classe d’un systeme
décrit par un lagrangien singulier est pair. En plus, il est possible de calculer la
matrice inverse de A notée AL,

Ay ALY, =06 ' " = 1R (3.20)
Maintenant soit le vecteur colonne
By
— ——
6 == [)\1 )\2 )\M O 0 ORfM Zéro]t - [)\ O]t - [ 6) ] (321)

ﬁ
Calculons le produit matriciel A 6 en faisant la multiplication par bloc comme

suit :
— —
— A A —
Par comparaison avec (3.17) on conclut que
AG ~7 (3.23)

2Consulter la référence [1] page 39 pour la démonstration.
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Comme la matrice A est inversible, on en déduit que

T ~AT e O~Aln, o =1.R (3.24)
— ——
Mais 6 = [A0]" =M A2 . Ay 00...0, ,, .. 1", alors Péquation précédente
devient .
= ~ - / = —
O, = A\ N_Almr'nr m=1.M,r / 1..R (3.25)
0, =0~ A r=M+1.R, r"=1.R

Comme les éléments de matrice A sont les crochets {¢,., &}, r,r’ = 1...R, on

14 .o -1 .
va noter les éléments de sa matrice inverse par {&,, &}, r,r’ = 1..R, ce qui
veut dire

A, =166 AL ={ 63 i =1.R (3.26)

En utilisant (3.18) et (3.25) on obtient finalement les expressions des multipli-
cateurs \,,,m = 1...M.

)\m ~ = {gmvgﬂ}il {g’l”ch} m = 1M, r=1.R

0~ — {fr,fw}—l {gT/’HC} r=M+1..R, r —1..R (327)

Si on remplace les valeurs des multiplicateurs de Dirac (3.27) dans les conditions
de consistance (3.15) on aura

(& HY—{&, &t {&m &Y & Hy =0 m=1.Metr,r =1..R (3.28)

On a vu que Iéquation d’évolution d’une grandeur F(q,p) est F' ~ {F, H,} +
Am {F,&n} . Avec les nouvelles valeurs des multiplicateurs A, on peut écrire

Fa{FH}—{F &} &m0} {6 HY m=1.Metr' =1..R (3.29)
Mais d’apres (3.27), — {&,, &} " {&, H,} ~ 0 pour r = M +1...R, ¢a ne change

alors rien d’écrire
FrA{F H}—{F.&1{6. 6 {6 H)  rr' =1..R (3.30)
Si on pose
{F H} —{F.63{&. &) {6 Hy = {F, He}

I’équation précédente va avoir la forme réduite
F~{FH}, (3.31)

En effet, {F, H .}, est le crochet de Dirac de F' et H.. D’'une maniere générale,
le crochet de Dirac de deux fonctions de I’espace des phases est défini par

{f.9tp=1f.9} = {.63{&. &3 {6, 9} (3.32)
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Sachant que toutes les contraintes doivent satisfaire les conditions de consis-
tance, autrement dit, les contraintes de deuxieme classe &,.,r = 1...R vérifient la
condition {&., Hr} ~ 0, on peut écrire que

{F, HT}D = {F, HT} - {Fv gr} {émfr’}_l {£T/7 HT}
~0
{F,Hp}, ~{F,Hy} ~ F (3.33)

Les équations de Hamilton peuvent alors s’écrire a 'aide de (3.31)

¢ ~A{q H}p 5 pi~{pi,H}p 1=1...N (3.34)

Cette forme nous rappelle les équations de Hamilton écrites a ’aide des crochets
de Poisson dans le cas régulier (pas de contraintes).

3.4 Propriétés du crochet de Dirac

On démontre que le crochet de Dirac a les mémes propriétés que le crochet
de Poisson en plus de quelques autres. Autrement dit, si « et 3 sont deux réels,
f, g et h trois fonctions qui dépendent de q et p, alors

{fag}D:_{g7f}D = {f7f}D:0 (
{af + Bg,h}, =a{f,h}, +6{g,h}p (Linéarité)
{fg.h}p = f{o.h}p+{f h}py (Reégle de Leibniz)
{f g, n}p + {0 Af 9t p + {9, {N. f}}p =0 (Identité de Jacobi)
(
(

Antisymétrie)

& est de deuxieme classe)
v est de premiere classe)

{fufr}D :0
{fa’yl}D ~ {fa’yl}

Essayons de démontrer quelques unes des propriétés qu’on vient de citer
1* L’antisymétrie

{f; Q}D = {fu g} - {f7 fr} {gragr’}_l {&n/,g}
= —{g. 16 &) o 6}
= — {g, f} + {g’gr’} {fr’afr}_l {f,r, f} = {97 f}D

2* La linéarité
{af + 697 h}D = {af + ﬁga h} - {Oéf + ﬁga gr} {57“7 67“’}71 {57“’7 h}
= {f> h} + B{ga h} - (Oé {fa 57‘} + ﬁ{gafr}) {67‘757“’}_1 {57": h}
« <{f7 h} - {fa ér} {£r7 £r’}_1 {57“'7 h})

+5 ({ga h} - {gafr} {57"751"’}_1 {51"’7 h})
= a{f7h}D+ﬁ{gah}D
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3* La regle de Leibniz

{fa gh}D = {fa gh} - {f> 67“} {gr; fr’}_l {Sr’;gh}
= {fag}h+g{f7h} - {fagr}{fragr’}_l ({gr’ag}h—i_g{fr’?h’})
= {fa g} h — {fv &"} {gr; gr’}_l {57"79} h+ g {fv h} - {fa gv’} {gragr’}_lg {gr’v h}
={f.9}ph+g{f h}p

4* La cinquieéme propriété

{fa gT”}D = {fv 57"”} - {f? f?“} {57“7 g""}_l {57“’7 57’"}
- {fvgr”} - {fvgr}(srr” = {f7§r”} - {f?gr”} =0

Cette propriété montre que les crochets de Dirac sont compatibles avec les
contraintes de deuxieme classe &.,7 = 1...R et qu'on peut les remplacer di-
rectement par zéro dans ces crochets quand elles y figurent.

5* la sixieme propriété

{f7 VZ}D = {f, ’Yl} - {f> ér} {grafr’}_l {51“’771} ~ {f, 7l}
——

~0

Cela veut dire que sur la surface des contraintes les crochets de Dirac contenant
des contraintes de premiere classe sont des crochets de Poisson.

Exemple 1 Le lagrangien L = §+xy'—$y a une contrainte primaire ¢, = p,—
z &~ ( et une contrainte secondaire ¢o = p, +x ~ 0. Comme {¢1, 2} = —1 # 0,
ces contraintes sont de deuxieme classe qu’on va noter & = ¢, et & = ¢9. La
matrice des contraintes sera alors

I e

o-lgg 1[5 0

Le crochet de Dirac de deux fonction f(q,p) et g(g,p) sera alors

{f,9}p ={f 9} —{f. &} M5 {&, 9} — {f. &} M5 {&., 9}
{f.ayp=Af9y —{fipy — 2} {p + 2,9} +{f. 0 + 2} {py — 7,9}

En particulier, les crochets relatifs aux variables fondamentales sont
{z,y}p = {2, y} —{z,py — 2} {po + 2,9} +{2,p. + 2} {py — 7,9} = —1
{z,p:}p ={z,pe} —{z,py — 2} {pa + 2, p2} +{z,px + 2} {py — 2,02} = 0
{z.py}p = {2, 0y} — {z,py — 2} {pa + 2.0y} + {2, 0o + 2} {p, — 2,0} =0
{v:petp =y 0a} = {y.py — o} {pe + 2,02} +{y, 2 + 2} {py — 7,02} = —1
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{v.0y}p = {v, 0y} —{v, 0y — 2} {02 + 2,0y} +{y, 0 + 2} {0y — 2.y} =1

{02, 0y} p = P2, Py} — {D2y Py — 2} {D2 + 2,0y} + {P2s 02 + 2} {py — 2, } =0
Les autres crochets sont nuls par antisymétrie. On remarque que les coordonnées

x et y ne commutent pas alors que z et p, commutent ce qui constitue une grande
différence si on compare avec les crochets de Poisson.

Sachant que le hamiltonien canonique H, = %3” + xy, il possible d’obtenir les
équations du mouvement comme suit :

t~{z,H}, = i~r—x
y~{y, He}p = YR —psty
Do R {pch}D = P RT

py ~ {pya HC}D = py ~ —T

La solution générale de ces équations qui satisfait les contraintes &, et & est de
la forme

a
r=ae ; p,=—aet ; y=>be — §e_t ; py=ae’
ol a et b sont des constantes réelles et arbitraires. Un calcul direct montre qu’il
s’agit aussi de la solution des équations & = y — y et £ = —x qui ne sont que
les équations d’Fuler-Lagrange qu’on peut obtenir a partir du lagrangien du

départ.

3.5 Symétrie de jauge et crochet de Dirac

Apres avoir défini le crochet de Dirac en cas de contraintes de deuxieme
classe, on va essayer d’étendre la méme analyse pour des systemes décrits par des
lagrangiens singuliers présentant des contraintes de premiere classe susceptibles
de générer des transformations de jauge qui laissent invariant ’état physique
de ces derniers. Supposons que nous sommes en présence de S contraintes de
premiere classe notées 75,5 = 1...5 et de R contraintes de deuxieme classe
notées &.,r = 1...R (R est pair). Pour fixer la jauge introduisons des conditions
supplémentaires (s (¢,p) =~ 0 ou s = 1...S dont le nombre est égal au nombre
des contraintes de premiere classe. Ces conditions de fixation de jauge doivent
étre conservées au cours du temps, alors

GR{GHI =0 = {(oHY+ M {G dm) =0 m=1.M  (3.35)

ou les ¢,, sont des contraintes primaires. Ces équations avec les autres condi-
tions de consistance doivent fixer les multiplicateurs définitivement. En d’autres
termes, ces équations ne doivent pas donner naissance a d’autres contraintes (se-

condaires) ou nous conduire a une contradiction. Donc, si on pose (¢, , ..., %,; %5,
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Vs Vit WViias) = (o & Ve - V3 Cro ooy (), alors les ¢, h = 1. R+
2S5 sera le nouveau ensemble de contraintes de notre systeme et elles seront

toutes de deuxieme classe. Les conditions de consistance seront alors

b~ Hiy 0 = {0, Hot 4+ A {0, 6} ~ 0 m=1.M (3.36)

ol les ¢,, sont des contraintes primaires. On peut maintenant définir la matrice
des contraintes

{ oy o {0 Y )
A= ‘ (3.37)

{¢R+zsv ¢1} oo {wmzs’ 77ZJR+2s}

Cette matrice est inversible car nos nouvelles contraintes sont de deuxieme
classe. Soit

{0} e {¢1,¢R+as}_l
Al = | (3.38)

{wR+2sv szl}*l .. .. {¢R+257 ¢R+25}71

Un raisonnement analogue au raisonnement fait dans la section précédente nous
permet de définir le crochet de Dirac dans ce cas comme étant

{f.atp={f.9} = {f o3 {¥. v, e, 9 A =1.R+2S (3.39)

On a converti de ce fait un systeme ayant des contraintes de premiere classe
en un systeme avec seulement des contraintes de deuxieme classe par fixation
de jauge, ce qui nous a permis de définir les crochets de Dirac qui vont jouer un
role essentiel dans la quantification de ce genre de systemes singuliers.

Exemple

On a vu dans la premiere section de ce chapitre que le lagrangien L =
%:1'32 + 2y + 22 — ry a deux contraintes primaires (¢ = x — py, ¢2 = 2° — p,) et
une contrainte secondaire x; = ¢3 = = + p,. Les contraintes § = ¢ et & = @3
sont de deuxieme classe alors que 7; = ¢ est de premiere classe et elle génere
une transformation de jauge qui laisse L invariant. On va fixer la jauge avec la
condition supplémentaire (; = z ~ 0, afin d’avoir un ensemble de contraintes

de deuxieme classe {¢1 = y1,92 = &, U3 = &, = G} = {¢1 = 2° —p.,hy =
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T — Py, 3 = T+ py, Yy = z}. La matrice des contraintes sera

0 0 0 1
0 0 10
A= [{¢z‘a¢j}i,j:1...4] B -1 0 0
—-1 0 0 0

Le déterminant de cette matrice n’est pas nul (det (A) = 1), ce qui veut dire
qu’elle est inversible.

000 -1

00 -1 0
ATl =

010 0

1 00 0

On en déduit que le crochet de Dirac va avoir I’expression

hatp =1{f 9} —{fii} Ay {tha, g} — {f, 02} Doz {13, 9}
- {f7 ¢3} Asy {w%g} - {fa ¢4} Ap {¢179}

{f,9yp ={F 97 + {00} {a, g} + {f 2} {3, 9} — {f, bs} {12, 9}
—{f,a} {1, g}

{f.9}p ={fr9y +{f. 2% —p}{z, 9} +{f,x — py} {z + ps, g}
—{f,e+p}{x —py. 9} —{f. 2} {z* —p., 9}

Si on considere le cas des variables canoniques (x,y, 2, ps, Py, P») , on aura les 15
crochets de Dirac suivants :

{x’y}D:_l {xuz}DZO {yvz}D:O

{z,p2}p =0 {xvpy}D =0 A{z,p.}p=0
{v.p:tp=-1 {uptp=1 {yp:}p=0
{Z’px}D:O {Z’py}D:O {Zapz}D :0
{Pes0y}p =0 Apepztp =0 {py,p:}p =0

3.6 Quantification canonique des systemes avec
contraintes

La quantification canonique d’un systeme physique sans contraintes est étudiée
dans le premier chapitre. Maintenant, une fois que nous avons une image assez
complete de la formulation hamiltonienne classique des systemes avec contraintes,
il faut trouver le moyen de les quantifier. Deux cas se distinguent : le premier
c’est quand toutes les contraintes sont de premiere classe, et le deuxieme c’est
quand notre systeme a des contraintes de deuxieme classe.
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3.6.1 Quantification de Dirac

Dans le cas ou toutes les contraintes d'un systeme sont de premiere classe,
il est possible, selon Dirac, de le quantifier en utilisant les mémes relations de
commutation que nous avons l'habitude d’imposer pour les systemes réguliers
(sans contraintes) a condition que la fonction d’onde qui va décrire 'état de
notre systeme vérifie certaines conditions supplémentaires dues a la présence de
ces contraintes. Autrement dit, soit un systéme ayant seulement S contraintes
vs, s = 1...5 toutes de premiere classe. Cela veut dire que

{75775’} ~0 < {7&75’} = Css/s!"7Ys!" S, 3,7 s"=1..85 (340)

ol les cyy ¢ sont des fonctions des coordonnées et des moments conjugués. on a
vu aussi dans la section (3.1) que le hamiltonien H' est de premiére classe, ce
qui implique que

{7, H} = 0 & {vs, H'} = bsgys s, =1..8 (3.41)

ot les bsy sont des fonctions des coordonnées et des moments conjugués. Pour
faire la transition vers la mécanique quantique on va d’abord construire des
opérateurs hermitiques ¢; et p; agissant dans un espace de Hibert tels que leurs
commutateurs seront

[GiyGir] =0 [Gs, pir] = ihdsw  [Pi, pir] =0 i,i' =1..N (3.42)

ou N est le nombre de degré de liberté de notre systeme. Ensuite, a ’aide de ces
derniers, il faut faire correspondre aux contraintes v,, s = 1...5 et au hamiltonien
H' des opérateurs hermitiques 7,,s = 1...5 et H' vérifiant ces relations de
commutation :

ﬁ/s» ’?s’] - éss’s”ls/s” ﬁ/s; H/] = bss”?s’ (343)
ou les ¢oqqn et 1388/ sont les opérateurs associés aux coefficients cyyg et bgy res-
pectivement. A ce stade, Il est trés important de remarquer que ces opérateurs
(Cssrsr €t I;SS/) sont a gauche des opérateurs 7,,s = 1...5 dans les expressions
des commutateurs ci-dessus. La raison viendra apes. Maintenant, on peut écrire
I’équation de Schrodinger

m%qf = H'U (3.44)

Classiquement nous avons v, = 0, s = 1...5, ce qui va se traduire dans le domaine
quantique par ces équations supplémentaires sur la fonction d’onde W :

AsW =0 s=1..5 (3.45)
Il est utile de remarquer que
ﬁ/sa '3/5’]\11 = (’3/5’3/5’ - /}\/8/’?8)\1] = /?s(ﬁ/s’)\l[ - '3/5’ (’?sqj) =0 (346)

A7



Chapitre 3 : Contraintes de Premiere et de Deuzxiéme Classe et Crochet de Dirac

Alors que d’'un autre coté, [Ys, Ys] = Cssrsnsn ce qui implique

[’A}/S, "A)/S/]\If = éss/s”;}/s”\p = éssls// (’A}/S//\If) =0 (347)

Les deux équations conduisent au méme résultat et il n y a pas d’anomalie. On
peut faire le méme raisonnement avec les commutateurs [9s, H |. C’est pour cette
raison qu’il faut que les opérateurs Cyy g €t ISSS/ soient a gauche des opérateurs
s, s = 1...5 dans les expressions des commutateurs ci-dessus. Le probleme ma-
jeur c’est qu’on ne peut pas toujours étre dans cette situation car contrairement
aux variables classiques, les opérateurs ne commutent pas et leur ordre est tres
important.

Exemple Soit le lagrangien L = %$2 + 2y +yz— % ayant les deux contraintes
primaires y; = p,—z ~ 0 et 72 = p, —y ~ 0. L’algorithme de consistance montre
qu’il n y a pas de contraintes secondaires et que H' = H, = %pi + %2 Puisque
{py — 2,p. —y} = 0, nos contraintes sont de premiere classe. Pour quantifier le
systeme décrit par ce lagrangien, définissons d’abord les opérateurs associés aux
variables fondamentales comme suit :

r=u y=y Z=2z
Pr = —th— Dy = —th— p, = —ih—
Maintenant soient
~ R .2 92 2
H= 45 =Ry
= py—2=—ih2 —2 §o = po—§ = —ihL —y
Classiquement nous avons {y1,v2} = {71, H'} = {72, H'} = 0. Un calcul simple
d’opérateurs montre que

[’3/17/3/2] = |:,3/17ﬁli| = |:’3/27}A[,:| =0

La fonction d’onde de notre systeme ¥ = ¥(x,y, z,t) doit vérifier les équations
z’h%\If = H'U, 31V =0 et %V = 0. Autrement dit,

FOU _ $20%0 | 2?2
ihgy = -5z + 59

—z’hg—j—z\p:o —ih%L —y¥ =0

3.6.2 Quantification des systémes avec contraintes de deuxieme
classe

Maintenant, supposons que notre systeme ne possede classiquement que des
contraintes de deuxieme classe &.,7 = 1...R, ce qui veut dire que {¢,,&} # 0.
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Ici, on peut quantifier en imposant des conditions de type fr\If = ( comme on
I’a fait précédemment. En effet, ces conditions impliquent

6,60 = (G6r — &40 =6 (£0) —&(Em) =0 (3.48)

Mais classiqlﬂnglt {&,&} # 0 ce qui se traduit sur le plan quantique par
& &) = iR{&, &0} # 0, Aot

(6,610 #0 (3.49)

ce qui constitue une contradiction avec 1’équation précédente sauf si on pose
[fr, frz]\ll = 0 comme des conditions supplémentaires sur la fonction d’onde W.
Il faut donc trouver un autre moyen pour arriver a notre objectif.

On a vu dans la section (3.3) qu’il est possible, dans cette situation, de définir
directement des crochets de Dirac compatibles avec les contraintes qui vont
remplacer les crochets de Poisson. Par analogie au cas régulier (sans contraintes),
on va quantifier canoniquement notre systéme en imposant aux opérateurs de
satisfaire les relations de commutation

foa] =1 @) 9(@p) = inlf (a.).9(@.0)}p (3.50)

ol f et § sont les opérateurs hermitiques associés aux fonctions f (q,p) et g (q,p)
définies dans ’espace des phases. En particulier

(Gi, G] = iM{ai, qv} p  [Gis Do) = ih{qi, po}p [Dis por) = iP{ps, 0} p 4,7 = 1...N

(3.51)
Pour trouver de tels opérateurs on peut se servir de nos contraintes de deuxieme
classe en imposant que fr = &.(¢,p) = 0,7 = 1...R. Dans la représentation de
Schrodinger, I’équation d’évolution de notre systeme sera

m%m:ﬁm@m (3.52)

Cette méthode se généralise facilement au cas ol notre systeme possede des
contraintes de premiere classe. Nous avons vu dans la section (3.5) qu’on peut
transformer ce dernier en un systemes avec des contraintes de deuxieme classe
en ajoutant des conditions de jauge supplémentaires pour ensuite définir les
crochets de Dirac. Une fois que nous avons obtenu ces crochets, nous avons qu’a
utiliser la procédure présentée ci-dessus pour les systemes avec seulement des
contraintes de deuxieme classe. Il est méme possible de faire ¢ca quand toutes les
contraintes sont de premiere classe au lieu d’utiliser la quantification de Dirac
discutée dans la sous-section précédente. Mais comme le cas de cette derniere,
le probleme de non commutativité des opérateurs, dans le domaine quantique,
rend les choses tres délicates car 'ordre est tres important et a des conséquences
physiques.
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Exemple Nous avons vu dans 'exemple de la section (3.4) que le lagrangien
L = “‘; + 2y — xy donne naissance seulement a deux contraintes de deuxieme
classe & = py —x~0et & =p,+ 2=~ 0 sachant que le hamiltonien canonique

est H. = P % +xy. En plus, les crochets de Dirac des variables fondamentale sont

{z.y}p=-1 A{z.ptp=0 {x,py},=0
{yapz}p =—1 {yapy}D =1 {paﬁpy}D =0

Pour donner une version quantique du systeme décrit par ce lagrangien, on
commence d’abord par poser

[2,9] = —th  [&,p,] =0 [&,p,] =0
Dans la représentation de Schrodinger, pour avoir le premier commutateur, il
suffit de poser

. . ik 0
T=x = 1th—
y=y O
Classiquement, on a les deux contraintes de deuxieme classe p, — z = 0 et

pe +x = 0, ce qui nous suggere de poser dans le domaine quantique

ﬁx—f'i':o = ﬁ;t:_j: = ﬁx:_x
py—2=0 = p,=2 = p,=2x

Comme H, = Z = + 2y, on peut construire 'opérateur hamiltonien comme suit :

- 1
H_p; + 5 @+ 54)
Mais [%,9] = —ih = &y — y& = —ih = g2 = 27 + ih, d'ou
N ih  2? 0 ih
H == — = he— + —
2+ y—|—2 2+xy—|—2:1:8+2
Pour terminer, la fonction d’onde ¥ = ¥(x, y, t) va obéir a I’équation de Schrodin-

ger

o) o) x? ih

3.7 Application a une particule dans un champ
magnétique intense

En mécanique classique, une particule de charge ¢ et de masse m se déplacant
dans le plan zy en présence d’'un champ B = Byk magnétique homogene orienté
dans la direction z, peut étre décrite par le lagrangien

1 .
L= §m172 +qAT—qV
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ot ¥ = (4,7) est le vecteur vitesse, A = A(z,y) est le potentiel vecteur du
champ magnétique B et V = V(x,y) est le potentiel scalaire. Travaillons dans
la jauge

— B — —

A= 70 (—yi + j)

Le lagrangien devient alors apres simplification

m . . qBo , . .
L=2 (& +9") + 5 (@) —yd) =V (2,y)
On va considérer la limite ou % >1= q%o L1l= q%ﬂ ~ () qui correspond

a un champ magnétique tres intense. Dans ce cas, on peut négliger le terme
B m . . . .

de la masse. En effet, L = 432[(;F-)~0 (22 4+ 9%) + (xy —yz)] — qV (z,y) =~

% (xy — yx) — ¢V (x,y) . Dans ce cas, le lagrangien va avoir la forme réduite

On remarque que la derniere forme du lagrangien L est linéaire par rapport aux
vitesses. Essayons maintenant de quantifier notre systeme dans cette limite.
Par définition les moments conjugués sont

9By _qBo
—— = —x

2 /Ty
On voir directement apparaitre deux contraintes primaires

Pz =

=pet Bym0 hy=p, - L0
Le hamiltonien canonique
He = ipa +ipy — L= pa iy — 120 (0 — i) +qV (x,9)
He=1a(ps + qTBOy) +9 (py — qTBOy) +qV (z,y) = 4V (z,y)
=

Sachant que le hamiltonien total Hr = H. + A1¢1 + A2, on obtient

B B
Hp =qV (z,y) + M\ (pac + %y) + A2 (Py — %37)

oll A1 et Ay sont les multiplicateurs de Dirac.
L’étape suivante consiste a d'imposer les conditions de consistance {¢;, Hr} ~
0 avec j =1,2.

oV
{d1, He} + Ao {1, 02} = 0 = e + AoqBy =~ 0

oV
{¢2, H} + M {¢2, 01} = 0= —Qa—y —AgBy =0
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Ces conditions fixent définitivement les valeurs de A; et Ag. Autrement dit,
A~ =By (—y) et Ao = By ( ) Par conséquent, il n’y a pas de contraintes
secondaires. Les deux contraintes ¢, et ¢o sont de deuxieme classe car

{01, 02} = —{d2,01} = qBy # 0

Il sera commode de les noter &; et & dans cet ordre. Calculons maintenant la
matrice des contraintes A.

o { {52?51} {51662} ] — b { _01 (1) }

A_lz{ 0 {él,gz}‘l}zi{o —1]
(&, 617 0 qBy |1 0

A ce stade, il est possible de définir le crochet de Dirac de deux fonctions f =
f(x,y,pz.0y) €t g = g(x,y, ps, py) par I'expression suivante :

{f.9yp ={f. 0} —{f.&}1{&. & e g} — {1, &H{&, &)Y a9}

{fag}D:{fag}
+ 5= ({f.0e + B2y} {py — B2, 9} — {f.py — B2a} {pa + B2y, 9})

En cas particulier, les crochets non nuls des variables fondamentales sont

1 1 1
{x7y}D:_E {xapx}l)zi {yupy}[):§ {pvay}Dzl

Afin de donner une description quantique de notre particule, on doit construire
des opérateurs Z, 9, p, et p, hermitiques agissant dans un espace de Hibert qui
vérifient les relations de commutation suivantes :

B0 =~ ) =2
[y py] - iL [ﬁmﬁy] =ih
Les autres commutateurs doivent étre nuls. On remarque déja que le commuta-
teur [Z, 9] # 0 ce qui veut dire que les opérateurs des coordonnées ne commutent
pas. Cela peut étre vu comme une sorte de géométrie non commutative. Dans
la représentation de Schrodinger, il est possible de réaliser la premiere relation
en choisissant
. ih 0 . ih 0
x:x_ZqBoa_y y:y+2q30% (M
Classiquement, on a vu ci-dessus que notre systeme possede les contraintes p, +

qBOy =0etp,— qBOm = (. Si on veut étendre ces relation au domaine quantique,
il faut que
. qBo . . qBy .
- —_— ey —_—— = O
+ 5 Y Dy 5
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ce qui nous suggere de poser

. qBy .

Pe= =377 Py =1

En utilisant les relations (I), on obtient

B0\ B (0
Pa =775\ 2qBy 0x Pv="5 2q By Jy

Pe=—"Y— 77  Py= -

2 T 4oy

Maintenant, pour simplifier les choses et pour éviter le probleme de l'ordre
des opérateurs, supposons que H, = ¢V (z,y) = q(ax + fzy). L'opérateur
hamiltonien H peut alors prendre la forme

- . Ty + YT . Ty + YT
qu(ax+5 y2y ):q(ax—l—ﬁ gy )

khmﬁ@k:w—yi:———ﬁyi:ﬁﬂﬂﬁlbm

. ih
A=q(ai+s(g
q (ozx—l—ﬁ <xy—|— 2qBo)>

Finalement, 1’équation de Schrodinger va s’écrire

0 5 0 ihs3

h—V = HV & th—V¥ = ) T U

T ot q(wHﬁh”+mBJ

ou ¥ = U(x,y,t) est la fonction d’onde qui détermine 1’état de notre systéme.

En utilisant les opérateurs (I), 'équation précédente aura la forme

iﬁa—\p— alz— mgjLﬁ T — ih 0 +iﬁﬁ+iﬁﬁ v
o ¢ 2qBy 0y 2qBy 0y Y 2qBy 0x 2qBy

S

g

-0,
Sachant que %y = ya% + 1, Calculons d’abord Op.

O —ayy 0 0 B 00

P 2qB, 0x  2qBy0y”  4¢*B20yOx

th 0 ih 0 h? 02

248, 9z 24B, (%“) T 1P oyox
ih th 0 th 0 h 02

B T B, 9x 248y 3y T 173 Oyow

:xy—|—

 2¢B,
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Finalement, 1’équation de Schrodinger va se réduire a la forme

LoV iha OV ih3 OV  ih3 0¥ KB O*W

Zﬁa = q(ax + fay)V — Q_B()a_y + Q_BOI% — Q—Boya—y + FBS%

Pour récapituler, nous avons commencé par un lagrangien linéaire par rap-
port aux vitesses ce qui a donné naissance a deux contraintes primaires de
deuxieme classe. A I'aide de ces contraintes, nous avons construit les crochets de
Dirac ce qui a rendu possible la quantification canonique. Finalement nous avons
écrit ’équation de Schrodinger apres avoir choisi les bons opérateurs différentiels
vérifiant ’algebre des commutateurs.
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Dans ce travail, nous avons étudié les propriétés des systemes physiques
décrits par des lagrangiens singuliers. Nous avons a cette occasion développé
une théorie consistante permettant de déterminer I’'évolution dynamique de tels
systemes dans le cadre de la formulation hamiltonienne. La transition au trai-
tement hamiltonien a exigé une transformation de Legendre, mais en raison de
la nature singuliere du lagrangien, celle-ci a donné naissance a certaines rela-
tions entre les variables de I'espace des phases qui ne sont que les contraintes
primaires.

Pour continuer, ces contraintes primaires sont ajoutées au hamiltonien ca-
nonique avec des coefficients appelés les multiplicateurs de Dirac, ce qui nous a
permis de généraliser les notions de la mécanique analytique pour les systemes
avec contraintes. Une conséquence directe de cette procédure est I’apparition de
nouvelles contraintes secondaires que I’évolution de notre systeme doit préserver
dans le temps d’ou l'algorithme de Dirac -Bergmann.

Le formalisme construit nous a conduit a une distinction naturelle entre
des contraintes de premiere classe et des contraintes de deuxieme classe. Nous
avons, par la suite, prouvé que les contraintes primaires de la premiere classe
génerent des transformations de jauge car les multiplicateurs de Dirac couplant
ces contraintes avec le hamiltonien canonique ne peuvent pas étre fixés avec
les conditions de consistance. Par conséquent, on a conclu que tout systeme
physique ayant des contraintes de premiere classe possede des symétries de jauge.

Contrairement aux contraintes de la premiere classe, il est possible de fixer les
multiplicateurs couplant les contraintes de deuxieme classe. Ceci nous a amenés
a définir le crochet de Dirac, qui est une généralisation du crochet de Poisson,
pour des systemes avec des contraintes de deuxieme classe. Nous avons méme
démontré comment éliminer les contraintes de premiere classe de la théorie en
imposant des conditions de fixation de la jauge afin de définir encore le crochet
de Dirac.

Apres examen des deux classes de contraintes, nous nous sommes occupés
de la quantification de la théorie développée. En effet, nous avons remplacé les
crochets de Poisson par les crochets de Dirac dans la formule de la quantifi-

25



Conclusion Générale

cation canonique pour déterminer les relations de commutation des opérateurs
quantiques.

Ce travail reste une introduction a 1’étude des systemes singuliers, et il sera
tres utile d’essayer d’appliquer ce formalisme en théorie quantique des champs
afin de voir son vrai intérét car a part le lagrangien de Klein-Gordon, tous les
autres champs, le champs gravitationel y compris, sont décrits par des lagran-
giens singuliers.
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