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Préface

Depuis des années, le mathématicien francais Alain Connes, développait une théorie
unifiée des forces de 'univers, capable non seulement de combiner les équations de la
relativité générale d’Einstein avec celle du modele standard des particules élémentaires,
mais aussi d’expliquer 1’origine du boson de Higgs.

Le tour de force de la théorie d’Alain Connes est sa capacité a engendrer les équations
de la relativité générale couplées aux équations de Yang-Mills du modele standard avec
leurs groupes de Lie. Cette capacité repose de facon fondamentale tant sur I’hypothese que
la géométrie de 'espace-temps n’est pas décrite par la géométrie courbe a N dimensions
classiques de Riemann, mais sur une nouvelle géométrie : la géométrie non commu-
tative.

En partie inspirée par les travaux de Von Neumann sur les équations de la mécanique
quantique mise au jour par Heisenberg, Born et Jordan vers 1925, cette géométrie non
commutative a été découverte et développée par Alain Connes lui-méme. Elle est assez
complexe a saisir et plusieurs physiciens travaillant dans le domaine des particules élé-

mentaires avouent humblement ne pas vraiment la comprendre.

Dans le premier chapitre de ce travail, nous allons présenter la géométrie non commu-
tative en quelque ligne puis nous allons définir 'opérateur de Weyl, le produit de Moyal,

les cartes de Seiberg-Witten et le décalage de Bopp.

Le deuxieme chapitre sera consacré, a étudier I’équation de Dirac non commutative
avec les cartes de Seiberg-Witten, et nous allons presenter la méthode de Nikiforov et

Uvarov et calculer les corrections non commutative des niveaux d’énergie.

Finalement, dans le troisieme et le dernier chapitre nous allons utiliser le décalage
de Bopp afin de trouver 1’équation de Dirac non commutative modifiée pour un atome

d’hydrogene dans un potentiel Coulombien.



CHAPITRE 1

Introduction a la géométrie non commutative

John Von Neumann a commencé a étudier la géométrie de la mécanique quantique, ses
travaux a été a l'origine du domaine des mathématiques que nous appelons aujourd’hui
les algebres d’opérateurs. -dans ses propres mots * la géométrie injustifiée ” : une nouvelle

branche était née, la géométrie non commutative.

Dans ce premier chapitre, on va commencer par présenter la géométrie non commu-
tative, ensuite on va montrer les deux méthodes : l'opérateur de Weyl et le produit de
Moyal qu’on va les utiliser pour réduire le formalisme des opérateurs non commutatifs au
formalisme ordinaire. A la fin de ce chapitre on a décrire les cartes de Seiberg-Witten et

le décalage de Bopp.

1.1 La géométrie non commutative

Jusqui’a la découverte de la mécanique quantique en 1925, la géométrie classique était
basée sur la dualité (entamée par Descartes) et l'introduction des coordonnées carté-
siennes, entre géométrie et algebre commutative.

L’algebre commutative, est une algebre ou le produit de deux quantités algébriques ne
dépend pas de l'ordre des termes (c’est-a-dire que AB=BA).
La mécanique quantique dans un espace-temps commutatif satisfaite aux relations de

commutation suivantes :



Chapitre 1 Introduction a la géométrie non commutative

(i, pj] = 16y (1.1)
[z, 2] =0 (1.2)
[pi,p] =0 (1.3)

Avec la découverte de la mécanique quantique par Heisenberg, 'espace géométrique
des états d'un systeme microscopique (atome), s’est enrichi de nouvelles propriétés de ses
coordonnées, comme le moment et la position, qui ne commutent plus.

Le but de la géométrie non-commutative est de généraliser la dualité entre espace géo-
métrique et algebre. Loin d’étre une simple généralisation, I'intérét initial de la théorie
provient de phénomenes entierement nouveaux et inattendus qui n’ont pas de contrepar-
tie dans le cas commutatif. Le premier de ces phénomenes est I'apparition naturelle du
“temps” a partir de la non-commutativité. Il s’agit la du résultat clé de la these d’Alain
Connes qui illustre son propos : “ ce n’est pas la méme chose d’ouvrir une canette de biere
et de la boire, et d’essayer de la boire puis de 'ouvrir ” . Alain a permis de donner une
classification des algebres d’opérateurs (algebres de Von Neumann).

La géométrie Riemannienne commutative (classique) qui provient de la découverte de
la géométrie non-euclidienne au 19 siecle et sert de cadre a la relativité générale d’Einstein

” Les notions clé de mesure des distances

a été ainsi généralisée au cadre “ quantique
et de courbure s’étendent au cadre non-commutatif mais acquierent un sens nouveau.
La géométrie non-commutative traite a la fois des espaces de dimension non-entiere, des
espaces de dimension infinie, et surtout des espaces de nature “ quantique ”, et enfin de
I’espace-temps lui-méme.

Dans la théorie générale des espaces non-commutatifs, la notion de point est remplacée
par celle ¢ d’état ” du systeme qui joue un peu le role de * nuage de points ” et qui est
de nature “ quantique ”.Toutefois, la mesure des distances, grace a sa formulation spec-
trale, continue a avoir un sens et se réduit a la longueur du plus court chemin entre deux
points dans le cas classique. Cette nouvelle géométrie prolonge la géométrie classique de
Riemann, mais chacune des notions classiques acquiert un sens nouveau. Par exemple, la
courbure d’un espace, qui joue un role essentiel dans la formulation des équations d’Ein-
stein de la relativité générale, continue a avoir un sens mais devient, pour un espace a

quatre dimensions, le calcul de la surface de cet espace.

Page 5



Chapitre 1 Introduction a la géométrie non commutative

Les travaux de Gelfand et Naimark dans les années 1940 firent un pas de plus en
établissant un pont entre la topologie et les algebres : ils montrerent que les C*-algebres
fournissent une théorie des espaces topologiques non commutatifs dans le sens ou la ca-
tégorie des C*-algebres commutatives est équivalente a la catégorie des espaces topolo-
giques.Ce lien permit alors de développer des techniques analogues en topologie et en
algebre d’opérateurs et un certain nombre de notions géométriques trouverent leurs équi-
valents algébriques.

Les C*-algebres commutatives sont les algebres de Banach des fonctions continues
(nulles a l'infini) sur un espace topologique localement compact. Donc on peut conside-

“ espaces (localement) compacts non

rer les C*-algebres non commutatives comme des
commutatifs ”. Selon Connes la géométrie non commutative est basée sur 'application de
certains outils de la géométrie a certaines C*-algebres non commutatives naturelles, qui
peuvent étre considérées comme des variétés différentielles non commutatives .

Dans I’algebre non commutative on met un chapeau ~— sur un symbole classique qui
convient le méme symbole dans la version non-commutative, par example la position
x devienne Z. Et dans un espace non commutatif, les relations de commutation de la

mécanique quantique devraient étre remplacées par :

[T, ;] = 6,5 (1.5)
[Di, ;] =0 (1.6)

ol 8;; est une matrice antisymétrique, appelée parametre de non-commutativité.
Dans un espace-temps non commutatif la position ne commute pas mais le moment

commute.
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Chapitre 1 Introduction a la géométrie non commutative

1.2 L’opérateur de Weyl

On défini un espace non commutatif, comme on a décrit avant, en remplagant les coor-

données locales z* par les opérateurs hermitien 4% obéissant aux relations de commutation :

(2", 27] = i6" (1.7)
La quantification de Weyl fournit une correspondance entre I’algébre des champs sur 1P
et I'algebre des opérateurs de théorie des champs quantique.
Pour n’importe quelle fonction f(x) définie sur un espace euclidien & D dimensions %2,

on peut décrire sa transformée de Fourier par [1] :

F(k) = / ek f(2)dPa (18)

avec : f(—k) = f*(k) , si f(x) est une fonction réelle.
On définit le symbole de Weyl par :[1]

Wi = [ G e (19

ou f(k) est la transformée de Fourier de f(z).

L’opérateur de Weyl est hermitien si f(z) est une fonction réelle.

W) = [ Gl e

N /(;ZW)]{Df(_k)e_ikiii

. dPE N ikl &t
= /(27T)Df(k)e

= Wi

On peut écrire 'opérateur de Weyl comme suit :

Wi = [ ol
d
2

-1/

_ / Pz () A(2)

Dk} i il s
)Ddef(x)e—zkim ezkix

ou

A d"k —ik;xt ik;2°
A(x):/(%_)De R giki (1.10)
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Chapitre 1 Introduction a la géométrie non commutative

A(x) décrit une base mixte pour les opérateurs et les champs sur un espace-temps, et

comme Popérateur de Weyl est hermitien donc A(z) aussi est hermitienne Af(z) = A(z).

Dans le cas commutatif 0 = 0 ([2%, 27] = 0) la carte A(z) réduite & une fonction delta
6P (& — z), et Vopérateur de Weyl devient :
Wiflo-o = [ dsf(@)6? (i~ o)
= f(#)

Nous pouvons présenter les dérivés des opérateurs par une dérivation linéaire anti-

hermitienne qui est définie par les relations de commutation suivantes :

[éhij] =6 ] [(i, é]] =
on peut montrer que :

0, A(2)] = BiA(z) = —0A(x) (1.11)
puisque :

éieiki(:ei—xi) _ Z-kieiki(fci—xi)

azezkz(ﬁ:’—acl) _ _Zkzezkl(ﬁ:’—xl)

On utilise la formule de Baker-Campbell-Hausdforff

eAeB A+Be2[A B} (112)

oo ai Gl ad i 1 Y
elkif ezkgx _ z(k: +K )ac 3 (iki) (ik})[2°,27]

ez’(kﬂrk;)ile—%kik;mj

Pour trouver le produit des opérateurs A(z) :

D D ./ ) o
A@AG) = [ [ o e e e

D D/ o y o
_ // d kf d k pilkit k) = FRik}0Y —i(kiw'+ky")

ona: Wleki'| = ¢it’ donc

D D 1. ) ' - . .
A(LE)A(y) = // d k d k W[ei(ki+k;)$l]€7%kik;9’]e_i(kﬂ;'L_’_k;yz)

D Dy : y o
_ // d k? d k /dDzei(ki+k§)ziA<Z)e—;kikz.é”ei(ki:p1+k§yl)
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Chapitre 1 Introduction a la géométrie non commutative

1.3 Le produit star

Le produit star de Moyal a été introduit la premiere fois pendant les développements
de la mécanique quantique (la signification statistique possible de la mécanique quantique
et la relation entre les quantités physique et les opérateurs de la mécanique quantique).

Le produit star (noté ) est une déformation associative de la loi habituelle du produit.
Il apparait comme un outil pour exprimer les lois quantiques en termes des variables de
commutation ( z°x 2’ correspondrait au produit d’opérateur #'i7. Le *-commutateur
(2%, 27], = 2> 27 — x¥x 2" correspond alors a [#, 27]), tel que le produit de deux opérateurs
de Weyl W([f] et W([f] correspondant aux fonctions f(z) et g(z) égal & l'opérateur de

Weyl associé au produit star de deux fonctions.|[1]

W[fIW(g] = Wf x g] (1.13)

On commence par le premier terme

WIfIWlgl = / ’ )kDf(k)e””'/(wa;g(k')eikéfi

~ [ [ st o

En utilisant la formule de Baker-Campbell-Hausdorff, apres on pose k + k' = ¢ et on

trouve :

VTR de de' i
WisIWlel = // (k)g(k,)el(k#ki)x e~ 20" kik;

_ // d k d f( ) ( )ei(qi)j;ie_%eu(kiq]'—kik‘j)

On a 67 est antisymétrique (0¥ = —69%) et k;k; est symétrique (k;k; = kjk;), donc
0V k;k; = 07'kjk; = —0Yk;k; (i, sont des indices muets)

D D - i i it
/ / i d f( )g(q — k)e'™ e 0k (1.14)

On passe au deuxieme terme

Wif g = / &T%ﬁxq)ew (1.15)

En comparant entre (1.14) et (1.15) et d’apres (1.13)

(f*g)(Q)Z/(d )k f( )i(q — )e—%gijkiqj
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Chapitre 1 Introduction a la géométrie non commutative

ou (f *g)(q) est la transformée de fourier de (f % g)(q)

B // . k d f(k) (¢ — /{:)e*%mjki%eiqimi

= (% 5)9 z)

On peut écrire le produit star de deux fonction au premier ordre de #, comme suit

frxg = f(z )eXp( 39’]8)g(y)!x:y (1.16)

= f(x)g(y) + 59”8# ()0;9(y) + O(6%)|o=y (1.17)

e Si # = 0 le produit star de deux fonctions égal au produit ordinaire de ces fonctions

donc on trouve le cas commutative.

f(x)xg(x) = f(x)g(x)

1.4 Les cartes de Seiberg-Witten

Considérons une théorie de jauge commutative. Le groupe de jauge peut étre général,

et ne sera pas explicite. Le potentiel de jauge est A, avec l'intensité de champ
F,.,=0,A, —0,A, —iA, A (1.18)
La transformation de jauge ¢, avec le parametre de jauge A, agira en tant que

§A, = OA+il\ A =D, (1.19)
0F,, = i\ FL)] (1.20)

D’abord on doit étudie la théorie abélienne, de sorte que tous les commutateurs dispa-
raissent et les expressions simplifient. Quand on travaille avec une théorie non abélienne,
la structure de jauge sera alors codée dans les commutateurs et les anticommutateurs.
Du co6té non commutatif, la multiplication habituelle des fonctions est remplacée par le
produit star (1.17), et on peut écrire le commutateur star au premier ordre de # comme

suit :
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Chapitre 1 Introduction a la géométrie non commutative

fogle = frg—gx*f
= fg+- ewa  F0ng — gf—%ewapga F+0(6%

= fg—gf+ %Hp"é’pf&;g - %9"p3093pf +0(6%)
= f9—9f+ %epaap [0, + %epgaagapf +0(6?)
_ [fd+ %eﬂg{apf, 9,9} + O(6?)
dans le cas abélien ([f, g] = 0), réduit
[f, g]x = 10770, f0,g9 + O(6?)

Sur un espace non commutatif vit la théorie de jauge non commutative avec le potentiel

de jauge flu et l'intensité de champ [2,3]
Ey = 0,A, —0,A, —i[A,, A, (1.21)

la transformation de jauge 5 avec le parametre de jauge A [2,3] et

0A, = 9 +i[\ A, =D, (1.22)
0F,, = i\ Ful (1.23)

Les cartes de Seiberg-Witten (Seiberg-Witten maps) sont des cartes entre la théorie de
jauge commutative et non commutative, qui sont compatible avec des transformations de
jauge. Autrement, les cartes de Seiberg-Witten nous permettent de considerer les champs
non commutatifs ), A F w, comme des fonctionnelles des champs ordinaires 1, A, F,..

Donc nous pouvons écrire

~

Au = Au(Ay;0) FHV = F;w(Au; 0) ; A= ;\()\714#?9)
Les cartes se résument au diagramme suivant :

+

Ay ——
l & A+ia,=A+04, o 84,=04,
A, ——
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Chapitre 1 Introduction a la géométrie non commutative

§A, = d A +i[\ A (1.24)

pour résoudre ’équation (1.24),on développe les variables non commutatives ordre par
ordre en 6 [4].

A, = A+ AD +AQ + (1.25)
Fu = Fu+FQ)+FD+ . (1.26)
A= A+ A0 4 A@ 4 (1.27)

Les équations de champ de jauge U(1) [4] :

ME,, —ie[A" F,], =0 (1.28)

avec
0A, = 9\ +ie[\ A, (1.29)
E, = 0,A,—0,A, —ie[A,, A, (1.30)

Utilisant les carte de Seiberg-Witten (1.25) - (1.26) et le choix (1.28) (solution sta-

tique), nous pouvons obtenir le potentiel de Coulomb déformé suivant [4] :

A ¢ g 6’
i e ij 2

1.5 Le décalage de Bopp

Sur un espace des phases non commutatif, I’algebre non commutatif peut étre écrite

comme suit :

[mi, xj] = Zeija [pivpj] = 291‘]‘, [:C'iapj] = Z5¢j
ol 0;; est liée a la non commutativité des coordonnées de I'espace alors que 6;; reflete la
non commutativité des moments, et les deux sont des matrices antisymétriques avec des

éléments constants réels.

Le décalage de Bopp relie les variables non commutatives aux variables commutatives.

A partir des relations précédentes, on peut obtenir le décalage de Bopp généralisé comme
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Chapitre 1 Introduction a la géométrie non commutative

1

Ti = Tj— §6ijpj
1—

pi = pi+§9¢jl’j

ou Z;, p; sont les opérateurs des coordonnées et de moment sur I’espace des phases non
commutatif, et z;, p; sont les opérateurs des coordonnées et de moment sur I'espace des

phases habituelle (commutatif).

Apres I'application de ce changement, 'effet provoqué par 'espace des phases non
commutatif peut étre calculée dans l’espace des phases habituelle mais dans un espace

non commutatif, on doit écrire
(23, 2] = i0i5, [P, 0] =0,  [Zi, ;] = 10y
et le décalage de Bopp devient
1
Ti = Ty — §0ijpj
bi = Di

Des potentiels plus compliqués peuvent conduire (mener) & un hamiltonien non-local

une fois que le décalage de Bopp est effectué.

Dans un espace non commutatif on peut utiliser I’équation de Schrodinger avec le
produit et les coordonnées de ’espace-temps ordinaires a condition de décaler I’argument

de potentiel d'une quantité égale a g (ce qu’on appelle décalage de Bopp)

f(@)xglz) = f<x>g<x>+z(3') Lguin__gining, .0, f(2)0;,...05,9()

n!
- _1 ! 1 ~i1 ~in
= f@)g@)+Y_ (5 ) 005 f @) 5" g(x)
on a utilisé les relations suivantes :
0; = 1p; P =0"p;

on a aussl
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Chapitre 1 Introduction a la géométrie non commutative

donc

flx)*g(x) = f(x)g(m)—l—z (7) %/dkf(k)(zk”)(@kzn)ﬁnﬁlng(x)e%x

puisque p et k commute.

1.6 Conclusion

On a montré dans ce chapitre que pour coder la non commutativité de ’espace temps
on peut utiliser deux maniere soit on utilise un produit ordinaire avec des opérateurs de
Weyl ou on doit déformer le produit ordinaire en un produit star et utiliser des fonctions

ordinaires définies sur un espace-temps commutatif.
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CHAPITRE 2

L’équation de Dirac non commutative avec les cartes
de Seiberg-Witten

Des 1928, Dirac a établi une équation d’onde relativiste d’une particule de spin un-
demi et on peut considérer cette équation comme un pilier de la théorie quantique. Dans
I’atome d’hydrogene, 1’électron se déplace dans le champ électrostatique crée par le pro-
ton. Il apparait alors, dans le référentiel propre de 1’électron, un champ magnétique qui va
interagir avec le spin de 1’électron. Cette interaction est appelée le couplage spin-orbite ;
elle s’introduit a 1’aide de la notion de champ extérieur donné.

A Taide de I'équation de Dirac on peut citer I'existence de positron, I'antiparticule de

I’électron, les niveaux d’énergie de I’atome d’hydrogene avec beaucoup plus de précision,...

Dans ce chapitre, on va résoudre 1’ équation de Dirac non commutative dans un champ
Coulombien, et on va utiliser les cartes de Seiberg-Witten “Seiberg- Witten Maps” pour
trouver cette équation. Apres on va examiner les niveaux d’énergie du systeme. A la fin
de ce chapitre, on va appliquer la théorie des perturbations pour trouver les corrections

sur les niveaux d’énergie.
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Chapitre 2 L’équation de Dirac non commutative avec les cartes de Seiberg- Witten

2.1 L’action

L’action du systeme est I'intégrale du Lagrangien entre 'instant initial ¢, et 'instant
final t.

5= / L)t 2.1)

On définis I'action de Dirac dans un champ Au :

S = /d4x {@Z(z’y“f)u — m)@ZAJ — FWF“” (2.2)

L= / d*r L(z)

ou £ est la densité Lagranienne.
avec : Du =0, + zeflu. et F,=0,A —0,A,.

2.2 L’équation de Dirac modifiée

Avec l'approche de Seiberg-Witten, on remplace le produit star dans le Lagrangien
(densité Lagrangienne) du systeme au lieu le produit normal.

Par conséquent I’action de Dirac (2.2) s’écrite comme suit [5] :
S = / dia [¢ x (4" D, —m) * ) — %FW " FW} (2.3)
Et comme on a défini le produit de Moyal non commutatif dans le premier chapitre par :
) wate) = fa)esp (55,073 ) sl (2.4)
On peut le développer jusqi’a 'ordre 1 de # comme suit :

F() % 9(r) = F()gln) + 5070 (2)09(0)] =0 (2.5

D’apres le développement du produit de Moyal (2.5) on calcule la densité lagrangienne :
= ) ~ N 1 A N
£ = Yx <27“Du —m) * 1) — ZF‘“’*FW

= o o o o 1 - o
= P (m"(‘?“@b — et A, x 1 — mw) — B s B

= o = o N PN 1 A A
= ify“w*auw—efy”w*fl”*w—mw*w—ZFW*F’“’
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Chapitre 2

L’équation de Dirac non commutative avec les cartes de Seiberg- Witten

Avec :

bt

nInZ
F, ~ F*

Alors on obtient :

DO, + %eﬂvapéagam +O(6?)

b * (AM@Z + %eﬂva,,fxuagz/? + 0(02))

DA + %Hp“apzﬂag (Aut) + %epaaapAuaa@E +0(6)
o + %epoa,,z/}a,,zﬂ +0(6%)

jalgs %eﬂvapﬁwaoﬁw +0(0?)

£ = i) — 59107 0,008,000 — e DA — 507 0,00, (Aud) — 59100700, 4,0,
—m) — EmbP 0,0, — LEW 4 16070, F,,0, 1 4 O(6?)

Toutes les lois fondamentales de la physique peuvent s’obtenir par un principe de

moindre action, qui est défini comme suit :

55 =0 (2.6)

Puisque £ est une fonction des champs 1), Qﬂﬁ et 67#81,& (£ = 2(1&,@1&,8#&,1&)),
alors d’apres le principe de moindre action on peut en déduire que les équations d 'Fuler-

Lagrange (équations de mouvement) prennent la forme [5,6] :

o _
)

o _
)

0L 0L
0L 0L

On calcule les termes un par un

oe
o
o
- 07) ~ 9,
1
o I
aua,,m — 0

i'y“ﬁu@@ - e’y"flu@@ - %7“9””@&;&,@ — mzﬂ

1 e Sy :
(—Ewewagaaaqu — 570530, (Aud) - §m9"‘75;801/))

970, p 0y — 570700, (A,)) — 5m 070,00 = 0
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Chapitre 2 L’équation de Dirac non commutative avec les cartes de Seiberg- Witten

Puisque :
V407 8,0, 0,00 = 1070y 0,0,0 = —7"0"7,0,0,1) = 0
1107°0,0, (A0 = 11070,0, (A ) = =1#6"°0,0, (A,0) = 0
V070 D, 0,10 = A7V, Dth = —077 D, Dp1h = O
Avec : 0¥ = —077(0 est antisymétrique). et 9,0, = 0,0,.

Les équations d'Euler-Lagrange (de mouvement) donnent I’équation de Dirac modifiée

dans un champ Au :

m#a#@z? — 6’7”14“1[} — %7"6”)”8,314#&,@ —mip = 0 (2.9)

((iw@u —m) —ey"A, — %7“9’303,;/1#30) v = 0 (2.10)
Nous étudions 'équation de Dirac pour une interaction de Coulomb (—f) dans un

espace non commutatif.

Pour un espace-espace non commutatif 6% =0, ou i=1,2,3

((W“@u —m) — 67“121” — %7“9"”@2@&,) 7,@ =0 (2.11)
Avec[4] :
~ e
Ao = — (2.12)
~ 63 ii

Un calcul direct donne :

iy, —m = 0 +iy'0; —m
2 4

A A i} € € _ipij
—et A, = —ey?Ap —er'A; = 7’70 ~ 0" x;
—%ﬁ%W@AJ% = —%ywm%ﬁgb—%hwm%Agﬁ—%me@Aﬁk—%%WW@AJ%

e iin 2 e iia 7 e iniia A
= —5’}/“6 J&Alﬁj = —E”YOgjaiAo@j — 5’}/ 6 J&Alaj

- 2 - 2
_ v ogiia (1) 5 2y _ Y& opii (_TiY 5. 2
_ 279aQ>@+0w) 279(TQ@+ow)

o2 - o2
= %Wogwkﬁkxipj +O(8?) = ﬁvoek (r x p)¥ +0(6?)
2
- iﬂ%L+ow%
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Chapitre 2 L’équation de Dirac non commutative avec les cartes de Seiberg- Witten

Ou .
1 3 €T;
82 - :az % 52_1 12752__1
(7’) (x;x;) x; (Tx;) =
Finalement 1’équation de Dirac devient :
. Oa . za e? 0 e! ng e? 09 r 02 N
1y Op + 1Y i_m+?7 — J+237 L+00%)|¢v=0 (2.14)
. 049 7 " 620 e4iij ¢? 077 AT
= 7O = —ry@-—i-m—?*y —i—mfyﬁ xj—ﬁ’yQ.l'A—O(H) P
0 i 200 6402’@' 6200** AT
= WV&W ﬂ773+7m——77+—WW9xr"§77&L+W9)w
r o~ A4Ari~~ 213 o~
— iy =  —ic0; + §4—& 0z, 62§E+O(02) b
10 = 10;0; m A% 530"
>

i00t) = Hp

Avec: =1, '=a; , =6

H= Ho—i—Hm

f[o est ’'Hamiltonien relativiste
H6

pert - tETmMes de structure fine.
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Chapitre 2 L’équation de Dirac non commutative avec les cartes de Seiberg- Witten

L’équation de Dirac non commutative donc prend la forme :

Oy = [(62@ + fm — 672 - e—2§.E+ 0} (o-z X f) + o<92)] i (2.15)

2r3

avec les matrices o et § sont données :

I o 0 o
(o5 ) e (00)

o; sont les matrices de Pauli

01 0 —i 1 0
O': ’O':. ’O':
! 10 2 i 0 s 0 —1

2.3 Les niveaux d’énergie de H,

Les niveaux d’énergie des états liés ce sont les valeurs propres du spectre discret de
I’Hamiltonien.
L’équation de Dirac peut étre résolue exactement pour un électron plongé dans un poten-

tiel Coulombien et 'on obtient les niveaux d’énergie de 1’atome d’hydrogene.[7,8,9,10]

Dans cette section, nous examinons les solutions de I’équation de Dirac en absence du

champ extérieur, donc pour # = 0 I’équation de Dirac est donnée par :
o . e’ -
Zaow(ta T, 197 90) = {(04257 + Bm - ?1 Wﬁ T, 197 90)

On utilise la méthode de séparation des variables pour calculer zﬂ(t,r,ﬁ,@). Si E est

I’énergie de ’état stationnaire, les solutions stationnaires sont de la forme :

D(t,r,0,0) = D(r, 0, p)e (2.16)

ol 1[1(7“, ¥, @) est la solution de I’équation de Schrodinger (équation aux valeurs propres)

indépendante du temps

Hij(r, 9, ) = EY(r, 9, 9).

7 o (%(717197 90)
W(r, 9, ) = ( 0. 0) ) (2.17)

Avec :

~
N

ou ¢(r, ¥, ) et x(r, 9, p) sont des spineurs a deux composantes
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Chapitre 2 L’équation de Dirac non commutative avec les cartes de Seiberg- Witten

Et on va utiliser la méthode de Nikiforov et Uvarov pour trouver les solutions. [11]
On obtient deux équations couplées :
e? ~
r
e? ~
r

Les spineur gg(r, Y, ) et x(r,9,¢) sont définis par :[11]

M-1
n AZMYE : (197 90)
¢<7ﬂ7 197 90) = f(T)leM(ﬁ7 gp) = f(r) ( ! 1 (220)
leMY}MJr2 (197 90>
(=U'+1) (=U+1) AylMYlM_% (7, )
X(rd,0) = (=1) 2 g(r)Qum(d,9) = (=1) = g(r) Ml (2.21)
leMYl : (19, 80)
Avec :
\/ ‘M, sil=j5—-1,;
Auy = e (2.22)
—4/ TR Sll=j+§.
i M . .
By = | VAL SI=ioa (2.23)
M AMIL G i1 '
a1 0 SLE=7+35.
ou

Qi (9, @) est un bi-spineur sphérique.

_1 1
M=z (9, ) et Y}Mﬂ’ (9, ¢) sont les harmoniques sphériques.

Y,
j= %, % et —j < M < j, 1 et prennent les valeurs j — % et j +% avec : I' =25 — .
J est le nombre quantique caractérisant le moment angulaire totale de la particule.

M est un nombre quantique.

[ et I’ sont les moments quantiques orbitaux.
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Chapitre 2 L’équation de Dirac non commutative avec les cartes de Seiberg- Witten

On remplace I'équation (2.20)et(2.21) dans (2.18)et(2.19), pour obtenir le systeme d’équa-
tion pour f(r) et g(r)

d, 1+
@, 77f—<E+m+E)g=0 (2.24)
dr r r
dg 1—n p
— —(F— ) f= 2.2
dr+ r g < m+r>f 0 (2.25)
Avec :
—(l+1 l=4-1,
,LL:€2 et n= (+)7 pour j %7
[, pour [ = j + 5.

On peut écrire le systeme d’équations (2.24)et (2.25) sous forme matricielle :

g — L E+m+ £ f
o) = ) - (2.26)
ar E—m+o == 9

_ E+m+ b
posons A= r Ly
E—m—i—% _777

Appliquons la transformation linéaire suivante :

)¢ / et %
U 9 %

avec: A= (CAC!

I
N
A/

U1
U2

On prend : C:( a y—n) avec v = /n?— p?

v—mn p
Avec un simple calcule on trouve :

Ce qui donne :

d F 1 F
dv (_u 1+ V) - (m+ _77) v (2.27)
dr v r v
d FE -1 FE
gvz _ <m - —77> vy + <” — —“) s (2.28)
dr v r v

D’apres I'équation (2.27) :

U1 (229)




Chapitre 2 L’équation de Dirac non commutative avec les cartes de Seiberg- Witten

En portant (2.29) dans (2.28), on obtient :

dvy En (=) dvy (- (-0
dr_(m_ )Ul+—(m+@) pr (m+%) Uy (2.30)

v

<
<

Pour trouver I’'équation de la fonction v; on dérive I'équation (2.27) par rapport a r :

d? FE 1 d 1 E d
U1 (_,u_ +V> v1+ —|—VU1+( n) Vs

dr? v r dr r2 v

E 1 d 1 FE FE -1 F
= (=£- R ﬂ—i— +Vvl+ m—ir—77 m——77 v + - _ A
v r dr 72 v v r v

v—1 FEu Ep 1+v
— —— | — - v
r v v r !

d*v; 2dv,  (E* —m*)r? 4+ 2Eur —v(v +1)
= —-—— — ’Ul
dr? r dr r?

d? 2d E?2 —mA)r2 +2Eur — 1
(%} + 2 U1 + ( m )7’ + ur V(V + >U1 =0 (231)
dr? r dr 72

De la méme maniere, on montre que vy vérifie I’équation différentielle suivante :

vy 2dvy | (E* —m?)r® + 2Bpur —v(v — 1)
dr?  r dr r?

v =0 (2.32)

2.3.1 Solutions de I’équation de Dirac par la méthode Nikiforov

et Uvarov
¢ Les solutions de 1’équation (2.31)

L’équation (2.31) est du type hypergéométrique (voir I'annexe A) [11] :

po 7)), o)
u’ + a(r)u + 02(T)u =0 (2.33)

o(r) et a(r) sont des polynémes de degré non supérieur a 2, 7(r) est un polynome de

degré non supérieur a 1
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Chapitre 2 L’équation de Dirac non commutative avec les cartes de Seiberg- Witten

Par comparaison entre (2.31) et (2.33) :
Fry=2, o(r)=r, &(r)=(E*-m*)r*+2Eur —v(v+1).

posons :
vi(r) = @1(r)y(r) (2.34)

Donc on doit écrire I’équation (2.33) comme suit

o(r)y" +7(r)y" + Ay =0 (2.35)

1-2 1-2)\°
= —i\/(—) —(E2—=m?2)r? =2Eur +v(v + 1) + kr

2 2
—1 1\°
= 7i vt — (B2 —m?)r2 —2Eur + kr

Avec: N=k+7 — k=X\-—-7

Le radicande (v + %)2 — (E* =m?*)r? = 2Epur + kr = [rv/m? — E2]2 + (v +3)
A=(k=2Ep?+4(EB2—m?) (v+1)° —o0

1
— k:ZQE,u:I:Q(V+§) m? — E?

Et :

w(r) = ii\/[r\/Mi (V—F%)]Q

2
—1 1
- i (V+ 5)
v+rvm? — E2
—(14+v) +rvm? — E2,
—(14+v) —rvm? — E2,
v —rym?2 — E2,

pour une dérivée négative dans [0, o0, il reste 2 cas :
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Chapitre 2 L’équation de Dirac non commutative avec les cartes de Seiberg- Witten

e Le 1° cas

On calcule la solution de I’équation différentielle (2.31) pour le 1¢cas

1
k = 2Eu+2 (V + 5) vm? — E? (2.36)

AN = k47 =2Eu+2vvm?— E? (2.37)
w(r) = —(1+v)—rvm?—E? (2.38)
T(r) = #(r)+27(r) = —2v — 2rvVm2 — E? (2.39)

On a @ (r)/®1(r) = n(r)/o(r) (voir 'annexe A) [11].

Donc :

ol 1 ol 1
c}le—(l—l-u)——\/nﬂ—E? = /(}Tl dr:/—(1+u)——\/m2—E2 dr
1 r 1 r

— In®; =—(1+v)Inr —rvm?2 — E2 =Inr~ ) —p/m?2 — E2

—(1+v) _ 22 _ _ 2_F2
(I)l :elnr rvm?—FE —r (1+V)e rvVm2—F

Les valeurs propres de I’équation (2.35) sont donnée par (voir 'annexe A) :

-1
A=\, =—n7' — %0” = 2nvVm? — E? (2.40)

Pour déduire ’énergie du systeme, on compare entre (2.37) et (2.40) :

nvm? — E? = Eu+ vvm? — E?

. p-_ M-y (2.41)
P+ (n—v)?
La solution de 'équation (2.33) est donnée par (voir I'annexe A) :
B, d?
=y (r) = =L gn 2.42
U{r) = 9nlr) = S22 ") (2.42)
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Chapitre 2 L’équation de Dirac non commutative avec les cartes de Seiberg- Witten

avec : (op) =Tp

D’abord on va trouver p(r)
a'ptop =7p
avec o=r, T=—2v—2ry/m?2—E2
p+rp = (—21/ — 2rvm? — E2) p

1
— 2 - —(2V+1)——2\/m2—E2
— Inp = Inr @) _2py/m2 — E2

= p(r) = pm(@rtl) g=2rvm?—E? (2.43)

on remplace (2.43) dans ’équation (2.42) et on obtient :

B d" n—(2v+1) —2rv/m2—E?
y(’l") = yn(T) = r—(2u+1)€—2r\/rmw |:’f’ (2v+ )6 :| (244)

On a trouvé ®4(r) et y(r) donc d’apres (2.34) on peut obtenir :

Bn”ﬂf(lJﬂ/)efr\/?n?fE2 dn
v(r) = ®u(r)y(r) = (1) p—2rV/mE—E2 dyn

|:Tn—(2u+1)€—2r\/m2—E2]

B,r’e rvm2—E?2 Lj [Tn—(2u+1)e—2r\/m2—E2] (245)
1

On applique le changement de variable suivant :
r=2rvm?—FE? a=-(2v+1)

L’équation (2.45) devient :
vi(r) = Buz 2@+ <2\/m2 E2>2 %( E2> s {(2‘/7%2 E2> e n+o¢€—x:|
OH'-]_ x —MNn—o
= Bua™HM (27 - EQ) ot (2ViE=FE) (2viE = BR) et L)

1
_E(O‘ 1 x
= n!By <2\/ m? — E2) xﬁ("‘*l)efiLﬁ(x)

Avec  L%(x) : les polynomes de Laguerre (voir annexe B).

Posons B = n!B,; (ZM)_E(O‘ 1)

= u(r) = Ba:%(“_l)e_%Lg(a:) (2.46)

— Ul()
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Chapitre 2 L’équation de Dirac non commutative avec les cartes de Seiberg- Witten

Les polynomes de Laguerre L%(x) sont définis pour o« > —1, et dans notre cas :
a=—2v+1)>-1 = v<0

mais on a v = /n? — u? > 0, donc ce cas est rejeté(exclu).

e Le 2™¢ cas

On doit refaire les étapes précédentes (du 17 cas ) pour calculer la solution de ’équa-
tion (2.31) pour le 2¢ cas.

1
k = 2Eu—2 (u + 5) Vm? — E? (2.47)

AN = k+7 =2Fu—2v+1)vVm? — E? (2.48)
m(r) = v—rvm?—E? (2.49)
7(r) = 7(r)+2n(r)=2(r+1) —2rvm? — E? (2.50)

= In®;=Inr"—rvm?— E?

/M2 _E2
— q)lzryermE

Les valeurs propres de ’équation (2.35) sont donnée par :

-1
A=\, =—n7 — %J” =2nvm? — E? (2.51)

Comparons entre (2.48)et (2.51) :

nvm? — E?2 = By — (v + 1)vm? — E?

m(n+v+1)

e E:
ViI2+ (n+v+1)2

(2.52)
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On cherche p(r) pour ce cas
o'p+op =T1p

avec o=r, T=2v+1)—2rvm?— E?
ptrg = (2(1/ +1) - 2ryVm2 = E?) 0
! 2 1
— £ = v —2vVm? — E?

0 r
— Inp = Inr*" —2rvm2 — E2

— p(?") _ T2u+16—2r\/m2—E2 (253)

on remplace (2.53) dans I’équation (2.42) et on obtient

_ _ Bnl d’fb n+2v+1 _—2rvVm2—FE?2
y(r) - yn(T) - T2y+16_2rm% r (& (254)

On a trouvé ®,(r) et y(r) donc d’apres (2.34) on peut obtenir

_ 2_12
Bnl,rue rvm—FE dr

n+(2v —2rvm2—E?2
o) = BU(r)ylr) = S o [
A
— U1<T) _ Bnlr—(u—‘rl)er\/m?—E?d_ [rn+(2y+1)e—2r\/m2—E2] (255)
1

Pour =z =2rvm? —E? et « = 2v+ 1 et on utilise les polynémes de Laguerre L%(x)
(voir 'annexe B), I’équation (2.55) devient

—%(O[—l) 1 x
v1(r) = n!By (2\/ m? — E2> 22 Ve~ 2 L2(x)

n

L
Posons B = n!B,; (2m) 3(a—1)

= u(r) = Ba:%(o‘_l)e_%Lg(a:) (2.56)

Page 28



Chapitre 2 L’équation de Dirac non commutative avec les cartes de Seiberg- Witten

Avec :
a=2v+1>-1 — v>-1>0

et v=+/n?— pu? >0, donc ce cas est vérifié.

Donc la solution de 1'équation (2.31) est :

vi(r) = Bzz@ Ve 3 [2(x) (2.57)

l
avec : B =n!B,; (2\/m2 E2) 2l ,a=2v+1, et x =2rvm?2 — E?

et :

A=)\, =2nvm? — E2 =2Fu — 2(v + 1)vVm? — E?

— Eu=n+v+1)vVm?— E? (2.58)
Et on a dans (2.52)

m(n+v+1)
ViZ+n+v+1)2

On doit remplacé n par n — 1 (n — n — 1), parce que 1’équation (2.58) est vérifiée

E=F5L,, =

pour n = -1

Donc I'énergie apres le décalage devient

Epn = (n+v)Vm?— E?

m(n + v)

E = E, = n=01,2..
w?+ (n+wv)?
Et L%(x) — LY _(x)
) w (r) = Br2@ Ve 5L (), pour n=1,2...;
vy (r) = Bzz@Ve~3 L2 (2) =0, pour n = 0.
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¢ Les solutions de 1’équation (2.32)

Pour calculer vy(7), on va refaire toutes les étapes du’on a suivi pour trouver vy (r).
L’équation (2.32) est du type hypergéométrique [11] :

u’ + 7(r) u' + o(r) u=0 (2.59)

a(r)  a*(r)
ou: 7(r)=2, o(r)=r, o(r)=(E*-m>r*+2Eur —v(v-1).

posons :

a(r) = Po(r)y(r) (2.60)

1
kzZEuj:Q(l/—ﬁ) vm? — E?

(v —1) + r/mE — B,
—1/+r\/m,
) /mI = ER,
(v—1)—rvm? - E2,

e Le 1° cas

1
k = 2Eu+2<y—§> vm? — E?

AN = k+7 =2Eu+2vvm? — E2
w(r) = —v—rvm?— E?
T(r) = 7(r)+2n(r) =2—2v —2rvVm? — E2

Dy = VeV (2.61)

A=\, =2nvm? — E? (2.62)

nvm? — E?=FEu+vvm? —F? — FE= mn — v)

RN CEmE

p(?“) — ,,a—(21/—1)6—21ﬂ\/m2—E2 (263)

_%(3ﬂ_1) 1 x
va(r) = Po(r)y(r) = n!B), (2\/m2 - E2) 2@ Ve=3 L8 ()
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Va(r) = B'az® Ve 5 [8(2) (2.64)
o : B =nlB, (2vm?— EQ)f5 G0 8= —9p 41 et v = 2rymZ — B2

f=-2v+1>-1 = v<l

mais on a v = /n? — p? > 0, donc ce cas est rejeté(exclu).

o Le 2™¢ cas
1
k= 2E,u—2(y—§)\/m2—E2

AN = k+7 =2Eu—2vvVm? — E?
m(r) = (v—1)—rvm?— E?
7(r) = 7(r)+2n(r) =2v —2rvm? — E?
(P _ v—1 —T\/m (265)

2 =T (&

A=\, =2nvm? — E? (2.66)

nvm?—FE?=FEu—vvm?—-E? = FE= m(n — v)

p*+ (n+v)?
p(r) = rGr=De=2rvm?—E (2.67)
vg(r) = B'az%(ﬁ_l)e_%Lg(x) (2.68)

l
ou: B =nlB, (2V/m?>— E?) 2 f=2v—1etx=2rvm?— E? Avec
b=2v—1>—-1 = v>0

et v=+/n?— pu? > 0, donc ce cas est vérifié.

Donc la solution de I’équation (2.32) est :

vy(r) = B'azP Ve 5 L (z) (2.69)

l
avec : B’ =nlB/, (2\/m2 Ez) 2 , ﬁ =2v—1etx=2rvVm?2— E?
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Finalement :

v (r) = Ba'e 2L*H(x), (2.70)
vo(r) = Ba'te 2L Nx), (2.71)

On doit calculé la valeur de B’ en fonction de B :

d €T
UC;ET) = 2vVm? — E2BxY le—2 [(1/ — g)LiI/jil(x) + x(LiIiJil<$>>,] (2.72)
E 1 . TE
(£ -0 = prle [—“a: —ov/m? — B(1+ u)] L2 (x) (2.73)
14 r v
(m+ =)y = Blm+ =" E L2 (a) (2.74)
v v

D’apres I’équation (2.27) on peut trouver

2Vm2 — E2Bz"le s |:(V - f)Li’fil(x) + (Lzytl(x))/] — Bz le s

2 "
E E e
x| 2By —ov/m? = E2(1+ V):| L2 z) + B [m + _77] e 2 L2 (1)
v v
on a (Ly(2)) = —Lyti(2) [12]
pour z — 0 L%(0) = T,?Tjjll))
3 _ 2
— B=Y"_""p (2.75)
En—mv
Donc (2.70)et (2.71) devient
2 _ f2 )
vi(r) = hB’x”eﬁLiyjl (x), (2.76)
vo(r) = Ba’ e 2L x), (2.77)

o) 1 B on—v U1
= () () =t ) () e
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D’apres (2.76), (2.77) et (2.78) on trouve f(r) et g(r)

1
F0) = =y )+ (= v

B’ 4 e [pvm2—FE% _

e ——— 1L v+1 _ L2V 1

o= | L @) + 0= ) L)

B/ v—1 —Z% 2v+1 2v—1

= miﬁ e 2 [fl.I'Ln_—ii (.27) +f2Ln (.27)j|

Avec :
/mT = B?
fl = E f? =n—-v
n—mv
1
g(r) = Sl — 1) [(n — v)vi(r) + pvs]

B’ 1z [(n—v)VmP —E* -

_ v L v+1 L21/ 1

2V<77 - V)x e 2 En — my x n—1 (':E) + :u n (l‘)

B v—1_-%2 v v—

= m$ te™2 [Ql-TLi—JEl(a?) + go L 1<5U)]

Avec :
(n —v)vm?2 — E?
g1 = E go = U
n —muv
La constante de normalisation :
On doit déterminer la constante de normalisation B’
+o0 +oo
/ r2||w||dr = / 7"2(f2 + gQ)dT =1 (2.79)
0 0

Mais on a supposé que : x = 2rv/m? — E? ce qui donne :

1
(2\/ m?2 — E2

5 /;oo 2?(f*+¢°)dr =1 (2.80)

Donc :

1 T o 2 _ 1 B’ Lo —z, 2v
v R v ma—a) [

x| (f2 4 g) 2® (L2451 (@)" + (J2+ 63) (L2 (0)" + 2 (il + g192) L2 (@) L2 ()| do
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On calcule les intégrales terme par terme on utilise les proprietés des polynomes de

Laguerre (voir 'annexe B)

+o00
(ﬁ+ﬁ)£ e (L2 () de

Avec: oy =2v+1 et TI:

I'annexe C)

+oo
(Fra) [ e (@) o

Avec: oy =2v—1.

+o0
(fif2 + 9192) / e T T L2 (2) L2 (2)dw
0

+o0
(o) [ et ()
0

(72 48) et 2 = )2 20D
I'2v+n+1)

(ff +g7) (2v + 2n) T

appelée fonction gamma(fonction spéciale).(voir

—+o0
(124 62) / 2ot (L92(2))? da
0

MNag+n+1

['(2v +n)

(f3 +g3) (2v + 2n) -

oo
(fifz + 9192) /0 e T Lo (x) L2 (x)dx
[y +n)
(1)1
I'2v+n+1)
B e T

—2(fife +9192)

—2(fifa+ 0192)

Avec: a3 =2v+1.
Donc :
T o 2 _ 2 [ B’ r
/0 P = v —57) [2-1)]
X |:(f12 +47) (V+n)% +(f5 +93) (V+H)W —2(fufo+ 9192) Hz(%?;;l)
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Eton a:
Pog - [(n —v)* +p°] (m* = E*)  2n(n—v) (m* = E?)
1T = (En —mv)? - (En —mv)?
49 = —v)’+u>=2m0-v)
N2 2
fifo+ 9192 = 2u(n = v)vim? = E

En—mv

On utilise les propriétés de la fonction gamma I' (voir 'annexe C), et on trouve :

/+°° 2(f2 4 Py = B:F(2V +n) y
0 (2v/m? — E?)" v%(n — v)(En — mv)n!

" {U(m2 — E)(v+n)(2v+n)n (v + ) (B — mu) — 2u/m? = E2(2y+n)n:|

En—mv
B B”T'(2v +n) {,uEn(En +mv)  pEn(En—mv) 9 E?n? —m?v
- (2m)3 v2(n —v)(En — mv)n! vm? — E? vm? — E? g Vm? — E?
BT (2v + n)
(

2um?v? ]

(2m)3 v2(n —v)(En —mv)n! {\/ m? — E?

puisque :

o
N
E2p? — m21?

m2 — 2

(ntv) =
n(n+2v) =

B?um?T (2v + n)
4(m2 — E2)* (n — v)(En — mv)n!

— B = 2(m2 . Ez)\/(ﬂ ;RVJI(‘ZZ;TZ;/)H'

=1

+oo
| e —1—
0

Finalement les solutions sont donnée par :

_ (m2 B EQ) (ET] — my)”’ .ZTV_l@_% T 2v+1 T 2v—1 T

f(?“) - v \/mu(n _ V)F(ZV I TL) |:fl Ln—l ( ) + f2Ln ( )j|
_ (m2 - Ez) (En —mv)n! o= % (g e L2V (2 201,

9(r) = v \/mu(n —v)['(2v + n) lre L () + gL @)

|
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Avec :
uvm?2 — E?
fi m fo=n—v
(n—v)Vm? — B2
g1 = 5 92 = K
n—my

2.4 Les corrections de I’énergie

Pour calculer les corrections relativistes dans le cas de I'atome d’hydrogene, on utilise
la théorie des perturbations, qui est applicable lorsque I’'Hamiltonien H du systéeme peut
étre mis sous la forme

H = Hy + Aoy, (2.81)

A : parametre réel sans dimension et petit devant 1 (A < 1).
ou les états et les valeurs propres de Hy sont connus, et H,,; est petit devant H.
La correction £} du premier ordre de I’énergie est alors simplement donnée par < v, | Hpert |ty >,
c’est-a-dire la valeur moyenne de la perturbation dans 1’état propre correspondant de I'Ha-

miltonien principal.[7,13]

Dans cette section, nous cherchons les modifications apportées aux niveaux d’énergie

du systeme et a ses états stationnaires par 'adjonction de la perturbation Hpe,.

AE, = < ¢n’Hg rtW’n >

[

A 00 24 64 . 7:-‘ 62 N
= / dQ/ drr=ay g (1,9, ) {ZQ (62 X —4) — —2r39.L] Unjoar (1,9, 0)
0 0

r

Avec :  d2 est 'angle solide situé dans la direction Q(9, ).
64 N 4 e _— R
AEn = (ZQ) /0‘ dQ/(; drr™ wnle<T’ 7.9, 90) (O_Z X F) @/}njl/M/(T',’&, 90)

62 4m 0o . o
— <§) /0 dQ/O drr lwlle(’f‘, 19, QO) (Q.L)l/}njl,M, (7’, 19’ @)
= AE, + AE;
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Chapitre 2

On calcule le premier intégrale

AE! ( ) / dQ/ drr~ @Z)nﬂM r, 9, ¢) (& X 7) Yy (r, 9, @)

5 ()0l (0,9) ) X

@4 .. 4m > 9
= (ZQ ]) /0 dQ/o drr="x; ( f(r)Q;r‘lM(ﬁ7(10> (—1)
( 0 g; ) ( f(T)leM’O?? 90) )
X (='+1)
o; 0 (—1) 2 g(r>leM’(’l97 90)
a-t'+y (et Am
—(—1) = ( eﬂ) / dQ/ drr=2a; f(r)g(r)2h,, (9, 9) o1 Qe (0, )
et am - i >
- (5) / QO (0, ) {9. (& X ;)} Quar (9, ) / drr=" f(r)g(r)
0 0
la partie ongulaire la partie radiale
On note que f ne dépend pa de r (est un vecteur unitaire)

= Jo drr=tf(r)g(r)

Commencons par la partie radiale p

| gty = [ s g 0)a0

(m? - E*)?*(En—mv)n! [~
o m2v2u(n — )L (20 + n) /0 dre *x? 3 x
[flglIQ (Liy—ﬁl(x))Q + fago (L7 "1 (2))” + (frge + fag)x Ly () LY )]

— E*)?(En — !
)?(Em — my)n L+ o+ Iy

_ (m
—v)I'(2v +n)

- m22u(n

o | e (@) = g [ dwean ™ (152 @)’
0 0
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Les polynomes de Laguerre est reliés aux fonctions hypergéométriques confluentes (voir
I'annexe B) [5,12,14], par :

'n+a+1)

L) = et

F(—n;a+1;2) (2.82)

et on a aussi :

L el 9 n!l'(« niy—a—-1)(y -«
R L R L
nn =Dy —a -0 -a- o -aG-a+l)

12229(y + 1)
nn—1).1(y—a—-—n)..(y—a+n—1)
1222 .n2y(y+1)...(y+n—1)

On utilise (2.82), (2.82') et les propriétés de la fonction gamma (voir ’annexe C) pour

{1+

b (2.82)

trouver I et I

- - 2 %)
I = fin L(n+a) / dre "z 2 [F(—n+ 1;0q + 1;2)]?
(n—DIT(aa+1)] Jp

B I(n+a;) 1° (n—DIT(a; — 1) 2(n—1)
= o (n— DM (en +1)] (a1 +1)(a1 +2)...(cn +n — 1) { * a; +1 }
_ Tn+a) 1P(n—=DIT (g — DT +1) [y +2n—1

= o G T DI 1), T(a; +n) { a +1 }

f (cq +2n — DIy +n)

191041(041 — (s +1)(n—1)!

Avec :
p(n —v)(m? — E?)
(En—mv)?

Maintenant on fais la méme chose pour I, et on obtient :
I, = f2g2/ dre "g* ™3 (Li”*l(q;))2 = f292/ drex°272 (L2 (z))?
0 0

T(n+as+ 1)1 [ % o
= fag0 {W} /0 dre "2 ?[F(—n; as + 1;2)]?

(g +2n+ DI'(n+ag + 1)
as(ag — 1) (g + 1)n!

OZ1:21/+1.

fign =

f 292
Avec :

f292=u(7}—1/), g = 2v — 1.

I; = (f192+f291)/ doe™"a® 2 L2 (2) L2 (2)
0

= (f192+f291)/ dze "z 3L (2) L0 ()
0
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On a la regle de recurrence suivantes [15] :

Lyt = a7 M(n+a+ 1)Ly — (n+1)L7 ]
Lg—l = [Y_ ]~

n n—1

On peut I'utiliser pour trouverl/s
b= (iget o) [ (nten=2) [ doe a2 )L (o)
—(n+a; —2) /OO dre ™z 2L (2) Lo (x)
0

—(n+1) /OO dxe_xa:al_2Lg52(x)Lgll(x)
0

o) [ et L ) L) |
0

On doit utiliser la formule suivante pour calculer chaque intégrale [12].

S _Tn—k+B-—a)l(k+a+1)
/0 dre™"2" L (x) Lj(x) = T(n—k+ 0B —)l(k+1)

(2.83)

NI (n+a; —1)

(n+ a1 —2) /OOO due o LI @) Ll @) = (o =D Fgs e Ty =0
(n+on —2) /OOO dae a7 Ly (@) Lty (@) = (n+aq = 2>W
_ Fn4+a; —1)
I'(n)
1) [ dee LWL @) = 0 Do
T(n+aq)
= —(n+ 1)m
(n+1) /0 dre™*a " PLY (@) Lty (a) = (n+ ”1;((1()))2((2)?(&5 T 11>) -
Puisque :
Ln+1) nl —n @: lmF(n+1): imn =
IR R R R (YR
I(n) ro) L(n) _
Tn—1) n-1 = m_rlg%f‘(n—l) _rlgn(n_l) =
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Finalement
o= (gt fag) [T L)
= (fig2 + fogq1) [—% +(nt1) (n+ o _(71)—{(17;!—}_ ) — 1)]
= (ot fogn{ I 2 ]
Avec :
figot fogn = POV By,

En—mv

On a calculer I, I, et I3, donc on peut déduire AE}!

(m? — E?)*(En — mv)n!
mv2u(n — v)['(2v + n)

(1 +2n — DIy +n)
ai(a; —1)(a; +1)(n —1)!

(o —DI'(n+aq — 1)
n!

1) = oorr_l r)g(r) = 191
o= [ ) g

(g +2n+ 1)I'(n+ ag + 1)
ag(ay — 1) (e + 1)n!

]

J292 +(f192+ f291)

_ (m? — E*)2(En — mv) {flfh n(v+n)(2v +n) (v+n)

mv2u(n —v) 2v2v+1)(v+1) T f2g2 20(2v — 1)(v —1)

_ () nim? = E?)(1 = v?) + 3B (En — m)
N ( mt— b > m2uv(v? —1)(4v? — 1)

+2v(fi92 + fa91)

Ou
p(n —v)(m* — E?)
(En —mv)?
f92 = pn—v).
2n(n — v)v/m?2 — E2
En—mv '

flgl =

fig2 + fagn =

Finalement, on trouve o) c’est la méme résultat obtenu par [16] Alors on peut écrire

AE! comme suit :

4

AR = (_) (v 1 = B0 ) 4 3542 (B m)
" 2

m2uv(v? —1)(4v? — 1)

47 . . 7:'
X / At (9, ) {0. (ax ;)} Qi (0, )
0

Page 40



Chapitre 2 L’équation de Dirac non commutative avec les cartes de Seiberg- Witten

Revenons a la partie angulaire @) = ['" dQQ}lM(ﬁ, ©) [5 (7 % é)] Qe (9, 0)

On peut écrire :

- 7\ 1 > 7 L

On doit choisir la direction & (6; = 65 = 0,65 = 0 # 0), donc

5.(5><-> - 93(5><f)
T z

(5‘ X ;) = % [(Syz — S,y)i — (Spz — S.x)] + (Spy — Syx)k

1]

On a:

Et on a les formes sphériques suivante [7] :

donc :

1
)Z - ;(Sasy - Syx)

2
’I/_
3

27 _
- 2? |:S+Y1 1(197@) + S—le1<19790)]

=S 3y

(6><

[(Sa +i8,) Y1 (9, ) + (S — i8,) Y1 (9, )]

Avec: Si=15,%1iS,

On doit écrire donc :

2r [T _ _1 1
O =i~ / A4S Y W0, )+ Y0 0)) (A M (0, 0) Buar¥ MR (0,9) ) X

M/ -1
Ale/Yl ? (79, 90)

X M'+3
By, (0, 9)
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Maintenant on calcule le deuxiéme intégrale AE?>

2 4 00 P oA
AEZ = (—5>/0 dQ/o drr 1w2le(r>797 ©)(0-L) i (1,9, )

= (5) [T [T (ot 0 gl 0.0 ) 0D

§ ( F ()0 (9, ) )
(=1) 7 g (D, ¢)

_ (_5) / 7 09, (0, ) 0L Qan (0. ) |t + g

[\ S/ J/
-~ -~

la partie ongulaire la partie radiale

D’abord on va calculer la partie radiale o®® = [ drr=(f(r)* + g(r)?)

/0 T )R+ g(r)?) = / T de () + g(r)?)

_ (m?— BBy —mvnl [,
 m2u(n — v)T(2v 4 n) /0 dwe "X
< |7+ gh)a® (L2457 (@)" + (3 + 03) (B2 @) + (i fo + 9190)0 L2 (2) L2 ()]

(m? — E?)?(En — mv)n!

- mv2u(n —v)['(2v +n) it ot Jy

On doit utilisé (2.82), (2.82) et les propriétés de la fonction gamma (voir I'annexe C)
pour trouver J; et Jo

Posons ooy = 2v + 1
> —T vV— 14 2
ho= (g [ deema (L)
0

= ) [ dee e (1 )
(1 +2n— DI'(n+ ay)

aj(a; —1)(ag + 1)(n — 1)!
(v+n)l'(n+2v+1)

2v2v 4+ 1)(v + 1)(n — 1)!

= (ff+4i)

= (fi +97)
Posons ap, = 2v — 1

o= (Fd) [ deend (12 )
0

(v +n)I'(2v + n)

= 2+ gg)QV(ZV — 1)(v = 1)n!
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Et a l'aide de la regle de recurrence et la formule (2.83) on calcule J;

Js = (Fifo+ grg0) / dre a2 L2 (2) 12 (o)
0

B Cn o Fin+a; —2)
= (f1f2+9192){ (n+ ay 2)—F(n)
(an —)I'(n+aq — 1)

n!

= 2w(fifa + 9192)@

I(n+a1)

+(n+1) T 12)

= (fifo+ 9192)

On obtient a la fin

(m? — E*)?(En — mv)n!

| o) = S B ()

(v+n)'(n+2v+1)
Qv+ +1)(n—1)!

2 oy (4 n)I'(2v+n)
(2 + 92)2V(21/ —1)(v—1)n!
(m? — E*)?(En — mv)

= mVQHJ(??—V) [(fl +gl)

(f3 + 93)

+2v(fifa + glgz)W]

n(v+n)(n+ 2v)
2v(2v +1)(v + 1)

(v +n)
2v2v — 1)(v — 1)

+ 2v(fifo+ 9192)]

m2v(v? —1)(4v? — 1)

Donec :

_ — m2(? —
AR = —¢ (vimr — ) 2 ) )

m?v(v? —1)(4v? — 1)

4
/0 400, (9, 0)(0.L)Quare (9, )

Ensuite on va calculer la partie angulaire () = f047r dQQLM(ﬁ, @)(@E)leM/ (9, )

On a
1 " 1 9 1 12 _ pl2
0, = —5z'jk6 = O3 = e300 + -e3120° =0
2 2 2
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47 1 AamY, %(19 @)
o = 6/ d ( Ay 72 0,0) By M T
; < JIM ( ©) JIM Y (W, ¢) ) leM/YEM +§(19’ ©)
4 / 1 M5
it 1 (M" = 35)AumY, (0, 9)
_ 9/ a( 4. YTM 2(9,0) B, YT M+3 9, ¢ 2/4%3 L
; < JIM Ly (W,9) BjinY, (V%) ) (M + %)BﬂM'YEMJrQ(ﬁ?%D)

Avec : LYM(9,¢) = MYM(0, p)

Les regles de choix pour les transitions possibles entre les niveaux (/N lé” — N léw ") sont
Al=0et AM = 0,1, ou N = n+|n| décrit le nombre quantique principal non relativiste.

On doit prendre N = 2, et on calcule les corrections pour les niveaux 2P/, et 2P,

2.4.1 Les corrections pour le niveau 2P,

Le niveau 2P, 5 correspond & (n=1,j = 1,1 =1, M = £3).

AE’2131/2 = AE%P1/2 + AE2P1/2

4 2
_ (1) o _ (2) (2)
- (E) 02P1/2@2P1/2 ( 2 > 02P1/2@2P1/2

oM = <m>3 n(m? — E?)(1 — v?) + 3Eu*(En — m)

m2uv(v? —1)(4v? — 1)

2 2 5)° 3En(En —m) —m?(v* — 1)
oY = 2 <M> m2v(v? — 1) (42 — 1)

Avec

Les corrections angulaires pour 2P, correspondantes

27 1 1
O, =i 0 / aQ[S, Y, (0, )+ Y (0 9)] (A M2 0,0) By M (0,) ) X
x ( A, 20, ) )
By Y, T2 (9, )

On a la propriété d’orthogonalité [7] 047r dQY;" M9, 0)Y,M' (9, ) = Subria

et [7] YT (0, ) = Fy/Esinve™ | Y20, ) = /2 cos¥

Page 44



Chapitre 2 L’équation de Dirac non commutative avec les cartes de Seiberg- Witten

on applique l'integration par partie et on trouve

1 _
2P 5 0

(M’ = 3)AurY,

ar
@ f M-l b Ml
Osp,, = 9/0 dQ( Ay 2(0,0) BamYy 2 (0,9) ) ( (M/+1)B'lM’YlMI+
2) D

3 —m)—m?2(v2—
0P (n=1j=41=1M==25) =2 (Vm? - E?) Irmean s
62 (2) 2
AFEsp,, = — 5 ) %py, i§|9| (2.84)

= F6.57668 x 10°|¢| (eV)? (2.85)

Selon [17] la précision théorique actuelle sur le déplacement de Lamb de 2P est d’en-

viron 0.08 kHz. De la division (2.85), nous obtenons la borne :

0 < (4GeV) ™2 (2.86)

2.4.2 Les corrections pour le niveau 2P3),

Le niveau 2Pj/, correspond a (n=0,j =

N

_ _ 1 3
J=1,M=+5,+)

1 2
A'E'2P3/2 - AE2P3/2 + AEZPJ/Q

_ (L0 e _(€),0 o
- 2 Q2P3/2 2P3/2 2 Q2P3/2 2P3/2

Avec

1 _ <m>3 n(m? — B*)(1 — v*) + 3Eu*(En — m)

m2uv(v? —1)(4v? — 1)

33En(En — —m?(? -1
Q(Q) _ 2<~/m2—E2> 3En(En —m) —m*(v )

m2v(v? —1)(4v? — 1)

Les corrections angulaires pour 2P/, correspondantes

2m [T _ _1 1
S =it /0 dQ[S, Y, (0, @) +S_Y,H (0, )] ( A M2 0,0) By VTR0, ) ) x

Page 45



Chapitre 2 L’équation de Dirac non commutative avec les cartes de Seiberg- Witten

(¥, 9) )
(0, )

On a la propriété d’orthogonalité [7] OM dQY;" M9, o) Y,M' (9, ) = Suwbrra

et [7] Y (0, p) = Fy/Esinde®® | Y20, ) = /2 cos¥

on applique l'integration par partie et on trouve

w\»—t m\»—‘

M

Ml
" ( AjinrYy

leM’

1 _
2P3;5 0

ar 1 1 M/_l)Al /Y %
@(2) _ 9/ dQ(AA YTM_§19 B. YTM+§Q9 ) ( 2/ 44gIM )
2Py )5 ; i (9,9) BamY, (0, ¢) (OF + 1) By, *59.0)
-1 0 00
_ 4 -2 0 0 -+o0o0
0 2 0 0 10
0o 0 01

. /5 73\ 3En(E m2(12—1
Q(Q)(TL =0,7 = %,l =1,M= i%a +3 ) =2 ( EQ) :1(2V7(71/2m)1)(4u2(—1) )

o2
Nt (287
= 1.578 x 10° [i|9|,i§]9|] (eV)? (2.88)
De la division (2.88), nous obtenons la borne [17] :

0 < (2GeV) ™2 ou 6 < (1.2GeV) 2 (2.89)

La transition entre les états 25, et 2P,

Il est irrité de mentionner que le second terme de la perturbation dans (2.15) n’en-
leve pas la dégénérescence des états des niveaux d’énergie, parce qu’il est une matrice
non diagonale. Cependant, par exemple, les éléments de matrice non nuls entre les états
251 0(n =1, =1/2,1 =0, M = £1/2) et 2Py j5(n = 1,5 = 1/2,1 = 1, M = £1/2) de la
regle sélection AL =1 et AM = 0,+1 donne la transition possible [5] :

64 — _) 64
< 2P1/2’Z9 (Oé X ) |281/2 >= 4 9251/2—>2P1/2®251/2—>2P1/2 (290)
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Chapitre 2 L’équation de Dirac non commutative avec les cartes de Seiberg- Witten

ou
2 1 0
O251 /2P, = 30 ( 0 1 ) (2.91)
et
2(7712 — E12>3/2E1 m + 2mu1 — 3E17]
028, /5—2P; jy = 2 @2 = )2 —1) (2.92)
avec [5] :

77:17 V1:V1_647 Elz o

2
e2
1+ <1+V1)

A partir de (2.90)-(2.92) il y’a une division d’énergie des niveaux égale [5] :

! (\/m2 - E2)3 Ei m+2mv? - 3E,
AE2SI/2—)2P1/2 - 2_ 2 1

0| ~ a| AE ) 2.
4 3m? @i —1)E — 1) = lABarl (293)

)

2.5 Conclusion

La non commutativité d'un espace-temps enleve la dégénérescence des niveaux d’éner-
gie.
La division (2.93) est tres similaire a l'effet Zeeman. Cependant, il reste toujours aussi
important dans le cas du traitement de 'atome d’hydrogene dans le cadre de la QCD non
commutative. Ce terme est nécessaire pour conserver l'invariance de ’équation de Dirac

modifié sous les carte Seiberg-Witten.
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CHAPITRE 3

L’équation de Dirac non commutative avec le

décalage de Bopp

Dans ce chapitre, on doit appliquer le décalage de Bopp pour résoudre le potentiel
coulombien dans un espace non commutatif, et pour cela on trouve I’équation de Dirac

modifiée de I'atome d’hydrogene.

3.1 L’équation de Schrodinger

L’équation de Schrodinger joue un role fondamental en mécanique quantique car elle

régit ’évolution dans le temps du systeme physique.

Considérons un atome d’hydrogene formé d’un noyau et d’un electron avec une
charge -e (e > 0), et une masse m dans un champ Coulombien. En mécanique quantique

I’évolution de la fonction d’onde est décrite par 1’équation de Schrodinger. [18]

B .
v tb(z) = Hi(a) (3.1)

est une équation différentielle du premier ordre par rapport au temps.

A —
A~

H = (d.p)+'m+eAy(q) (3.2)

oit H est I'hamiltonien de Dirac.
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Chapitre 8 L’équation de Dirac non commutative avec le décalage de Bopp

et le potentiel Coulombien est donnée par

Aolq) = Ao(i) = —— (3:3)

3.2 Le potentiel de coulomb modifié

Dans la méthode de Bopp shift on remplace les variables non commutatives au va-

riables commutatives comme suit :

Di = Di

_ 1
T = x; — 505D,

donc le potentiel de Coulomb modifie est donnée par

Ai) = ——=
XT;T;
B e
\/(%’ — 30i;p;) (@ — 30ipr)
B e
\/ 50ii0; i — 30umaipr + O(62)
B e
\/xzxz - z ij Z(sij) - %szx‘zpkz + 0(92)
B e
\/xzwz jLiDj +3 Qu - %ezk$1pk + 0(02)
Puisque 0;; est antisymétrique, donc 6;; = 0
Aolis) = — -
\/!Eiivi — 30 — 30naipk + O(6?)
B e
Vi, — Oizp; + O(6?)
B e
\/7’2 — Qijxipj + 0(02)
e

’I“\/l — 7%2(92]1‘229] + 0(02)
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Chapitre 3 L’équation de Dirac non commutative avec le décalage de Bopp

on a : \/lljp:l%—%—FO(xz)
donc
. e 1 9
AO<£L'1') = —; 1 —+ ﬁﬁijxipj -+ 0(9 )
e €
= —; — ﬁeijxipj + 0(62)
e €
— —; — ﬁeijkekxipj -+ 0(92)
e e
e e 9
e e - =
= S 4r 2
C— 0L+ 0
finalement

R e € - -
AO(ZEZ') = —; — 2—7”39[/ + 0(92)

avec :  0;; = g0, (€Y% : le symbole de Levi-Civita)

et Liy=(rXxpg= sijk:pipj, (L : est Popérateur de moment angulaire)

3.3 L’hamiltonien modifié

On remplace (3.4) dans ’hamiltonien (3.2), et on trouve :

2

2
H = (ap) +1°m — eAy(q) = (@.p) + Bm — 67 - %H.L +0(6%)

pert
N — e2
H, = (52.]3) +Bm — —
70 e? - o 2
Hpert = _?6 L+ 0(9 )

avec ~°=pf
ot H, est P'hamiltonien relativiste de Patome d’hydrogene

(3.4)

(3.6)

(3.7)

(3.8)
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Chapitre 3 L’équation de Dirac non commutative avec le décalage de Bopp

0

les terme de Flpm sont appelés termes de structure fine.

L’équation de Dirac modifie prend la forme suivante :

2 62

W(z) = |(@.5) +7°m — 67 — 550D+ 00")| b(a) (3.9)

3.4 Conclusion

On remarque que sur un espace-temps non commutatif I’équation du Dirac a un terme
de plus sous forme d’une perturbation (ﬁgm = —%517)

Par rapport a I’équation de Dirac non commutative modifiée (2.15), il manque un
terme qui est due a l'invariance des cartes de Seiberg-Witten (I’équation de Dirac (3.9)
n’est pas invariante du groupe de jauge non commutatif U(1)), et qui joue le role d’'un

potentiel vectoriel.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons étudié la géométrie non commutative et I’application sur
un atome d’hydrogene plongée dans un potentiel Coulombien et nous avons exposé deux
approches pour trouver ’équation de Dirac modifiée (non commutative) pour cet atome.
Et nous avons utilisé la méthode de Nikiforov et Uvarov et nous avons suivi la méthode
des perturbations pour I’équation de Dirac pour calculé des corrections non commutative

de I'énergie.

La premiere approche, nous avons proposé une action non commutative invariante pour
une particule de Dirac sous les transformations de jauges infinitésimales généralisées. En
utilisant les cartes de Seiberg-Witten (Seiberg-Witten maps) et le produit de Moyal (pro-
duit star), Nous avons généralisé ’équation du mouvement avec un espace-espace non
commutatif et nous avons dérivé I'équation de Dirac modifiée pour un potentiel de Cou-
lomb pour le premier ordre de 6.

Pour la deuxiéme approche, nous avons appliqué le décalage de Bopp (Bopp shift) sur le
potentiel Coulombien dans I’hamiltonien de systéme et nous avons obtenu un potentiel de
Coulomb modifié, pour cela nous avons arrivé a trouver I’équation de Dirac non commu-
tative (modifiée).

Les deux approches nous ont conduit a trouver presque la méme équation de Dirac non
commutative avec des termes supplémentaires a I’équation de Dirac commutative, mais
avec la premiere approche on a un terme de plus par rapport a I’équation de Dirac q’on a
trouvé avec le Bopp shift qui est similaire au terme d’interaction décrivant des particules
chargées dans un champ magnétique non nulle. Ce terme non diagonal est un potentiel
vectoriel en raison de I'invariance de I’équation de Dirac modifiée aux cartes de Seiberg-
Witten .

Nous avons aussi calculé les niveaux d’énergies avec la méthode de Nikiforov et Uvarov,

et nous avons constaté que les corrections non commutatives de ’équation de Dirac de

I’atome d’hydrogene enleverit la dégénérescence des états des niveaux d’énergie.
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Annexe A

Résolution d’une équation différentielle
pour les fonction spéciales

Dans un grand nombre de problemes importants de la physique théorique et mathé-
matique, on est conduit a I’équation différentielle
v, 7)., 0(2)

u +0<Z)u +U2(2)u:0 (3.10)

Qui s’appelle équation généralisée du type hypergéométrique. Dans laquelle o(z) et 5(z)
sont des polynomes de degré non supérieur a 2, et 7(z) un polynoéme de degré non supérieur
al.

Mettre I’équation (3.10) sous une forme plus simple au moyen du changement v = ¢(2)y(2)

La fonction ¢(z) se définira par 1’équation

¢ /o =m(2)/0(2) (3.11)

dans laquelle
7(2) = =[r(2) — 7(2)] (3.12)

est un polynoéme de degré non supérieur a 1.
L’équation (3.10) devient

y=20 (3.13)

7(z) = 7(2) + 27(2)
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0(2) = 6(2) + 7*(2) + 7(2)[7(2) — 0'(2)] + 7'(2)o(2)

Posons d(z) = Ag(z) (A est une constante), I’équation (3.13) deviendra donc

_I_

o)y +7(2)y + y=0 (3.14)

ol est une équation du type hypergéométrique, et ses solutions des fonction du type
hypergéométrique.

on définir le polynome 7(z) et la constante A pr :
™+ (F-o)r+6—ko=0

ou

k=X—7'(2) (3.15)

Supposant provisoirement la constante k connue, on peut expliciter m(z) dans I’équation

W(r):gl;%i\/<a/2_%)2—6+kra (3.16)

7(z) étant un polynome, le radicande doit étre le carré d’'un polynéme. Pour qu'il en soit

du second degré :

ainsi, il faut que soit nul le discriminant du polynome du second degré sous le signe de
la racine. Cette condition nous conduit a I’équation, en général du second degré, pour la

constante k.

Une fois k trouvé, on cherche mw(z) par la formule (3.16), puis ¢(z), 7(2) et A a l'aide
des formules (3.11), (3.12) et (3.15).

les solution de ’équation (4.5) sont les polynomes du type hypergéométrique y,(z).
n(n—1)

o : 7"

Ces polynomes se laissent expliciter par la formule de Rodrigues

pour A =\, = —nrT

[0 p(2))" (3.17)

dans laquelle B,, est une constante de normalisation et la fonction p(z) vérifie I'équation

différentielle
[0(2)p(2)] = 7(2)p(2) (3.18)




Annexe B

Les polynomes de Laguerre et leurs
propriétés

Les polynomes de Laguerre sont définis par :

Lo(x) = —n'e x~ dm” (z"Fe™™) (3.19)
dn n+o _ —x —T, aTa
— T (x e ) =nle “x“Ly(x) (3.20)

sont les solutions d’une équation différentielle linéaire du second ordre appeler équation
de Laguerre :
zy"+(1—2)y +ny=0 (3.21)

La fonction génératrice pour les polynomes de Laguerre est

o=t/ (1-1)

—— => Ly (3.22)

n=0
Le n-ieme polynome de Laguerre satisfait 1’équation différentielle suivante :
xL!(x)+ (1 —x)L) () +nL,(z) =0 (3.23)
On a aussi la suite récurrente suivante :
(n+1)Lp1(z)+ (. —2n— 1)Ly (x) + nly1(x) =0 (3.24)
Et les regle de recurrence suivantes
L = fn+at DI - (kDI
Lt = LI
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Les polynomes satisfont la propriété
L, () —nLy(xz) +nLl,_1(x) =0 (3.25)

Les polynomes de Laguerre généralisés sont orthogonaux sur [0, 00) par rapport a la

fonction de poids z%e™" :

/ e~ 30 LO(2) L (2)d = L F O D (3.26)
0

n!

* e a o Tn—k+B—a)(k+a+1)
/0 et L) L (@)de = i R G o T 1 1) (3:27)

Les polynomes de Laguerre généralisés obéissent a I’équation différentielle

x L8 () + (a+1—2)LY(z) + nLS(x) =0 (3.28)

En différentiant la représentation en série d'un polynome de Laguerre généralisé k fois

conduit a n
L) = (DAL ) (3.29)

En utilisant la regle de récurrence
zL,(r) = —(n+ 1)L% (x) + (o +2n + 1)L (z) — (n+ a)L2_ () (3.30)

et on déduire que

| et = [ e

=—(n+ 1)/ e "z Ly (x) Ly (x)dx
0
+(a+2n+1) / e "L (v) Ly (x)dx
0

—(n+ «) /000 e a® Ly (v)Lo(x)dx

MNa+n+1)

=(a+2n+1) o

Les polynomes de Laguerre peuvent étre reliés aux fonctions hypergéométriques, plus

précisément aux fonctions hypergéométriques confluentes, par

(+1),
n!

'ln+a+1
LY (z) = F(—n;a+ 1) = %F(—n; a+1;x) (3.31)
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avec

/ooodxe T F (= )]t = e Db o)

n!l'(«) 1+ n
y(y+1)..(v+n—-1) 124
nn—Dly—a-A@-a-ly-ay—a+l)
12229 (7 1 1)
nn—1).1(y—a—-n)..(y—a+n-—1)
1222 .n2y(y+ 1)...(y+n—1)

} (3.31")




Annexe C

La fonction Gamma et leurs propriétés

La fonction Gamma est généralement définie par l'intégrale suivante

[(z) = /0 h t~te tdt (3.32)

quand la partie réelle de z est strictement positive, Re(z) > 0.
La formule d’Euler donne une expression de la fonction I' pour toute valeur de z

complexe hormis les valeurs de z entieres négatives ou la fonction possede des poles :

nln®

L) = nh—>nc}o 2(z+1)...(z+n) (3:33)
En intégrant par parties ’équation (4.23), on peut facilement montrer que
L(z+1) =2I'(2) (3.34)
En vérifiant que I'(1) = 1, on obtient par récurrence que
I'(n+1)=n! (3.35)
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Résumé

Le but de ce mémoire est d’appliquer la non commutativité d’un espace-

temps sur l’atome d’hydrogene.

On a montré que la non commutativité de [’espace-temps est codée dans

le produit star qui considéré comme une déformation du produit ordinaire.

On a trowver que les corrections non commutative enléve la dégénérescence

des niveauxr d’énergie.

Mots clés : La géométrie non commutative, I’atome d’hydrogene, 1'opéra-
teur de Weyl, le produit de Moyal, Seiberg-Witten maps, Bopp-shift, équation

de Dirac...
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