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Résumeé

Notre mémoire se compose de six chapitres ; les trois premiers chapitres représentent la par-
tie théorique, et les trois derniers chapitres représentent les résulats de la simulation Monte
Carlo. Notre étude a été realisée dans l'objectif d’étudier la transition ferromagnétique param-
agnétique. Pour ce faire nous avons simulé des réseaux de differentes tailles de systemes d’Ising
bidimensionnel et tridimensionnel, et le modele de Heisenberg tridimensionnel.
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Intfroduction

1.1 Historique et Applications

Les phénomeénes magnétiques sont connus depuis des millénaires. On attribue la premiere
description de la magnétite (I'oxyde de fer : Fe;0,) au grand savant grec Thales de Millet.
La premiére mention d'un compas magnétique utilisé pour la navigation apparait dans un texte
chinois qui date des environs de 1040 de noétre ére [1], mais il peut avoir été inventé beaucoup
plus tot. D’abord il a été utilisé pour l'orientation sur la terre, puis a la mer. Ainsi la fascination
que suscite le magnétisme par rapport aux applications qui en decoulent, a une vie tres longue.
Pour 'anecdote A. Einstein évoque dans ses souvenirs d’enfance la vue d'une boussole qui s’ori-
ente toujours vers le nord, une chose qui fut un événement declencheur de sa curiosité, et plus
tard de son amour pour les sciences physiques. Nous parlerons plus bas des applications mod-
ernes du magnétisme. Mais avant cela nous revenons a notre récit de ’histoire du magnétisme.
L'étude du magnétisme de maniere scientifique et rationnelle a connu un véritable essor dans
I’époque de la renaissance. Le physicien anglais William Gilbert (1544 — 1603 )[2] est considéré
comme le premier a avoir publié un traité cohérent sur le magnétisme. Dans son livre "Du mag-
nétisme et des corps magnétiques, et du Grand Aimant Terre", publié en 1600, il a développé une
théorie sur le magnétisme terrestre, qui consiste a assimiler la terre & un aimant, et conclut
que cela est la raison pour laquelle la boussole indique le nord ( jusqu’a alors, on pensait que
c’était I’étoile polaire ou une grande ile située au pole nord qui attirait 'aiguille de la boussole).
Le physicien francais Charles de Coulomb établit que I'attraction entre les aimants diminuait
proportionnellement avec le carré de la distance qui séparait les aimants. Plus tard une dé-
couverte trés importante fut faite par le physicien danois Hans Christian Oersted (1777 — 1851)
qui affirma que 1’électricité et le magnétisme sont intimiment liés; il a observé la déviation de
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1.1. Historique et Applications

Paiguille d’'une boussole pres d’un fil conducteur de courant. Cette découverte était le début de
la naissance de I’électromagnétisme. Vers les années 1820 le physicien francais Francois Avago
(1783 — 1853) découvrit qu'une boucle de courant dans un conducteur peut induire des comporte-
ments magnétiques sur un morceau de fer. André Marie Ampere suggéra que plusieurs boucles
de courants augmentent l'efficacité magnétique (de la boussole de Francois Avago); il constate
aussi que si on change la direction du courant le morceau de fer (ou | aiguille) change de direc-
tion. L électroaimant venait de naitre. Michael Faraday (1791 — 1867) est le premier inventeur
d’'un systéeme qui permet de créer un mouvement circulaire continu ; cette découverte a permis
la naissance du moteur électrique. En 1873, le physicien écossais J. C. Maxwell publia une série
d’équations par lesquelles il unifia I’électricité et le magnétisme. Vers la fin du dix-neuvieme
siecle de nombreux travaux sur le magnétisme ont été réalisé : en 1880 Emil Warburg découvre
le phénomeéne d’ hystérésis. Pierre Curie montre en 1895 que les propriétés magnétiques dépen-
dent de la températures. Au début du vingtiéme siecle les progres de I'étude de la matiére ont
été réalisés a I’échelle atomique ; ce qui a permis alors d’explorer plus en détail le phénomene
du magnétisme et d’en donner une interprétation quantique. Niels Bohr explique ainsi le mag-
nétisme des éléments de transition tel que le fer a I'aide de la classification périodique des
éléments chimiques. Goudsmit, George, Eguene, ont montré que 1’électron se comporte comme
un petit aimant. Le physicien Allemand Ernst Ising (1900 —1998) a étudié le cas particulier d'une
chaine linéaire de moments magnétiques, ayant chacun deux valeurs possibles "1" et "-1", et re-
liés par des interactions entre plus proches voisins. W. Heisenberg (en 1928) est connu pour sa
contribution a '’etude du férromagnétisme ; son modele magnétique décrit une collection de mo-
ments magnétique (de nature vectorielle) en interaction. Plus en rapport avec le présent travail
nous citerons l'introduction de la théorie du champ moléculaire par Weiss (vers 1907) pour expli-
quer 'ordre magnétique. Cette théorie est connue sous le nom de la théorie du champ moyen, a
été adoptée pour étudier des systemes non magnétique (approximation de Hartree-Fock dans les
structures électroniques). Onsager (en 1944) a pu calculer de maniere exacte quelque propriétés
thermodynamiques du modeéle d’Ising et a ainsi montré pour la premiere fois qu'un modele en
apparence trés simple peut bien rendre compte du phénomene de transition de phase. Nous
allons a présent citer quelque applications liées au magnétisme et aux matériaux magnétiques.

— La premiere application du magnétisme est la boussole. Elle est utilisée comme un moyen
de navigation.

— Lapplication du magnétisme la plus répondue est dans les moteurs électriques et les trans-
formateurs. Le principe de base de fonctionnement des moteurs électriques consiste a
placer a l'intérieur d'un aimant U une bobine. Le passage d'un courant a l'interieur de
la bobine déclenche un mouvement de rotation.

— Lenregistrement magnétique représente une application importante des matériaux mag-
nétiques. Les disques durs, les DVD, et les CD sont des exemples d’applications des matéri-

aux magnétiques. D’autres applications, liées a I'’enregistrement du son, sont le micro-

11



1.2. Définitions

phones et les hauts parleurs.
En fait, 1a croissance et la performance de ces applications sont conditionnées par le developpe-
ment de la théorie du magnétisme, et par ’evolution des techniques de fabrications.

1.2 Définitions

Le moment d’un dipdle magnétique est un objet fondamental en magnétisme. Dans la théorie
classique de I’électromagnétisme, il résulte de la circulation d’'un courant d’intensité / autour
d’une surface infinitésimale orientée ds. Il est donné par :
_I-ds

c

(1.1)

dp

; ou ¢ est la vitesse de la lumiere dans le vide. Daimantation d'un systeme solide est définie
comme le moment magnétique total par unité de volume, ou le moment magnétique total est la
somme vectorielle de tous les moments magnétiques individuels des particules constituants le

solide. .
M = v Z m;, (1.2)

La susceptibilité magnétique x est une grandeur qui décrit la réponse d'un matériau a I'applica-
tion d'un champ magnétique extérieur. Et comme son nom l'indique elle décrit la suscéptibilité
du systeme a dévelloper une aimantation ou a la modifier en présence d'un champ extérieur.
Pour un systéme linéaire, homogene et isotrope, la susceptibilité est definie par la relation :

M=yH (1.3)

; mais en général, la susceptibilité est un tenseur d’ordre deux ; ses composantes sont données

par:
oM,

X = B,

ou «, = x,y, z sont les directions spatiales.

(1.4)

1.3 Magnétisme en Physique Classique

La théorie classique de I'électromagnétisme a permis d’introduire la notion de champ magné-
tique, et d’expliquer un certain nombre de phénomeénes magnétiques, mais cette théorie s’avere
incapable d’expliquer 'aimantation spontanée des matériaux ferromagnétiques tels que le fer et
le cobalt. Expérimentalement tous les matériaux en présence d'un champ magnétique s’aiman-
tent dans la direction du champ magnétique appliqué pour un grand nombre de matériaux; ce
qui correspond a des valeurs positives de la susceptibilité magnétique. Pour d’autre matériaux
dits diamagnétiques 'aimantantation est dans la direction opposée au champ magnétique ap-
pliqué, ce qui correspond a une valeur négative de la susceptibilité magnétique. Un théoreme
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1.4. Magnétisme en Mécanique Quantique

établi indépendamment par le physicien danois N. Bohr (dans sa these de doctorat en 1911) et la
physicienne néerlandaise H. J. van Luuewen (en 1919), montre que par I'application des lois de
la physique classique pour un systeme de particules chargées dans une boite, en présence d'un
champ magnétique externe, on retrouve toujours une valeur de 'aimentation du systéme qui est
nulle. Ceci est en contradiction avec I'expérience ; et a conduit a la conclusion que la physique
classique est incapable de décrire le magnétisme. Afin de rendre compte de ces faits expérimen-
taux, d’expliquer 'aimantation spontannée des matériaux ferromagnétiques, et la réponse des
matériaux en présence d'un champ magnétique ; la mécanique quantique s’est imposée comme

une alternative incontournable.

1.4 Magnétisme en Mécanique Quantique

En mécanique quantique, le magnétisme résulte des propriétées naturelles des particules de
la matiere et de leurs interactions [3].
Le moment magnétique atomique résulte de la somme de trois contributions :

1. Le moment magnétique orbital qui résulte du mouvement des électrons autour du noyau.

2. Le moment magnétique de spin : chaque particule élementaire posséde un moment mag-

nétique associé a son moment angulaire intrinseque de spin.

3. Le moments magnétique nucléaire : Il se trouve aussi que les nucléons ont un moment
magnétique qui résulte de leurs spins, mais ce dernier est tres faible en comparaison avec
celui des électrons. Il est de I’'ordre de 1000 fois plus faible, et par conséquent, les propriétés
magnétiques sont essentiellement portées par les électrons.

Comme nous I’'avons mentionné précédemment, les propriétés magnétiques sont principalement
liées aux électrons, donc I'étude des électrons et leurs interactions avec le milieu materiel nous
permettra d’élucider ces propriétés magnétiques. Dans le but de poursuivre ’étude des pro-
priétés magnétiques des ions dans un solide, il est nécessaire de décrire les états électroniques
de basse energie d'un ion ou d’'un atome, soit d’'un systéeme a plusieurs électrons. Les regles de
Hund permettent de déterminer ’état fondamental, et de prédire le comportement magnétique
d’atomes ou d’ions.

Le traitement de la fonction d’'onde indépendante du temps de 1’électron de ’atome d’hydrogene,
a conduit a choisir Popérateur laplacien dans sa forme sphérique, en raison de la nature du
potentiel atomique qui est central [4]. Les fonctions propres de I’'hamiltonien du systéme sont
données par :

U(r,0,9) = Bn(r).Y,™ (0, 9) (1.5)

ou (1,6, ¢) sont les coordonnées sphériques de I'électron, R,(r) est la partie radiale, et Y, (6, ¢)
sont les harmoniques sphériques. Les solutions de la partie radiale de la fonction d’onde physique-
ment acceptables, ont permis d’introduire le nombre quantique principale n sous la condition
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1.4. Magnétisme en Mécanique Quantique

qu’il soit un entier naturel non nul ; ce nombre a permis de quantifier 'énergie (ou le spectre
énergétique).

La solution de la partie angulaire a permis d’introduire deux nombres quantiques, le moment
cinétique orbitale [ et le nombre quantique magnétique m; ; avec les conditions : [ = 0,1,2,..,n—1
(Il e N"), et —I < my < 41 (my € Z). A ces trois nombres quantiques, qui caractérisent le mou-
vement de I'électron dans I'espace physique a trois dimension, on rajoute un nombre quantique
qui décrit une propriété intrinseque de 1’électron : son état de spin.

Le spin peut étre vu classiquement comme la rotation de 1’électron autour de lui méme. Mais
cette analogie s’arréte a ce stade car ceci conduit a des contradictions : si on assimile ’électron a
une sphere qui tourne, on retrouve que 1’électron doit tourner a une vitesse tangentielle (sur son
équateur) supérieur a la vitesse de la lumiere ¢ pour pouvoir acquérir un moment magnétique
égale a son moment mesuré expérimentalement. Ceci est en contradiction avec le principe de
la relativité restreinte, qui stipule que la vitesse maximale dans la nature est la vitesse de la
lumiére dans le vide (approximativement ¢ = 3 x 108 m s~!). Le spin reste alors une propriété
purement quantique [4].

Le spin est une grandeur propre aux particules élementaires il est représenté par un operateur,
dont seul le module au carré et la projection sur ’axe de quantification z sont mésurables si-
multanément, c’est a dire leurs opérateurs commutent. La valeur propre du module du spin de
I’électron au carré est S? = %(% + 1)h? et sa projection sur I'axe de quantification » prend deux
valeurs +2.

La composition de deux moments cinétiques orbitaux 1;, l,, ayant des nombres quantiques as-
sociés [, [, donne un moment cinétique orbital totale 1 qui a un nombre quantique associé [ tel
que : | [y —lp | < I <] l; + 15 |. Ceci s’applique aussi pour les moments de spins. La composi-
tion de tous les moments associés aux électrons d'un atome ou d’un ion donne plusieurs valeurs

possibles du moment total J, qui est la somme des moments L et S, ou

L:Zli
et
S:ZSi

. Il se trouve que certain atomes ont un moment totale J nul et par conséquent ne sont pas
magnétiques ; d’autre, ont un moment magnétique car J est non nul. Ceci est expliqué par le
fait que le moment magnétique d’'un atome p est proportionnel a J :p o< J.
Avant de décrire les regles de Hund, nous allons voir les hypotheses sous lesquelles s’appliquent
ces regles.

— La premiere hypothese suppose que l'interaction coulombienne est la plus importante

(supérieure en valeur) de toutes les interactions.
— La deuxiéme hypothése suppose que l'interaction spin-orbite est supérieur aux autres in-

teractions (comme le champ cristallin).
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1.5. Type de Magnétisme

Nous allons a présent voir les regles de Hund qui permettent sous ces hypothéses de retrouver
les valeurs des moments associés a L, S, et J [5]. Elles sont classées par ordre décroissant
d’importance, on commence par satisfaire la premiére, la deuxieme, et puis la troisieme. Les

regles sont :

1. On organise les fonctions d’ondes électroniques de facon a maximiser la valeur S associée
au vecteur spin totale. De cette facon I’énergie coulombienne est minimisée en raison du
principe d’exclusion de Pauli, qui empéche les électrons de méme spin d’occuper le méme

état orbital quantique. Ceci réduit la répulsion de Coulomb entre les électrons.

2. La deuxiemme reégle consiste a maximiser L. Cela minimise également 1’énergie coulom-
bienne, et peut étre compris en imaginant que les électrons dans les orbites qui tournent
dans le méme sens peuvent s’éviter de facon plus efficace, et ceci réduit la répulsion élec-

trostatique entre eux.

3. Enfin, la valeur de J est donnée par J = |L — S| si la couche est moins de la moitié pleine
et J = |L + S| si elle est plus de la moitié pleine. Cette troisiéeme regle résulte de la min-

imisation de I’ énergie d’interaction spin-orbite.

Remarque
— Les deux premieres regles consistent a vérifier la premiere hypothese. Par ces deux regles
empiriques on tente de minimiser I'interaction coulombienne.
— La troisieme regle consiste a satisfaire la deuxieme hypothese. Par cette regle on tente de
minimiser I'interaction spin-orbite.
Il est important de préciser que cette troisieme regle n’est pas toujours applicable. Un bon contre
exemple est celui des ions des métaux de transition en solution dans un solide : cette regle n’est
pas respectée, car les énergies spin-orbite sont moins importantes que le champ cristallin. Pour
les terres rares cette regle s’applique trés bien, du fait que 'orbital f est moins affectée par le
champ cristallin, et du fait aussi que l'interaction spin orbite y est importante.
Selon que les moments magnétiques sont portés par des électrons localisés ou intinérant on

distingue deux type de magnétisme.

1.5 Type de Magnétisme

Il y a deux classes de magnétisme :

1. Le magnétisme itinérant dans les matériaux métalliques qui est décrit par la théorie des
bandes. Les propriétées magnétiques des métaux sont éssentiellement portées par les élec-
trons de conduction et les électrons des orbitales de la sous couche 3d pour les métaux de
transitions. Il y a une classe récente de systéme magnétiques qui s’ajoute a cette classe :
le magnétisme des semiconducteurs dilués. Ces semiconducteurs sont dopés par de faibles
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1.6. Phases et Ordres Magnétiques

concentrations d’atomes. Ce semiconducteur peuvent ainsi étre conducteurs et des matéri-

aux magnétique a une température ambiante.

2. La deuxiemme classe est le magnétisme des isolants. Ce magnétisme est porté par des
électrons localisés dans des orbitales atomiques(ou moéleculaires). C’est ce magnétisme

qui nous intéresse dans le présent travail.

sans interactions entre les moments magnétiques individuels 'aimantation serait nulle en ab-
sence de champ appliqué. I'interaction d’échange est responsable de 'apparition de ’ordre mag-
nétique a longue portée. Cette interaction généralement de courte portée favorise une orienta-
tion relative de deux moments qui peut étre parallele ou anti-paralléle. La compétition entre
I'interaction d’echange et I'agitation thermique est responsable de I'apparition de différentes
phases et ordres magnétiques.

1.6 Phases et Ordres Magnétiques

Dans cette section nous allons introduire les principales phases et ordres magnétiques qu'on
observe dans les solides.

1.6.1 Phase Paramagnétique

Considérons une collection de NV moments de spins indépendants, i.c il n y a pas d’interac-
tion entre les moments (car les moments sont suffisement éloingnés). Ce systeme est désordonné
(voir figure [1.1), ayant une aimentation nulle. Ceci représente la phase paramagnétique. Si on
applique un champ magnétique a ce systéme, les moments de spins vont s’orienter parallele-
ment dans la direction du champ magnétique appliqué, et 'aimantation cesse des qu’on annule
le champ magnétique appliqué. Exemple de systemes paramagnétiques : les ions de transitions
en solution dans des sels comme Cr** dans KCr(SO,),.12H,0, Fe**+ dans NH,Fe(SO,),.12H,0, et
Gd3* dans Gd,(S0O,);.8H,O. (ref [5] ). A ceux-ci il faut rajouter tous les autres systémes magné-
tiques (ferro-, antiferromagnétiques ...) a haute température, ou ’agitation thermique empéche
'interaction d’échange d’etablir un ordre & longue portée. La figureI.I|schématise la phase para-

magnétique.

l\/’/
//\\
NN

FIGURE 1.1: Phase paramagnétique
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1.6. Phases et Ordres Magnétiques

1.6.2 Ordre Ferromagnétique et Antiferromagnétique

Ici on considere la méme collection de spins mais en présence de l'interaction d’echange.
L'orientation parallele de tous les spins représente l'ordre ferromagnétique (voir figure [1.2/a).
Cet ordre magnétique se caractérise par une valeur d’aimantation spontannée non nulle (i.e
aimantation permanente). Elle résulte de I'interaction d’échange entre les moments de spins;
par convention la valeur positive de la constante d’échange favorise une orientation parallele
des moments spins, par contre la valeur négative de cette constante favorise une orientation
antiparallele des spins, ce qui représente 'ordre antiferromagnétique (voir figure .b). Les
systémes antiferromagnétiques se composesent de deux sous réseaux de moments magnétiques
identiques mais d’orientations différentes, ce qui donne une aimentation totale nulle. La figure
montre un schéma représentatif des deux ordres ferromagnétique et antiferromagnétique

Prrrtt R

Prrrd LTt
rrrrd Titetd

a) Phase ferromagnétique b) Phase antiferromagnétique

FIGURE 1.2: Phase ferromagnétique (a) et antiferromagnétique (b)

On peut citer ces Fe, Ni et EuO comme des exemples de systemes ferromagnétiques et MnO,

NiO comme ceux d’'un systeme antiferromagnétique.

1.6.3 Ordre Ferrimagnétique

L'ordre ferrimagnétique est similaire a 'ordre antiferromagnétique, sauf que les deux aimen-
tations des deux sous réseaux n’ont pas la méme intensité (|M,| # |Mp|) comme montré dans la
figure Ce qui donne une valeur de 'aimentation totale permanante non nulle. On retrouve

cet ordre magnétique dans les ferrites ( famille d’oxydes de fer : Fe; O,) par exemple.

EERRERER
REEERER
EERRERER

FIGURE 1.3: Ordre Ferrimagnétique
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1.7 Etudes Théoriques

Le développement croissant des techniques de simulations numériques avec la performance

élevée des machines de calculs ont permis la simulation d'un grand nombre de problemes en
physique statistique en particulier, et dans divers domaines de la physique de maniére générale.
Les systémes traités par la physique statistique possédent généralement un nombre de degré
de liberté tres élevé. Pour donner une illustration une mole de la matiére possede un nombre
N4 d’Avogadro d’atomes ; pour définir 'état de ce systeme on a besoin de 6N, variables (3N 4
pour les vecteurs d’impulsions, et 3NV, pour les vecteurs positions des particules ). Définir et
suivre l'evolution exacte d'un tel systéeme n’est pas possible, d’ou la nécessité des approches
statistiques.
Un autre exemple de systéme qui nous interesse est le systémede spins d’Ising qui contient N
spins de valeur s = i%. Le nombre de configurations de ce systeéme en tenant compte de la
dégénéréscence de spin est donnée par 2. Le nombre d’états accéssibles au systéme augmente
avec 'augmentation de N. Pour un systéme cubique qui contient 10 spins sur chaque coté, on a
21000 gtats possibles pour le systéme, soit de Pordre de 103°! états. Le traitement numérique de
ce systéme néccéssite un temps de calcul astronomique, d’ou la nécessité de traiter le probleme
aux moyens des approches statistiques. Il y a principalement deux approches pour aborder la
solution des problemes en physique statistique : les techniques du groupe de renormalisation
et les méthodes Monte Carlo [6]. La présente étude éxplore la deuxieme approche. Celle-ci fait
réference a un ensemble de méthodes qui utilisent un processus aléatoire et elle repose sur
des techniques d’echantillonnages statistiques. L'échantillonnage est une technique qui permet
d’estimer des moyennes statistiques sur un nombre réduit de configurations. Il y a deux types
d’échantillonnages : échantillonnage simple qui consiste a évaluer des valeurs moyennes statis-
tiques sur des configurations générées par les nombres pseudoaléatoires indépendemment de
toutes contraintes extérieurs (ex : température) , et échantillonnage par importance. La téch-
nique d’échantillonnage par importance est plus sophistiquée que la premiere ; I'idée principale
de cette téchnique est qu’ elle fait une moyenne statistique de différentes grandeurs physiques
sur les états du systeme les plus probables, i.c, ayant un poids statistique élevé. La technique
d’échantillonnage simple souffre d'un probléme de temps de calcul par rapport a la technique
d’échantillonnage par importance, et aussi elle souffre d'un probleme majeur : les états du sys-
teme générés ne correspondent pas aux états d’équilibre a la température considérée. La tech-
nique d’échantillonage par importance réussit a surmonter ces deux problemes. Nous allons
traiter un algorithme relatif a cette technique. Cet algorithme consiste a opérer successivement
sur un seul spin du réseau choisit au hasard, c’est le principe de I'algorithme de Metropolis[12].
Il existe un autre algorithme par lequel on change I’état d’un bloc de spins simultanément. C’est
Ialgorithme de cluster de Wolff [14].
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Modeles Magnétiques et Leurs Propriétés

2.1 Les Modeles Magnétiques

2.1.1 Le Modele de Heisenberg

L'expression de I’énergie d’interaction de deux moments magnétiques de spins localisés dans

des sites i et j dans le modele de Heisenberg est donné par :

U - —J,L'J Si . Sj (21)

ou J; ; représente la constante d’échange comme mentioné dans I'introduction.[7]

De maniere générale J;; dépend de la distance entre les spins, et de l'orientation du vecteur
r; — r; par rapport aux axes cristallins, c’est a dire de la symétrie du mileu. Dans le cas présent
nous considerons que l'interaction d’'un spin est limitée juste a ces premiers plus proches voisins
et qu’elle prend une seule valeur, égale a .J. Lhamiltonien de Heinseberg pour un solide en

présence d’'un champ magnétique externe H s’écrit alors comme :

H=-J> S-S-H-) S (2.2)
<ig> i

, ou la sommation dans le premier terme s’effectue uniquement sur toutes les paires formées
par les spins premiers voisins, le deuxiéme terme est celui de Zeeman qui décrit le couplage du
champ magnétique appliqué H avec les moments magnétiques du réseau.
Dans le cas ou J > 0, nous remarquons que pour tous les réseaux cristallins, H est minimal
quand les spins sont orentientés parallelement les uns aux autres; c’est 'état fondamental fér-
romagnétique obtenu aux basses températures. Dans le cas ou J < 0, nous remarquons que

pour tous les réseaux cristallins a 'exception des réseaux dont la maille élementaire comporte
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2.1. Les Modeles Magnétiques

une face triangulaire équilatérale,  est minimal si les spins sont orientés antiparalellement les
uns aux autres. Cette configuration antiparalelle des spins du systéme est I’état fondamental
antiferromagnétique de Néel. Dans le cas ou la maille posseéde au moins une face triangulaire
équilatérale (dans le cas du réseau triangulaire et cubique a face centrées), H est minimale
lorsque les spins forment des angles distincts des deux premiers cas ( ferromagnétique(oo), an-
tiférromagnétique (180°)). Dans ce cas le systeme est dit frustré. On parle aussi de magnétisme
non-colinéaire. il est a noter que le spin dans le modele de Heisenberg peuvent étre traités
comme des opérateurs sur un éspace d’Hilbert, auquel cas on parle de modele de Heisenberg
quantique. Celui-ci bien encore plus compliqué a résoudre que le modele classique que nous
étudions dans ce travail. Pour le modele ferromagnétique I'état fondamental est le méme que
celui du modele classique. Par contre pour le modeéle antiferromagnétique on ne peut méme pas
connaitre la forme exact de I'état fondamental. En effet I'état de Néel n’est méme pas un état
propre de ’hamiltonien.

2.1.2 Le Modele d’Ising

Le modele d’Ising est issu du modele de Heisenberg avec S = %, auquel on rajoute une forte
anisotropie uniaxiale. Seuls les projections de S; suivant ’'axe d’aimantation facile sont alors

pertinentes. Lhamiltonien d’Ising en présence d'un champ magnétique est donné par :

H==> J;S;Si—HY S (2.3)
1,5 i

Ce modele est aussi utilisé pour décrire des systémes non magnétiques, comme les alliages
binaires. Pour ce faire on associe des valeurs +1 et —1 pour les deux types d’atomes de I'al-
liage, soit A et B, respectivement, et on définit les énergies d’interaction entre ces atomes :
Eaa, Eap, Egg. On s’interesse alors a, entre autres, ’étude de la transition ordre-désordre de ce
systeme.

2.1.3 Le Modele XY

Le modele XY, est un modéle issu du modele de Heisenberg, auquel on rajoute une forte

anisotropie planaire ; ’hamiltonien correspondant a ce modele est donné par :
H=—> J;(Srsi+S/8Y)—> H-S (2.4)
<ij> i
L'étude des modeles magnétiques présentés ici dans le cas ou I'interaction J; ; = 0 (cas paramgné-
tique) est chose facile. Mais les interactions J;; # 0 rendent le probleme difficile mais aussi inter-
essant. Nous allons présenter maintenant I'une des premiéres approches utilisée pour attaquer
ce genre de probleme.
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2.2 Approximation du Champ Moléculaire de Weiss ou

Champ Moyen

Il est plus facile d’illustrer la méthode du champ moyen de Weiss en I'appliquant au modele
d’Ising. ! Dhamiltonien en absence de champ exterieur est donné par

H=—J) S,
<ij>
La methode du champ moyen consiste a remplacer les spins voisins par leurs valeurs moyennes
(S) et on obtient

H=—2J(S)) S

ou z est le nombre de premiers voisins. Ceci est un hamiltonien qui décrit un systeme de spins
independents dans un champ magnétique “extérieur”. Le calcul de (S5) est facile a faire, on

trouve
11 x e# (/BT _ 1  g=2J(S)/kpT

<S> - e2J(S)/keT | o—2J(8)/kpT

(S) = tanh (é—JT <s>> |

C’est une équation transcendante a résoudre numériquement ou graphiquement comme

On obtient donc

mentré sur la figure On trouve que si zJ/kgT < 1 'équation admet une seule solution
(S) = 0. Si par contre zJ/kgT > 1, Péquation admet trois solutions (S) = 0,£S*. Ainsi la
température de transition est donnée par 7o = zJ/kg. On peut continuer 1’étude pour cal-
culer les exposants critiques et autres propriétés mais cela sera fait plus bas dans la section
sur la théorie de Landau. On voit que la théorie de Weiss permet de decrire la transition de
phase paramagnétique-ferromagnétique dans le modele d’Ising. En effet a hautes temperatures

( ,;JT < 1. 'unique solution (s) = 0 correspond a la phase paramagnétique. Si on réduit la tem-
pérature au-dessous de 7, (7, = zJ/kp > 1). La solution (S) = (S*) decrit une phase ferromag-
nétique ou le systeme possede une aimantation spontanée. La solution (S) = — (S*) correspond
a une aimantation dans le sens opposé, mais ces deux solutions sont identiques. La solution
(s) = 0, quoique possible, est instable comme on va le voir dans la théorie de Landau qui n’est

qu'une reformulation de la théorie du champ moyen.

2.3 Transitions de Phases

Pour introduire la notion de transition de phase, considérons '’exemple de ’eau. Ce dernier
se présente dans la nature sous trois états (phases) : état gazeux, état liquide, et état solide. Le
changement de I'état de ’eau d’'un état vers un autre est appelé transition. Les transitions de

1. voir Marder[13] pp. 734-736.
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l T | T I T
— y=tanh(<S> TJT) avee T=2T . :
[ |— y=tanh(<S>T C/' I avec T=T c |
y = tanh(<S> T J/T) avee T=T J2 | |
05— v=<S> | —
|
|
20 | |
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FIGURE 2.1: Solution graphique de I'équation transcendante donnant la valeur moyenne du spin
(S) dans la théorie du champ moyen appliquée au modele d’Ising. Pour 7" > T il y a une seule
intersection a (S) = 0 et on est dans la phase paramagntique. Pour T' < T trois intersections
sont visibles : & (S) =0 et a () = £5* # 0.

phase de ’eau sont loin d’étre un cas isolé et 'on observe une multitude de transitions de phase
dans la nature. En particulier, la physique de la matiére condensée est tres riche d’exemples. On
pourra citer les cas du ferromagnétisme, de la supraconductivité, des transitions ordre-désordre
dans les alliages. Pour parler plus en détail des transitions de phases, il est nécessaire de décrire
en premier la transition de phase.

2.3.1 Définition de la Phase

La phase liquide de I'eau a pression ambiante s’etend de 7" = 0° C jusqu'a T' = 100°C. A
cette température (I' = 100°C) les deux phases liquides et solides sont en equilibre. la phase
peut étre définie comme étant un état homogene de la matiere, qui se caratérise par des pro-
priétés physiques et chimiques homogenes. La matiere se présente principalement sous trois
phases : gazeuse, liquide et solide. Ce qui distingue la phase solide des deux autres phases est
la régidité et la résistence des corps solides aux forces de cisaillement. Un gaz s’étale sur tout le
volume qu’on lui dispose, et un liquide prend la forme de la partie du récipient qui le contient.
D’un autre point de vue, il y a plusieurs types de phases qui sont issues de la phase solide.
La phase cristalline est I'un des exemples de ces phases. Les solides se cristalisent dans des
structures périodiques avec un empillement compacte de I’éspace. Ces structures sont données
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2.3. Transitions de Phases

par les 14 réseaux de Bravais. Le réseau cubique simple, cubique a faces centrées et hexagonal
sont des exemples de réseaux de Bravais. Dans ce travail nous nous interesserons aux phases
magnétiques. Les différentes phases dans ce cas ne concernent pas la composition chimique ou
la distribution spatiale des constituants (atomes). La phase magnétique est donnée par I'ordre
(a longue distance) ou le désordre des moments magnétiques dans un solide. Pour décrire les
transitions de phases de maniere plus précise il est util d’introduire la notion de parameétre
d’ordre.

2.3.2 Parametre d’Ordre

Le parametre d’ordre est un coefficient introduit par Landau, il est utilisé pour caractériser

une phase d'un systéme physique donné. De maniere générale, le prametre d’ordre prend une
valeur non nulle a des basses températures, dans la phase moins symétrique ordonné ; et une
valeur nulle a des hautes températures, dans la phase symétrique , désordonnée.
La phase paramagnétique est invariante par rapport a I’application d’'une opération de symétrie(
ex : rotation). Par contre la phase ordonnée varie par rapport a I'application d’'une opération de
symetrie. La variation de ce parametre en fonction des contreintes extérieurs telles que la tem-
pérature, le champ magnétique appliqué, nous informe sur I’évolution du systeme et eventuelle-
ment sur les transitions de phase du systeme étudié. Nous donnons ici quelques exemples de
parametres d’ordre :

1. Laimantation M est le parameétre d’ordre des systémes de spins ferromagnétiques, et qui
représente une somme vectorielle des moments magnétiques individuelles. La valeur de
M est non nulle dans la phase ferromagnétique, et nulle dans la phase paramagnétique.

2. Dans la transition liquide-gaz le prameétre d’ordre est la différence des densités du liquide
et du gaz. Cette différence est donnée par : | p;, — pg | ou p., est la densité du liquide et pg

est la densité du gaz.

3. Le parametre d’ordre dans la théorie de Ginzburg-Landau de la supracoductivié est un
nombre complexe )(r) dont le module au carré est lié a la densité d’electrons supraconduc-

teurs au point r.

Le passage d’'une phase a une autre suite aux variations d’'une ou plusieurs contreintes ex-
terieurs est appelé transition de phase. Ces transitions ne se font pas toute de la méme maniére

mais on peut les rayer suivant des classifications que nous présentons dans ce qui suit.

2.3.3 Classifications des Transitions de Phases

La premiere classification est celle proposé par Ehrnfest [20] ; méme si elle échoue dans sa
déscription des systémes réels, elle a permis d’introduire des idées nouvelles dans son époque.
Cette classification est basée sur les proprietés analytiques de I'énergie libre (continuité et dis-
continuité des dérivées de I’énergie libre). La deuxieme classification est basée sur la chaleur
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latente.

Classification d’Ehrenfest

Selon la classification d’Ehrenfest, il y a plusieurs classes de transitions de phase. Cette clas-
sification est basée sur le degré de la continuité des dérivées n-iéme de I’énergie libre. Les tran-
sitions du premier ordre sont celles pour lesquelles la dérivée premiere par rapport a une des
variables thermodynamiques de I'énergie libre (ex : ’énergie interne, ’aimantation moyenne)
est discontinue. Les transitions du deuxiéme ordre sont celles pour lesquelles la dérivée sec-
onde par rapport a une des variables thermodynamiques de 1’énergie libre n’est pas continue.
Cette classification a été abondonnée car elle ne prévoyait pas la possibilité de divergence d’une
dérivée de I’énergie libre.

Classification Basée sur la Chaleur Latente

Cette classification suppose que les transitions de premier ordre sont celles qui impliquent

une chaleur latente. Au cours de ces transitions, le systéme absorbe ou émet une quantité d’én-
ergie fixe, généralement grande. Comme 1’énergie ne peut pas étre transférée instantanément
entre le systéme et son environnement, toutes les parties ne subissent pas la transition au
méme moment (c’est a dire il y a une coéxistence de deux phases différentes). L'exemple typ-
ique en est la transition solide-liquide. Les transitions de second ordre sont des transitions de
phase dites continues; il n y a pas de chaleur latente associée. Un exemple est la transition
ferromagnétique-paramagnétique.
Dans ce qui suit nous allons discuter la transition de seconde ordre dans le cadre de la théorie
de Landau des des transitions de phases. Cette théorie est basée d'une part sur I’ introduction
d’un parametre d’ordre, et d’autre part sur un dévellopement de I’énergie libre en fonction de ce
parametre d’ordre.

La Théorie de Landau des Transitions de Phase

Les phases ne possédent pas les méme symétries avant et apres la transition.[20] La phase
a haute température(HT) est plus symétrique que la phase a basse température (BT). On parle
alors de brisure de symétrie lors du passage H1T — BT. Pour décrire les transitions de phase
avec changement de symétrie, Landau a introduit la notion de parametre d’ordre m :

— m = 0 dans la phase haute température, symétrique, désordonnée.

— m # 0 dans la phase basse température, moins symétrique, ordonnée.

L'ordre d’'une transition au sens de Landau est défini comme ceci : les transitions du premier

ordre sont celles pour lesquelles le parametre d’ordre est discontinu au point de la transition.
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2.3. Transitions de Phases

Les transitions du second ordre sont celles pour lesquelles le parameétre d’ordre reste continu
au passage de la transition.

La théorie de Landau repose sur un développement limité de I’énergie libre en termes du
parametre d’ordre m. Pour les modéles ferromagnétiques qui nous interessent dans ce travail
le parametre d’ordre m represente 'aimantation du systeme. A une température donnée, I'état
d’équilibre stable correspond a une valeur de m qui minimise 1’énergie libre F(m,T). Au voisi-
nage de la température de transition 7j, m est petit, on peut donc développer F(m,T) en série
de puissances :

F(m,T) = Fy(T) + Ao(T)m + A(T)m* + B(T)m® + C(T)m* + ... (2.5)

Transition de seconde ordre

Pour une transition du second ordre [20] on Considére que la fonction de ’énergie libre est
symétrique, i.e F(+m,T) = F(—m,T). Cette condition impose que les termes impaires soient
nuls (Ay(T) = B(T) =0) et C(T) = ¢ > 0, le développement de ’énergie libre est donné par :

F(m,T) = Fy(T) + a(T — Ty)m? + em* (2.6)

ou on a choisi ¢ > 0 pour avoir un systéme stable , et A(7") = a(T — Tj) pour avoir un coéfficient
A(T) qui change de signe en passant de 7' > Ty a T' < Ty. On étudie la variation de ’énergie libre
en fonction du parametre d’ordre m. La figure illustre le comportement de ’énergie libre en
fonction de la température.

Les solutions de I’équilibre correspondent aux valeurs de m, pour lesquelles :

OF
B 2.7
9 (2.7)
2a(T — To)m +4em® = 0 (2.8)
m(2a(T — Tp) + 4em?) = 0 (2.9)
Cette équation possede trois solutions :
m=0m=+ M
2c

A des températures supérieures a la température de transition 7 seule m = 0 est accéptable.
Les deux autres solutions sont rejetées car elles aboutissent a un parametre d’ordre (aimanta-
tion) m imaginaire. A des températures inférieures a la température de transition 7} les trois

solutions accéptables sont :

et
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2.3. Transitions de Phases

F(m,T)-F,(T)

=

FIGURE 2.2: Energie libre en fonction du parametre d’ordre m et de la température 7" dans la
théorie de Landau.

La solution m = =4,/ “(Tg—C_T) donne deux minimas de I'énergie libre, correspondant a des
équilibres stables (voir la figure [2.2)). La solution m = 0 donne un maximum local de I'énergie
libre qui correspond a un équilibre instable (voir la méme figure). On voit déja qu’'on obtient
Iexposant critique 3 = 3 puisque m « (T, — T)*/2.

Lanalyse du comportement de I’entropie : on peut analyser le comportement de I’en-
tropie a la transition, en utilisant 'expression de I'énergie libre [20] :

oF
S=—-—— 2.10
oT ( )
0Fy 9 om om*
Pour T proche de T}, par valeurs supérieures, on a m = 0, g—’;, on aura
Ok,
S=—-—— 2.12
o7 ( )
car m=0 pour T > Tj. Pour T proche de T, par valeurs inférieures, on a m = + % ; apres
developpement on aura :
OF, 2Ty =T 2Ty =T
g _ e = T) Ao T) (2.13)

oT 2¢ 2c
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F,
S:—%%—ﬂmQ (2.14)
En remplace —am? par son expression et on aura :
2 —
g2 _dlo=T) (2.15)

oT 2¢

a?(To—T)
2c

Les conditions de continuité de I’entropie sont verifiés, d’ou la conclusion que la transition est

Ce deuxiéme terme — est négligeable car (7, — T) ~ 0 pour ' = Tj,. S = —% aTl =Ty.

continue a 7j.

L’analyse du Comportement de la Chaleur Spécifique En s’appuyant sur cette relation

[20] :
a8
C,=T|— 2.16
(57), z19
avec S = —g—i et F' est le developpement de 'energie libre au quatriéme ordre (précedent).
O*F
=-T| = 2.1
== (57), =
82Fg 8m2
=T — 2.1
C a7z~ AT (2.18)
Pour des température proche de 7; par des valeures inférieures m = + %, m? = %,
PR 0
v =—T — 2¢ 2.19
¢ arz ‘7 ar ( )
on aura : oy )
_ o_ @
C,=-T 572 20 (2.20)

Pour des températures 7 proches de 7j, par des valeures supérieures, le parameétre d’ordre m = 0,
Iexpression de la chaleur spécifique est donnée par :

PRy

Co=—"T%7

(2.21)

Ceci montre la discontinuité de la chaleur spécifique a la température de transition 7j,. Dans les
cas magnétiques que nous étudions ici C, diverge a T' = T,

2.3.4 Fonction de corrélation

La fonction de corrélation représente une grandeur importante dans I’étude des transitions

de phase, elle est donnée dans le cas magnétique pour un systéme homogene :

G(r) =< S(0).S(r) > — < S(0) > . < S(r) > (2.22)
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,ou S(0) est le spin a l'origine choisie arbitrairement, S(r) est le spin a une position r, et <> est
une notation indiquant une moyenne thermique. La longueur de corrélation ¢ est définie comme
étant la distance ( ou la longueur) au-dela de laquelle le terme G est négligeable ( c’est a dire
la corrélation ne se maniféeste pas). Les fluctuations de deux spins Sg et S, sont dites corrélés si
r<E.
La corrélation entre deux spins a lieu directement si les spins sont voisins I'un de 'autre, ou par
I'intermediaire des autres spins, si les spins sont loins I'un de 'autre.
La relation qui décrit la dépendance de la fonction de corrélation avec la longueur de corrélation
est donnée par : )

mw:Aﬁ;ﬁ (2.23)
ou A est une constante, d est la dimensionalité du systeme. G(r) = 0, lorsque les fluctuations
des spins ne sont pas corrélées (c’est a dire les spins sont indépendants ), ceci a lieu a des
températures supérieurs a la température critique, dans la phase paramagnétique ; et aussi aux
tres basses températures dans les systémes ferromagnétiques : les corrélations d'un spin avec
les voisins lointains (troisieme, quatrieéme..etc) sont négligeable, ainsi G(r) = 0. Les corrélations
pour les premiers voisins prend une valeur finie non nulle. Les corrélations entre les spins
augmentent avec 'augmentation de la température, et le terme G(r) devient de plus en plus
important. Dans le cas des transitions de phase de seconde ordre, la longueur de corrélation ¢
diverge ( tend vers l'infinie ) a la température critique. Physiquement ceci veux dire que tous les

spins sont corrélés ( un spin est corrélé avec un autre spin a une grande distance (infinie))[10].

2.3.5 Exposants Critiques

Les exposants critiques sont des coéfficients (parametres) qui indiquent une dépendance
fonctionelle a la température critique, ou au voisinage immédiat. Dans une transition de phase
de seconde ordre il est possible de définir ces six exposants a 7. : «, 3,7, 0,v,n. Les relations

suivantes servent a définir ces exposants :

e T.—T\"
’ M_MO( T ) ) X = Xo

-

T—-T¢ T—-T¢

Tc

.- |

T_TC v 1/6 1
é-O(( TC ) , M=H , G<T)o<rd——2+77

ou C,, M, H, représentent réspectivement la chaleur spécifique, le parametre d’ordre et le
champ appliqué, et x, M, sont des constantes[10].

2.3.6 Classe d’Universalité

Les transitions de phase qui possédent les méme valeurs des exposants critiques appartien-

nent a la méme classe d’'universalité. D’'une maniere générale, la classe d’universalité dépend
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2.3. Transitions de Phases

de la dimensionnalité de I'espace, la nature de l'interaction mise en jeu, et la symétrie du
parametre d’ordre. Un exemple de quelque classes d'universalité est donnée dans le tableau

2.1

TABLE 2.1: Quelques exemples de classes d’'universalité et les exposants critiques correspon-
dants. Dans la théorie du champ moyen appliquée au model d’Ising la température critique est
donnée par T, = % ,ou z est le nombre de plus proche voisins. [10]

| classe | symétrie| o | B | v | v | n | T. |
2d Ising Zo 0 1/g /4 1 /4 | 2.27(carré)
2d Potts(q = 3) Zs /3 /9 13/9 5/6 4/15 0.36
2d Potts(q = 4) Z 2/3 112 /6 2/3 1/4 1/3
3d Ising Ly 0.11 0.325 | 1.241 | 0.63 | 0.031 | 4.51(cub.)
3d XY 0(2) —0.007 | 0.345 | 1.316 | 0.669 | 0.033 | 2.24(cub.)
3d Heisenberg 0(3) 0.115 | 0.3645 | 1.386 | 0.705 | 0.33 | 1.45(cub.)
champ moyen 0 1/2 1 1/2 0 =
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Simulation Monte Carlo

La méthode Monte Carlo fait réference a un ensemble de méthode qui utilise un procés-
sus aléatoire. Elle s’applique généralement pour I'’évaluation des intégrales multidimension-
nels.Cette Méthode est basée sur des techniques d’échantillonnages statistiques, qui sont I’échan-
tillonnage simple, et ’échantillonnage par importance.

3.1 Echantillonnage Simple

Cette téchnique consiste a générer un nombre N d’états microscopiques (configuarations)
d’'une maniere aléatoire. Dans le cas du modéle d’Ising cela revient a associer des valeurs +1 ou

—1 aux spins du réseau. La valeur moyenne d’une observable A est calculée par :

(3.1

ou 5 = kgt

La précision sur la valeur moyenne de A augmente avec 'augmentation de N (nombre de con-
figuarations générées) ; mais il y a une limite die au temps de calcul. Si on veux avoir une bonne
précision, on augmente le nombre N. En pratique le nombre de configurations qu’il faut générer
pour avoir de bonne statistique nécessite de trop longs temps de calcul.

Un autre probléeme physique majeur qui est plus important que le précedent est que cette tech-
nique génere les configurations avec une probabilité égale pour toutes les températures, et par
conséquent, ces configurations ne correspondent pas aux états d’équilibres a la température
considérée. Ceci conduit a faire une grande erreur sur les sommes. Les zones de 'espace des

phases ol le terme de Boltzmann est important sont échantillonnée de la méme maniére que le
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3.2. Echantillonnage par Importance

réste de 'espace des phases qui ne contribuent pratiquement a la valeur moyenne de A. Il faut
une méthode qui génére les configurations qui ont des poids statistiques importants.

3.2 Echantillonnage par Importance

Le principe de la technique d’échantillonnage par importance, consiste a évaluer les sommes
des grandeurs physiques sur les états microscopiques ayant une grande probabilité a la tem-
pérature T c’est a dire un grand exp(—fE,). La valeur moyenne d’'une grandeur A est donnée
par :

1 N
<A>=— 2 Alc) (3.2)

ou A(c) est la valeur de A dans la configuration ¢, et N est le nombre de configurations choisi a
la température 7.

nous présentons maintenant des algorithmes pour mettre en pratique la technique d’échantil-
lonnage par importance utilisée pour ’étude des modeles magnétiques qui nous interesse dans
ce travail.

3.3 Algorithme Metropolis

Dans ce qui suit, nous allons définir les étapes de déroulement de 1’algorithme Metropolis.
[12] Nous avons appliqué cet algorithme pour la simulation du modele d’Ising bidimensionnel
et tridimensionnel, et aussi pour le modele de Heisenberg. Dans 'objectif d’introduire cet algo-
rithme de maniere simple nous allons prendre le cas du modele d’Ising.

Lalgorithme de Metropolis consiste a générer une chaine de Markov de configuartion de spins.
Pour générer la configuration de rang (n + 1) a partir de la configuration de rang n on visite un
site du réseau et on tente de changer son état : S; — —S,. Ce changement est accepté avec une
certaine probabilité. Avant de décrire les étapes de 'agorithme il est util de définir quelques
notions de bases et quelques variables, pour permettre au lecteur d’assimiler toutes les étapes.

— n est une variable réele aléatoire appartient a I'intervalle |0, 1].

— N est le nombre de spins du réseau, N = L? ou L3, ou L est le nombre de spins sur un coté

(une direction).

— Le cycle Monte Carlo est une variable qui dépend de la taille du systéme; il est égale a V.

Dans un cycle Monte Carlo on parcourt en moyenne un site (spin) du réseau.
Avant de construire I'algorithme on fixe les parametres du sytsteme étudié ; ’hamiltonien H du
modele d’Ising est donné :

H=-J) 55
<ig>

On prend J comme unité d’énergie (J = 1), la température 7" est une variable en unité J/kg. Le
spin peut prendre deux valeurs distinctes +1.
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3.4. Algorithme de Heat Bath

1. La premiere étape consiste a générer une configuration initiale de maniere aléatoire. Pour
réaliser cela on procede a un tirage équiprobable d'un nombre 7 sur un ensemble de nom-
bres uniformément répartis sur 'intervalle |0, 1]. Si 7 appartient |0, ;] on associe un nombre
+1 (spin up) pour le premier élément du réseau. Si n appartient ]%, 1] on associe —1 ( spin
down) pour le premier élément du réseau; on procéde de la méme maniére jusqu’a par-

courir tous les sites du réseau.

2. La deuxiéeme étape consiste a visiter un site au hasard. Pour cela on génére un nombre
aléatoire « dans l'intervalle |0, 1] et on le multiplie par N de telle sorte que N x « apparti-
enne a [0, N — 1]. On prend la partie entiére de N x a pour que ce nombre coincide avec un
site du réseau.

3. Une fois ce spin (5;) est choisi, on calcul son énergie d’interaction avec les premiers quatre
voisins, on calcul la différence d’énergie AE = E(S;) — E(—95;) entre 'etat de spin actuel
(S;) et 'état apres son renversement (—S;).

Si AE < 0 on accepte le changement de I’état de spin ; ce qui est en accord avec le principe
de minimisation de I’énergie.

Si A E > 0 on génére un autre nombre aléatoire et on le compare au facteur de Boltzmann
exp(—5)-

Si le nombre aléatoire est inférieur a ce facteur on accepte le changement de I’état du spin,
sinon on laisse son état tel qu’il est. On procéde de la méme maniére jusqu'a terminer
le premier cycle Monte Carlo; on mesure et on cumule les valeurs de E, M, E?, M?..etc.
On commence le deuxiéme cycle Monte Carlo par la configuration finale du premier cycle.
On opére de la méme maniere jusqu’'a terminer tout les cycles Monte Carlo, on calcule
les moyennes statistiques des grandeurs F, M, M?.. , on sauvegarde les résultats dans un
fichier pour les représenter.

La précision sur les valeurs moyennes augmente avec 'augmentation du nombre de pas
Monte Carlo.

3.4 Algorithme de Heat Bath

Cet algorithme s’applique aux cas ou les spins sont continus, il consiste a choisir un spin au
hasard S;, puis a calculer I'énergie d’interaction de ce spin avec ses voisins. Celle-ci est donnée
dans le modele de Heisenberg par :

E = hz : Sz = hz COS(Q),

ouh,=-J> ;S; est le champ produit par les voisins du spin S;, et ¢ est 'angle entre ce champ
et le spin S;. [16] On choisit ensuite une nouvelle orientation # avec une densité de porbabilité
P(0) fixée par la condition que la distribution correspondante en énergie P(E(f)) soit donnée
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3.5. Algorithme de Wolff

par la distribution de Boltzmann. Ici il n y a pas de rejet comme dans le cas de Metropolis.
quand la température diminue et on se rapproche de la température critique des clusters de
méme orientation (projection) de spin; les clusters se forment et sont de plus en plus grand. Si
on prend un site au hasard la probabilité qu’il soit parallele a ces voisins est grande, et donc
la possibilité que son état puisse étre changé devient minime. On perd alors de plus en plus de

temps a essayer de renverser de spins en vain. c’est la que I'algorithme suivant vient en aide.

3.5 Algorithme de Wolff

On en donne une illustration d’abord en 'appliquant au modele d’Ising. Il consiste a choisir
un spin S; au hasard qu’on utilise comme germe pour construire un cluster de spins a flipper
ensemble. On commence d’abord par flipper ce spin méme. Pour continuer on parcourt les pre-
miers voisins de ce spin et on tente de flipper uniquement ceux qui lui sont paralleles avant le
flip. On prend le cas d’'un spin S; et on voit que le changement de I’énergie de la paire (5;,5;) si
on flippe S; est de 6 = —2J. Le flip est alors accepté avec la probablité

Pice. =1 —exp(—2J/kT).

Dans les simulations ceci veut dire qu’a ce stade on génére un nombre aléatoire uniforme r €]0, 1]
et le flip est accepté sir < P,... Sic’est le cas, alors on rajoute S; au cluster qui aura ainsi grandi
d’un site. Une fois epuisés tous les voisins du premier spin du cluster, on passe au deuxiéme et
on refait la méme operation, et ainsi de suite jusqu’a ce qu’il ne reste plus de voisins a parcourir
pour le dernier spin du cluster. Pour le modéle de Heisenberg la seule modification concerne le
sens du flip : on choisit une direction de I'espace au hasard et qui sera la normale a un plan
qui passe par le site du spin. Le changement de 1’état d’un spin consiste alors a lui donner sa
reflection par rapport a ce plan miroir comme nouvel état. Le single-flip (Metropolis) conduit a
un grand nombre de rejets de flips a mesure que la température diminue (critical slowing down).
Cela veut dire qu’on passe trop de temps a tenter de flipper des spins en vain, et le nombre de
configurations différentes générés de cette facon s’en trouve réduit. Ce qui donne un impact
négatif sur les statistiques. Lalgorithme de Wolff sert a contourner ces problemes.[14]

3.6 Mesure des exposants critiques

Le procédé que nous avons suivis lors de la simulation pour la mesure des exposants critiques
est le suivant. Premierement nous avons verifié la nature de la transition de phase. comme
Ienergie moyenne, et le parametre d’ordre ( 'aimantation ) sont des fonctions continus de la
température au point de la transition, et leurs fluctuations représentent un pic qui augmente
avec 'augmentation de la taille du systeme ( la divergence de ces deux grandeurs aura lieu

si L — oo) ceci implique une transition de seconde ordre (au sens de Landau) donc on peut
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3.6. Mesure des exposants critiques

définir ces exposants critiques :a, 3,7, v, 7. Deuxiément nous avons procédé a ’évaluation de la
température critique. La température critique est la coordonnée de I'intersection des cumulants

de Binder [[16]
_2mh)
3(m?) (m?)

Les exposants critiques sont données par les relations suivantes

U=1- (3.3)

M = Myt?
X = Xot ™
Cp = Cot™®
§ =&t
avec
|-
— T

Dans le cadre d'une transition de phase de seconde ordre et pour des réseaux de grandes tailles,

on peut utiliser la relation de ’énergie libre donnée par la technique de groupe de normalisation
[16] :
F(L,T) = L™/ F(tLv)

A partir de cette expression on peut avoir les fonctions scaling
M(L,T) = L% MO(tL?)

X(L,T) = Lo O (¢ L)
Cy(L,T) = LvCO(tLv)

Les fonctions de scaling définies précédemment sont réduites a des constantes a la température
critique :
M(L,T) x L+

X(L,T) o< L
Cy(L,T) < L¥

Les relations de scaling entre les exposants sont les suivantes :

a+28+v=2 (3.4)
dv=2—a« (3.5)
y=vi2 ) 3.6)

34



Simulation du Modéle d’Ising

Dans ce chapitre, et le chapitre prochain, nous exposons les résultats de la simulation numérique

faite sur le modele d’Ising bidimentionnel (2d), et tridemensionnel (3d). Nous avons consideré un
couplage ferromagnétique limité aux premiers voisins sur un réseau carré et un réseau cubique.
Cette étude a été effectuée dans le but d’étudier la transition de phase ferro-paramagnétique.
Nous avons testé la validité du programme construit par la comparaison de nos résultats aux
autres résultats pubiliés. Les simulations sur le modele d’Ising ont été réalisées avec la méthode
Monte Carlo, par ’'algorithme Metropolis. Par cette méthode, nous avons simulé des réseaux de
différentes tailles : L = 2,4, 8,16 pour le cas d’Ising 2d, et des réseaux de tailles L = 3, 5,10, 15,20
pour le cas d’Ising 3D. Nous avons réalisé les deux premiéres simulations pour des nombres de
cycles Monte Carlo variables, dans le but tester la qualité des résultats en fonction du nom-
bres de cycles Monte Carlo. Dans ce qui suit nous allons présenter les résultats obtenus pour
les quantités thérmodynamiques : I'energie interne, ’'aimantation par spin qui est le parametre
d’ordre de la transition ferro-paramagnétique, et leurs fluctuations respectives : la chaleur spé-
cifique et la susceptibilité magnétique.
Avant de présenter nos résultats il est utile de rappeler quelques propriétés connues du
modele étudié (d’Ising) :
— A une dimension le modéle d’Ising n’a pas de transition de phase, car 1’énergie libre est
définie pour toutes les températures (absence de singularité i.c températures critiques).
La démonstration de ’absence de la transition de phase a été faite par Ising ; plus tard, ils
ont démontré que tous les modeles a une dimension avec des intéractions a courtes portée
ne possédent pas une transition de phase.
— A deux dimensions Rudolf Peirels a montré que ce modele posséde une transition de phase,
Kramer et Wannier ont prédis la température critique a laquelle la transition de phase se
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4.1. Résultats et Discussions du Modele d’Ising Bidimensionnel

passe.

— Onsager a pu calculer la solution exacte du modele d’Ising a deux dimension. Nous en
donneront quelques résultats scaillants plus ci-aprées. Les résultats exactes d’'Onsager pour
le modele d’Ising a deux dimensions (voir ref[11]) :

— La température critique est de T = 2/In(1 + v/2) = 2.2691853...
— La chaleur spécifique :
Con(T) < In|T — Tt
Ce qui donne un exposant o = 0.
— IJaimantation est nulle (M(7T") = 0) pour 7' > T et pour T' < T, elle est donnée par

M(T) « (Te — T)"®.

Ce qui donne un exposant critique 5 = 1/8.
— La susceptibilité magnétique dans la région critique est donnée par

X(T) o |T — T |72

Ce qui donne un exposant critique v = 7/4.
— A trois dimensions le modele d’Ising n’est pas encore résolu de facon analytique. Cepen-
dant, et comme on va le voir plus bas les simulations Monte carlo permettent d’estimer et

de maniere trés précise la température critique, et les exposants critiques.

4.1 Résultats et Discussions du Modele d’Ising

Bidimensionnel

4.1.1 Courbe de ’Energie Moyenne par Spin

La figure montre la variation de I'’énergie moyenne par spin pour différentes tailles du
systeme : L = 2,4, 8,16. La courbe de I’énergie moyenne en fonction de la température se dévise
en trois régions principales : région des basses températures, région des températures interme-
diaires, et région des hautes températures.

— Aux basses températures 7' < 0.68 (en unité .J/kp) '’énergie moyenne par spin est égale a

Ey ~ —2 pour toutes les tailles. Ceci est expliqué par le fait que le terme dominant dans I-
expression de I’énergie libre /' = E — T'S est bien I’énergie interne E. Le deuxiémme terme
(—=T5) est négligéable. L'énergie interne contient une seule interaction magnétique entre
les spins du réseau, qui est I'interaction d’échange J. Nous avons fait ’hypothese qu’elle
est limitée aux premiers voisins. Comme J est positive et églale a 1, on a un ordre ferro-
magnétique, ou tous les spins sont paralleles. On peut trouver ce résultat de la simulation

en calculant I’énergie moyenne :
N 4

J
< FE >= _WZZSZSJ

i=1 j=1
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4.1. Résultats et Discussions du Modele d’Ising Bidimensionnel

Lorsque les spins sont tous paralleles, c’est I’état fondamental ferromagnétique c’est a dire
Vi,onaS;=1ona:
J
<E>=—N11+1+1+1)

2N
< E>=-2J
ou bien ;
<bFE>=—-——N(-1)(-1-1-1-1)=-2J
SN (1) )
dou < E >= —2. Cette valeur < F >= -2 est deux fois dégénérée, correspond a une

valeure moyenne d’énergie minimale des systemes de spins. Cette énergie correspond a
deux configurations paralleles des systémes de spins, qui sont symétriques par une ro-
tation d’'un angle 7. Ceci suggere que I'énergie n’est pas un bon parametre d’ordre car
I’'energie n’est pas unique, par contre 'aimantation moyenne par spin prend deux valeurs
distinctes 1 pour la configuration parallele dans le sens positif, et —1 pour la configuration
dans le sens opposé. Ceci explique le choix de 'aimantation comme un parametre d’ordre.

— Dans la région des températures intermediaires (0.68 < 7' < 4) La courbe de I’énergie
moyenne augmente avec 'augmentation de la température, et aussi avec la taille L. Il
est important de mentionner que I’énergie moyenne est continue dans cette région pour
toutes les tailles du systeme. Laugmenation de I'énergie moyenne avec la température est
expliquée par le fait que les systémes de spins absorbent ’energie thermique ( proportion-
nelle a kgT).

— Dans la région des hautes températures (7" 2 4), 'écart de ’énergie entre deux systemes
de spins de tailles succéssives (L = 4,L = 2),(L = 8,L = 4) diminue, jusqu’a tendre
vers zéro pour les systemes (L = 16, L = 8), i.e les courbes de I’énergie moyenne sont
superposées. On observe qu’ a partir d’'une certaine température pour les systémes L = 8,
L = 16 leurs énergies moyennes tendent vers une méme valeur. Ceci illustre une énergie
propre a nouvelle phase paramagnétique. Lanalyse de paramétre d’ordre nous éclairera
d’avantage la nature de cette phase.

4.1.2 Courbe de la Chaleur Spécifique

La figure montre la variation de la chaleur spécifique en fonction de la température pour

différentes tailles du systéme.

— Aux basses températures 7' < 0.81.J/kp : la chaleur spécifique C, est nulle pour toutes les
tailles des systemes de spins. Les fluctuations de I’énergie sont tellement petite qu’on peut
les négliger (I’écart type moyen :< E? > — < E >2= (), et les systémes de spins s’ordon-
nent suivant la phase ferromagnétique. A partir d’'une valeur de la température propre a
chaque taille du systéme de spin, la chaleur spécifique commence a prendre une valeur

non nulle; et ainsi, suit un profil croissant en fonction de la température (et aussi avec
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FIGURE 4.1: Energie moyenne du modeéle d’Ising ferromagnétique sur un réseau carré pour
differentes tailles L en fonction de la température.

laugmentation de la taille de systéme de spin), jusqu’a a atteindre une valeur maximale a
une température critique, caractéristique pour chaque systéme. Ceci est expliqué par les
fluctuations de I’energie du systéme qui augmentent avec 'augmentation de la tempéra-
ture. L'expression de I'energie libre est F = F — T.5, ou E est I’energie interne, T est la
température, et S est 'entropie. Laugmentation de I'entropie avec la température tend a
désordonner le systéme de spins, et ainsi 'augmentation de la chaleur spécifique.

— Ala température de transition : le pic de la chaleur spécifique (voir les résultats d’'Onsager
et groupe de renormalisation) augmente avec 'augmentation de la taille du systeme ( L).
Ce pic suit une loi logaréthmique en fonction de la taille du systeme : C' o< In(L). En fittant
la courbe des pics de la chaleur spécifique en fonction de In(L), on aura :

C(In(L)) = 0.8311 - In(L) + 0.058292 4.1)

ou la valeur 0.8311 représente le coéfficient de proportionnalité.

— A des températures supérieures a la température de transition, la courbe de la chaleur
spécifique diminue pour toutes les tailles du systéme, et a des tres haute température la
chaleur spécifique converge vers la méme valeur (tend vers zéro). Ce comportement (de la

chaleur spécifique) caractérise la nouvelle phase paramagnétique désordonnée.
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FI1GURE 4.2: Chaleur spécifique du modele d’Ising ferromagnétique sur un réseau carré pour
differentes tailles L en fonction de la température.

4.1.3 Courbe de ’Aimantation Moyenne par Spins

La figure [4.4| montre la variation de 'aimantation en fonction de la température. Cette vari-
ation est classée en trois régions principales : région des basses températures, région des tem-
pératures intermediaires, et région des hautes températures.

— Pour des températures T' < 0.77 J/kg, tous les réseaux de differentes tailles de spins ont la
méme valeur de 'aimantation M = 1. Aux basses températures, tous les réseaux de spins
s'orientent parallelement les uns aux autres, i.e la phase ferromagnétique, ce qui donne
une valeur M = 1.

— Dans la région des températures intermediaires 1.5 < 3.5, Paimantation diminue avec
Paugmentation de la température pour toutes les tailles du systemes. Par contre, la cour-
bure de 'aimantation augmente d’'une maniere significative avec 'augmentation de la
taille du systeme (une faible courbure pour L = 2, une plus grande courbure pour L = 16).
Il est important aussi de mentionner que la courbe de 'aimantation est continue a la
température de transition. Uaugmentation de la température augmente I’entropie, ce qui
favorise le désordre, d’ou1 la diminution de 'aimantation.

— Aux hautes températures I'ecart entre les valeurs de 'aimantation pour deux tailles du

systéme de spin succéssive est grand par rapport a celui trouvé pour I'energie moyenne.
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FIGURE 4.3: Pic de la Chaleur Spécifique en fonction de logarithme néperien de L du modele
d’Ising ferromagnétique sur un réseau carré pour differentes tailles L en fonction de la tem-
pérature.

On remarque aussi que 'aimantation tend a prendre une valeur constante tend vers zéro
a ces hautes températures. Aux hautes températures 7' > 4, les réseaux de differentes
tailles sont tous desordonnés, les moments ont des orientations aléatoires ( 1 ou -1), et
leurs sommes tend vers une valeur nulle. aimantation doit étre nulle pour qualifier cette
transition de seconde ordre, mais comme la simulation est limitée a une taille finie de sys-
téme, on ne pourra pas avoir une valeur nulle de 'aimantation a des hautes températures.
L'aimantation diminue avec 'augmentation de la taille du systeme, a la limite L — oo
M = 0. La région des températures intermédiaires représente la région de la transi-
tion de phase ordre-désordre ou bien ferro-paramagnétique. Nous observons que I’energie
moyenne et 'aimantation sont continus d’ou la conclusion que cette transition de phase
est continue, et de seconde ordre ( continuité de la dérivée premiére de I’energie libre au
point de transition). La température critique pour ces systémes de spin est obtenue par

I'intersection des cumulants, 7> = 2.26 en unité J/kp.
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FIGURE 4.4: Aimantation moyenne du modele d’Ising ferromagnétique sur un réseau carré pour
differentes tailles L en fonction de la température.

4.1.4 Courbe de la Susceptibilté Magnétique

La figure montre la variation de la susceptibilité en fonction de la température. Cette
variation est classée en trois régions principales : région des basses températures, région des
températures intermediaires, et région des hautes températures.

— Aux basses températures, la susceptibilité magnétique est nulle pour tous les systéemes de
spins. Comme la susceptibité est une grandeur qui représente les fluctuations (I’ecart type
moyen par 7') de Paimantation, et cette derniere est constante (égale a 1 ). Ce qui donne
une valeur nulle de la susceptibilité.

— Dans la région des températures intermediaires, la suscéptibilité augmente pour toutes
les tailles du systeme de spins jusqu’a atteindre une valeur maximale, correspondant a
une valeur de la température de transition propre a chaque systéme de spin; au-dessus
de cette valeur de la température de transition, la courbe de la susceptibilité suit un profil
décroissant jusqu’a atteindre des valeurs égales aux hautes températures qui tend vers
zéro. On remarque aussi dans la région des températures intermédiaires que la courbe de
la susceptibilité se retrécit avec 'augmentation de la taille du systeme. A la différence du
pic de la chaleur spécifique qui est proportionnel a In(L) , le pic de la susceptibilité est
proportionnel a L avec un facteur en puissance.
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FIGURE 4.5: Susceptibilité magnétique du modele d’Ising ferromagnétique sur un réseau carré
pour differentes tailles L en fonction de la température.

4.1.5 Mesure des Exposants Critiques

La figure[4.7/montre la variation de cumulant de Binder en fonction de la température. Avant
de caculer les exposants critiques on mesure d’abord la température critique. Cette dernieére cor-
respond a la coordonnée du point d’intersection des cumulants Binder montrés dans la figure
Elle correspond a une valeur T = 2.264. Les résultats de I’analyse de la pente de 'aimanta-
tion a la température de transition 7. = 2.264 pour différentes tailles du systeme sont données

dans le tableau suivant :

L | M(L,T,)
4 | 0.844
8 | 0.783
16 | 0.718
32| 0.656

Le rapport /v pour les tailles montrées dans le tableau précédent est donné par :

B Indl
— =i =012
8
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FIGURE 4.6: Pic de la susceptibilité magnétique du modele d’Ising ferromagnétique sur un
réseau carré pour differentes tailles L en fonction de la température.

= ——08L —0.123

3 [7,0:656
= 32
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la valeur du rapport /v est estimée par une moyenne des deux rapports précedents

é _ 0.125+0.123 0124
v 2

Les résultats de 'analyse du pic de la susceptibilité magnétique pour différents L sont donnés
dans le tableau suivant :

L | x(L)

8 | 1.747
16 | 5.900
32 | 19.803

Le rapport des deux exposants v et v est donné par :

T 1751

v

D’apres les résultats du groupe de renormalisation et les calculs exactes d’Onsager ’exposant
a est nul pour le cas du modéle Ising bidimensionnel car le pic de la chaleur spécifique est régi
par une loi logarithmique. On prend la valeur v = 1 déduite par les relations de scaling. Nous
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FIGURE 4.7: Cumulant de Binder du modele d’Ising ferromagnétique sur un réseau carré pour
differentes tailles L en fonction de la température.

utilisons cette valeur pour trouver les autres exposants critiques [12, [17]. On trouve 5 = 0.124,
v = 1.751, et n = 0.249. Alors, nos résultats sont en bon accord avec les résultats trouvés par
Kotze (voir ref [12]) et aussi avec les résultats théoriques.
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Modele Ising Tridimensionnel

5.1 Courbe de PAimantation Moyenne

La figure montre la variation de 'aimantation en fonction de la température pour dif-

férentes tailles du systeme.

— Aux basses températures 0 < 7' < 2 la valeur de Paimantation pour toutes les tailles du
systéme de spins est égale a 1. Ceci est expliqué par le fait que les systemes de spins
s’ordonnent suivant un ordre ferromagnétique. L'énergie libre du systeme est /' = F —T'S,
TS =0.Lenergie E = —J ) S;S;. Comme J > 0 on obtient un ordre ferromagnétique. C’est
I’état fondamental a 7' = 0.

— Aux températures intermédiaires 2 < 7' < 4.5 'aimantation diminue pour toutes les tailles
du systeme. Il est important aussi de mentionner que 'aimantation est continue a la tem-
pérature critique. La diminution de 'aimantation est expliquée par le contact des systémes
de spins avec un réservoir de chaleur. Le terme 7T'S prend une valeur non nulle et devient
de plus en plus important avec 'augmentation de la température, d’ou 'augmentation du
désordre ainsi que la diminution de 'aimantation. La continuité de 'aimantation nous
renseigne sur une transition de phase continue au point de la transition.

— Aux hautes températures 7' 2> 4.5, 'aimantation tend a prendre des valeurs constantes
proches de zéro. A ces températures les systemes de spins sont désordonnés, on est dans
la phase paramagnétique.
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FIGURE 5.1: Aimantation par spin du modele d’Ising 3d sur un réseau cubique simple de differ-
entes tailles L.

5.2 Courbe de ’Energie Moyenne par Spin

La figure montre la variation de I’énergie moyenne par nombre de spins pour différentes
tailles du systeme. Cette courbe de I'énergie se divise en trois régions principales : région
des basses températures, région des températures intermédiaires et région des hautes tem-
pératures. Aux basses températures (0 < 7" < 1.63), I’énergie moyenne par spin correspond
a une valeur £, = —3 pour toutes les tailles L du systéme. £, représente I’énergie de 1’état
fondamental.F, est deux fois dégénérés et corréspond a la configuration parallele de tous les
spins (ordre ferromagnétique). Nous remarquons que I'aimantation a saturation persiste pour
un intervalle de température relativement large. Ce comportement est expliqué par le fait que
les spins dans le cas d’Ising ont une symétrie discréte. Il faut une énergie de l'ordre de 2.J
pour renversé un spin. Dans la région des températures intermédiaires (3 < 7' < 5.5) I’énergie
augmente avec 'augmentation de la température pour toutes les tailles L du systeme. A la dif-
férence de la courbe de I'énergie moyenne dans le cas bidimensionnel, la courbure de I'énergie
moyenne dans le cas tridimensionnel augmente (sa courbure a une forme dun arc). L'énergie
moyenne est continue a la température de transition (7, =~ 4.50) Laugmentation de I'énergie
est expliqué par le contact des systémes de spin avec un réservoir de chaleur (I’absorption de

I’énergie thermique). Nous avons remarqué que 1’énergie et le parametre d’ordre (aimantation)
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FIGURE 5.2: Energie moyenne par spins du modele d’Ising 3d sur un réseau cubique simple de
differentes tailles L.

sont continus dans cette région de température d’ou la transition de phase est de seconde ordre.
A des températures supérieures a la température de transition on observe que le taux d’aug-
mentation de ’énergie diminue avec 'augmentation de la température pour toutes les tailles L
du systeme de spins, et aussi les courbes d’énergie moyenne convergent (se superposent) pour
de grandes tailles du systeme. Ces observations nous informent sur une énergie propre a une

phase nouvelle désordonnée paramagnétique.

5.3 Courbe de la Chaleur Spécifique

La figure montre la variation de la chaleur spécifique pour différentes tailles de systeme
(L) en fonction de la température (7).

Dans la région des basses températures (7. =~ 0) la chaleur spécifique est nulle pour toutes
les tailles du systéme de spins. Cette grandeur représente les fluctuations de I'énergie. Comme
I’énegie est constante, donc < £ >? — < E? >, C' = 0. Dans la région des températures inter-
médiaires la courbe de la chaleur spécifique augmente jusqu’a atteindre une valeur maximale
propre chaque taille du systéeme de spin; puis elle diminue jusqu'a tendre vers des valeurs
égales pour les systemes de spin (L = 10, 15,20) a des hautes températures. Laugmentation de
la chaleur spécifique est expliquée par 'augmentation des fluctuations de I’énergie (contacte
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FIGURE 5.3: Chaleur spécifique du modele d’Ising 3d sur un réseau cubique simple de differentes
tailles L.

avec le réservoir de chaleur). Le pic de la chaleur spécifique augmente avec la taille du systéme
(L), il est régi par cette loi : C,(L) «~ L et sa valeur correspond a une température de transition
propre a chaque taille du systeme de spin. Ceci est en accord a la théorie (voir résultats du
groupe de renormalisation..) Physiquement pour voir une divergence dans le pic de la chaleur
spécifique a la température de transition la taille du systeme L doit tendre vers I'infini ; malgré
I’absence de cette divergence on peut qualifier celle-ci d'une transition de seconde ordre car cette
divergence aura lieu pour une valeur de L qui tend vers I'infini. La courbe de la chaleur spéci-
fique diminue au dessus de la température critique jusqu’a tendre vers des valeurs égales a des
hautes températures (pour les systémes de grandes tailles). Cette diminution est expliquée par
le passage d’'une région de transition de phase (éloignements de la température critique) vers

une phase désordonnée qui se caractérise par des fluctuations d’énergies moins importantes.

5.4 Courbe de la Susceptibilité Magnétique

La figure montre la variation de la susceptibilité en fonction de la température pour dif-
férentes tailles du systéeme (différents ). Aux basses températures (0 < 7' < 3) la susceptibilité
prend une valeur y, = 0 pour toutes les tailles du systéme de spins.

Par définition dM = ydH et a tres basse températures I'application d'un champ magnétique
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FIGURE 5.4: Susceptibilité magnétique du modele d’Ising 3d sur un réseau cubique simple de
differentes tailles L.

(faible) parallelement ou antiparallelemnt a M n’a pas d’effet sur celui-ci. On trouve donc une
susceptibilité ¥ ~ 0. On peut également lier susceptibilité aux fluctuations fluctuations de I’

aimantation par :

< M?P>— < M >?

B K,T

Paimantation est constante aux basses température, et par conséquent les fluctuations de 'aiman-

X

tation sont nulles
<M?>—< M>%*=0

ce qui donne une valeur y = 0.

Dans la région des températures intermédiaires, la susceptibilité magnétique montre un pic
plus important avec I'augmentation de L. La variation de ce pic est proportionnelle & L% (voir
relations scaling du groupe de renormalisation). Ce pic correspond a une température de tran-
sition (critique) propre a chaque systéme de spin. Au dessus de la température de transition, la
courbe de la susceptibilité est inversement proportionnel a la température

1
T -1,

X &

ou 7, est la température critique. Ce comportement de la susceptibilité est identique au com-
portement de la suceptibilité de Curie-Weiss, en effet aux hautes températures on a une phase

49



5.4. Courbe de la Susceptibilité Magnétique

paramagnétique désordonnée.

5.4.1 Exposants Critiques

La figure montre la variation de cumulant de Binder en fonction de la température.
L'intersection des cumulants de Binder des réseaux L = 4, L = 8, et L = 16 correspond a une
valeur de température critique 7, = 4.499 + 0.013. Le rapport ¢/» = 0.254. Ce rapport est obtenu
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FIGURE 5.5: Cumulant de Binder du modéle d’Ising 3d sur un réseau cubique simple de differ-
entes tailles L.

par I'intermediaire de la relation de scaling du pic de la cheleur spécifique en fonction de la
taille L. Nous avons utilisé les réseaux de grandes tailles L = 20 et L = 15. Le rapport théorique
o/, = 0.174; on peut améliorer la précision si on augmente d’avantage les tailles du réseau. Le
tableau montre la variation du pic de la chaleur spécique.

TABLE 5.1: Pics de la chaleur spécifique du modele d’Ising 3d sur un réseau cubique simple de
differentes tailles L.

[ L [ Pic deCy (L) |

20 241
15 2.24
10 1.87
5 1.43
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5.4. Courbe de la Susceptibilité Magnétique

TABLE 5.2: Pics de la susceptibilité magnétique du modele d’Ising 3d sur un réseau cubique
simple de differentes tailles L.

| L | Picdey |
20| 22.03
15| 13,21
10 5.49

Le tableau montre la variation du pic de la susceptibilité magnétique. Le rapport 7/ =
1.965 est obtenu par I'analyse du pic de la susceptibilité magnétique pour des tailles du réseau
L = 20,15, 10. Ce rapport est approximativement égal au rapport théorique 7/» = 1.96.
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Simulation du Modéle de Heisenberg

Dans ce chapitre nous exposerons les résultats de nos simulations du modele ferromagné-
tique de Heisenberg sur un réseau cubique simple de tailles de tailles L = 12, 14, 16, 20, 24, 26, 28, 30.
Mais avant cela nous tenons a rappeler quelques résultats concernant notamment les systémes
de basse dimensionalité.

6.1 Ondes de Spins ou Modes de Goldstone dans le
Modele de Heisenberg

De maniére générale la brisure d'une symétrie continue conduit a 'apparition de ces modes
d’excitations collectives. Les deux exemples les plus connus dans la physique du solides sont les
phonons et les magnons. Les phonons sont associés a la brisure de la symétrie de translation
lors de la transition liquide-solide. Les magnons sont associés a la brisure de la symétrie de ro-
tation lors de la transition paramagnétique-ferromagnétique dans le modele de Heisenberg par
exemple. La relation de dispersion des magnons dans le modele ferromagntique de Heisenberg
sur un résau cubique simple est donnée par

hwy, = 2JS2(1 — %),
ou 1
Ne=3 [cos(kya) + cos(kya) + cos(k.a)] .

ou k est le vecteur d’onde, /iw est I’énergie correspondante,a est le parametre de maille, S est le

module de spin, et z est le nombre de premiers voisins. Dans la région des basses températures

1. Voir Diepl[7] p. 141.
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6.2. Théoreme de Mermin-Wagner

seuls les modes de plus basse énergie (de longue longueurs d’ondes) sont excités. On peut alors
écire
1

N 3 3 — (ka)?/2],

ce qui donne
hwy ~ JSz(ka)?.

Cette relation fiw, o k? tient aussi pour d = 2 et d = 1.

L'aimantation est donnée par
1
M(T) =3 () =N (S P> <nk>> ,
i k

ou (ny) est le nombre moyen de magnons excités a la température 7 et il est donné par

1 1% dk
N;mk) = 2n) / exp (e /kpT) — 1

Comme I’énergie du magnon de vecteur d’onde k dépend uniquement de son module, on peut

1 o0 k= dk
— Nk) X ,
N zk:< k) /0 exp(fw /kpT) — 1

ou la limite supérieure de l'integrale est étandue a l'infini pour la raison qu'on s’intéresse aux

écrire

basses températures uniquement, et ou d représente la dimensionalité du systéme. Pour une T

fixe et aux petites valeurs de k£, le dénominateur devient
exp(hwi/kpT) — 1 ~ JSz(ka)?/kpT,

et on voit alors que pour d < 2 cette intégrale diverge. Cela veut dire que 'aimantation s’annulle
par l'effet des excitations. Ceci explique alors ’absence d’ordre pour ce systéme de spins a une
et deux dimensions. C’est I'essence du théoreme de Mermin-Wagner introduit ci-apres.

6.2 Théoreme de Mermin-Wagner

Mermin et Wagner [21] ont montré qu’il n’y a pas de phase avec une brisure de symétrie con-
tinue pour 7" > 0 pour des systéme ayant une dimensionalité d < 2. Ce théoréme s’applique au
modele de Heisenberg et XY mais pas au modele d’Ising qui, lui, a une symétrie discréte. On a
vu en effet que le modele d’Ising a deux dimensions présente une transition de phase ot 'aiman-
tation passe d’'une valeur nulle a haute température a une valeur finie a basse température. Le
modele XY présente un semblant de transition a deux dimensions méme si 'aimantation y reste
nulle a toute température finie : c’est la transition de Kosterlitz-Thouless. On y distingue par
contre deux phases relativement au comportement de la longeur de corrélation : a haute tem-

pérature la fonction de corrélation décroit exponentiellement G(r) ~ exp(—r/£) pour r > £ mais
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6.3. Echantillonnage dans le Modéle de Heisenberg

a basse température la fonction de corrélation obéit a une loi en puissance pour les distances
suffisamment longues : ¢« < r < &, ou a est le parametre de maille. C’est pour cette raison que
nous nous interressons aux modele tridimensionnel dans ce travail.

6.3 Echantillonnage dans le Modeéle de Heisenberg

On peut naivement croire qu’il suffit de générer deux nombres aléatoires avec une distribu-

tion uniforme 6 €)0, 7| et ¢ €]0, 27] et puis d’écrire les nouvelles composantes de S comme

Stow. = sin(f) cos(e),
Siow. = cos(0).

Il s’avere cependant que la distribution de probablité des nouvelles composantes n’est pas du

tout uniforme. En effet, si on regarde de prés on voit par exemple que pour la composante S?

a la distribution 2 )
P(SEOuV ) = °
. ™ V 1- (‘Sgouv.)2

Ceci implique que les régions ou 57, , prend les valeurs proches de +1 sont echantillonées de

manieére trop biaisée. Il en va de méme bien evidemment pour les deux autres composantes.
Pour remedier a ce probléme on procéde comme suit? : on génére deux nombres aléatoires 7, et

ro distribués uniformement dans |0, 1]. Puis on définit trois nombres

51 21—27’1,
52 :].—27’2,
& =8+8

Si £2 < 1 la paire de nombres aléatoire est acceptée, sinon on en génére une autre et ainsi
de suite jusqu’a ce que la condition &2 < 1 soit satisfaite. En suite on définit les nouvelles

composantes de S comme suit

Srsfouv. = 261 V - 527
Sgouv. = 252 V - 527

SE o =1-—2¢,

nouv.

Avec cet echantillonage on obtient une distribution uniforme de S,..,. sur la sphére de rayon
unité. Au fait on procede de la méme maniére pour générer la normale au plan miroir utilisé
dans 'algorithm de Wolff appliqué au modele de Heisenberg.

2. Voir Belorizky et Gorecki[15] pp. 11-13.
3. Voir ref. [16]
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6.4 Résultats et Discussions

6.4.1 Courbe de ’Aimantation Moyenne par Spin

La figure montre la variation de 'aimantation en fonction de la température pour dif-

férentes tailles du systeme. Aux tres basses températures (T' =~ 0J/k;) (' = 0 J/kg) Paimantation

Aimantation Moyenne par Spin

0.5 1 L5 2 2,5 3
Temperature [Jka)

FIGURE 6.1: Aimantation par spin du modele de Heisenberg 3d sur un réseau cubique simple
pour differentes tailles L.

prend une valeur M, = 1 pour chaque taille du systéeme de spins. Pour une petite variation de
la température, 'aimantation diminue. L'aimantation continue de diminuer jusqu’a a une tem-
pérature critique propre a chaque taille du systeme de spins. Au-dessus de ces températures,
lPaimantation prend approximativement des valeurs constantes, qui devient de plus en plus
proche de zéro avec 'augmentation de la taille du systéme de spins. Aux trés basses tempéra-
tures tous les réseaux de spins s’ordonnent suivant un ordre ferromagnétique. Le systeme de
spin dans le cas du modele de Heisenberg sont trés sensibles a I'effet de la température. Comme
les vecteurs de spins S peuvent tourner continuellement dans la sphére de rayon R = 1. Les
spins s’agitent facilement (suivant les deux degrés de liberté) sous I'effet de la température. Les
systémes de spins s’agitent de plus en plus en augmentant la température jusqu’a atteindre une
température critique propre a chaque systéme. Au dessus de cette température, les systéemes de
spins transiterons vers la phase désordonnée paramagnétique. Cette phase se caractérise par
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une aimantation faible (proche de zéro ou nulle).
La théorie des magnons, valable aux basses températures, donne la loi de Bloch :
M(T) — M(0))

T3/2
M@o)

pour 'aimantation en fonction de la température. Ce résultat a été confirmé expérimentalement.[3,
7] Ceci est a comparer avec les résultats Monte Carlo qui donnent une capacité calorifique (con-

stante) aux basses températures.

6.4.2 Courbe de ’Energie Moyenne

La figure montre la variation de I'énergie moyenne en fonction de la température pour
différentes tailles du systéme. Au voisinage de trés basses températures (7' ~ 0J/kg) I'énergie
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FIGURE 6.2: Energie Moyenne par Spins du modéle de Heisenberg 3d sur un réseau cubique
simple pour differentes tailles L

prend une valeur Fy ~ —3.J, pour chaque taille du systéme de spins (L = 12, 14, .., 30). L'énergie
augmente avec 'augmentation de la température jusqu’a une température critique 7, ~ 1.440.
Au-dessus de cette valeur de la température, 'augmentation devient de moins en moins pronon-
cée. On observe que les courbes de I'énergie se superposent avec 'augmentation de la taille du
systeme. L'énergie est continue a la température critique. L'énergie prend une valeur constante

dans un intervalle de température relativement large pour le cas du modeéle d’Ising. Par contre
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pour le cas du modele de Heisenberg on observe I'absence de cette région de basse température
ou ’énergie est constante. A la température 7" ~ 0 J/Kp tous les systemes de spins s’ordonnent
suivant un ordre feromagnétique. L'énergie mise en jeu pour changer I'état des spins (leurs ori-
entation) est faible en comparaison aux spins dans le cas du modele d’Ising, ’absorption d’'une
faible énergie thermique fait varier I'énergie de systéme. La variation de I’énergie aux tres

basses température est expliquée par la théorie des magnons,on trouve
E(T) — E(0) o< T2,
ce qui donne pour la capacité calorifique magnétique
C,, x T3
L'augmentation de 1’énergie moyenne est diie a 'augmentation de I’énergie thermique kT

absorbée par les systéemes de spins.

6.4.3 Courbe de la Chaleur Spécifique

La figure montre la variation de la chaleur spécifique pour différentes tailles de systeme

(L) en fonction de la température (7).

Chaleur Specifique

t
S

h

[¥5)

0.5 1 1.5
Temperature (Vk;)

FIGURE 6.3: Chaleur spécifique du modéle de Heisenberg 3d sur un réseau cubique simple pour
differentes tailles L
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Aux tres basses températures (I' ~ 0) la chaleur spécifique prend une valeur proche de 1
pour toutes les tailles du systeme. La valeur de la chaleur spécifique doit prendre une valeur
nulle a 7, = 0 ce qui correspond a la théorie. Pour un probléme die a la simulation la chaleur
spécifique prend une valeur non nulle. Les fuctuations de ’energie a lieu et augmente car les
energies des spins varient sensiblement avec la température. Le gap d’énergie dans ce cas est
nul. la courbe de la chaleur spécifique augmente jusqu’a atteindre une valeur maximale propre
chaque systeme de spin; puis elle diminue jusqu’a tendre vers des valeurs égales nulle pour
toutes les tailles du systéme de spin a des hautes températures. Laugmentation de la chaleur
spécifique est expliquée par 'augmentation des fluctuations de ’énergie (contacte avec le réser-
voir de chaleur. Le pic de la chaleur spécifique augmente avec la taille du systeme (L), il est
régi par cette loi C,(L) ~ L7 et sa valeur correspond & une température de transition propre
a chaque taille du systéme de spin. Physiquement pour avoir une divergence dans le pic de la
chaleur spécifique a la température de transition la taille du systeme (L) doit tendre vers l'in-
fini ; malgré 'absence de cette divergence on peut qualifier celle-ci d’'une transition de seconde
ordre, car cette divergence aura lieu pour une valeur de L qui tend vers I'infini. La courbe de la
chaleur spécifique diminue au dessus de la température critique jusqu’a tendre vers des valeurs
égales a des hautes températures (pour les systémes de grandes tailles). Cette diminution est
expliquée par le passage d'une région de transition de phase (éloignements de la température
critique) vers une phase désordonnée qui se caractérise par des fluctuations d’énergies moins

importantes.

6.4.4 Courbe de la Susceptiblité Magnétique

La figure montre la variation de la susceptibilité en fonction de la température pour
différentes tailles du systeme (différents L). Aux tres basses températures (T' ~ 0.J/kp) la sus-
ceptibilité prend une valeur y, = 0 pour toutes les tailles du réseau.

Par définition dM = ydH et a tres basse températures 'application d'un champ magnétique
(tres faible) parallelement ou antiparallelemnt a M n’a pas d’effet sur celui-ci. On trouve donc
une susceptibilité y ~ 0. On peut également lier susceptibilité aux fluctuations fluctuations de

I’ aimantation par :

< MP>—<M>?
B KT

Paimantation est constante aux basses température, et par conséquent les fluctuations de 'aiman-

X

tation sont nulles
<M?’>—< M>%*=0

ce qui donne une valeur y = 0 La courbe de la susceptibilité augmente avec la 'augmentation de
la température jusqu’a une tempéraure propre a chaque taille du systeme. Cette augmentation
est expliquée par les fluctuations de 'aimantation qui augmentent avec la température. Les
valeurs moyennes des spins sur ’axe d’aimantation dans le cas de Heisenberg varient sensible-
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FIGURE 6.4: Susceptibilité magnétique du modele de Heisenberg 3d sur un réseau cubique sim-
ple pour differentes tailles L

ment sous l'effet de la température. Ceci est exliquée par les ondes de spins (voir les sections au
début du chapitre présent sur le théoreme Mermin Wagner, et les modes de Goldstones) : par
une faible energie on peut changer 1’état d’'un spin a une distance loin.

Au déssus de ces valeurs de températures la susceptibilité suit un comportement inversement
proportionnel a la température (y o T+TC). Ce comportement de la suceptibilité suit le comporte-
ment de la susceptibilité de Curie-Weiss, aux hautes températures on a une phase paramagné-
tique désordonnée.

La susceptibilité magnétique montre un pic plus important avec 'augmentation de L. La varia-
tion de ce pic est proportionnelle & L+ (voir relations scaling du groupe de renormalisation). Ce
pic correspond a une température de transition (critique) propre a chaque taille du systeme de

spins.

6.4.5 Exposants Critiques

La figure montre la variation du cumulant en fonction de la température pour différentes
tailles du systeme (différents L). La température critique correspond a une valeur 7, = 1.440.

Le tableau suivant montre les valeurs de 'aimantation a la température critique 7. ~ 1.440;
ce qui nous a permis de determiner ’exposant /3 :
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FIGURE 6.5: Cumulant de Binder en fonction de la température du modele de Heisenberg 3d sur
un réseau cubique simple pour differentes tailles L

L | M(L,T.)
30| 0.194
20 | 0.236
10 | 0.337

En utilisant 'expression de scaling de ’aimantation (definie dans la partie théorique) on retrouve :

B In(0.194/0.337)

v

pour les deux réseaux :L = 30 et L = 10.

= 0,502
In(30/10) !

Le tableau suivant montre la variation du pic de la chaleur spécifique en fonction de la taille du

réseau a la température critique.

L | Picde Cy(L,T.)
30 3.1055
20 2.6719
10 23731
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En utilisant la relation de scaling du pic de la chaleur spécifique on retrouve :

& 0.2448

14

. Le tableau suivant montre la variation du pic de la susceptibilité en fonction de la taille du
réseau a la température critique.

L | Picde x
30 | 30.8898
20 | 13.7977
10 | 3.64057

On trouve alors I = 1.9463. Les résultats des rapports trouvés par nos simulations sont en bon
accord avec les résultats des rapports théoriques : :1 = 1,9659 ¢ = 0,1631, g = 0,5170. Si on
prend la valeur théorique de v = 0.705, on retouve : « = 0.115,5 = 0.3644,7 = 1.3721 . Ces
exposants critiques sont en trés bon accord aux valeurs théoriques ( voir tableau ).
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Conclusion

Dans ce travail nous avons étudié la transition ferromagnétique pramagnétique dans le mod-
ele d’Ising (2D et 3D), et le modele de Heisenberg (3D) avec une constante d’échange J = 1. Nous
avons constaté que 'aimantation a saturation persiste pour un intervalle de température rela-
tivement large pour le cas des systémes de spins d’Ising alors que I'ordre pour le cas de Heisen-
berg est trop sensible a I’éffet de 1a température. Dans ce cas 'aimantation diminue rapidement
avec 'augmentation de la température, et 'ordre ferromagnétique se perturbe au voisinage de
T = 0 J/kp. Cette sensibilité a I’effet de la température explique aussi la température de transi-
tion de Heisenberg (3D) qui inférieure a celle d’Ising (3D) ( 17 rsing = 1.440 < T, geisenberg = 4.499).
Nous avons mesuré le paramétre d’ordre ('aimantation) et '’énergie des systémes de spins en
fonction de la température et la taille du systéme ainsi que leurs fluctuations : la susceptibilité
magnétique et la chaleur spécifique respectivement. Nous avons mesuré la température cri-
tique a 1 aide de cumulants de Binder, ce qui nous a permis d’obtenir les exposants critiques.
Les rapports o/v, p/v, v/v sont en trés bon accord avec les rapports théoriques. Comme ’ex-
posant critique v souffre d'une grande erreur, nous avons opté pour utiliser sa valeur théorique
afin d’avoir une bonne précision sur les autres exposants critiques. Par cette technique nous

avons réussi a estimer les autres exposants critiques : «, 3, v, 7 avec une bonne précision.
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