République Algérienne Démocratique et Populaire
Ministére de I’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique
Université A. Mira de Bejaia
Faculté des Sciences Exactes
Département de Physique

q_ Tasdawit n Bgayet
\/ Université de Béjaia

Mémoire de Master

Présenté par
Melle. TAHRAOUI Louiza
En vue de I’obtention du diplome de Master en physique

Spécialité : Physique Théorique

Intitulé

De L’équation de Duffin-Kemmer-Petiau
vers son Analogue non-relativiste

Soutenu publiquement le 30/06/2015 devant le jury suivant :

Président Mr. HOUARI A. MCA U.A.M. Béjaia
Examinateur Mr. FOUGHALIT. MCB U.A.M. Béjaia
Examinateur Mr. ZENIA H. MCB U.A.M. Béjaia
Rapporteur Mr. KASRI Y. MCA U.A.M. Béjaia

Année universitaire 2014/2015



Remerciements

La réalisation de ce mémoire a été possible, grace a la
contribution de plusieurs personnes, a qui je voudrais témoigner
toute ma reconnaissance.

Je voudrais dabord adresser ma gratitude au promoteur
Monsieur Y.Kasri, pour sa patience, sa disponibilité et surtout ses
Judicieux conseils, qui m'ont aidé a alimenter ma réflexion,

Je désir aussi remercier Monsieur A. Houari, davoir accepté de
présider le jury de ma soutenance.

Je tiens a remercier vivement mes deux enseignants T. Foughali
et H. Zenia, qui ont beaucoup apporté a ma formation, et qui mont
incité a travailler d'avantage, et surtout davoir accepté de
contribuer en leur qualité d'examinateur a l'enrichissement et
I'évaluation de notre travail.

Et a l'occasion, je remercie tout mes autres enseignants.

Sans oublier bien sur de dire un grand Merci a ma famille et tous mes
amis et camarades, en particulier Samir, Nabil , Redha.



Table des matiéres

Introduction

1 Survol des équations d’onde
1.1 Conventions et définitions diverses . . . . . . .. .. ... ... ....
1.2 L’équation fondamentale de la mécanique quantique . . ... ... ..

1.3 Equation de conservation de I’énergie . . . . . . .. ... ... ... ..
1.3.1 L’équation de Klein-Gordon . . . . . ... ... ... .....
1.3.2 Le courant corréspondant & I’équation de Klein- Gordon . . . .

14

Forme linéaire de I’équation de Klein-gordon . . . . ... ... ...
1.4.1 Linéarisation suivant Dirac . . . . . . . . . ... ... ....
1.4.2 Linéarisation suivant Duffin-Kemmer-Petiau . . . . . . . . ..
1.4.3 L’équation de Feshbach-Villars . . . ... ... ... ... ..

2 Formes linéaires de I’équation de Schrédinger

2.1

2.2

2.3

Problématique . . . . . .. ..o
2.1.1 Procédure d’indentification de Dirac . . . . . . . .. ... ..
Solution de Lévy-Leblond . . . . . .. ... ... ... ... .....
2.2.1 Procédure d’indentification de Dirac revisitée . . . . . . . ..
Dérivation d’une nouvelle solution . . . . . ... ... ... .....
2.3.1 Analogie avec I'équation DKP . . . . . . ... ... ... ...
2.3.2 Théoréme d’Ehrenfest & partir du nouveau formalisme . . . .

3 Application a l’oscillateur harmonique

3.1 L’oscillateur harmonique de Dirac . . . . . . . . ... ... ... ..
3.2 L’oscillateur de Duffin-Kemmer-Petiau . . . . . . ... ... ... ..
3.3 LDoscillateur de Lévy-Leblond . . . . . .. ... ... ... ... ..

3.4

l’oscillateur harmonique de I’analogue non relativiste de DKP . . . .

4 Formalisme Lagrangien

4.1 Densité lagrangienne et équations de mouvement . . . . . .. .. ..
4.2 Formulation lagrangienne de Shroédinger . . . . . . . . .. .. .. ..
4.3 Champ de Klein-Gordon . . . . . .. ... ... ... ... ......
4.4 Lagrangien de Feshbach-Villars . . . . ... .. .. .. ... ... ..

© N N ot w W

10
10
14
18

20
20
20
21
22
23
26
28

30
30
32
35
37



Table des matiéres 1

4.5 ChampdeDirac . . .. .. . .. . 45

4.6 Champ Duffin-Kemmer-Petiau . . . . . ... ... ... ... ..... 46

4.7 Formulation lagrangienne de 1’analogue non relativiste de I’éqution de
Duffin-Kemmer-Petiau . . . . . . ... .. ... ... ... 47

Conclusion 50



Introduction

A travers ce modeste travail, de fin de cycle (Master 2), on se propose de survoler le
ciel de la mécanique quantique, et avec un peu plus de vitesse le ciel de la mécanique
quantique relativiste, en présentant les équations d’onde maitresses de la physique
ondulatoire, et la base de la théorie des champs quantiques. Commencant dans un
premier chapitre par I’équation au role fondamental en mécanique quantique, portant
le nom de son concepteur le physicien autichien Erwin Schrodinger, établie a la fin de
I’année 1925, puis publieé en 1926, dont la contribution est énorme en physique et en
chimie dans la déscription de I’électron et la résolution de I’atome d’hydrogéne.

Frolant ensuite le champs relativiste, en introduisant la démarche naturelle de géné-
raliser le concept d’onde en mécanique relativiste, suivie par les physiciens de ’époque,
en voulant décrire I’électron dans un cadre relativiste d’'une maniere naive on abouti a
I’équation de Klein-Gordon issue aprés plusieurs tentatives de différents scientifiques,
le soviet Valdimir Fock, I'allmand Walter Gordon, ’hongrois Janos Kudar, le belge
Thophile de Donder, qui finalement décrira une particule de spin (s = 0). Puis nous
introduisons la méthode de linérisation ; I'idée ingénieuse du physicien britanique Paul
Dirac, qui permetra de décrire une particule avec un degré de liberté interne(s = 1/2).

Comme les fermions, de spin demi-entier ont pu étre décrits grace a I’équation de
Dirac, on se demande immédiatement qu’en est il pour les particules de spin entier 7
Trois physiciens le russe Nicholas Kemmer [1], un américain Richard James Duffin [2]
et le belge Gérard Petiau [3] se sont intéréssés, indépendement au milieu des années

30 au probléme et parvinrent & formuler ’équation portant leurs noms I’équation de
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Duffin-Kemmer-Petiau, qu’on va présenter d’une maniére large pour un spin (s = 0).
Et a la fin de ce chapite on verra une autre forme linéaire de 1’équation de Klein-
Gordon établie pour surmonter quelques difficultés trouvées lors de I'interprétation de
cette derniere, qui est une formulation hamiltonienne dite de Feshback et Villars [4].

Dans la deuxiéme partie du travail, en s’inspirant de la fameuse formulation linéaire
de Dirac, un avril 1967 [5] le physicien francais J-M Lévy-Leblond reprit la méme
procédure de linériasation mais dans un cadre non relativiste, ce qui lui permit de
graver son nom sur une équation analogue a ’équation de Dirac non relativiste.

Le coeur de notre travail, culmine dans la généralisation de la méthode de liné-
risation, qui nous permettra de construire une nouvelle formulation non relativiste a
I’équation de Duffin-Kemmer-Petiau, dont ’étude est présentée d’une maniére simple
et détaillée.

Pour illustrer 'utilité de ces grandes équations, dans le large domaine d’applica-
tions de la physique, on se propose d’étudier le modéle de 'oscillateur harmonique ;
le model test pour toutes les théories introduites plus haut, en commencant d’abord
par loscillateur de Dirac [6] qui a connu un grand succés depuis son établissement en
1989, qui est une source d’inspiration pour la construction de l'oscillateur DKP [7] et
d’une maniére devenue rituelle on passe a 'application dans le cadre non reltativiste
avec loscillateur de Lévy-Leblond, et pour appuyer la validité de notre équation éta-
blie en haut on consolidera notre travail par I’éxamination d’une particule soumise au
potentiel de 'oscilatteur harmonique, qui s’avérera identique a ’oscillateur DKP dans
la limite non relativite.

Et dans le dernier chapitre, on atterit sur les terres du formalisme lagrangien,
qui est une porte vers la seconde quantification en théorie des champs quantiques,
ol on prensente les densités lagrangiennes de chaque théorie, en dérivant ensuite les
équations d’Euler-Lagrange qui seront rien d’autre, que les équations de mouvement

de chaque particule rencontrée plus haut. Ce qui achévera notre voyage.



Chapitre 1

Survol des équations d’onde

Ce chapitre, est une escapade en mécanique quantique, ot on présente d’impor-
tantes équations d’onde de matiére, une idée qui a valu le prix Nobel & son fondateur,
le physicien frangais Louis de Broglie [8], durant le travail de sa thése en 1924.

On rappelle cetraines équations vues dans les cours de graduation, comme 1’équa-
tion de Schrodinger [9], Klein-Gordon, et Dirac.On verra également d’autres équations,
celles décrivant les particules massives de spin (s = 0 et s = 1), appellées équation de

Duffin-Kemmer-Petiau ainsi que I’équation de Feschbach-Villars.

1.1 Conventions et définitions diverses

Cette petite séction nous permet de mieux percevoir, les équations écrites en no-
tations covariantes.

Toute les éxpressions figurants dans la suite sont écrites en posant : h=c=1

xLes objets écrits en gras représentent des grandeurs & caractére véctoriel.

Coordonnés :

ot = (29 2%) = (2, 2, 22, 23), (1.1)

ou

1=0,1,2,3 et i=1,2,3.
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Tenseur métrique, indices covariants et contravariants.

1 0 0 O
0 -1 0

g;uz 0 0 _1 0 7glz,u ’/_L#l/7 ( )
0O 0 0 -1

il convient de distinguer entre vecteurs covariants (qui se transforment comme

890“)’

et vecteurs contravariants (qui se transforment comme z*)
AF : vecteur contravariant ( indice en haut)
A, : vecteur covariant (indice en bas)

Le passage d’un vecteur covariant & un vecteur contravariant se fait comme suit

Ay = gAY
{ A= g, (1.3)

Sommation d’Einstein

La convention de sommation d’Einstein ou notation d’Einstein est un raccourci
utile pour la manipulation des équations concernant des coordonnées, on somme sur
tout les indices repetés

Exemple

A= aibi = albl + a2b2 + agb3.

Trivecteur, Quadrivecteur, Produit scalaire

A = (A%, AT, A% A°%) = (A°, A), (14)

Al =4, A’=4, A=A, (1.5)
Produit scalaire

A'B, = A,B" = A°By — AB. (1.6)

La norme de A*



1. Survol des équations d’onde 5

AFA, = (A)? — A. (1.7)

Gradient, opérateurs differentiels

on adopte les notations suivantes

0

o 0
= (= = ). 1.
v (8x’6y’8z) (1.8)
0 0 0 0 0
= — =(=—,—, ==, —=). 1.
On xh (83:0’ Oxl’ 0z2’ 8.%'3) (1.9)
Gradient covariant
0, = (g V) (1.10)
BT g v '
Gradient contravariant
ot =g"o, = (g -V). (1.11)
ot’
Le dalembertien
1 0

1.2 L’équation fondamentale de la mécanique quantique

Six ans aprés la premiére guerre mondiale, le célébre physicien frangais Louis de
Broglie soutna sa thése, ou il a étendu la dualité onde-matieére & tous les corpuscules
de[17] a [24]. L’adaptation de ce concepte dispersa la communauté scientifique. L’équa-
tion, établie par le physicien Erwin Schrédinger en 1925 [14], est une fonction d’onde
qui généralise I’approche de De Broglie, elle peut étre vue comme une équation aux
dérivées partielles, qui décrit comment 1’état quantique, d’un systéme physique évolue
dans temps.

L’interprétation physique de la fonction d’onde de Schriédinger ne fut donnée qu’en
1926 par Max Born. En raison du caractére probabiliste qu’elle introduisait, la mé-

canique ondulatoire de Schrodinger suscita initialement de la méfiance chez quelques
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physiciens de renommée comme Albert Einstein, pour qui « Dieu ne joue pas aux dés
».

Elle peut étre dérivée via le principe de correspondance; elle prendera pour une
particule libre la forme

1

.0 .
zaw(azjt) = %(—lV)21/J(LB,t). (1.13)

Sa solution (1.13) est une équation d’onde plane

Y = CetilEt=pa) (1.14)

En injéctant ’éxpression de la solution dans(1.13) de la maniére suivante

igtw(x, t) = iC(—iE)e "Ft-p2) (1.15)

= ECe PP = By(z,t)
et
Vi(z,t) = o—p?e " Ftpe) (1.16)
= —p*Y(z,1).

On retrouve ’équation de la conservation de I’énergie

p2

— =0 1.1
5 =0 (1.17)

Le courant de probabilité de I’équation de Schrédinger
Pour calculer le courant de I’équation de Shrodinger on prend I’équation (1.13), on

multiplie par le conjugué hemitique 1" (a gauche)

o Vv?

ol = "o

0 1,
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Par conjugaison hermetique on prend I’équation adjointe de (1.13 )et on multiplie

par ¢( a droite)

9 . v

BT

(9 * _ V2 *
(_Zai/) W = (—%%b W- (1~19)

On fait une soustraction membre & membre de (1.18)et (1.19) on obtient

9
ot

ww}z “Lrgewry - (vl (1.20)

|0
ke 0t¢ + 2m
. 0 * _ -V * *
iy = o [V (V)
on obtient ’équation de continuité

igt %] + ﬁv [¢*<v¢) — (V*)p| =0. (1.21)

La densité de probabilité de présence est

p=v"y =y,
Le courant est ainsi donné
Jj= %(1# (V) = (V™). (1.22)

1.3 Equation de conservation de I’énergie

1.3.1 L’équation de Klein-Gordon

L’année 1926 a connu un éxtraordinaire développement, lors de la fusion de rela-
tivité restreinte et la mécanique quantique, qui était un centre d’interét de beaucoups
de physiciens qui voulaient donner une allure relativiste a I’équation de Schrodinger.

Le fruit de plusieurs tentatives, donna naissance a 1’équation décrivant des parti-

cules massives de spin nul. Bienque les noms étaient nombreux cette équation porta
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celui de Klein-Gordon [10] considérée comme lentrée vers la mécanique quantique

relativiste [13].

Elle peut étre obtenue, en utilisant ’équation relativiste donnant 1’énergie d’une

particule libre (h =c=1)

E? = p* + m?,

Via le principe de correspondance

(ia)%(iv) = (=iV)*¢(a.t) + m*p(z),
—9?
0@ = (<92 mA)ole),
qui s’écrit
82
(57— V* = m)(z) = 0,

et sous la forme covariante

(0,0" +m*)¢(z) = 0.

(1.23)

(1.24)

(1.25)

C’est une équation differentielle du second ordre par rapport au temps. Il faut donc

connaitre simultanément 1) et %—f a linstant initial pour que ), soit complétement

déterminée & tout instant ultérieur.

Si on cherche les ondes planes solutions de 1’équation (1.23)

b= e—i(Et—p:):)’

on trouve aprés substitution

E = ++/p* +m2.

(1.26)

(1.27)

Il exsiste donc des solutions d’énergie négative —+/p2 + m2, qui est une des diffi-

cultés de ’adoption de I’équation .n
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1.3.2 Le courant corréspondant a I’équation de Klein- Gordon

Pour pouvoir interpréter ’équation d’onde, il faut définir une densité de probabilité
de présence p et une densité de courant j satisfaisant & I’équation de continuité

On prend 'équation (1.23) on mulitiplie par ¢*(a droite)

¢*(0,0"p +m?¢) = 0. (1.28)
On prend le conjugué de (1.23)et on multipie par ¢ (& gauche)

(0,0"¢* +m?¢*)p = 0. (1.29)

La soustraction membre & membre on obtient

¢*(0u0"¢) — (0,0"¢")¢ = 0, (1.30)
0606 — ("6")9] = 0. (131)
donc
p=¢*8"¢ — (8°")¢
{ J= 60— (067, i=1,23 32

En analysant 1’expression de p et 7 dans (1.32), une remarque s’impose ; la densité
p(r,t) n’est pas définie positive,du fait qu’elle dépend d’une dérivée temporelle, qui
présente une difficulté majeur qui vient s’ajouter a la présence des énergies négatives.

Pou retenir I’équation de Klein-Gordon, Pauli et Weisskopt [24] ont réinterpreté le
quadrivecteur j#, en multipliant par une charge (e) — e j*, ceux-ci representent alors e
j comme vecteur densité de courant, et ep(r,t) est la densité de charge électrique. Par
contre, le nombre de particules ne se conserve pas, c’est a dire on peut toujour créer
ou annihiler des paires de particules, phénomenes dont seule la théorie des champs
quantique rend compte de maniére fidéle, p j peuvent étre associés a la différence
entre le nombre de charges positives, et le nombre de charges négatives, la théorie
donc peut étre vue, comme une théorie & une charge totale et non pas une théorie a

une particule.
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1.4 Forme linéaire de I’équation de Klein-gordon

1.4.1 Linéarisation suivant Dirac

Vu I'impossibilité de construire une densité de probabilité définie positive & partir
de I’équation de Klein-Gordon, les physiciens ont cherché & obtenir une équation du
premier ordre selon les dérivées par rapport au temps et qui respecte l'invariance
de Lorentz, et ce en partant de I’équation de Klein-Gordon. Ce développement était
accompli par Dirac en 1928 [25], [26]. La premiére étape consiste & poser un hamiltonien
linéaire dans les dérivées temporelles. Il est normal de supposer que la dépendance de
I’hamiltonien selon les dérivées spatiales sera également linéaire.

Dirac essaya de trouver une équation qui posséde la forme linéaire comme celle de

Schrodinger

0
zaw(a:,t) = H(z,1), (1.33)

et & I’aide de I’éxpression relativiste de I’énergie

E®=p? +m2,
(i) = (V) +m?]
ot ’
On pose
Hp = a(—iV) + pm. (1.34)
et on cherche o et 3
H = [Za@-(—i Vi) + Bm| | > a;(—i V;) + Bm (1.35)
i J

= Z ajoj(—1 Vi) (=i Vj)+ Z a;B(—i Vi)m + Z Baj(—i Vi)m +3*m?

~~ ~~

(1) (2)

Le premiére terme se laisse développer de la sorte

Zaza] —1 Vi) Za Vi)?+ Zaiaj(—i Vi) (=i Vj). (1.36)

i-j
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Pour le second terme on trouve

Y (=i Viym+ Y a;B(—i Vi)m = (@i} + Bai)(—i Vi)m. (1.37)
( J

)

En remplagant I’expression des deux termes dans (1.35) on obtient

Hp = (=i Vi)* + > aiaj(=i Vi) (=i V) + D (i + Bi) (=i Viym + 52m?.

i-J
(1.38)
Par identification on aboutit au systéme suivant
a? =1
2
=1
p (1.39)
o+ ajog =0
Oziﬁ + ,6’0@ =0
La 3éme équation du systéme de conditions nous permet d’écrire
ajoj + ajoy =0 — {oy, 05} = 0. (1.40)
Ou {ay, o} est 'anticommutateur entre o et o).
Tandis que la premiere nous donne
=1, oo+ oo =2, (1.41)

De ces deux équations (1.40) et(1.41) on déduit

o, 050 =0 1#£ ]
fai g} ) 7&.] — {a, a5} = 2455 (1.42)
{aj,a;} =2 i=7
On peut facilement vérifier que les matrices a et 5 sont des matrices hermitiques,
de trace nulle, linéairement indépendantes et de dimension 4.

On les définit comme suit

0 o I 0
o (23) (1) "

Ou o sont les matrices de Pauli et I la martice identité.

Finalement I’équation de Dirac prend la forme

0

it = (@(~iV) + Bm)y (1.44)
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Matrices v

Introduisons les matrices v de la maniére suivante

V=8 ety=pa—a=/py=9" (1.45)

de I’équation (1.44 )

o= (@(=iV) + fm)es,
igtw = (1’7 (=i V) + 7 m)e. (1.46)

On multplie cette derniére équation par ~+°

00 i
woadj = (%9 (=iVy) + 1% m)e, (1.47)

00y = [~iv'0; +m] v,
A la fin on obtient
(iv' 0y —m)y = 0.

Les matrices sont données par

I 0 , 0 —o;
0 7 7
- = . 1.48
¥ <0—I>’7 (Ui 0 ) (1.48)

Les matrices v verifient ’algébre de Dirac

A"} =29t (1.49)
Le courant dans le formalisme de Dirac

En suivant la méme méthode, déja utilisée dans le calcul du courant associé a
I’équation de Schrodinger et a celle de Klein-Gordon, pour écrire ’équation de conti-

nuité corréspondant a I’équation de Dirac, on reprend son éxpression

zgf = —ia V) + mpy. (1.50)

La formule de I’équation adjointe se met sous la forme

YT

o = iVt +mpBy™T (1.51)
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(1.50)-(1.51) nous donne ’équation de continuité

igt(zpw) +iV(yTay) =0 (1.52)

La densité de probabilité est
=, (1.53)
Le courant de continuité est

j=v a1 (1.54)

Le courant de Dirac (formulation covariante) On donne

Yo
Py
vy |7
V3

Y = F = (¥5, 91,93, ¥5),

On multplie I'équation trouvée dans (1.47) par ¢+
YT (i Optp — map) = 0, (1.55)
On multiplie le conjugué de (1.47) par ¢
(—i0up ™ (y*) T = mp M)y =0, (1.56)
par soustraction on obtient
i [0 + 0t () ] = 0. (1.57)

Remarque :on est incapable d’écrire 1’équation de continuité sous la forme cova-
riante

Pour contourner cette subtilité, on définit ’adjoint du spineur ¢ comme suit

=9y ,avec 0 = ( é _OI > . (1.58)

Cette fois ci on multplie I'équation (1.47) par ¢ et on obtient

Oy + Oy = 0, (1.59)
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I’équation verifiée par I’adjoint spineur s’écrira
i@ - = 0, (1.60)
—z'a,@y# —myp = 0,
on multiplie I’équation trouvée dans (1.60) par v
70,00 + 0, = 0, (1.61)
on soustrait (1.61) de (1.59) on aboutit a I’équation de continuité
i [0 0 + (Ou)y"] =0, (1.62)
ou encore
Oy [Uy"y] = 0.
donc la densité de probabilité est
JO = % = 090 = ptep. (1.63)
et le courant de continuité est
=Yy, i=1,2,3. (1.64)
La densité de probabilité est définie positive.
1.4.2 Linéarisation suivant Duffin-Kemmer-Petiau

Apres le succes, qu’a connu 1’équation de Dirac décrivant les particules & spin s = %,
les physiciens se sont mis & chercher une équation d’onde similaire & celle de Dirac,
qui décrira les bosons.

On montre qu'une autre méthode d’identification(que celle employée par Dirac),
nous meéne & une solution différente, qui est ’équation d’onde portant le nom de ces
concepteurs Duffin-Kemmer-Petiau en 1936, qui décrit a la fois une particule massive

de spin 0 et de spin 1, ayant la forme

(B8, — m) = 0. (1.65)
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On remarque qu’elle posséde une forme identique a celle de Dirac, mais faisant

intervenir les matrices 8* de Kemmer, au lieu des matrices y*de Dirac.
L’établissement de I’équation DKP a (s=0)

En introduisant les champs auxiliaires dans ’équation de Klein-Gordon, on peut
reproduire I’équation(DKP) de spin 0
{ v= égqﬁ : (1.66)
u= Vo
a l'aide de ces nouvelles variables de champs 1’équation de Klein-Gordon prend la
forme

0 .
zago —1V.u = mg,

ce qui nous meéne au systeme

0 E —p ¢
E 0 0 v=m, avecty=1| ¢ |, (1.67)
p 0 O u

qu’on peut écrire sous une forme covariante comme suit

(B8, — m) = 0. (1.68)

o= 50, ﬁz( 0 P) (1.69)
0 -p 0

avec 0,0,0 sont des matrices de composantes nulles de dimensions réspectivement

2x2,2%x3,3x3,et

0 1 10 0 0 -1 0 00 —1
@: 1: 2: 3: .
(1 0>’p (0 00>’p (0 0 0)”’ 00 0

L’algébre DKP



1. Survol des équations d’onde 16

L’algebre introduite par Duffin, Kemmer et Petiau [1], dans année 1936 est 1’al-
gébre genérée par les matrices 8¥, = 0,1, 2, 3, c’est cette forme matricielle de ’équa-
tion dite (DKP) qui fournit la déscription relativiste d’une particule a (s=0) et (s=1).
Elle est désignée comme 1’algébre des mesons aussi définie comme suit

BRBY BN 4 pEBY BN = g BN + g B (1.70)

Conservation de 1’énergie

Nous allons montrer ici, que les composantes de la fonction d’onde, verifient ’équa-
tion de conservation de I’énergie. Pour ce faire on prend 1’équation vérifiée par la
fonction d’onde ¢

92

(5 — A +m?)p=0, (1.71)

En multipliant par (#%) on obtient

82

(5 — Dm0 =0= (55 — L +mh)e =0, (1.72)
En multipliant par (%8%) on obtient

9? i 0 0”

(57 = D+mA) ()6 =0 = (50— A mPuy =0, (1.73)

et de méme pour les autres composantes us, ug.
Le courant associé a I’équation DKP

Comme pour toute équation d’onde physique, celle de DKP posséde un courant
qui vérifie I’équation de continuité.
On a l'équation (DKP)
iB"0 ) —map = 0. (1.74)

Par conjugaison hermitique on obtient
-0, (BT —myt = 0. (1.75)
Multiplions la premiére par ¥ et la deuxiéme par ¢ et faisons la soustraction

it RO — mt = 0, (1.76)
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—i(9u ) (B") T — myTep =0, (1.77)
De (1.76)et (1.77)on a
i(YT B 0u + (0u07™) (") ") = 0. (1.78)

Remarque : on voit clairement qu’en pocédant d’une maniére directe dans le
calcul du courant, I’équation de continuité ne peut s’écrire sous la forme covariante.

Pour surmonter cette difficullté, on définit I’adjoint de v comme suit

=, (1.79)
On multplie I'équation (DKP) par v
O, — i =, (1.80)

I’équation vérifiée par le spineur adjoint est

—i0, " —myp = 0, (1.81)
On multplie(1.81) par ¢
—i0u B — mapyp = 0, (1.82)
De (1.81)et (1.82) on aura
i(YBHOuY + b BHp) = 0, (1.83)

I’équation de continuité aura la forme
0, (¢ B') =0, (1.84)
d’otul la densité de probabilité est
p=1 % =4t (1.85)

et le courant de probabilité

J=v B (1.86)
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1.4.3 L’équation de Feshbach-Villars

L’intérét de cette section, est de montrer que pour surmonter les difficultés trouvés
lors de l'interpretation de I’équation de (KG), il est possible de séparer des deux degrés
de liberté.

On impose a la fonction d’onde d’étre linéaire en (%), ce qui va nous permettre de
déterminer 'hamiltonien du systéme.

Formulation Hamiltonienne de 1’équation de Klein-Gordon

On postule que I’état dynamique du systéme, & un instant donné n’est pas repre-

senté par la fonction d’onde 1 seulement, mais par ’ensemble des deux fonctions

et@

5> ceci revient a postuler que I'état du systéme est représenté par une fonction

d’onde & deux composantes u et v.
N 2 . N N 0
Cherchons & transformer ces deux équations, de maniére & rendre ¥ et (‘Tlf plus

symetriques. Pour ce faire on pose

1 1 i 0
u= 50 —x) =30+ - 5%) 187
{v=%<w+x>=§<w—;§tw> (57
D’ou
b=utv et x=v-u, (1.88)

Ainsi les équations dans (1.87) prennent la forme
0

(v—u)=—LZ(u+v) (a)
; m , (1.89)
{ ﬁ%(u—v) = (A —m?)(u+v) (b)
en multipliant la premiére équation (a) par m?
m?(v—u) = —im%(u—i—v) (1.90)
LD (y—v) =A(u+v) —m?(u+v)

en faisant la somme on obtient

zau:mu—%ﬁ(u-i-v),

et par la soustraction

1
i—v:—mv—%ﬁ(u—i—v),

ot
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on introduit le vecteur colonne

et les matrices

0 1 0 —i 1 0
o1 = o1 = o3 =
oo 0T i o )77 Lo <1 )
ainsi le systéeme d’équation s’écrit
9 ¢=Hg¢ (1.91)
Zi = .
ot ’
avec H I'hamiltonien de Feshbach et Villars
P2

H = —(0'3 +’LO'2)% + mos.

Nous venons d’élaborer I'’équation de Feshbach-Villars, qui n’est rien d’autre que la

forme hamiltonienne de I’équation de KG.



Chapitre 2

Formes linéaires de I’équation de
Schrodinger

2.1 Problématique

Dans cette partie du travail, on se propose de rechercher les formes linéaires de
I’équation de Schrodinger, c’est a dire de trouver des équations qui ne sont pas qua-
dratiques en p, notre étude se limitera aux particules de spin s = % et s =0.

On impose & I’équation d’onde, d’étre du premier ordre par rapport a toutes ses

dérivées spatiotemporelles de la forme
(AE+B.p+C)y =0. (2.1)

Ou A, B,C sont des opérateurs linéaires de dimension qu’on suppose étre finie, indé-
pendants des variables F et p. La résolution du probléme se résume & la détermination

de ces inconnues A, B, et C.
2.1.1 Procédure d’indentification de Dirac

On va dériver une équation d’onde non relativiste, qui décrira les particules de
spin (s = 1/2), en utilisant I'idée heuristique que Dirac avait employé avec succes,
pour établir son équation.

On définit 'opérateur Q2 tel que [25]

O % (AE + B.p+ Oy = 0. (2.2)

20
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La solution de (2.2) doit obéir a ’équation de Schrodinger définie

ef .0 1 >
v (g, + 5 A0 = (B = ), (2.3)
Sep = 0. (2.4)

On postule, qu’ il éxiste un certain opérateur Q' = A’E + B’.p+ C’, dont la multipli-

cation par €2, doit donner 1’équation de Schrodinger
Q= 2mS (2.5)

Apres développement on obtient

p2
o)
(2.6)

(A'A)E*+B'Bp*+(A'B+B'A)Ep+(A'C+C"A)E+(B'C+C'B)p+C'C = 2m(S—

par indentification des différents monomes en E et p, on obtient le systéme de condi-

tions suivant

A'A=0 A'B; + BIA=0
A'C+C'A=2m , BZ{B]‘ + B;Bz = _25ij7 (Z,j =1,2, 3) . (2.7)
C'C =0 C'B; + BIC =0

2.2 Solution de Lévy-Leblond

Lévy-Leblond a résolu le systéme précédent et a trouvé, aprés la définition de

nouveaux opérateurs comme suit

_ oA L VIS S
By = i(A+5-C),  Bi=i(A+ 50, (2.8)
1 1
By — A— — Bi—A - —(
> QmC ’ 5 QmC7

sachant que le systéme de conditions (2.7) peut étre écrit
BB, + B,B, = ~25;; (v =14a5), (2.9)

toutes les représentations d’une telle algébre, peuvent étre déduite de celles de

I’algebre de Clifford & 4 dimensions

YuTv +’7y7;¢ = 25/w ) (M7U =1la 4).



2. Formes linéaires de I’équation de Schrédinger 22

En ne s’intéressant qu’aux représentations irréductibles, on est amené a utiliser

les résultats standards de 'algebre de Dirac

B = 0 @ ) B4: 01 ) B5: (.)_Z y
o 0 10 t 0

telleque

La fonction d’onde est ainsi un objet a 4 composantes, qu’on écrit comme

1/;:(‘§>, (2.10)

© et x sont eux méme des fonctions a deux composantes.

Notre équation finalement est donnée par

Ep+ (o.p)p =0
{ (a.p)x +2my =0 (2.11)

ou sous forme matricielle [5]

00 0 o 0 2m
E(l 0>+<U 0>p+<0 0 )]¢=0. (2.12)

2.2.1 Procédure d’indentification de Dirac revisitée

On pose mintenant Q' = A’E — B’.p+ C’ et de la méme maniére et aprés identifi-

cation avec 1’équation de Scherodinger (2mE — P?)1p = 0 on obtient

AA=CC=0 A'B; — BiA=0 (2.13)
AC+C'A=2m | C'B;—B,C=0" '
ainsi que ’équation
B;Bipjp; = p°, (2.14)
il est facile de montrer que 1’équation( 2.14) est équivalente &
B;B; + B;B; = ) £ j
! Z2+ . 23 02 i #J ) (2.15)
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Dans le cas présent et dans le but d’établir, une solution différente de celle dérivée

par Lévy-Leblond, on prend en compte 1 dans 1’équation (2.14), ce qui revient a poser
B;Bipji = piv,
ce qui garantira la satisfaction de
B;Bipijpp = p*1h, (2.16)

Maintenant, il s’agit de rechercher tout d’abord les matrices B, verifiant (?7). Pour

ce faire multiplions par By on aura
By B;jBipjpitb = Brp*y (2.17)
expression qui peut étre réecrite comme suit
B;B; Brpiprt) = Bip*y. (2.18)
La somme térme & térme des ces deux équations conduit &
(BiB;By + By B;jBi)pj = (Bkbij + Bidji)pj (2.19)

il suffit que [30]

pour satisfaire la condition (?7)

2.3 Dérivation d’une nouvelle solution

La derniére équation ne fait intervenir que les matrices B (d’ot son interét). En effet
elle représente les relations de commutations de ces matrices, celles-ci sont similaires
a lalgébre DKP.

On peut sans grande difficulté, et en s’inspirant des matrices DKP (s = 0) prendre

les expressions des B comme suit

1 2 3
L L I I L IV P A IR C Y
pr 0O pr O pr 0
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pl = ( 100 ) P = ( 01 0 ) P = ( 00 1 ) : (2.22)

il s’agit maintenant d’éxaminer de plus prés la relation B;B;p;p;1) = P2
nous avons

B.p = Bip1 + Baps + Bspa, (2.23)

qu’on écrit sous forme éxplicite

0 p1 p2 p3
Bp= |00 0 (2.24)
p 0 0 0
p3 0 0 0
aprés multiplication
P +p3+p3) 0 0 0
2
(B.p)(B.p) = 0 prpibaibs (2.25)
0 p2p1 Py D23
0 psp1 P3p2 D3
nous posons
‘2
r(/} - U2 9
u3

et prenons en considération B;B;p;p;¢ = p?1), on aboutit &

(p? +p3 + 13 =p’p
puy + p1paus + p1p3uz = pPu )
5 o, ) (2.26)
D2p1Ul + pau2 + papsus = pTus
p3p1u1 + p3pau2 + p%uza = p?us

La premiere équation de ce systéme est triviale, mais les 3 autres équations consti-
tuent des contraintes sur le spineur introduit plus haut comme nous allons le montrer.

Pour que la deuxiéme équation du systéme soit remplie, il faut que
p1ug = pauy et piug = psuy (2.27)

la méme analyse des deux derniéres équations de (2.26), nous permet d’écrire les

conditions suivantes
P1u2 = p2u1
pi1usz = p3ur - (2.28)
p2u3z = p3u2
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On verra que ces contraintes seront satisfaites automatiquement, lorsque les opé-
rateurs A et C' sont déterminés.
Sachant que les solutions découlent de (AE + B.p + C)y = 0 et les matrices B

sont données plus haut, on trouve

N B I ppsy N B (2.29)
0 0 0 —2343

En regroupant toutes les matrices A, B, C.

E  p; P2 D3 @
-2 0 0
promem e ) (2.30)
P2 0 —2m 0 U
D3 0 0 —2m Uus3
autrement dit
Ep = prui + paus + p3us
) —
L =Py , (2.31)
2mug = pay
2mug = p3p

Remarque
Le développement montre clairement, le caractére véctoriel de u,et le caractére
scalaire de .

On peut voir le systéme de cette fagon

2mu = py (2.32)
pu=Ep '

de I’équation (2.32), on déduit que

1
pAu= g _pA(pp)=0 (2.33)

par conséquent
bruz = pau1
p1uz = p3uy
Pp2u3 = p3uz

Pour achever la construction de la solution, il nous reste & déterminer A’, C’. Re-
venons au systéme (2.7)

AA=C'C=0 A'B;— BA=0
AC+C'A=2m | C'B;—B,C=0"
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en résolvant ce systéme on aura

A = % (2.34)
C' = 2mA

Aprés avoir trouvé A,B,C et A’, C’ nous avons achevé la construction, d’une nou-
velle solution au probléme posé.

Finalement 1’équation d’onde s’écrit sous la forme [30]

(ER R E

C’est une équation d’onde non relativiste dont la fonction d’onde posséde 4 com-

posantes.
2.3.1 Analogie avec ’équation DKP

Au meéme titre que la solution de Lévy-leblond est ’analogue non-relativiste de
I’équation de Dirac, on peut affirmer que, la nouvelle solution représente I’analogue
non-relativiste a 1’équation DKP spin 0 [30]. Tant que les matrices B répondent aux re-
lations d’anticommutation similaires & celles de DKP mais & une dimension de moins.
Nous pouvons remarquer également que le fonction d’onde ¢ dans I’équation (2.35) est
constitué d’un champ vectoriel et d’un champ scalaire. Cette situation est analogue au
spineur DKP spin zéro qui, pour rappel, était formé d’un champ vectoriel et de deux
composantes scalaires. Nous terminons cette comparaison en citant 'exemple de 1’os-
cillateur harmonique que nous exposerons en détails dans le chapitre suivant. En effet,
nous verrons que la limite non-relativiste de 'oscillateur DKP coincide parfaitement
avec I’équation d’onde obtenue via (2.35).

Nous passons maitenenant & la détermination de la densité de probabilité associée
a I’équation (2.35).

Densité de probabilité et courant de continuité

Avant d’appliquer notre équation, & 'analyse des problémes en physique, on doit
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connaitre certaine forme sesquilinéaire de la fonction d’onde, qui peut étre utiliser
comme densité de probabilité.

Ecrivons la fonction d’onde sous la forme

Eo — pu = i 9 ; =
p—pu=20 ou zatigo—HVu 0 (2.36)
pp —2mu =0 —tVup = 2mu

la premiere équation de ce systéme suffit pour 'obtention de I’équation de conti-

nuité, on multplie cette derniére par p*on a

0
igp*aw +1p*Vu =0, (2.37)

on prend son conjugué hemitique et on le multplie par ¢

0

—i(agp*)gp —iV.u p=0. (2.38)
Aprés soustraction on a
z'(go*gtcp + (gtcp*)so) +i(¢*V.u+ V.up) =0, (2.39)
qu’on peut réecrire
(O™ ) +iV (*u + up) =0, (2.40)

alors on a

p=p*p
. 2.41
{ i =¢"Vu+ Vuyp (241)

Equation de continuité vérifiée par la fonction d’onde v
on prend I’équation d’onde que nous avons construit un peu plus haut et on mul-
tiplie par ™
Y(AE+ Bp+C)yp =0, (2.42)

’équation vérifiée par 1T s’écrit
+ _
Y (-AE —-Bp +C)=0, (2.43)

on multiplie par ¢

Y (AE+Bp +C)p =0, (2.44)
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la fleche en bas indique que les deux operateurs p et F agissent sur .

Par soustraction 1’équation de continuité se met sous la forme

0
i (U Av) + V(57 BY) =0,
2.3.2 Théoréme d’Ehrenfest & partir du nouveau formalisme

Le théoréeme d’Ehrenfest relie la dérivée temporelle de la valeur moyenne d’un opé-

rateur quantique au commutateur de cet opérateur avec le hamiltonien H du systéme.

Appliquons maintenant, ce théoréme & notre nouvelle équation, rappellons d’abord

sa forme
(AE+ Bp+mC)yY =
Avec
()t )
et

pm=(-100)pm=(0-10)p=(00-1)p=|"
U2
la valeur moyenne d’un opérateur O dans le nouveau formalisme s’écrira

0) = / YT OA pdv (2.46)

la dérivation par rappot au temps donne

d{0) ot dip
5 / pon O Aydv +/¢+ Apdv +/¢+OA o dv, (2.47)
Sachant que
8A v
Srv = (—=Bp—mC)y | wm
{ ’ngrq/)‘*‘ (+B*+p — mC)+ avec P = g (2.48)

us
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En soulignant que les compensantes 1) vérifient ’équation de Schrodinger, ce qui

nous permet d’écrire

id, . _ —p* _
1P = gt Ve =Hoe (2.49)
on insére dans I'éxpression de la valeur moyenne
d 1 1 d
il? _1 / — Bt OApdy + — / b OAHGdv, / ¢+£A¢du. (2.50)
i i

Puisque l'opérateur hamiltonnien H et la matrice A,sont hermetiques on peut

simplifier I’éxpression

49 _ —1./¢+HAO¢dv + 1_/¢+OHA¢dv - <d0> (2.51)
dt 1 ) dt
ce qui revient a écrire
o) 1 1 dO
dt__z'<HO>+i<OH>+<dt>' (2.52)

Finalement le théoréme d’Ehrenfest sous le nouveau formalisme s’écrit

d(0) 1 dO
— = (0. H) + <dt> (2.53)

Aprés I'établissemnt du théoréme d’Ehrenfest avec notre équation, I’analogue non
relativiste & ’équation DKP, on conclut que la construction de la nouvelle solution avec
la méthode de linéarisation s’avére feconde, car nous venons juste de trouver une autre
formulation & plusieurs composantes de I’équation de Schrédinger, qui peut servir a la

déscription d’une particule de spin zéro.



Chapitre 3

Application a ’oscillateur
harmonique

Le modele de l'oscillateur harmonique bien qu’il soit une idéalisation, est d’une
importance fondamentale en Physique. L’intérét d’un tel modeéle est la déscription de
I’évolution de n’importe quel systéme physique au voisinage d’une position d’équilibre
stable, ce qui en fait un outil transversal utilisé dans de nombreux domaines : méca-
nique, électricité et électronique, optique, matiére condensée, et plus particuliérement
la mécanique quantique qui est le champ de notre travail.

En pratique, de tels oscillateurs ne sont approchés que dans des cas rares pour
lesquels les forces dissipatives (frottement) sont négligées. Pour que leurs amplitudes
restent constantes, il est nécessaire d’entretenir les oscillations en fournissant de 1’éner-
gie.

Ce chapitre en fait, est une application directe qui complétera, le travail introductif

fait dans les précédents chapitres.

3.1 L’oscillateur harmonique de Dirac

L’équation de Dirac, est déja un grand pas, dans ’avancée de la Phyqiue, puisque
les mystérieuses particules quelle décrit, sont présentes dans toutes les structures de la
matiére, et depuis des lointains milinaires grace a leur stabilité, et qui transversent les

champs de toutes les diciplines. La fabuleuse idée eue par les physiciens méxcicains,

30
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M.Moshinsky et A Szczepaniak dans leur article soumis un 8 juin 1989 [11] ne manque
pas de génie ni de grandeur, ’établissement de 1’oscillateur harmonique dit de Dirac,
est un succés énorme qu’on présente dans cette séction de notre travail.

Rappelons d’abord la forme de ’équation linéaire de Dirac

1% = ap + mp, (3.1)

ol t est le temps et

. 0 o I 0

oll o sont les matrices de pauli qui vérifient la propriété suivante
005 = 5ij -+ ieijkak. (3.3)

Maintenant on passe & la substitution,qui est le génie de ce travail et qui se traduit
comme suit

p— p—imwlr. (3.4)

Appliquons cela , directement dans I’équation (3.1), on aura

0 .
za—f = [a(p — imwfBr) + mpB] Y. (3.5)
On peut rapidement remarquer, que I’opérateur entre cochet est hermitique, et en

introduisant la fonction d’onde de Dirac comme suit

_ [
() »

on peut appeler la composante 1;comme composante superieure, et 10, comme la
composante inférieure du spineur de Dirac.

Et aprés le développement on retrouve, en explicitant d’abord la substitution

. I 0 TMwTr 0
zmwr( 0 —I ) = ( 0 i > (3.7)

en regroupant les formules on obtient

(R 0 o(p+ imwr) m 0 ('R
(et )5 2 )(2).
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ce qui nous permet d’écrire

{ (E —m)y, = o (p + imwr)i, 59)

(E+m)Yy = o(p —imwr)y;

On résout ce systéme, en multipliant la premiére équation par (E + m), puis uti-

lisons la deuxiéme et la définition (3.3) on obtient I’expression de 1’énergie ayant la
forme [6]

(E* —m?)y, = [(p2 + mw?r?) — 3hwm — 4m%L.s py. (3.10)

ot L = r X p est le moment cinétique orbital,

%0' est le moment cinétique de spin.

et s =
Limite non relativiste de ’oscillateur de Dirac
On considére maintenant £ = m + ¢, le terme gauche de la dérniére équation

s’écrira

E%=¢% 4 2me (3.11)

a la limite non relativiste ¢ < m I’éxpression de I’énergie aura la forme

2
p Lio2 3 2
= |— 4+ = — —hw — —wL. . 12
g 2m+2wr 5 hw sl (3.12)

Ainsi dans la limite non relativiste 1’énergie ¢ peut étre vue comme une valeur
propre de l'opérateur apparant, dans (3.10) devisé par 2m, ce qui correspond a ’ha-
miltonnien de l'oscillateur harmonique de fréquence w avec couplage spin orbite.Vu ce
comportement dans la limite non relativiste I’équation introduite au début (3.5) est

I’équation donnant 'oscillateur de Dirac.

3.2 L’oscillateur de Duffin-Kemmer-Petiau

L’oscillateur DKP, est une formulation batie sur le génie et le succes de Dosillateur
de Dirac, faite par Y.Nedjadi et R.C.Barret en 1998 [12], qui ont suivi une maniére

similaire, en introduisant une substitusion de la forme

p—p— imwnor, (3.13)
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Avec n° = 2(53,) 2 —1, dans I'équation de Duffin-Kemmer-Petiau, puis on calcul I’éner-
gie elle devrait reproduire d’une maniére fidéle ’éxpression de I'oscilatteur harmonique
dans la limite non relativiste.

On reprend I’équation de Duffin-Kemmer-Petiau

(140, —m)yp =0, (3.14)

o_(1 O _( 0~ 3.15
(30} ee(g)

en appliquant la substitution

% = [,B(p — imwn’r) + m] Y, (3.16)

avec

la fonction d’onde DKP peut prendre la forme & deux composantes comme suit

u3

<
I
ASIERSNN
<
I

La substitution s’éxplicite de la sorte

. 12><2 é imwr12X2 é 2
1MmwTr ~ = — . !
O —133 0 —imwrlsys

avec 0,0, 0,sont définies comme des matrices de composantes 0 de dimensions

resp :2x2,2 x 3,3 X 3,

et
01\ , 100\ , 0 -1 0\ 00 -1
F: pr— f— f— s
(1 0)”’ (o oo)’p (o 0 0>’p 00 0
(3.18)
on peut écrire alors
D 0 » — imwr 0 ~Plaxs , (3.19)
—pr 0 —prlax2 0

c’est a dire [7]

E

U

RS SN
Il
| — |
=S
~~
< o
S
[l o}
N~
|
3
&
ﬁ
N
|
he)
3 o
Do
X
Do
|
X
O =
w
X
w
N~
+
3

(3.20)
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aprés développement et simplification, on abouti & un systéme d’équations donné

comme suit

Ep=m¢
Ep +i(p1 + imwry)uy + i(p2 + imwra)ug + i(ps + imwrs)us
(p1 + imwry) e = imuy . (3.21)
(p2 + imwre)p = imus
(p3 + imwrs)e = imug

D’une maniére plus simple

Ep=m¢
Eo+i(p+imwr)u =m¢ . (3.22)
(p —imwr)p = imu

Pour calculer I'energie de l'oscillateur harmonique en utilisant 3.22 |, on élimine
les autre composante (les champs auxiliares) en faveur du champg, puis on remplace

dans la deuxieme équation du systeme comme suit

E
p==0
. 3.23
{ 71((p71mwr)¢ ( )

m
En remplacant les éxpressions de ¢ et de v dans la deuxieme équation du systéme

(3.22) on aura

me = E(%gﬁ)—i—z’(p—l—imwr)(—z’(p—imwr)/m)d), (3.24)

2, 2.2

m2¢p = E%¢+ (p2 + mAwr® + imw(—pr + rp)) o, (3.25)

qu’on peut écrire
m2¢ = E%¢p + (p2 + m?w?r? + imw [r, p]) 0,
ce qui nous donne finalement [7]
(E* —m?)¢ = [p* + m*w’r® — 3hmw] ¢. (3.26)

Limite non relativiste
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En considérant que I’energie est égale a
E=c+m (3.27)
En remplagant dans(??)
E? =% 4 2me +m2,
en remplagant I’éxpression de 1’énergie dans I’équation (??) on aura
[(52 + 2me + m?) — m2] o= [p2 + m2w?r? — 3hmw] o,

a la limite non relativiste ¢ < mc?, e2devient negligeable devant 2me ce qui nous

permet d’écrire

(2me)p = [p2 + m2w?r? — 3hmw] o,
2
1
cp = 2pim + EmwQTQ — ghw ?. (3.28)

qui est I’énergie de l'oscillateur harmonique non relativiste, qui nous permet de
dire que la substitution choisie par Y. Nedjadi et R. C. Barret, fromule un oscillateur

harmonique a I’équation de Duffin-Kemmer-Pétiau.[7]

3.3 L’oscillateur de Lévy-Leblond

On passe a 'application dans la cadre non relativiste, on éxposons le I'oscillateur
de I'équation de Lévy-Leblond aprés avoir vu l’éxpression linéaire de 1’équation au

deuxiéme chapitre, qui est de la forme
(AE+B.p+c¢)p=0. (3.29)

Choisissons la substitution comme suit
P — p — tmwnr (3.30)

avec
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n=242-1 (3.31)

on incorpore d’une fagon directe la substitution (3.30) on obtient

[AE 4+ B.(p — imwr) + C|y =0 (3.32)

B_ 0 o A= 0 0 C= 0 2m
o 0 1 0 0O O

aprés calcul on obtient

0 2m 0 op ) I 0 P _
(E 0)+<Up 0)—zmwﬂ<0 —I)r]<¢;)_0’ (3.33)

sachant que op est le produit scalaire entre le vecteur p et les matriceso comme

ou

suit op = o1p1 + gap2 + o3pP3

aprés développement on abouti au systéme d’équations suivant

{ E% = _U(p+ imwr)¢2 (334)

2mapy = —o(p — imwr)i,
en multipliant la deuxiéme équation par (p+ imwr), et considérant la premiére on
aura

2mo (p + imwr)Yy = —o;(p + imwr)o;(p — imwr)i, (3.35)

qu’on peut écrire
2mEy, = (050 (p; + imwr;)(p; — imwrj)| Yy, (4,7 =1,2,3), (3.36)
en utilisant la propriété des matrices o telleque
0;0j = 0;j + i€;j0k, (3.37)
on se ramene

3
omEYy = |p? + m2w?r? — ihw — 2mwe;jpok(rip;) | ¥, (3.38)
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a l’aide de I'éxpression de produit véctoriel €;;57:p; = (7 X p)p. et s = %0’ on peut
écrire finalement [5]
Evp = » + 2t - 3py, 2—w(L.s) . (3.39)
2m = 2 2 h

Cette équation décrivant 'oscillateur harmonique, dit de Lévy-Leblond ressemble
éxactement & celle de l'oscillateur de Dirac a la limite non relativiste, de qui nous
confirme une fois de plus que I’équation établie par ce derniér est une version non

relativiste & ’équation de Dirac.

3.4 l’oscillateur harmonique de ’analogue non relativiste
de DKP

Il est temps de tirer, des conclusions plus éxplicites, de notre équation d’onde.
Considérons l’effet d’une substitution de l'oscillateur harmonique linéaire en r comme
suit

p — p — imwn’r, (3.40)

A notre équation donné en haut

(EA+Bp+ C)y =0,

(EA+ B(p — imwn’r) + C)y = 0, (3.41)

Avec p = (p1,p2,p3), et 1° =2BZ — 1

1 0 ; 0
n’ = Jimenr= T : (3.42)
0 —15.3 0 —itmwrlsxs

la fonction d’onde se laisse écrire

¢:<i¢;>, (3.43)
(1o, (o0 o\ . (0o o
(1) (5 2 )en(t 2) o

avec
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Aprés simplification on aboutit &

E —(p1 —imwry) —(p2 —imwry) —(ps — imwrs) o
p1 + imwry —2m 0 0 U _0
p2 + imwry 0 —2m 0 iug |
P3 + tmwrs 0 0 —2m tus
(3.45)
de maiére plus simple et compacte :
E¢ - (p—imwr)u =0 (3.46)
(p+ imwr)p —2mu =0

Calcul de ’energie de l’oscillateur harmonique on élimine u en faveur de ¢ et

remplace dans la premiere équation du systéme (3.46)

u= %7 (3.47)

(p — imwr)(p + imwr)

Fo =
0 o 0
aprés dévelppement
2 2,22
p° + mwr® — 3hmw
m
Ce qui donne finalement
Eo= | 4 Lo 3]s (3.48)
=|—+= r— = . .
om 2 2

Qui est éxactement l'enrgie de I'oscillateur harmonique de 1’équation DKP & spin 0,
dans la limite non relativiste, ce qui confirme une fois de plus, que I’équation qu’on
vient d’établir est belle est bien l’analogue non relativiste de 1’équation de Duffin,

Kemmer, Petiau a s = 0.



Chapitre 4

Formalisme Lagrangien

Ce formalisme n’est rien d’autre qu’une autre présentation élégante, parfaitement
adaptée a la déscription des systémes([27]) ol les mouvements sont soumis & des
contraintes

I’'utilisation de techniques de perturbations explique son succes, elle est souvent

d’un usage infiniment plus pratique que les formulations plus élémentaires.

4.1 Densité lagrangienne et équations de mouvement

Les théories quantiques des champs, utiulisées pour décrire les intéractions des par-
ticules élémentaires, peuvent étre formulées & partir, d’un principe d’action,qui est une
simple généralisation & la mécanique analytique classique, on peut tirer les équations
dynamiques de 'action(Les équations d’Euler-Lagrange) comme point de départ du
formalisme auquel on se limite dans cette section, mais il s’avére que l'utilisation de
l'action simplifie la quantification de la théorie ([28]).

En mécanique classique, les équations de mouvement d’un systéme de particules,

sont obtenues & partir de ’action

ol L est la fonction de lagrange.

L’action S est une fonctionnelle de ’ensemble de coordonnées ¢(t) = {q1(t), ...qsn(t)}

39
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des N particules du systéme a 3 dimensions,et leurs vitesses ¢(t) = {q1 Q3N )}
au temps t.

Le principe de moindre action postule, que les trajectoires physiques sont celles,
pour lesquelles la fonctionnelle d’action .S, posséde un extremum, en générale un mi-
nimum, il en découle un ensemble d’équations différentielles (Les équations d’Euler-
Lagrange), qui sont les équations du mouvement du systéme, elles determinent son
évolution temporelle,pour les obtenir, supposons que la fonctionnelle S, est station-
naire pour ¢(t) = Q(t), et considerons des trajectoires differant peu de Q(t) de la
forme

q:(t) = Q(t) + edq(2), (4.2)
la quantité e est un parameétre, nous supposons que d¢(t) s’annule aux temps ¢ et

to, dans ce cas la
(1) = Q(t), (4.3)
la valeur de ’action pour les trajectoires ¢. est une fonction du parameétre ¢, et la

sationnarité de I’action (4.3), peuvent s’exprimer comme suit

d
sl o
On a
=5la) - /thtBENZ S (0) + 5 (1) (@9
X, 9L d OL
- / %2 o0 ~ at a0 "

En intégrant S par partie, avec d¢;(t1) = 0gi(t2) = 0, puisque 0g;(t) est arbitraire
pour t1 < t < tg,la condition de stationnarité implique les équations différentielles

oL d 9L

qui sont les équations d’Euler -Lagrange du systéme décrit par ’action S, elles

=0 ,i=1,2,..3N. (4.5)

forment un systéme 3N équations différentielles du deuxiéme ordre au plus.couplées et

non linéaires.
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L’extension de ce formalisme a la dynamique de champs, est immeédiate. Considé-
rons le cas le plus simple de champ classique, une fonction de I'espace-temps ¢(x) a
valeurs dans les nombre réels ou complexes.

Maintenant le systéme physique posséde un nombre infini de degrés de libertés au
lieu de 3N coordonnéesg;(t), on considére & chauque temps t, les valeurs du champ en

chaque point de ’éspace, comme ’action est une fonction de Lagrange

Slg] = / dtL, (4.6)

il convient d’utiliser également une densité lagrangienne £(¢, d,¢), avec

L= / d3xL(,0,9), (4.7)

le volume d’intégration ne sera pas spécifié, il dependera du systéme physique
considéré donc

S[g) = / 'z L(6,0,9). (48)

le principe de moindre action,stipule que les champs physique du systéme ¢(z)correspondent
aux extremum de ’action S.

Par analogie avec le cas discrét étudié plus haut, on considére I’actionsS [¢.], avec
. = p+e¢ ouecg est un champ arbitraire, s’annulant aux bord du volume d’intégration.
Puisque S est stationnaire en ¢

[ds [¢5]] =0. (4.9)
de P

Aprés intégration utilisant ’annulation de S aux bords du volume d’intégration, la

dérivée sera

d _ [0 2 0 _
£S5 = [d'a | e0.0,0) -0 00.0.0] <0 @)

comme le champ €¢ est quelconque, la condition de stationnarité conduit a I’équa-
tion

0 0
[%zw, 9,6) — 0
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ou les champs physiques ¢,,, sont solutions.

Au fait on a une infinités d’équations d’FKuler-Lagrange, qui sont vues comme des
équations différentielles dans le temps, en chaque point spatial du volume du systéme
physique considéré, elles déterminent la dynamique spatio-temporelle du champs¢(z),
puisque leurs solutions sont précisement les champs physiques ¢(x).

Lorsque la densité lagrangienne est une fonction, du champ et de ces derivées
premiéres uniquement, les équations d’Euleur-Lagrange, sont au plus du 2¢"€ordre,
ceci est suffisant pour décrire les intéractions du champ quantique quantifiés.

La généralisation au cas d’une action dépendant de plusieurs champs, notés collec-

tivement

() ,i=1,., M, (4.12)

se fait encore une fois, 4 ’aide de la stationnarité de 'action par rapport aux champsgﬁi(:c),

comme suit
d i
il = 4.1
[ deS[qbaJLo 0, (4.13)

ol ¢L(x) = ¢'(x) + d¢'(x).
Cette équation est vraie pour les variations 55¢i(x), indépendantes et arbitraires de
chaque champ, s’annulant au bord du volume d’intégration, on aura donc une équation

d’Euler-Lagrange pour chaque champg;(z) présent dans la densité lagrangienne

.
g’

, . o . .
‘C<¢];8;L¢]> - 8ﬂwﬁ(¢l,8ﬂ¢l) - 0 ,Z’ - 1, M
w

4.2 Formulation lagrangienne de Shrédinger

On assume que la densité lagrangienne de I’équation de Schrodinger est de la forme

_ 1oy oyt )
L= (V) (V) = (0" 5 = %) ="V (4.14)

En utilisant les équations différentielles d’Euler-Lagrange, on montre que la variation

du lagrangien, méne & I’équation de Schrodinger, ces équations ballaient les compo-
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santes de I’éspace et du temps c’est a dire

oL 0 oL 0 oL
- — - — =0 4.15
o, 0zt 0(0Y,/0xt) Ot b, (4.15)
ol la sommation se fait sur 'indice ¢ telque ¢ = 1,2, 3, on peut écrire
0 0 oL oL
—— = -V, 4.16
Doy, 00, O(Vib,) (416)
on fait une variation par rapport a 1*on aura
oL —1 0y
— = —— = 4.1
ooz~ moar VY (4.17)
o Ly (4.18)
0,
oL -1
— = —(V; 4.1
0w, 1)
donc I’équation de mouvement pour 1 s’écrira comme suit
. 12
i)+ —Vip -V =0 (4.20)
2m

d’une maniére analogue, on dérive I’équation du champ 1*en faisant la variation sui-
vant 1, on abouti &
: 1
—ip* + —— VI —Vp* =0 (4.21)
2m
on peut reécrire les deux équations obtenues, sous la forme
. -1
: -1
—ip* = %V§¢* + Vy* = HMy* (4.23)
avec H I'hamiltonnien du systéme

H= % A +V(2) (4.24)

4.3 Champ de Klein-Gordon

Pour une particule chargée, on admet que la densité lagrangienne ([29])s’écrit

L 00" 0P
2m g oxH Oxv

L(¢, 4%, 0/ 0xt, 09" [92") = m*y*e)) (4.25)
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I’équation donnant le champ * est obtenue, en dérivant Lpar rapport aw

0 o o 1 .0 ot
_——_— = — 2 i * —
907 90005 90~ 2m 9 gan TV =0 (4.26)
or
o 0
[ * 2%
g Ozt amv‘b +my 0 (4.27)

et quand on dérive par rappot a 1* on obtient I’équation pour le champ

0 oL o B, 0 v O m?c?

oz 9% Joz) o 57 (59" 5+ ) =0 (4.28)
v 0 0 m202
g dxH awi t g v =0 (4.29)

d’oti la densité lagrangienne donnée en haut, méne & I’équation de Klein-Gordon pour

le champ 1 comme pour le champ 1)*.

4.4 Lagrangien de Feshbach-Villars

Dans le but de déterminer la densité lagrangienne, de ’équation de Klein-Gordon
dans la représentation de Feshbach-Villars, on admet d’abord la densité lagrangienne
donnée par [10]

L= 0 — 5 V(03 +i02) V) — mosy (4.30)

ol le vecteury posséde deux composantes 1) = ( ¢ ) et Yt = ( o x* ) .
X

.—D
et on a defini ¥ 2ef Plos.
Pour prouver que cette dansité lagrangienne est valable, on fait appel au principe

variationnel de 'action S telle que
S = / Ld'z, (4.31)

en utilisant la méthode standard

95 _,, (4.32)

Iy
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ce qui implique

9,0k 9L _, (4.33)
N0the) Oty
ou d’une maniére plus explicite
O 84 +V oL _ af =0, (4.34)

8@0( 8(V¥a) 31%
ce qui nous donne

Z‘atfl/}oa = %(03 + Z'O'Q)vll/}oa + m0-31/)04 =0 ’ (Oé = ]-7 2) (435)

d’une maniére similaire, la variation de 1¥.donne comme résultat 1’équation de mou-
) )

vement correspondante a .

oS

On aura

0.2k yv 95 %% a=19) (4.37)

M, AV,

finalement I’équation pour le champ v aura la forme

—iOp), = %(03 +i09) V2, +mozih, =0 (a=1,2). (4.38)
4.5 Champ de Dirac

On assume que la densité lagrangienne, de I’équation de Dirac posséde la forme
suivante
L = (iy"d, — m)y. (4.39)

V=8
i:Bai ’

On peut aussi écrire la densité lagrangienne (4.39) comme suit

— D . .
avec 2ef 0 et 4F = comme on ’a définie un peu plus haut.

L = ptiogy + ity 0p — map Ty, (4.40)

ou encore

L =T (i +ia'0; — mB)Y. (4.41)
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En introduisant les matrices a’et 3 a travers les matrice v*, la densité £ prend une
fomme simple, de laquelle on deduit immédiatement que c’est une bonne densité la-
grangienne pour le champ de Dirac.

on varie £ par rapport a ¢ nous donne
100t = (ia'd; + mB)p = Hp. (4.42)
De la méme maniére, en variant £ par rappot & 1
i = T (ia'0; + mB) = Hp. (4.43)
ot Hp et Hi, sont respectivement I"hamiltonien et ’adjoint hamiltonien de Dirac.

4.6 Champ Duffin-Kemmer-Petiau

Admettons que la densité lagrangienne, de I’équation de Duffin-Kemmer-Petiau,est

de la forme [10]
= %w;a_%/; — mg. (4.44)

Avec 1) = ¥n°, telle que n° = 25(2) -1

et <8—“> est un opérateur différentiel, qui agit comme suit
— — —
AO'B = AO0"B — AD B. (4.45)

Verifions, maintenant que la densite admise (4.44), redonne I’équation deDuffin-Kemmer-
Petiau, introduite dans le chapitre (1).

La dérivation par rapport a v donne

oL )
aw==;5#8Wﬁ—7n¢, (4.46)

en dérivant par rapport a d,1,on obtient

oL —1
o) 2 (47




4. Formalisme Lagrangien 47

ainsi les équations d’Euler-Lagrange

oL oL
op " 0(0,1) (449
s’écriront
(zﬂ#(‘?“ —m)y = 0. (4.49)

Qui est éxactement 1’équation de Duffin-Kemmer-Petiau, pour le champ .
On peut aussi dériver 1’équation pour le champ adjoint 7 en suivant la méme

procédure mais par rapport & ¢ on obtient
_ R
—(m +1i8,0") = 0. (4.50)
Qui est I’équation Duffin-Kemmer-Pétiau, pour le champ adjoint ).

4.7 Formulation lagrangienne de l’analogue non relati-
viste de I’éqution de Duffin-Kemmer-Petiau

Comme pour toute équation de mouvement physique, existe un lagrangien, d’ou
lon peut toujour la dériver, a 1'aide des équations d’Euler-Lagrange [29], on se pro-
pose de formuler une densité lagrangienne , qui donnera comme équation de mou-
vement,notre équation établie dans le chapitre (2), qui est sensé étre 1’analogue non
relativiste de I’équation DKP.

En suivant la méthode standard, nous posons L, puis essayons de dériver notre
équation en faisant la variation par rapport & ses champs, notre densité lagrangienne

aura la forme

L =T (A0; —iBV + C), (4.51)

A= (P 9y B " P o=m(? O ) (4.52)
0 0 pr O 0 —23x3

p1:(1 0 O),p2=(() 1 0),p3=(0 0 1)

avec
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Mainteneant on fait varier par rapport ¥
oL ,
et la variation par rapport a sa derivée temporelle et spatiale
oL
— = —Au, 4.54
500") 4oy
oL
— = iBjy. 4.55
e 459
Ainsi les équations d’Euler-Lagrange s’écriront comme suit
oL oL oL
-0 —0; =0, 4.56
ov ~ oen) "ot 450
finalement on aura
(1A0; —iBV 4+ C)Yp = 0. (4.57)

Qui n’est rien d’autre que I’équation analogue non relativite a I’équation de Duffin-

Kemmer-Petiau.



Conclusion

Aprés cette tournée, riche en équations et légére par sa présentation, on sort notre
album pour rappeler notre passage et pour se faire des conclusions sur les différentes
stations et carrefours déja empruntés. Commoncons par le premier chapitre qui était
une station importante ol on a apprivoisé les équations d’onde qui portaient en elles
ce principe de concervation de I’énergie de maniére fidéle et naturelle. L’équation de
Schrodinger qui a servi de point de départ pour I'introduction des équations d’onde
relativistes élaborées lors d’une quéte de celle qui décrira 1’éléctron. L’équation de
Klein-Gordon est un prélude en mécanique quantique relativiste, puis Dirac enchaina
les notes sur le solfége pour donner naissance & son éminente équation qui depuis son
¢élaboration on arréte pas d’admirer. D’autre physiciens ont joué sur ces notes pour
décrire les particule de spin entier, ’équation de Duffin-Kemmer-Petiau était un autre
succes avec laquelle on conclut ce premiér chapitre qui au fait nous a aidé & mieux se
familliariser avec I’aspect ondulatoire de la matiére, ce qui motiva le reste de la balade.

En poursuivant notre traversée dans un deuxiéme chapitre, et en s’appuyant sur
la linéarité des équations en E et p, on éxhibe le chemin suivi par J. M. Lévy-Leblond
pour décrire ’électron mais sur des terres non relativistes, avec la méme démarche et en
généralisant, nous avons montré qu’une autre solution était accesible,on s’attarde un
peu pour 'apprécier et I’examiner, puis on constata vite qu’elle corréspond a ’analogue
de DKP, tantque ces matrices rimaient avec les relations de commutations de cette
derniére.

Le troisiéme chapitre, était un careffour d’applications, autour duquel toutes les

49
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équations présentées en haut étaient mises a I’examen, et de maniére rigoureuse redon-
nait la formule de l'oscillateur harmonique standard, qu’on a attaqué par le triomphe
des méxicains M. Moshinsky et A. Szczepaniak avec leur oscillateur qui a éclairé le
chemin a Y. Nedjadi et R. C. Barret dans la sutructuration de l'oscillateur corres-
pondant & I’équation DKP, et par tradition nous nous somme retournés au cadre non
relativiste avec une substitution largement inspirée des autres modéles, que nous in-
jectons & I’équation de J.M Lévy-Leblond pour revoir ’éxpression de 'osciallteur de
Dirac a la limite non relativiste, résultat qui nous a incité de tenter une substitution du
meéme genre a notre équation, o nous avons réussi avec tact et précision a construire
Panalogue de l'oscillateur DKP & de faibles vitesses.

Les derniers pas de notre travail ont été fait sur le formalisme lagrangien, o on a
pris une pause pour construire avec rigeur un lagrangien dont la dérivée & I’aide des
équations d’Euler-Lagrange libére de facon éxacte notre équation établie plus haut,
le passage sur les terres lagrangienne a rendu 1’élaboration de notre équation plus
rationnelle ce qui ouvre le champs a plusieurs éventualités.

En rangeant ’album, on se rend compte que le séjour aurrait pu étre prolongé, pour
vister les théorie des champs en empruntant les intégrales du chemins, cette croisiére

est une perspéctive qu’on se propose au prochain voyage.
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Résumé

Lors de la fusion de la relativité restreinte et de la mécanique
quantigue en 1926, les physiciens se sont intéressés a la description
relativiste des particules, ce qui donna naissance a l'équation de
Klein-Gordon (s=0), de Dirac (s= 1 /2), et celle de Duffin-Kemmer-
Petiau (s=0 et s=1).

Soixante ans apres, le physicien J. M. Lévy-Leblond, emprunta la
démarche inverse pour construire une formulation non relativiste aux
particules (s=1/2).

Ce travail montre, que tout en suivant la méme démarche que cette
derniére, on arrive a dériver une nouvelle solution pour les particules
(s=0) . équivalente a I'équation de Schrodinger mais une
représentation matricielle.

Abstract

During the merger of relativity and quantum mechanics in 1926,
physicists were interested to give a relativistic description of
particles, which gave birth o the Klein- Gordon equation (s = 0),
Dirac (s =1/2) , and the Duffin - Kemmer - Petiau (s =0 and s = 1).

Sixty years later, the physicist JM Lévy- Leblond, borrowed
the opposite approach to build a non-relativistic particles in the
formulation (s = 1/2).

This work shows that while following the same approach as the
last one, we get to derive a new solution for particles (s = 0):
equivalent to the Schrodinger equation but with matrix
representation.
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