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Introduction générale

Le silicium est un matériau qui appartient à la classe des semi-conducteurs [1], il est

solide à température ambiante et son point de fusion est à 1687 K [2]. Dans le tableau

périodique le Silicium se situe dans la quatorzième colonne (groupe IV A, et numéro

atomique Z=14). Sa configuration électronique est : [Ne]3s23p2 [3]. Les différentes

propriétés physiques et chimiques que possède ce matériau font de lui le sujet de plusieurs

études.

L’utilisation du silicium en industrie est diverse, car elle est de plus en plus

importante en électronique (optoélectronique et microélectronique); à titre d’exemples on

peut cite : les circuits intégrés et les cellules solaires. Le silicium est le constituant

principal de plusieurs matériaux, exemple des sables de silice qui rentrent avec 60-70%

dans la composition du verre; le sable de cristobalite et le quartz de pureté élevée sont

utilisés dans la fabrication de détergents ; on constate aussi son intérêt en bâtiment, en

industrie du béton, céramique (vaisselle, les carrelages et les céramiques à hautes

technologie) et notamment en médecine (prothèse dentaire) [4].

La technologie moderne touche plusieurs domaines, un bon rendement des systèmes

est souvent limité par les propriétés des matériaux utilisés. Toutefois, si l’on veut prévoir le

comportement de ces matériaux, il est nécessaire de descendre jusqu’à l’échelle atomique,

c'est-à-dire relier leurs propriétés macroscopique à la structure élémentaire.

La physique du solide a connu un grand progrès dans la mise au point de nouvelles

techniques de calcul, la rapidité et la précision d’obtenir les propriétés des solides et mieux

comprendre l’organisation de la matière à l’échelle atomique. Par traitement informatique,

certaines de ces méthodes de calcul reposent sur la théorie de la fonctionnelle de la densité

(DFT).

Dans ce manuscrit, en premier lieu, nous présentons un aperçu sur la théorie de la

fonctionnelle de la densité (DFT) pour permettre au lecteur de mieux comprendre les

concepts utilisés, par suite nous avons décrit le programme utilisé lors de nos simulations.

Enfin dans la deuxième partie, nous avons présenté et interprété les résultats obtenus.
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I. 1 Introduction

Le Silicium est un semi-conducteur ayant une bande interdite de largeur égale à 1.1eV à

300 K. Du fait de son faible coût de production le Silicium est le plus utilisé dans

l’industrie par rapport aux autres semi-conducteurs et ses applications en électronique

spécialement les ordinateurs et les cellules photovoltaïques sont très connues. Ce matériau

possède des propriétés intéressantes qui on fait de lui un sujet de recherche largement

abordé ces dernières décennies. Pour traiter en théorie quantique le cristal du Silicium il

faut d’abord résoudre l’équation de Schrödinger du système.

I.2 Les semi-conducteurs

Les semi-conducteurs sont des matériaux dont la conductivité est intermédiaire entre

celle des isolants et des conducteurs, ils sont caractérisés par la largeur (Eg) de la bande

interdite qui sépare les deux bandes de valence et de conduction. Les semi-conducteurs les

plus intéressants sont : le Silicium, le Germanium. Ces éléments ont quatre électrons de

valence.

On distingue deux types de semi-conducteurs :

I.2.1 Les semi-conducteurs intrinsèques

Les semi-conducteurs intrinsèques sont des matériaux purs, Ils se comportent comme

des isolants à très basse température et conducteurs à des températures plus élevées. Sous

l’effet de l’agitation thermique, certains électrons de valence passent dans la bande de

conduction en laissant des trous électroniques appelés « lacunes électroniques ».

I.2.2 Les semi-conducteurs extrinsèques

Les semi-conducteurs extrinsèques sont créés en dopant des semi-conducteurs

intrinsèques. Le dopage est l’ajout d’impuretés aux matériaux intrinsèques afin d’améliorer

leur conductibilité tout en préservant leurs caractéristiques.

Il existe deux types de dopages; le dopage type N et type P :

I.2.2.1 Les semi-conducteurs extrinsèques dopés N

L’introduction d’un atome pentavalent (éléments de la colonne VB du tableau

périodique ; exemple du P ou As) dans le réseau du silicium qui est tétravalent, a la

conséquence que certaines liaisons se cassent laissant place aux atomes étrangers qui ont
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cinq électrons sur leur valence, du coup

électron libre dans le cristal qui va assurer la con

I.2.2.2 Les semi-conducteurs extrinsèques type P

Contrairement aux semi

d’atomes trivalents (éléments de la colonne III

électron pour assurer les quatre liaisons avec les atome

trivalent dopant, il y’a création d’un trou lequel est susceptible d’assurer la conductivité

électrique [1] [16].

I.3 Cristallographie du Si

Le Silicium dans son état cristallin

caractérise par un réseau cubique faces centrés (CFC

groupe ponctuel ݉͵݀ܨ correspondant au

covalent, constitue un réseau d’atome

atomes de Si par une liaison covalente, ces der

faces et la moitié des sites tétraédriques du cube

Maille -I-

Figure 1. Maille conventionnelle (I) et maille primitive (II) du cristal du Silicium

La figure (1) montre les différentes mailles du réseau Si, la maille (I) est dite

conventionnelle car elle contient des atomes sur les sommets et les centre des faces. La

maille (II) est appelé primitive car elle ne contient des nœuds que sur les sommets c’est un
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ctrons sur leur valence, du coup toutes les liaisons seront comblées en laissant un

électron libre dans le cristal qui va assurer la conduction.

onducteurs extrinsèques type P

ontrairement aux semi-conducteurs extrinsèques dopé N, ici il y a introduction

d’atomes trivalents (éléments de la colonne IIIB comme le B et le Ga), il manque donc un

électron pour assurer les quatre liaisons avec les atomes du silicium. Pour tout atome

trivalent dopant, il y’a création d’un trou lequel est susceptible d’assurer la conductivité

Cristallographie du Si

dans son état cristallin a la même structure que le Carbone diamant qui se

cubique faces centrés (CFC) et deux atomes de base

correspondant au numéro 227 [19]. Le Silicium est un cristal

constitue un réseau d’atomes, chaque atome est hybridé ݌ݏ

de Si par une liaison covalente, ces derniers occupent les sommets, les centres des

faces et la moitié des sites tétraédriques du cube.

Maille

aille conventionnelle (I) et maille primitive (II) du cristal du Silicium

1) montre les différentes mailles du réseau Si, la maille (I) est dite

conventionnelle car elle contient des atomes sur les sommets et les centre des faces. La

I) est appelé primitive car elle ne contient des nœuds que sur les sommets c’est un
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toutes les liaisons seront comblées en laissant un

conducteurs extrinsèques dopé N, ici il y a introduction

comme le B et le Ga), il manque donc un

s du silicium. Pour tout atome

trivalent dopant, il y’a création d’un trou lequel est susceptible d’assurer la conductivité

a la même structure que le Carbone diamant qui se

et deux atomes de base [18], de

ilicium est un cristal

ଷ݌ est lié à quatre

niers occupent les sommets, les centres des

Maille-II-

aille conventionnelle (I) et maille primitive (II) du cristal du Silicium.

1) montre les différentes mailles du réseau Si, la maille (I) est dite

conventionnelle car elle contient des atomes sur les sommets et les centre des faces. La

I) est appelé primitive car elle ne contient des nœuds que sur les sommets c’est un
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rhomboèdre régulier d’angle ߙ = 60° et de paramètre ோܽ =
√ଶ

ଶ
�ܽ , elle représente le plus

petit volume dans le cristal [18].

-La maille conventionnelle du Si contient 8 atomes de positions :

000, ½ ½ 0, 0 ½ ½, ½ 0 ½, ¼ ¼ ¼, ¼ ¾ ¾, ¾ ¼ ¾, ¾ ¾ ¼

-la maille élémentaire comporte 2 atomes placés en : 000, ¼ ¼ ¼ [2].

I.4 Propriétés physiques du Silicium

I.4.1 Propriétés structurales

Un réseau cristallin est caractérisé par une répartition des atomes d’une façon

périodique suivant les trois directions de l’espace avec un arrangement strict qui définit la

structure cristalline, cette dernière est produite par la juxtaposition des mailles de base

parallélépipédique semblables de cotés ,ܽ eܾtܿqui se répètent dans le réseau.

Les longueurs �ܽ ,ܾ et ܿ constituent les arêtes de la maille ; elles sont appelées paramètres

de maille [20].

Le paramètre de maille du Silicium déterminé par la fluorescence des rayons X est égale à

ܽ= 5.431 Å (ܽ= ܾ= )ܿ [21].

I.4.2 Energie de cohésion

Energie de cohésion peut être définie comme l’énergie minimale qu’il faut fournir à un

système pour le dissocier en ses éléments constitutifs. L’énergie de cohésion dépend de

type de liaison entre les atomes, c’est-à-dire elle est plus grande pour le cristal dont ses

atomes sont reliés par des liaisons fortes que dans un autre corps où ses éléments

constitutif sont reliés par des liaisons faibles [20] [22]. L’énergie de cohésion du Silicium

est de l’ordre de : ௖௢௛é௦௜௢௡ܧ = −4.63 ܸ݁ ⁄ݐ݉ܽ [2]

I.4.3 Constantes élastiques

I.4.3.1 La contrainte

Par définition la contrainte est une sollicitation qui s’applique sur une unité de surface

d’un matériau [2] elle s’exprime par un tenseur de rang 2 :
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ധ௜௝ߪ = ൥

ଵଵߪ ଵଶߪ ଵଷߪ
ଶଵߪ ଶଶߪ ଶଷߪ
ଷଵߪ ଷଶߪ ଷଷߪ

൩ ……………..(1)

Où ݅et�݆ indiquent respectivement la direction de la force et la face sur laquelle s’applique

la force.

I.4.3.2 La déformation

La déformation est le changement des dimensions d’un cristal sous l’effet d’une

contrainte, la déformation est un tenseur de rang 2

=Ӗ௞௟ߝ ൥

ଵଵߝ ଵଶߝ ଵଷߝ
ଶଵߝ ଶଶߝ ଶଷߝ
ଷଵߝ ଷଶߝ ଷଷߝ

൩ …… (2)

Les composantes de la diagonale sont les allongements ou compression et les autres sont

des composantes des déformations de cisaillement.

Les tenseurs des déformations et des contraintes sont symétriques [23] [24].

௜௝ߪ = ௝௜ߪ ……………… (3.a)

et

=௞௟ߝ ௟௞ߝ ……………….. (3.b)

I.4.3.3 Elasticité

L’élasticité est la réponse d’un solide aux contraintes extérieures qui peuvent engendrer

des déformations. Selon la loi de Hooke pour de faibles déformations ces dernières sont

directement proportionnelles aux contraintes appliquées. La déformation ௞௟ߝ et les

contraintes ௜௝ߪ sont reliées par un tenseur des constantes élastiques de 81 composantes

(9 × 9)

௜௝ߪ = ௜ܿ௝௞௟ߝ௞௟ ………………….. (4)

Les ௜௝௞௟ܥ sont appelées les modules d’élasticité ou constantes de rigidité et ont les

dimensions d’une ( ݎ݂ܿ݋ )݁ ݎ݂ݑݏ) ܽܿ݁ )⁄ ou d’une (é݊ ݎ݁݃ ݅݁ ) ݈݋ݒ) ݉ݑ )݁⁄ .

,݅ ,݆݇�et�݈ sont des indices allant de 1 à 3.
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Du fait de la symétrie des tenseurs de contraintes et de déformations, le nombre de

composantes pour décrire la propriété élastique se réduit à 36 (Les composantes de ௜௝(௜ஷ௝)ߪ

et celles deߝ�௞௟(௞ஷ௟), se réduisent à 6) alors que le tenseur élastique étant d’ordre 4 et

comporte 81 composantes.

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
ଵܿଵ

ଶܿଵ

ଷܿଵ

ଵܿଶ

ଶܿଶ

ଷܿଶ

ଵܿଷ

ଶܿଷ

ଷܿଷ

ସܿଵ

ହܿଵ

଺ܿଵ

ସܿଶ

ହܿଶ

଺ܿଶ

ସܿଷ

ହܿଷ

଺ܿଷ

ଵܿସ

ଶܿସ

ଷܿସ

ଵܿହ

ଶܿହ

ଷܿହ

ଵܿ଺

ଶܿ଺

ଷܿ଺

ସܿସ

ହܿସ

ହܿ଺

ସܿହ

ହܿହ

଺ܿହ

ସܿ଺

ହܿ଺

଺ܿ଺⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

… (5)

Le tenseur des constantes élastiques d’un cristal cubique est de la forme suivante (avec

12 composantes non nulles et 03 indépendantes) :.

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
ଵܿଵ

ଵܿଶ

ଵܿଶ

ଵܿଶ

ଵܿଵ

ଵܿଶ

ଵܿଶ

ଵܿଶ

ଵܿଵ

0
0
0

0
0
0

0
0
0

0
0
0

0
0
0

0
0
0

ସܿସ

0
0

0

ସܿସ

0

0
0

ସܿସ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

…… (6)

Les composantes nulles sont dues à la symétrie du système cristallin.

Les valeurs des constantes élastiques du Silicium à 300K sont :

ଵଵܥ = ܽܲܩ�166

ଵଶܥ = ܽܲܩ�63.9

ସସܥ = ܽܲܩ�79.6

On pose :

ସସܥ = ,�ߤ ଵଶܥ = ,ߣ et ߤଵଵ=λ+2ܥ

ܧ =
ଶ(ଷఒାଶఓ)

(ఒାఓ)
…………………. (7)

=ݒ
ఒ

ଶ(ఒାఓ)
………………….. (8)

ܩ = =ߤ
ா

ଶ(ଵା௩)
……………... (9)
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estܧ le module d’élasticité longitudinale ou de Young exprimé en MPa ou GPa,ݒ� est le

coefficient de Poisson, étant un nombre sans unité.ܩ��est le module d’élasticité de

glissement ou module de Coulomb [2] [24].

I.4.4 Module de compression

La compressibilité est une caractéristique d’un solide définissant sa variation relative de

volume sous l’effet d’une pression appliquée, ainsi le module de compression est défini

comme étant l’énergie requise pour produire une déformation du volume dans les solides et

donne une estimation de la réponse élastique du matériau. Son expression [25] est donnée

par :

(ܸ)ܤ = −ܸ
డ௉

డ௏
…………………(10)

Où V est le volume de la maille unitaire, et P la pression nécessaire pour maintenir la

maille unité au volume V.

Le module de compression peut être exprimé aussi en fonction des constantes élastiques

comme suit :

ܤ = ଵଵܥ) + (ଵଶܥ2 3⁄ ………………. (11)

Le module de compression du silicium vaut 98.8 GPa [2].

I.5 Problème à plusieurs corps

La matière est constituée par un assemblage d’électrons et de noyaux. La chimie

quantique permet de comprendre le comportement de ces particules en interaction ainsi que

leurs propriétés physiques. Ceci se fait à travers la résolution de l’équation de Schrödinger

d’un tel système:

௧௢௧ߖ෡௧௢௧ܪ …௧௢௧ߖ௧௢௧ܧ�= … … …(12)

Avec ௧௢௧ܧ représentant l’énergie totale du système et ௧௢௧ߖ la fonction d’onde totale du

système. ෡௧௢௧estܪ l’opérateur Hamiltonien total du système qui tient compte de toutes les
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contributions énergétiques (cinétiques et d’interactions) mises en jeux dans le système.

L’Hamiltonien du système a la forme suivante:

෡ܪ = ෠ܶ
௘ + ෠ܶ

ே + ෠ܸ
௘௘ + ෠ܸ

௘ே + ෠ܸ
ேே … … … ..(13)

Où, ෠ܶ௘, ෠ܶே , ෠ܸ௘௘, ෠ܸ௘ே ෠ேேܸ�ݐ݁� présentent respectivement, l’énergie cinétique des électrons,

l’énergie cinétique des noyaux, l’énergie potentielle d’interaction électrons-électrons,

l’énergie potentielle d’interaction électrons-noyaux et l’énergie potentielle d’interaction

noyaux-noyaux.

En introduisant les expressions des différents termes de l’Hamiltonien dans l’équation

(12), on obtient :

൜−∑
ћమ

ଶ௠

௓ே
௜ୀଵ ∇௜

ଶ− ∑
ћమ

ଶெ
∇ூ
ଶே

ூୀଵ −
ଵ

ଶ
∑ ∑ ݇

௘మ

ห௥̂೔ି ௥̂ೕห
+ ∑ ∑ ݇

௓௘మ

ห௥̂೔ି ோ෠಻ห

ே
௝ୀଵ +௓ே

௜ୀ௜
௓ே
௝ୀଵ

௓ே
௜ୀଵ

12 =݅1ܰ =݆1ܼܰ݇ 2 ݎ݅ݐ݋ݐߖܬܴ−ܫ2ܴ݁ ݎ݅ݐ݋ݐߖݐ݋ݐܧ=ܫܴ, (14).……ܫܴ,

Où, m et M représentent respectivement la masse de l’électron et celle du noyau. Z et N

représentent, respectivement, le numéro atomique et le nombre de noyaux. Les indices i

et j concernent les électrons, I et J concernent les noyaux. {Ԧ௜ݎ} ൛ܴሬ⃗ூൟݐ݁ représentent

respectivement les positions des électrons et des noyaux.

L’équation de Schrödinger exprimée par (14) ne peut être résolue en pratique. Ceci est

dû à sa dépendance à travers des coordonnées de tous les électrons ainsi que celles de

tous les noyaux, dont le nombre peut être faramineux en pratique. En effet, un petit

volume d’un solide cristallin simple contient généralement plusieurs moles de l’élément

qui le compose, ce qui conduit à une équation de Schrödinger qui dépend de plusieurs

fois 3×(NZ+N)×1023 variables.

Il est clair que le problème à plusieurs corps, tel que présenté précédemment, ne peut

être résolu. Pour cela, il est plus que nécessaire d’adopter différentes approximations

visant à simplifier le problème [5].
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I.5.1 Approximation de Born-Oppenheimer

Une première étape vers la simplification du problème à plusieurs corps serait

l’adoption de l’approximation de Born-Oppenheimer. Appelée aussi approximation

adiabatique, elle permet de découpler le mouvement des électrons de celui des noyaux.

La vitesse des électrons est plus grande que celle des noyaux du fait que la masse de ces

derniers est plus élevée. Les noyaux sont considérés comme immobiles, leur énergie

cinétique est donc négligeable et leur énergie potentiel pratiquement constante [6]. Ceci

permet d’écrire la fonction d’onde totale sous une forme séparée :

,{Ԧ௜ݎ}௧௢௧൫ߖ�� ൛ܴሬ⃗ூൟ൯= ,{Ԧ௜ݎ}௘൫ߖே൫൛ܴሬ⃗ூൟ൯ߖ ൛ܴሬ⃗ூൟ൯… … … … … ….(15)

Dans cette relation, ே���൫൛ܴ෠ூൟ൯estߖ la fonction d’onde des noyaux et ,{Ƹ௜ݎ}௘൫ߖ ൛ܴ෠ூൟ൯est la

fonction d’onde des électrons. Cette dernière dépend des coordonnées de tous les

électrons et la configuration des noyaux.

En remplaçant la relation (15) dans l’équation de Schrödinger à plusieurs corps (12),

deux relations sont obtenues (16.a) et (16.b) :

൛ܶ෠௘ + ෠ܸ
௘௘ + ෠ܸ

௘ேൟߖ௘൫൛ݎԦ
መ
௜ൟ, ൛ܴሬ⃗ூൟ൯=ܧ�௘൫൛ܴሬ⃗ூൟ൯ߖ௘൫{ݎԦ௜}, ൛ܴሬ⃗ூൟ൯… … … (16.a)

൛ܶ෠ே + ෠ܸ
ேே + =ே൫൛ܴሬ⃗ூൟ൯ߖ௘൫൛ܴሬ⃗ூൟ൯ൟܧ …ே൫൛ܴሬ⃗ூൟ൯ߖ௧௢௧ܧ … … … ….(16.b)

Ces dernières décrivent, respectivement, le comportement électronique et celui des

noyaux du système.

L’énergie totale du système peut donc s’exprimer comme la somme de l’énergie

électronique (Ee) et celle des noyaux (EN), comme :

௧௢௧ܧ ௘ܧ�= + ேܧ … … … … … … … ….(17)

I.5.2 Approximation à un électron

Malgré l’adoption de l’approximation de Born-Oppenheimer, qui permet de réduire le

problème à plusieurs corps en séparant le mouvement des électrons de celui des noyaux,

le nombre de variables dont dépend l’équation de Schrödinger électronique (16-a) est
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toujours grand. Pour simplifier le problème électronique d’avantage, on adopte

l’approximation dite à un électron.

L’approximation à un électron permet de passer d’un problème à plusieurs électrons à

un problème à un seul électron en interaction. Il est assumé que chaque électron est décrit

par sa propre fonction d’onde ߶௜(ݎԦ௜) qui ne dépend que de ses coordonnées. Plusieurs

formes ont été proposées pour la fonction d’onde électronique ௘ߖ en fonction des

fonctions d’ondes mono-électroniques�߶௜(ݎԦ௜). La forme la plus courante est celle d’un

système d’électrons indépendants qui s’écrit sous forme d’un produit :

({Ԧ௜ݎ})௘ߖ�������������������� = ∏ ߶௜(ݎԦ௜)
ே௓
௜ୀଵ ……………… (18)

La fonction d’onde du système électronique indépendant peut aussi s’exprimer sous

forme d’un déterminant de Slater [7]:

௘ߖ =
ଵ

√ே௓!
൥
߶ଵ(ݎԦଵ) ⋯ ߶ଵ(ݎԦே௓)
⋮ ⋱ ⋮

߶ே௓(ݎԦଵ) ⋯ ߶ே௓(ݎԦே௓)
൩=

ଵ

√ே௓!
det [߶௜(ݎԦ௜)] ……… (19)

L’approximation à un électron permet en principe d’arriver à une équation de type

Schrödinger qui décrit le comportement un électron du système en interaction avec

l’ensemble des noyaux ainsi que les autres électrons. Cette équation a une forme générale

comme :

ቄ−
ћమ

ଶ௠
௜ߘ
ଶ + ௜ܸ(ݎԦ௜)ቅ߶௜(ݎԦ௜) = e௜߶௜(ݎԦ௜) … … … … … ….(20)

Où ௜ܸ(ݎԦ௜) représente le potentiel effectif qui décrit l’interaction de l’électron (i) avec

l’ensemble des noyaux ainsi tous les autres électrons. e௜�représente l’énergie totale de

l’électron (i).

La détermination du potentiel effectif ௜ܸ(ݎԦ௜) constitue un des objectifs centraux de la

théorie quantique des systèmes à plusieurs électrons. Il existe dans la littérature

différentes méthodes proposants différentes forme du potentiel effectif dont la méthode

de Hartree [8], la méthode de Hartree-Fock [9].
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I.5.3 Théorie de la fonctionnelle de la densité : DFT

La Théorie de la Fonctionnelle de la Densité (DFT) est l’une des méthodes qui

permettent de résoudre efficacement l’équation mono-électronique (20). Cette Théorie a

été développée par Hohenberg et Kohn en 1964 [10] et puis Kohn et Sham en 1965 [11].

La DFT est une théorie qui considère l’énergie comme fonctionnelle de la densité de

charge et que cette dernière est suffisante pour accéder aux propriétés du système

électronique.

La densité de charge est une fonction à trois variables contrairement à la fonction

d’onde du système électronique qui dépend d’un nombre extrêmement grand de variables.

L’introduction de cette fonction a simplifié le problème à plusieurs corps. La densité

s’exprime en fonction de la fonction d’onde du système électronique, comme suit :

(ଵሬሬሬ⃗ݎ݊) = ,ଶሬሬሬ⃗ݎ,ଵሬሬሬ⃗ݎ)௘ߖ|∫ … ௡ሬሬሬ⃗)|ଶݎ, �݀ ௡ሬሬሬ⃗ݎ݀…ଶሬሬሬ⃗ݎ …………… (21)

I.5.3.1 Théorèmes de Hohenberg-Kohn

a) Le premier théorème

Pour un système d’électrons en présence d’un potentiel extérieur Vୣ ୶୲(r⃗) ce dernier

est une fonctionnelle unique de la densité de charge électronique.

Démonstration :

On suppose qu’on a deux potentiels extérieurs différents ௘ܸ௫௧(ݎԦ)��ܸ݁�ݐ௘௫௧
ᇱ (Ԧݎ) produisant

des densités de charges différentes respectivement, ݊�ݐ݁�(Ԧݎ݊) ᇱ(ݎԦ). Les Hamiltoniens des

deux systèmes s’écrivent respectivement :

=௘௟ܪ ܶ+ ௘ܸ௘ + ௘ܸ௫௧………..................... (22.a)

௘௟ܪ
ᇱ = ܶᇱ+ ௘ܸ௘ + ௘ܸ௫௧

ᇱ … … … … … … … … … … .. (22.b)

En utilisant les informations précédentes on aura l’inégalité ci-dessous :

௘ܧ
ᇱ = ௘ߖ⟩

�ᇱ|ܪ௘௟
ᇱ ௘ߖ|

�ᇱ⟩ < ௘௟ܪ|௘ߖ⟩
ᇱ …⟨௘ߖ| … … … … … …….(23)



Chapitre I Partie théorique

12

Où

௘௟ܪ|௘ߖ⟩
ᇱ ⟨௘ߖ| = ௘ܧ + ∫ ](Ԧݎ݊) ௘ܸ௫௧

ᇱ −(Ԧݎ) ௘ܸ௫௧(ݎԦ)] �݀߬…. (24)

Tenant compte de (23) et (24), on aura :

௘ܧ
ᇱ < ௘ܧ + ∫ ](Ԧݎ݊) ௘ܸ௫௧

ᇱ (Ԧݎ) − ௘ܸ௫௧(ݎԦ)] �݀߬… … .. (25)

Avec,

௘ܧ� = ⟨௘ߖ|௘௟ܪ|௘ߖ⟩ < ௘ߖ⟩
�ᇱ|ܪ௘௟|ߖ௘

�ᇱ⟩ ……………..(26)

De même on peut obtenir une relation similaire à (14) :

௘ܧ < ௘௟ܧ
ᇱ+∫ ](Ԧݎ)݊′ ௘ܸ௫௧(ݎԦ)− ܸ′௘௫௧(ݎԦ)] �݀ �߬�… … …(27)

Pour démontrer que deux potentiels différents peuvent produire la même densité de

charge, on pose : (Ԧݎ݊) = �݊ (Ԧݎ)′ dans (25) et (27), ce qui conduit à :

௘ܧ + ௘ܧ
ᇱ < ௘ܧ

ᇱ+ ௘ܧ …………………………. (28)

La relation (28) constitue une contradiction, ce qui implique que les hypothèses de

départ sont fausses. Ainsi, deux potentiels externes différents ne peuvent produire deux

densités de charges différentes. Ceci constitue une démonstration au premier théorème de

Hohenberg et Kohn.

L’énergie du système électronique s’exprime donc sous forme d’une fonctionnelle

unique de la densité de charge :

]௘ܧ [(Ԧݎ݊) = ∫ (Ԧݎ݊) ௘ܸ௫௧(ݎԦ)�݀߬+ ு௄ܨ [ [(Ԧݎ݊) …… (29)

et

ு௄ܨ [ [(Ԧݎ݊) = ൻߖ௘หܶ෠௘ + ෠ܸ
௘௘หߖ௘ൿ…………………….. (30)

ு௄�estܨ la fonctionnelle dite de Hohenberg et Khon qui est une fonctionnelle universelle

identique pour tous les systèmes électroniques.
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b) Le deuxième théorème

La densité de charge électronique qui minimise l’énergie totale d’un système est

celle de l’état fondamental.

Démonstration

Supposons un potentiel extérieur ௘ܸ௫௧(ݎԦ) qui correspond une densité de charge ଴݊(ݎԦ) et

une fonction d’onde électronique ௘ߖ
଴

dans l’état fondamental, et (Ԧݎ݊) et ௘ߖ dans un autre

état.

En appliquant le principe variationnel :

[௘ߖ]௘ܧ > ௘ߖ]௘ܧ
଴] … … … … … … … … (31)

D’après le premier théorème :

∫ (Ԧݎ݊) ௘ܸ௫௧(ݎԦ)�݀߬+ ு௄ܨ [ [(Ԧݎ݊) > ∫ ଴݊(ݎԦ) ௘ܸ௫௧(ݎԦ)�݀߬+ ு௄ܨ [ ଴݊(ݎԦ)] …… (32)

Ce qui donne :

]௘ܧ [(Ԧݎ݊) > ]௘ܧ ଴݊(ݎԦ)] ………………………. (33)

I.5.3.2 Théorème de Kohn-Sham

Nous savons maintenant d’après les théorèmes de Hohenberg et Kohn que la

fonctionnelle universelle ு௄ܨ existe, mais on ignore son expression analytique et aucune

indication n’est donnée par rapport à la méthode exacte de la déterminer.

En 1965 Kohn et Sham ont proposé une méthode dans laquelle une forme générale de la

fonctionnelle de Hohenberg et Kohn est proposée conduisant à une équation mono-

électronique de type Schrödinger, nommée équation de Kohn et Sham. Ils proposèrent

aussi une méthode auto-cohérente pour résoudre l’équation de Kohn et Sham en

s’appuyant sur un système d’électrons indépendants.

Selon Kohn et Sham, la fonctionnelle universelle de Hohenberg et Kohn s’écrit :
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ு௄ܨ [ [(Ԧݎ݊) = ௦ܶ[ [(Ԧݎ݊) + ுܧ [ [(Ԧݎ݊) + ]௑஼ܧ [(Ԧݎ݊) ………. (34)

Le premier terme de la somme représente l’énergie cinétique du système d’électrons

indépendants, le deuxième est l’énergie électrostatique de Hartree et le dernier est l’énergie

dite d’échange et corrélation.

La densité de charge du système s’écrit comme:

(Ԧݎ݊) = ∑ |߶௜(ݎԦ)|ଶé௧௔௧௦�௢௖௖௨௣é௦
௜ ……………… (35)

Les fonctions d’ondes mono-électroniques ߶௜(ݎԦ) sont déterminées à l’issue de la

résolution de l’équation de Kohn-Sham :

Ɛ ቄ−
ћమ

ଶ௠
௜ߘ
ଶ + ௘ܸ௙௙(ݎԦ௜)ቅ߶ (Ԧ௜ݎ݅) = e௜߶ (Ԧ௜ݎ݅) …………….. (36)

où, le potentiel effectif ௘ܸ௙௙(ݎԦ) s’exprime comme suit :

௘ܸ௙௙(ݎԦ) = �ܸ ௘௫௧(ݎԦ) + �ܸ ு (Ԧݎ) + ௑ܸ஼(ݎԦ) … … … … … … .. (37)

Les trois termes intervenant dans l’expression du potentiel effectif de Kohn et Sham

représentent, respectivement, le potentiel extérieur dû aux noyaux, celui de Hartree dû à

l’interaction entre les densités de charges produites par les électrons, et enfin le potentiel

dit d’échange et corrélations.

La résolution de l’équation de Kohn-Sham se fait par le biais d’une procédure itérative,

dite procédure auto-cohérente (self-consistent en anglais).
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Figure 2. Schéma du cycle théorique de l’auto-cohérence proposé par Kohn et Sham [12].

La procédure débute par une estimation du potentiel effectif�ܸ௘௙௙(ݎԦ). Pour avoir les

fonctions et les énergies de Kohn-Sham on suppose qu’on est au nème cycle, ça veut dire

qu’on a déjà évalué la densité d’entrée ݊௜௡(ݎԦ) et le potentiel effectif d’entrée ௘ܸ௙௙
௜௡ (Ԧݎ) dans

le cycle précédant qu’on va utiliser pour avoir les fonctions et les énergies propres de

Kohn-Sham qui vont être utilisés à leur tour pour calculer la densité de sortie ݊௢௨௧(ݎԦ) .

݊௢௨௧(⃗ݎ) = ෍ |߰௜(⃗ݎ)|ଶ

௜

n୭୳୲(r⃗)௘ܸ௙௙
(௜௡)

(ݎ⃗)

ℜ[݊(௢௨௧)(⃗ݎ)]௘ܸ௙௙
(௢௨௧)

(ݎ⃗)

Début

௘ܸ௙௙
(௢௨௧)

(ݎ⃗) → ௘ܸ௙௙
(௜௡)

(ݎ⃗)

ห݊ ௢௨௧(⃗ݎ) − ݊௜௡(⃗ݎ)ห≤ ߝ

௘ܸ௙௙
(௢௨௧)(⃗ݎ) = ൬

ℜߜ

ߜ݊
൰[݊௢௨௧(⃗ݎ)]

fin

ቊ−
ћଶ

2݉
௜ߘ
ଶ

௘ܸ௙௙(⃗ݎ)ቋ߰௜(⃗ݎ௜) = Ɛ௜�߰ ௜(⃗ݎ௜)

Non

Oui
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Dans cette étape les densités d’entré et de sortie, un test de convergence est fait par rapport

à une quantitéߝ�.

Si la condition suivante est vérifiée ห݊ ௢௨௧(ݎԦ) − ݊௜௡(ݎԦ)ห≤ ε le calcul est fini, sinon il va

encore tourner et passer au cycle prochain en évaluant la fonctionnelle ℜൣ݊ (௢௨௧)(ݎԦ)൧pour

trouver un nouveau potentiel effectif ௘ܸ௙௙
௢௨௧(ݎԦ) qui sera comme potentiel d’entrée ௘ܸ௙௙

௜௡ (Ԧݎ)

qu’on utilise au cycle suivant.

I.5.3.3 Approximation de l’échange et corrélations

La résolution de l’équation de Kohn-Sham ne peut se faire en pratique car la forme

exacte de la fonctionnelle ou du potentiel d’échange et corrélations est inconnue. Afin de

palier à ce problème, des formes approximatives de la fonctionnelle ou du potentiel

d’échange et corrélations sont adoptées.

I.5.3.3.1 L’approximation locale de la densité (LDA)

L’approximation locale de la densité [13] est une méthode qui assimile la densité des

électrons en interaction à celui d’un gaz électronique uniforme. La fonctionnelle d’échange

et corrélations est évaluée par la méthode de Monte Carlo [14]. La fonctionnelle s’écrit :

௑஼ܧ
௅஽஺[ [(Ԧݎ݊) = ]௑஼ߝ∫ ݊�[(Ԧݎ݊) ݀�(Ԧݎ) �߬… … … … (38)

Avec ௑஼ߝ représente l’énergie échange et corrélation par électron.

Les propriétés physiques du cristal détermine par la théorie de la fonctionnelle de la densité

incorporé dans un code de calcul.

I.5.3.3.2 L’approximation du gradient généralisé (GGA)

Contrairement à l’approximation LDA, dans l’approximation GGA [15] on considère

que le gaz d’électron n’est pas homogène et pour cela on introduit un gradient de densité

pour exprimer cette variation :

௑஼ܧ
ீீ஺[ ,݊ ∇n] = ௑஼ߝ∫ [ ,(Ԧݎ݊) ∇ ݀[ሬሬሬ⃗(ݎ݊) …߬……… (39)
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I.5.3.4 Les systèmes périodiques et le théorème de Bloch

Les systèmes cristallins sont caractérisés par une symétrie de translation dans les trois

directions de l’espace. Cette dernière permet une prévision de la forme générale de la

fonction d'onde électronique. Ces systèmes sont assimilés à des milieux infinis triplement

périodiques caractérisés par un motif occupant les points du réseau cristallin (ou direct),

dont les positions sont définies par:

ሬ⃗ܶ= ݉ ଵ Ԧܽଵ + ݉ ଶ Ԧܽଶ + ݉ ଷ Ԧܽଷ … … … … (40)

avec (

a1 ,


a2 ,


a3 ) et (m1, m2, m3) définissant respectivement, les vecteurs primitifs de

translation et un ensemble de nombres entiers.

A partir du réseau direct, il est possible de définir un autre réseau dit "réciproque"

dont les vecteurs primitifs de translation ൛ܾሬ⃗௜ൟsont définis par:

ሬܾ⃗
௜= ߨ2

௔ሬ⃗ೕ∧�௔ሬ⃗ೖ

௔ሬ⃗೔�.൫௔ሬ⃗ೕ∧�௔ሬ⃗ೖ൯�����������
… … … … … … (41)

avec i,j,k = 1,2,3.

En exploitant la symétrie de translation du cristal, le théorème de Bloch [16] permet

de fournir une forme générale de la fonction d’onde électronique. Celle-ci s’écrit :

߶௞ሬ⃗൫ݎሬ⃗൯= ሬ⃗൯݁ݎ௞ሬ⃗൫ݑ
݅݇ሬሬ⃗.ݎሬ⃗ …………………….. (42)

Où

k est le vecteur d'onde de Bloch qui appartient à la 1ère zone de Brillouin. Les valeurs

possibles du vecteur sont déterminées en appliquant les conditions aux limites

périodiques. Ces valeurs constituent un quasi-continuum. La fonction (Ԧݎ)௞ሬ⃗ݑ est à priori

inconnue et a la même périodicité du réseau direct :

+ሬ⃗ݎ௞ሬ⃗ቀݑ ሬܶሬ⃗ቁ= …ሬ⃗൯ݎ௞ሬ⃗൫ݑ … … … … … … … … … .. (43)

La fonction ,(Ԧݎ)௞ሬ⃗ݑ intervenant dans la fonction de Bloch (42), étant périodique, elle

peut se développer sous forme d’une série de Fourrier où se développer dans une base

d’ondes planes :
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(Ԧݎ)௞ሬ⃗ݑ = ∑ ⃗ீ⃗ீܥ� �݁ ௜ீ⃗ .௥⃗ … … … … … … … … … … (44)

Où, les ൛⃗ீܥൟ représentent les coefficients de développement de la fonction (Ԧݎ)௞ሬ⃗ݑ sur la

base d’ondes planes. �ሬሬሬ⃗représenteܩ un vecteur du réseau réciproque qui peut s’exprimer

comme :

ܩ⃗ = ݉ ଵ
ሬܾ⃗
ଵ + ݉ ଶ

ሬܾ⃗
ଶ + ݉ ଷ

ሬܾ⃗
ଷ… … … … …(45)

En remplaçant (45) dans (43), la fonction de Bloch devient :

߶௞ሬ⃗(ݎԦ) = ∑ ା௞ሬ⃗ீ⃗⃗ீܥ ��݁௜൫௞ሬ⃗ାீ⃗൯�.��௥⃗ ………………(46)

La description d’une fonction d’onde mono-électronique de Bloch ߶௞ሬ⃗(ݎԦ) nécessite

un nombre infini d’ondes planes, car la somme intervenant dans (46) s’opère sur tous les

vecteurs du réseau réciproque dont le nombre est infini.

Pour permettre, la détermination en pratique de la fonction d’onde mono-

électronique de Bloch, la somme intervenant dans (46) est souvent tronquée à un vecteur

du réseau réciproque dont le module est noté Gmax. On adopte ainsi, une base d’ondes

planes de dimension finie.

La taille de la base d’ondes planes utilisée est souvent spécifiée à travers non pas Gmax

mais l’énergie dite de coupure Ecut. Celle-ci est reliée à Gmax à travers la relation :

Eୡ୳୲=
ћమ

ଶ୫ ౛
G୫ ୟ୶……………………………………….
ଶ (47)

Une grande valeur de Ecut traduit une base dont la taille est importante, c'est-à-dire elle

comporte un grand nombre d’ondes planes.

L’exploitation du théorème de Bloch ainsi que de la symétrie de translation,

caractéristique des systèmes cristallins, permet dans le cadre de la théorie de la DFT

d’évaluer la densité de charge par une intégrale portant sur le volume de la 1ère zone de

Brillouin:
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(Ԧݎ݊) =
ଶగ

௏ೋಳ
∑ ∫ ห߶௜൫ݎԦ, ሬ⃗݇൯ห

ଶ
݀ଷ݇

௓஻௜ … … ….(48)

L’intégrale intervenant dans la relation précédente peut être approximée par une

somme pondérée:

(Ԧݎ݊) ≅
ଶగ

௏ೋಳ
∑ ∑ w௤ห߶௜(ݎԦ, ሬ⃗݇௤)ห

ଶ
… … . .௤௜ (49)

Qui est évaluée pour un nombre restreint (Nkpt) de points

k q , dit spéciaux; c'est la

technique de "l'échantillonnage des points-k". Cette dernière procédure permet des

simplifications considérables dans l’évaluation de la densité de charge et par conséquent de

l’énergie totale. Une méthode systématique a été introduite par Monkhorst et Pack [26].

Dans cette dernière, une grille régulière de points

k q est générée dans la 1ère zone de

Brillouin. Un calcul DFT est d’autant plus précis que le nombre de points k utilisés dans

l’échantillonnage de la 1ère zone de Brillouin est grand.

I.5.3.5 Théorème de Hellmann-Feynman et relaxation atomique

L’évaluation des forces atomiques constitue une tâche de la plus haute importance car,

indispensable à la simulation atomistique, elle conduit à la détermination des structures

d'équilibre des différents édifices moléculaires et cristallins. Effectivement, l’état

d’équilibre d’un système est défini comme un état où la force moyenne agissant sur chaque

atome est nulle.

La force subie par un atome I de la part de tous les autres atomes formant le système étudié

est définie par la relation:

=ூܨ⃗ −
డா೟೚೟

డோሬ⃗಺
… … … … … … … … ..(50)
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La relation précédente permet d’aboutir à :

=ூܨ⃗ − ∫݀ �߬݊ (Ԧݎ)
௓಺�൫௥⃗ିோ಺ሬሬሬሬ⃗൯

ห௥⃗ିோ಺ሬሬሬሬ⃗ห
య + ∑

௓಺௓಻(ோ಺ሬሬሬሬ⃗ିோ಻ሬሬሬሬ⃗)

หோ಺ሬሬሬሬ⃗ିோ಻ሬሬሬሬ⃗ห
య௃(௃ஷூ) …………… (51)

La relaxation atomique est une procédure qui permet de déterminer la configuration dite

d’équilibre, d’un système atomique. L’état d’équilibre est définit comme l’état du système

où tous les atomes subissent une force résultante nulle :

=ூܨ⃗��������,ܫ�∀
డா೟೚೟

డோሬ⃗಺
= 0 … … … … … … … … … … … … … … … ….(52)

La détermination la configuration se fait en utilisant différents algorithmes de calcul.

Parmi ces derniers on peut citer : l’algorithme de la descente optimale (steepest descent),

l’algorithme du gradient conjugué et l’algorithme BFGS. Ces algorithmes permettent de

déplacer les atomes du système de manière intelligente conduisant au minimum d’énergie

du système en question.

I.5.3.6 Le code de calcul

Dans ce travail nous avons utilisé le logiciel nommé : « Materials Studio », initialement

développé par l’entreprise Accelrys et maintenant par l’entreprise BOAVIA, une filiale de

Dassault Systèmes. Materials studio, possède une interface graphique qui permet de

construire et de manipuler des systèmes cristallins ou moléculaires et incorpore plusieurs

codes de calculs de chimie quantique et de physique des matériaux. Pour notre part, nous

avons utilisé le code de calcul CASTEP, qui est basé sur la théorie de la fonctionnelle de la

densité (DFT). Dans CASTEP, seuls les électrons de valence des éléments constituants le

système traité sont explicitement pris en charge dans le calcul. Leurs fonctions d’ondes

sont développées dans une base d’onde planes et leur interaction avec les électrons du cœur

et les noyaux sont décrites à travers des pseudo-potentiels.
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I.6 Conclusion

Dans la première partie de ce chapitre nous avons décrit brièvement quelques

propriétés du cristal du Silicium telle que : les propriétés structurales, l’énergie de

cohésion, l’élasticité et le module de compression. Puis la suite de ce chapitre est consacré

à l’étude de la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT), ainsi on a montré l’évolution

de cette théorie après le fondement de l’équation de Schrödinger jusqu’à ce qu’elle devient

une méthode choisi dans les calculs quantiques et les structures électroniques, passant par

les théorèmes de Hohenberg-Kohn et Kohn-Sham.
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I. Introduction

Dans ce chapitre, nous allons présenter nos résultats relatifs à une étude par simulation

atomistique du Silicium, basée sur la théorie de la fonctionnelle de densité (DFT), en utilisant

le code CASTEP.

Dans nos calculs avec CASTEP, les électrons 3s et 3p ont été considérés comme des

électrons de valence, et donc traités explicitement dans les calculs, alors que le reste des

électrons ont été inclus dans le cœur. Pour décrire l’interaction entre les électrons de valence

et ceux du cœur ainsi que les noyaux, nous avons utilisé un pseudo-potentiel de type ultra-

doux. Dans ces calculs deux types de fonctionnelles d’échange et corrélations ont été

adoptées. La version de Perdew-Zunger (PZ) de la fonctionnelle LDA et la version de Perdew

Burke Ernzerhof (PBE) de la fonctionnelle GGA. L’échantillonnage de la 1ère zone de

Brillouin a été fait en adoptant des grilles uniformes de type Monkhorst-Pack, décalées de

(0.5, 0.5, 0.5).

La description du Silicium s’est faite à travers une maille conventionnelle de structure

diamant (cubique à faces centrées avec deux atomes de base), comportant 8 atomes [2]. A

travers, nos calculs nous avons essayé de retrouver et de reproduire les valeurs de certaines

propriétés physiques du Silicium. Les propriétés ayant été étudiées sont : le paramètre de la

maille cristalline, le module de compression, les constantes élastiques ainsi que l’énergie de

cohésion.

Pour chacune des propriétés étudiées, nous avons réalisé une étude de convergence par

rapport à deux paramètres fondamentaux, à savoir, la grille des points k, utilisée pour

l’échantillonnage de la 1ère zone de Brillouin, ainsi que la taille de la base d’ondes planes. La

densité de la grille des points k contrôle la précision avec laquelle la densité de charge est

évaluée ainsi que l’énergie du système, alors que la taille de la base des ondes planes, à

travers la valeur de l’énergie de coupure, définit la précision avec laquelle la fonction d’onde

électronique est évaluée.

II. Paramètre de la maille cristalline

Pour la détermination du paramètre de la maille conventionnelle du Silicium, nous

avons adopté trois procédures différentes. La première consiste à faire varier la valeur du

paramètre de la maille manuellement et de calculer l’énergie du système pour chaque valeur

du paramètre de maille. Le paramètre de la maille à l’équilibre correspond au minimum de la

courbe d’énergie. La deuxième méthode qui a été adoptée est similaire à la précédente sauf
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qu’à chaque valeur du paramètre de la maille, l’énergie du système est obtenue à l’issue d’une

relaxation atomique de la maille. La troisième et dernière méthode consiste en une relaxation

simultanée des positions atomiques et des parois de la maille cristalline. Le paramètre de

maille à l’équilibre est ainsi obtenu directement.

Pour chacune des trois méthodes précédentes, nous avons procédé à une étude systématique

de la convergence du paramètre de la maille par rapport à la densité de la grille des points k

(Kg), utilisés pour l’échantillonnage de la 1ère zone Brillouin, ainsi que par rapport à la taille

de la base utilisée, à travers la valeur de l’énergie de coupure (Ecut). Les résultats obtenus pour

chaque méthode ont été comparés pour les fonctionnelles d’échange et corrélations LDA et

GGA.

II.1. Paramètre de maille sans relaxation

Comme cela a été précisé précédemment, dans cette méthode le paramètre de la maille

cristalline est modifié manuellement, autour de la valeur expérimentale, et pour chaque valeur

du paramètre, l’énergie est calculée à l’issue d’une convergence des cycles d’auto-cohérence

de Kohn-Sham. Le paramètre de maille a été donc varié entre 5.2 et 5.72 Å et le critère de

convergence adopté pour l’énergie est 2×10-6eV/atome.

L’étude de convergence du paramètre de la maille cristalline par rapport à la densité de

la grille des points k et l’énergie de coupure (Ecut) a été menée, en adoptant une fonctionnelle

d’échange et corrélations LDA, comme suit :

Nous avons initialement fixé la valeur de Ecut à une valeur raisonnable (pas trop faible)

de 160 eV et nous avons fait varier la grille des point k en suivant la procédure de Monkhorst-

Pack. Des grilles de type N×N×N, tel que N varie de 1 à 10 (tableau.1), décalées de (0.5, 0.5,

0.5) ont été utilisées. Les nombre des points k associé à chaque grille a été réduit par symétrie.

Ainsi, par exemple pour la grille 4×4×4, le nombre initial des points k utilisés pour

l’échantillonnage de la 1ère zone de Brillouin étant 64, il a été réduit par symétrie à seulement

4 et cela sans altérer la précision du calcul. Pour chaque grille de point k, le paramètre de la

maille cristalline (a) a été varié entre 5.2 et 5.72Å.
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Kg=૛× ૛× ૛

(a)

Kg=૝× ૝× ૝

(c)

Kg=૜× ૜× ૜

(b)
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Kg= ૟× ૟× ૟

(e)

Kg= ૞× ૞× ૞

(d)

Kg= ૠ× ૠ× ૠ
(f)
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Figure3. Evolution de l’énergie en fonction du paramètre de maille avec Ecut=160 eV pour

differentes valeurs de Kg (LDA).

Kg= ૡ× ૡ× ૡ
(g)

Kg= ૚૙× ૚૙×10
(h)

Kg= ૢ× ૢ×9
(h)
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Les figures.3 représentent les courbes de variation de l’énergie (E) en fonction du paramètre

de la maille cristalline (a). Chaque courbe correspond à une grille particulière des points k et à

une valeur de l’énergie de coupure Ecut = 160 eV. Le tracé de ces courbes montre qu’elles

sont des paraboles, où les paramètres d’équilibre correspondent aux minimas des courbes.

La détermination des paramètres de maille s’est faite en procédant à un ajustement par une

fonction polynomiale du second degré des courbes E = f(a). La fonction utilisée a la forme

générale :

=ݕ ଶݔߙ + +ݔߚ …ߛ … …(1)

Où α,  et  correspondent à des constantes à déterminer. Le minimum de la courbe

correspond à :

଴ܽ = ଴ݔ = −
ఉ

ଶఈ
… … … …(2)

Les valeurs obtenues du paramètre de maille pour différentes grille de points k et une valeur

de l’énergie de coupure Ecut = 160eV sont listées dans le tableau I.

Tableau I : Valeurs du paramètre de la maille cristalline du Silicium pour Ecut = 160eV et

différentes grilles de points k. La fonctionnelle Exc utilisée est la PZ (LDA).

Kg Points K réduits a(Å)

2×2×2 1 5.418

3×3×3 4 5.414

4×4×4 4 5.413

5×5×5 10 5.413

6×6×6 10 5.413

7×7×7 20 5.413

8×8×8 20 5.413

9×9×9 35 5.413

10×10×10 35 5.413



Chapitre II Résultats

28

Figure 4. Evolution de paramètre de maille en fonction du nombre des points K

Les résultats listés dans le tableau.1 ont été représenté dans la courbe de la figure.4. Cette

courbe présente une décroissance puis une stabilisation du paramètre de maille au-delà d’un

nombre donné de points k, ce qui traduit une convergence. Le paramètre de la maille (a)

converge à une valeur de 5.413Å, pour une grille de point k de 6×6×6 correspondant à 10

points k.

En deuxième étape nous avons mené une étude concernant la convergence du paramètre

de maille (a) par rapport à l’énergie de coupure (Ecut). Pour cela nous avons fixé la grille des

points k à 6×6×6 (grille de convergence) et nous avons fait varier Ecut entre 68 et 680eV tout

en adoptant la fonctionnelle d’échange et corrélations PZ (LDA). Le paramètre de maille a été

varié entre 5.2 à 5.72Å.

Ecut=68 eV

(a)
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Ecut=136eV
(b)

Ecut=272 eV

(d)

Ecut=204 eV

(c)
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Ecut=408 eV

(f)

Ecut=340 eV

(e)

Ecut=476 eV

(g)
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Figure 5. Evolution de l’énergie en fonction du paramètre de maille avec Kg=6×6×6 pour

différentes valeurs de Ecut.

Ecut=544 eV

(h)

Ecut=680 eV

(j)

Ecut=612 eV

(i)
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Les figures.5 représentent les courbes de l’énergie en fonction du paramètre de maille pour

chaque valeur de l’énergie de coupure Ecut. Nous avons procédé, comme précédemment, à un

ajustement parabolique en utilisant l’équation (1), pour déterminer les paramètres de maille à

l’équilibre. Les résultats obtenus sont listés dans le tableau II.

Tableau II: Valeurs du paramètre de la maille cristalline du Silicium pour kg = 6×6×6 et

différentes valeurs de l’énergie de coupure (Ecut). La fonctionnelle Exc utilisée est la PZ

(LDA).

Kg=6×6×6/Ecut(eV) Paramètre de maille (Å)

68 5.336

136 5.411

204 5.394

272 5.386

340 5.388

408 5.384

476 5.384

544 5.384

612 5.384

680 5.384
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Figure6. Evolution de paramètre de maille en fonction de l’énergie de coupure (sans relaxation)

Les valeurs du tableau.2 ont été représentées dans la figure 6. La courbe montre une forte

variation du paramètre de maille pour les faibles valeurs de Ecut, suivie d’une stabilisation au-

delà de 400eV, signe d’une convergence. La valeur de convergence de Ecut adoptée est de

544eV, qui correspond à une valeur du paramètre de la maille : ௅ܽ஽஺ = 5.384 Å.

Une étude de convergence du paramètre de la maille cristalline par rapport à la densité

de la grille des points k ainsi que l’énergie de coupure a été menée de manière similaire au cas

de la fonctionnelle PZ-LDA, en utilisant cette fois-ci la fonctionnelle PBE-GGA. Cette étude

a démontré que, pour les deux fonctionnelles utilisées, le paramètre de maille converge pour

les mêmes grilles de points k et valeur de l’énergie de coupure, à savoir kg=6×6×6 et

Ecut=544eV. La valeur du paramètre de maille pour la fonctionnelle PBE-GGA est ீܽீ஺ =

5.476 Å .

L’écart de la valeur du paramètre de maille calculée par rapport à la valeur

expérimentale de 5.431 Å a été évalué comme suit :

∆ܽ% =
௔೎ೌ ೗೎ି௔೐ೣ೛

௔೐ೣ೛
… … … … … ..(3)
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Les valeurs obtenues du paramètre de la maille cristalline pour les deux fonctionnelles

montrent, que la valeur PZ-LDA sous-estime la valeur expérimentale de 0.8%, alors que la

valeur PBE-GGA la surestime de 0.8%.

II.2.Paramètre de maille avec relaxation atomique

La procédure de Kohn-Sham permet de déterminer l’état fondamental électronique d’un

système correspondant à un ensemble de positions atomiques données. De là, il est possible

de calculer les forces s’exerçant sur chaque atome à travers théorème de Hellmann-Feynman.

La procédure de relaxation se fait à l’aide d’un algorithme de minimisation (BFGS) qui

permet à chaque fois d’aller vers une configuration du système de plus basse énergie. La

procédure est répétée automatiquement, jusqu’à ce que la force maximale qui agit sur les

atomes du système soit inférieure ou égale à 0.03 eV/Å. La configuration finale dont l’énergie

totale est minimale correspond à l’état d’équilibre. Comme dans la méthode précédente, on a

fait varier manuellement le paramètre de la maille cristalline entre des valeurs inferieur et

supérieur autour de la valeur expérimentale, c’est-à-dire entre 5.2 et 5.72 Å.

Pour assurer la convergence de l’énergie totale, nous avons utilisé dans ce calcul tout

comme précédemment la méthode de Monkhorst-Pack pour différents maillage pour la

description de la 1ère zone de Brillouin et différentes énergies de coupures (Ecut). Nous avons

effectué ces calculs avec la fonctionnelle d’échange et corrélations LDA:

Tout d’abord nous avons fixé la valeur de Ecut à une valeur suffisamment précise de

160eV et nous avons fais varier la grille des point k de type N×N×N allant de 1 à 10

(tableau.3), décalées de (0.5, 0.5, 0.5). Nous avons modifié le paramètre de la maille

cristalline entre 5.2 et 5.72Å pour chaque grille de point k. Nous avons procédé comme

précédemment dans la détermination des paramètres d’équilibre en utilisant des fits

polynomiaux de second degrés et la relation (2).

Les résultats des paramètres de maille sont regroupés dans le tableau III.
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Tableau III : Valeurs du paramètre de la maille conventionnelle du Silicium pour l’énergie

de coupure égale à 160 eV différentes grille de points K. La fonctionnelle Exc utilisée est la

PZ (LDA).

Les points K Les points K réduits Les paramètres de

maille (Å)

2×2×2 4 5.420

3×3×3 14 5.414

4×4×4 32 5.414

5×5×5 63 5.414

6×6×6 108 5.414

7×7×7 172 5.414

8×8×8 256 5.414

9×9×9 365 5.414

10×10×10 500 5.414

Figure 7. Courbe des paramètres de maille en fonction des points K réduits.
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La courbe de la figure.7 traduit les résultats cités dans le tableau.3, cette courbe diminue

puis se stabilise après un certain nombre de points k, donc la convergence du paramètre de la

maille (a) est atteinte à une valeur de 5.414Å, pour un maillage de point k de 6×6×6

correspondant à 108 points k.

En second lieu nous avons fait une étude de convergence du paramètre de maille (a) par

rapport à l’énergie de coupure (Ecut). On a fixé donc la grille des points k à 6×6×6 (grille de

convergence) et nous avons fait varier l’énergie de coupure entre 68 et 680eV. Nous avons

exécuté le calcul avec la fonctionnelle d’échange et corrélations PZ (LDA). Le paramètre de

maille a été modifié entre 5.2 à 5.72Å pour chaque valeur de Ecut.

Les résultats des paramètres de maille obtenus sont regroupés dans le tableau ci-dessous :

Tableau IV: Valeurs du paramètre de la maille conventionnelle du Silicium pour une grille

de points K de 6×6×6 et différentes valeurs de l’énergie cut-off. La fonctionnelle Exc utilisée

est la PZ (LDA).

Kg=6×6×6/Ecut(ev) Paramètre de maille (Å)

68 5.416

136 5.385

204 5.380

272 5.382

340 5.384

408 5.384

476 5.384

544 5.384

612 5.384

680 5.384
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Figure8. Courbe de paramètres de mailles en fonction de l’énergie de coupure (avec relaxation).

Les résultats cités dans tableau.4 ont été représentées dans la figure 8. La courbe montre

une croissance du paramètre de maille proportionnelle à l’énergie de coupure, puis une

stabilisation au-delà de 400 eV, la valeur de convergence de Ecut choisi est de 544 eV, qui

correspond à une valeur du paramètre de la maille : ௅ܽ஽஺ = 5.384 Å.

D’autre part nous avons évalué le paramètre de la maille cristalline en faisant une même

étude de convergence par rapport à l’énergie de coupure et à la densité de la grille des points k

en adoptant cette fois-ci la fonctionnelle d’échange et corrélation PBE-GGA. La valeur de

paramètre de maille cristalline obtenu avec cette fonctionnelle converge pour les mêmes

grilles de points k et valeur de l’énergie de coupure qu’avec la fonctionnelle PZ-LDA,

(kg=6×6×6 et Ecut=544eV). La valeur du paramètre de maille pour la fonctionnelle PBE-GGA

est ீܽீ஺ = 5.477 Å .

On voit clairement que le paramètre de maille obtenu avec PZ-LDA est sous-estimé de

0.8% par rapport à la valeur expérimentale, alors que celui obtenu avec PBE-GGA est

surestimé de 0.8% en comparaison avec la valeur expérimentale.
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II.3. Détermination du paramètre de maille avec relaxation de la cellule

Dans cette méthode nous avons déterminé le paramètre de maille cristalline sans passer

par des calculs manuels. Dans cette méthode une relaxation simultanée des positions

atomiques ainsi que les dimensions de la maille est opérée en utilisant l’algorithme BFGS.

Dans cette procédure les forces ainsi que les contraintes agissant sur les parois de la cellule

sont évaluées. La configuration d’équilibre de la maille cristalline est définie comme celle qui

correspond à des valeurs absolues des contraintes inférieures ou égales à 0.05 GPa.

Nous avons fixé les paramètres de précision, la grille de points kg=6×6×6 et l’énergie de

coupure à 544eV. La modification du paramètre de maille s’est faite numériquement en

adoptant la fonctionnelle d’échange et corrélation PZ-LDA. Le résultat du paramètre de la

maille cristalline obtenu est :ܽ= 5.375 Å

Pour la même densité de la grille des points K6×6×6 et énergie de coupure 544 eV un

calcul a été fait avec la fonctionnelle d’échange et corrélation PBE-GGA et nous avons eu

comme résultat : ܽ= 5.453 Å

Selon les valeurs obtenues, le paramètre de maille calculé est sous-estimé avec la

fonctionnelle d’échange et corrélation PZ-LDA de 1% et surestimé avec la fonctionnelle

PBE-GGA de 0.7% en comparaison avec la valeur expérimentale.

Au cours de la détermination du paramètre de la maille cristalline (a) nous avons remarqué

que les résultats avec la fonctionnelle d’échange et corrélation PZ-LDA pour les différentes

techniques utilisés sont similaires et de même pour les résultats obtenus avec la fonctionnelle

PBE-GGA.

III. Energie de cohésion

L’énergie de cohésion est définit comme étant l’énergie nécessaire qu’il faut fournir

pour dissocier les liaisons entre atomes [20].

L’expression qui nous permet de calculer l’énergie de cohésion d’un cristal est donnée par :

௖௢௛é௦௜௢௡ܧ = ௠ܧ) ௔௜௟௟௘− ௔௧௠ߝ�݊ )/݊ …………….. (4)
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Où ݊ est le nombre d’atome dans la maille (maille conventionnelle) qui est égale à 8 dans

notre cas,ߝ�௔௧௠ �est l’énergie d’un seul atome de Silicium et ௠ܧ ௔௜௟௟௘ représente l’énergie de la

maille du Si.

 L’énergie d’un atome

Afin de déterminer l’énergie de cohésion, on doit passer par la détermination de

l’énergie correspondant à un atome et l’énergie d’une maille Silicium.

Un atome isolé est modélisé au centre d’un grand cube dont la longueur L est assez

grande afin de minimiser l’interaction de ce dernier et ceux générés par l’application des

conditions aux limites périodiques. Nous avons fait varier la largeur (L) de la cellule

manuellement et calculer directement l’énergie correspondant à chaque valeur de (L).

Une étude de convergence de l’énergie d’un atome par rapport à la longueur L qui le

sépare des autres atomes est faite, et cela en adoptant la fonctionnelle d’échange et

corrélations LDA pour les électrons de valence à l’état fondamentale et l’état excité.

Règle de Hund

Dans un niveau dégénéré, on occupe d’abord tous les sous niveaux par des électrons

parallèles. Chaque orbitale contient au maximum deux électrons de spin opposé (+ 1
2ൗ −ݐ݁

1
2ൗ ) et le remplissage des sous couches se fait en introduisant les électrons du spin haut puis

ceux du spin bas.

Le silicium (14Si) : ଶ݌ଶ3ݏ଺3݌ଶ2ݏଶ2ݏ1

 Etat excité : (spin=0)

Electrons du cœur Electrons de valences

 Etat fondamental : (spin=1)
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On a précisé auparavant que nos calculs traitent les électrons de valence. On a effectué

en premier lieu le calcul sans polarisation de spin c'est-à-dire (spin=0), puis avec polarisation

du spin (spin=1). Pour cela, on a fixé l’énergie de coupure à 544 eV qui est la même fixée

pour le calcul de l’énergie du cristal, la grille des points K fixée à 1×1×1 décalée de (0.5, 0.5,

0.5) et la variation manuelle de la largeur de la cellule (L) est de 2 à 10Å.

Une comparaison de résultats est faite pour l’état fondamental et l’état excité avec les

deux fonctionnelle d’échange et corrélations LDA et GGA.

Tableau V : Valeurs des énergies de liaison d’un atome du Silicium ௔௧௠ߝ) ) pour différentes

valeurs de la largeur de la cellule (L). La fonction adoptée est la PZ(LDA).

L(Å) atome (eV) LDA

Spin=0

atome (ev) LDA

Spin =1

2 -64,3860 -67.9575

3 -93,8543 -96.1898

4 -102,0250 -102.2901

5 -102,5202 -103.0959

6 -102,4683 -103.0672

7 -102,3760 -102.9802

8 -102,3294 -102.9399

9 -102,3112 -102.9252

10 -102,3047 -102.9203
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Figure 9. Variation de l’énergie d’un atome ௔௧௠ߝ) ) avec et sans polarisation du spin en

fonction de la largeur (L).

Les résultats listés dans le tableau.5 ont été représentés dans des courbes de la figure.9.

Les décroissances puis stabilisation de l’énergie se traduisent par des convergences des

courbes. On constate aussi la superposition des deux courbes avec une légère différence.

L’énergie ௔௧௠ߝ) ) converge à des valeurs de -102.5202eV (spin=0) et -103.0959eV (spin=1),

pour une largeur L=5Å.

 L’Energie de la maille (Emaille)

La valeur de l’énergie totale de la maille est évaluée directement lors de détermination des

paramètres de maille à l’équilibre, pour une gille de points K 6×6×6 décalée de (0.5, 0.5, 0.5)

et une énergie de coupure Ecut=544eV.

Une fois avoir remplacé dans la relation (4), on aboutit à une énergie de cohésion

Ecohesion= -5.3194eV /atome en utilisant la fonctionnelle d’échange et corrélations PZ-LDA.

On procède de la même manière pour la détermination de l’énergie de cohésion, mais

cette fois on adopte la fonctionnelle d’échange et corrélations PBE-GGA. La valeur de

l’énergie de cohésion obtenue est Ecohésion=-4.5778eV /atome.

En comparant les valeurs obtenues pour les deux fonctionnelles utilisées dans nos

calculs à la valeur expérimentaleܧ௖௛é௦௜௢௡
௘௫௣ = −4.63ܸ݁ ݉݋ݐܽ/ ,݁ on déduit que contrairement au
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paramètre de maille, l’énergie de cohésion calculée est surestimée avec la fonctionnelle PZ-

LDA de 14% par rapport à la valeur expérimentale et sous-estimée avec la fonctionnelle PBE-

GGA de 1%.

IV. Constantes élastique

Pour déterminer les constantes élastiques du cristal, on s’est basé sur un calcul de l’énergie

de déformation (U), cette dernière est considérée comme une fonction quadratique dans

l’approximation de la loi de Hooke [2]. On applique une déformation au cristal et on étudie sa

réponse. Trois différentes déformations doivent être appliquées pour calculer entièrement le

tenseur des constantes élastiques. Nous présentant ici celles qu’on a choisies :

Ӗଵߝ = ൭
ߜ 0 0
0 ߜ 0
0 0 ߜ

൱ߝ������������Ӗଶ = ൭
ߜ 0 0
0 ߜ− 0
0 0 ଶߜ 1 − ⁄ଶߜ

൱ߝ����������Ӗଷ = ൭
0 0 0
0 0 ߜ
0 ߜ 0

൱

Avec ߜ paramètre de déformation

La formule de l’énergie du cristal qui correspond à chaque déformation est de forme

suivante :

Ӗଵ⟹ܷଵߝ =
ଷ

ଶ
ଵଵܥ) + ଶߜ(ଵଶܥ2 ……………. (4)

Ӗଶ⟹ܷଶߝ = −ଵଵܥ) ଶߜ(ଵଶܥ +
ଵ

ଶ
ଵଵܥ

ఋర

(ଵିఋమ)మ
..........(5)

Ӗଷ⟹ܷଷߝ = ߜସସܥ2
ଶ ……………………. (6)

Nous avons imposé au paramètre de la maille cristalline les déformations cités dessus tout en

conservant les coordonnées fractionnelles des atomes du Silicium. La variation de l’énergie

du solide pour plusieurs valeurs de ߜ génère des courbes paraboliques, des fit ont été fais

numériquement pour déterminer les constantes élastiques d’équilibre (qui correspondent au

minimum de la courbe).

On a effectué une étude convergence par rapport à l’énergie de coupure en fixant la grille de

points K 6×6×6 et le paramètre de déformationߜ� a été varié de -7 à +7. Pour la fonctionnelle

d’échange et corrélation PZ-LDA, le résultat des constantes élastiques sont listés dans le

tableau VI.
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Tableau VI : Valeurs des constantes élastiques pour une grille points K 6×6×6 et différentes

énergies de coupure et valeurs expérimentales. La fonctionnelle utilisée est la PZ (LDA).

Kg6×6×6/

Ecut(eV)

Valeurs calculées (GPa) LDA Valeurs expérimentales

C11 C12 C44 C11 C12 C44

68 171.4917 45.8658 90.6935 166 63.9 79.6

136 151.2316 63.1553 74.6106

204 156.9726 61.6388 75.9944

272 160.8833 61.5113 76.5946

340 160.5234 62.0821 78.6238

408 160.5891 62.0910 78.5755

476 160.9261 62.1477 78.7691

544 160.9125 62.1720 78.9588

612 160.6755 62.1149 78.4841

680 160.6748 62.1105 78.4951

(a) (b)
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Figure 10. Evolution des constantes élastiques en fonction de l’énergie de coupure

La figure.10 a été représenté avec les valeurs du tableau.6, la courbe (a) montre une

décroissance puis une augmentation de la valeur de la constante élastique C11, suivie d’une

stabilisation après une valeur donné de C11 ce qui signifie une convergence. La constante

élastique converge à 160.912 GPa qui correspond à une énergie de coupure de 544 eV. La

convergence a été observé aussi pour la même valeur d’énergie de coupure (544 eV) dans les

courbe (b) et (c) qui correspond respectivement aux valeurs des constantes élastiques

C12=62.172 GPa et C44=78.958GPa.

Une autre étude est faite de la même manière que la fonctionnelle PZ-LDA pour déterminer

les constantes élastiques en adoptant la fonctionnelle d’échange et corrélation PBE-GGA.

Cette dernière montre des convergences à même valeur d’énergie de coupure 544 eV, les

valeurs de constantes élastiques convergées C11, C12 et C44 sont respectivement 172.753 GPa,

72.821 GPa 72.292 GPa.

D’après les résultats obtenus pour les constantes élastiques on a constaté que la fonctionnelle

d’échange et corrélation PZ-LDA a sous-estimé C11 et C12 de 3% par rapport aux valeurs

expérimentales et surestimé C44 de 0.8%. Le résultat est inversé avec la fonctionnelle PBE-

GGA, les constantes élastiques C11et C12 sont surestimées de 4% en comparant avec les

résultats expérimentaux et la constante C44 sous-estimé de 9%.

(c)
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V. Module de compression

Dans cette partie, plusieurs méthodes ont été utilisées pour déterminer le module de

compression du Silicium, l’idée principale est d’exploiter les résultats qu’on a obtenu dans

les parties paramètre de maille et constantes élastiques.

Pour le module de compression nous avons procédé par trois méthodes différentes afin

de déterminer le module de compression du cristal du silicium. La première méthode le

module de compression est évalué en fonction du paramètre de maille calculé à l’équilibre

pour une grille de points K 6×6×6 et une énergie de coupure Ecut=544 eV. Pour la deuxième

méthode le module de compression est donné en fonction des constantes élastique du cristal.

Et enfin, la troisième méthode consiste à utiliser la fonction d’état de Birch-Murnaghan

V.1. Première méthode

Le module de compression est déterminé en fonction du paramètre de maille, la grille des

points K est fixée à 6×6×6 et l’énergie de coupure est variée de 68 à 680 eV, la courbe étant

une parabole, au voisinage du minimum la courbe d’énergie en fonction des paramètres de

maille a la forme quadratique suivante :

)ܧ )ܽ = ଴ܧ + −ܽ)ߙ ଴ܽ)ଶ … (7)

Où : ߙ =
ௗమா

ௗ௔మ
……….. (8)

Les valeurs de �sontࢻ directement déterminés dans le calcul de paramètre de maille à

l’équilibre pour les différentes valeurs de l’énergie de coupure (Ecut).

Le module de compression s’écrit : ܤ = ܸ
ௗమா

ௗ௏మ
………… (9)

A l’équilibre : ܤ = ଴ܤ

଴ܤ�������������� =
ଶ

ଽ
ቀ
ଵ

௔బ
ቁߙ ……………. (10)

En remplaçant les différentes valeurs de ૙�etࢇ de �dansࢻ l’équation (10), on a obtenu les

valeurs du module de compression correspondants. Cela en adoptant la fonctionnelle

d’échange et corrélations PZ-LDA. Les résultats sont illustrés dans le tableau VII.
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Tableau VII : Valeurs du module de compression (B) du cristal du Silicium pour une grille

de points K 6×6×6 et Ecut variée de 68 à 680 eV. La fonctionnelle d’échange et corrélations

utilisée est PZ-LDA.

Ecut (eV) ଴ܽ(Å) ߙ

Valeurs

calculés (GPa)

Valeur

expérimentale

(GPa)

68 5.416 13.47171 88.5599

98.8

136 5.385 18.91397 124.319

204 5.380 11.16767 71.6465

272 5.382 10.83675 73.9002

340 5.384 12.60051 83.3539

408 5.384 12.74437 84.2727

476 5.384 12.78345 84.5358

544 5.384 12.79664 84.5802

612 5.384 12.71408 84.0755

680 5.384 12.72015 83.9564
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Figure11. Evolution du module de compression en fonction de l’énergie de coupure.

Les valeurs du tableau 7 ont été représentées dans la figure.11. La courbe montre que pour de

faibles valeurs de Ecut , on constate une forte variation du module de compression puis une

stabilisation au-delà de 400 eV, qui se traduit par une convergence. La valeur de Ecut

convergée est de 544eV correspondant au module de compression BLDA=84.5802 GPa.

Une étude similaire du module de compression du cristal du Silicium a été faite, on utilisant

cette fois la fonctionnelle PBE-GGA en tenant compte de la grille de points k fixée à 6×6×6 et

la variation des Ecut. La valeur du module de compression est BGGA=91.1124GPa.

Le module de compression calculé par la fonctionnelle PZ-LDA est sous-estimé par rapport à

la valeur expérimente B=98.8 GPa de 14%, tandis que la fonctionnelle PBE-GGA la sous-

estime de 7%.

V.2. Deuxième méthode : Fit Birch-Murnaghen

Le comportement d’un matériau sous une pression est décrit par une équation d’état. Le

module de compression permet de décrire la réponse d’un solide au changement de son

volume. B0 désigne le module de compression à l’équilibre il est déterminé par l’ajustement

d’une équation d’état E(V) [27].

Nous avons tracé des courbes de variation d’énergie en fonction du volume de la maille

cristalline, et nous avons fait une étude de convergence par rapport à l’énergie de coupure.
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Pour déterminer le module de compression d’équilibre nous avons utilisé l’équation d’état de

Birch-Murnaghen qui donne un très bon fit de l’énergie en fonction de volume

(ܸ)ܧ = ଴ܧ +
ଽ

ଵ଺
଴ܤ ଴ܸቈቊ൤ቀ

௏బ

௏
ቁ
ଶ ଷ⁄

− 1൨
ଷ

+ᇱܤ ൤ቀ
௏బ

௏
ቁ
ଶ ଷ⁄

− 1൨
ଶ

൤6 − 4ቀ
௏బ

௏
ቁ
ଶ ଷ⁄

൨ቋ቉… ….(11)

E0 ,V0 énergie totale et volume de la maille à l’équilibre

B0, B’ module de compression et sa dérivé.

Les énergies sont calculés pour une grille de point K 6×6×6 et différentes valeurs d’énergie de

coupure avec la fonctionnelle d’échange et corrélation PZ-LDA.

Ecut=272 eV

(d)

Ecut=136 eV

(b)

Ecut=68 eV

(a)

Ecut=204 eV

(c)
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Ecut=408 eV

(f)

Ecut=544 eV

(h)

Ecut=680 eV

(j)

Ecut=340 eV

(e)

Ecut=476 eV

(g)

Ecut=612 eV

(i)
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Figure12. Evolution de l’énergie en fonction du paramètre de maille pour différentes énergies

de coupures

Les valeurs du module de compression sont rapportées dans le tableau VIII

Ecut=544 eV

(h)

Ecut=680 eV

(j)

Ecut=476 eV

(g)

Ecut=612 eV

(i)
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Tableau VIII: Valeurs du module de compression avec le fit de Birch-Murnaghen pour une

grille de points K de 6×6×6 et différentes valeurs de l’énergie cut-off, pour la fonctionnelle

PZ-LDA.

Figure13. Evolution du module de compression en fonction de l’énergie (Birch-Murnaghen)

Kg6×6×6

Ecut (ev)

Valeurs calculées

(GPa)

Valeur

expérimentale

68 122.5793

98.8 GPa

136 120.0110

204 78.2454

272 87.7383

340 94.8344

408 97.5853

476 97.6478

544 98.0532

612 97.1607

680 97.0230
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Les valeurs des modules de compression citées dans le tableau.8 sont représentées dans la

figure13, on remarque une décroissance des valeurs de module de compression vers les petites

valeurs de l’énergie de coupure puis elle croit, après une certaine valeur donné de Ecut la

courbe se stabilise. Le module de compression convergé est de ܲܩ�98.0532 qܽui correspond à

une valeur d’énergie de coupure 544eV.

On a procédé de la même manière pour une autre étude de convergence avec la fonctionnelle

d’échange et corrélation PBE-GGA. Les résultats montrent une convergence du module de

compression à une valeur ܽܲܩ�92.0466 correspondant à Ecut=544eV.

Le module de compression calculé avec l’approximation d’échange et corrélation PZ- LDA

est quasiment inférieur de 1% par rapport au module de compression expérimental, et celui

calculé avec la fonctionnelle PBE-GGA est 7% plus faible que la valeur expérimentale.

V.3. Troisième méthode : les constantes élastiques

Cette méthode consiste à déterminer le module de compression directement en remplaçant les

valeurs des constantes élastiques obtenues dans l’expression du module de compression (12),

et ceci se fait pour les deux fonctionnelle d’échange et corrélations PZ-LDA et PBE-GGA.

La formule du module de compression est donnée par :

ܤ =
ଵ

ଷ
ଵଵܥ) + (ଵଶܥ2 …. (12)

Les valeurs du module de compression obtenues respectivement pour les deux fonctionnelle

d’échange et corrélation PZ-LDA et PBE-GGA sont : BLDA=95.085GPa et

BGGA=106.130GPa.

La valeur du module de compression calculé avec la fonctionnelle PZ-LDA est de 3.7%

plus faible que la valeur expérimentale et du 6% plus grand avec la PBE-GGA.

Les résultats montrent l’impact de chaque une des deux approximations d’échange et

corrélation PZ-LDA et PBE-GGA sur la prédiction de la valeur du module de compression,

dans la première méthode le ௅஽஺ܤ n’est pas en bon accord avec la valeur expérimentale

(l’erreur est de 14%) par ailleurs ஺ீீܤ est de 7% inférieur à .௘௫௣ܤ� Pour la seconde technique

on a remarqué que le module de compression calculé avec PBE-GGA est beaucoup plus faible
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que celui obtenu avec PZ-LDA. Quant à la dernière méthode, le module de compression est

sous-estimé avec PZ-LDA de 4% d’écart et surestimé avec PBE-GGA.

Les résultats obtenus par les trois méthodes sont comparés, la méthode présentant un

minimum pourcentage d’erreurs et des valeurs proches de celle de l’expérience est la méthode

de Birch-Murnaghen (0.7% PZ-LDA).

Tableau IX: tableau récapitulatif des résultats des différentes propriétés simulés pour une

grille de points K6×6×6 et Ecut =544eVdes deux fonctionnelles d’échange et corrélation PZ-

LDA et PBE-GGA.

Les propriétés PZ-LDA PBE-GGA Valeurs

expérimentales

(ܽÅ) 1è௥௘݉ éݐℎ݀݋ ݁ 5.384

5.384

5.375

5.476

5.477

5.453

5.431

2è௠ ௘݉ éݐℎ݀݋ ݁

3è௠ ௘݉ éݐℎ݀݋ ݁

ܲܩ)ܤ )ܽ 1è௥௘݉ éݐℎ݀݋ ݁ 84.580

98.083

95.085

91.118

92.046

106.130

98.8

2è௠ ௘݉ éݐℎ݀݋ ݁

3è௠ ௘݉ éݐℎ݀݋ ݁

ܲܩ)௜௝ܥ )ܽ ସସܥ

ଵଶܥ

ଵଶܥ

160.906

62.164

76.965

172.753

72.821

72.292

166

63.9

79.6

)௟ܧ ݒ݁ ⁄ݐ݉ܽ ) 5.319 4.577 4.63

VI. Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté nos résultats relatifs à l’étude par DFT de

quelques propriétés physiques du silicium. Les propriétés étudiées sont : le paramètre de la

maille cristalline, l’énergie de cohésion, les constantes élastiques et le module de

compression. Nous avons mené une étude de convergence par rapport à la grille des points –k
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ainsi que l’énergie de coupure en adoptant deux types de fonctionnelles d’échange et

corrélations. La version de Perdew-Zunger (PZ) de la fonctionnelle LDA et la version de

Perdew Burke Ernzerhof (PBE) de la fonctionnelle GGA. Notre étude a montré que toute les

propriétés étudiées convergent pour une grille de points k de 6×6×6 et une énergie de

coupure de 544eV.

La valeur du paramètre de la maille cristalline est déterminée par trois techniques

différentes, les résultats obtenus par calcul sont en bon accord avec la valeur expérimentale.

La valeur obtenue par la fonctionnelle PZ-LDA est sous-estimée par rapport à la valeur

expérimentale de 0.8%, alors que celle correspondant à la fonctionnelle PBE-GGA est

surestimée de 0.8%. Contrairement au paramètre de maille, l’énergie de cohésion calculée

avec la fonctionnelle PZ-LDA est surestimée par rapport à la valeur expérimentale de 14%,

alors que celle obtenue avec la fonctionnelle PBE-GGA est sous-estimée de 1%. Ceci montre

que la fonctionnelle PBE-GGA reproduit mieux l’énergie de cohésion du cristal de Silicium

que la PZ-LDA.

Les résultats des constantes élastiques C11et C12 calculés par la fonctionnelle PZ-LDA sont

sous-estimés par rapport aux valeurs expérimentales de 3% et surestimés de 4% avec la

fonctionnelle PBE-GGA, par contre la constante C44 est surestimée de 0.8% par la PZ-LDA et

sous-estimée de 9% par la fonctionnelle PBE-GGA.

Le module de compression est aussi calculé par trois méthodes différentes, les résultats de la

première et la deuxième méthode sont sous-estimés par rapport à la valeur expérimentale avec

les deux fonctionnelles PZ-LDA et PBE-GGA, tandis que pour la troisième méthode ce

dernier est déterminé directement avec une relation qui dépend des constantes élastiques ainsi

sa valeur obtenue avec PZ-LDA sous-estime la valeur expérimentale et la valeur obtenue avec

la fonctionnelle PBE-GGA la surestime.
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Conclusion générale

Dans ce travail nous avons mené une étude par simulation atomistique de quelques

propriétés physiques du silicium, à savoir : les propriétés structurales, l’énergie de cohésion,

les constantes élastiques et le module de compression. Notre étude est basée sur la théorie de

la fonctionnelle de la densité (DFT), où nous avons adopté deux types de fonctionnelles

d’échange et corrélations. La version de Perdew-Zunger (PZ) de la fonctionnelle LDA et la

version de Perdew Burke Ernzerhof (PBE) de la fonctionnelle GGA. Dans nos calculs nous

avons utilisé le code CASTEP. Dans ce dernier, les fonctions d’ondes décrivant électrons de

valence sont représentées dans une base d’ondes planes et l’interaction entre les électrons de

valence avec les électrons du cœur et les noyaux est décrite à travers des pseudo-potentiels.

Nos calculs reproduisent les tendances générales de la DFT dans sa description des

différentes propriétés physiques des solides cristallins. La valeur du paramètre de la maille

cristalline obtenu par calcul est en bon accord avec la valeur expérimentale. La valeur obtenue

par la fonctionnelle PZ-LDA est sous-estimée par rapport à la valeur expérimentale alors que

celle correspondant à la fonctionnelle PBE-GGA est surestimée. Contrairement au paramètre

de maille, l’énergie de cohésion calculée avec la fonctionnelle PZ-LDA est surestimée par

rapport à la valeur expérimentale, alors que celle obtenue avec la fonctionnelle PBE-GGA est

sous-estimée. Par ailleurs, Les valeurs des constantes élastiques et du module de compression

calculés sont en bon accord avec valeurs expérimentales.
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Résumé

Ce manuscrit est intitulé ‘’Simulation atomistique de quelques propriétés physique du

Silicium’’, concerne la détermination des propriétés du silicium en se basant sur la théorie

de la fonctionnelle de la densité (DFT) et les pseudo-potentiel avec le code de calcul

CASTEP (Cambridge Serial Total Energy Package).

Dans ces calculs, deux fonctionnelles d’échange et corrélations ont été adoptés: la version

de Perdew Zunger (PZ) de la fonctionnelle LDA et la version de Perdew Burke Ernzerhof

(PBE) de la fonctionnelle GGA.

Pour chacune des propriétés étudiées, nous avons réalisé une étude de convergence par

rapport à deux paramètres fondamentaux: la grille des points K, utilisée pour

l’échantillonnage de la 1ère zone de Brillouin, ainsi que la taille de la base d’ondes planes

Mots clés : Silicium, Simulation, DFT, CASTEP , PZ-LDA, PBE-GGA.
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